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Suite  de  la  »eanee  du  19  avril  1845. 

Physique.  —  M.  Ath.  Peltier  lit  la  note  suivante  sur  la  cause 
des  oscillations  du  niveau  a  bulle  d'air: 

„M.  Liagre,  lieutenaot  du  genie  beige,  a  presente*  a  l'Academie 
des  sciences  de  Bruxelles  un  memoire  sur  les  oscillations  du  niveau  ä 
bulle  d'air  et  sur  les  moyens  de  remedier  ä  cette  cause  d'erreur.  Cet  offi- 
cier  formule  le  resultat  de  ses  Observation«  et  de  ses  experiences  dans 
les  termes  suivants:  „Un  niveau  ä  bulle  d'air  tres  bon  et  tres 
aensible  ätant  cale  sur  un  plan  invariable,  si  l'une  des  extremites 
de  sa  bulle  vient  ä  se  trouver  en  presence  d'une  temperature  sup4- 
rieme  a  celle  de  l  autre  extreraite ,  la  bulle  tout  entiere  marche  du 
cdre  dou  e'mane  la  chaleur." 

„Apres  avoir  decrit  les  experiences  propres  ä  constater  le  fait 
et  apres  avoir  fait  remarquer  combien  ce  deplacement  de  la  bulle 
d'air  a  du*  occasioner  d'ecarts  dans  les  Observation«,  e'carts  que 
Ton  attribuait  tantdt  aux  dilatations  inegales  de  la  monture  de  tout 
Tappareit ,  tantdt  ä  quelque  infidelitä  de  la  coostruction ,  M.  Liagre 
avoue  que  c'est  en  vain  qu'il  a  cherche  une  explication  satisfaisante 
du  phenomene,  et  qu'il  a  dil  se  borner  ä  l'indication  du  moyen  qui 
lui  a  paru  le  plus  propre  pour  eviter  cette  cause  d  erreur.  ( Voyez 
le  rapport  de  M.  Quetelet  communique"  ä  l'Academie  en  1844.) 

„La  cause  du  deplacement  de  la  bulle  d'air  d'un  niveau  me 
parait  facile  ä  expliquer  par  l'application  de  principes  connus  et 
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au  moyen  de  quelques  experiences  speciales.  A  l'etat  dYquilibre, 
la  pression  est  egale  dans  toute  la  masse  d'un  fluide,  auelie  que 
soit  la  differenco  de  la  temperature  de  ses  diverses  parties ;  con- 

*il  fallait  ch 


sequemment,  ce  n'est  point  dans  le  fluide  seul  qu' 
la  cause  de  ces  variations,  mais  dans  Caddition  d  une  räsistance 
etrangere.  Cette  re*sistance  est  le  produit  de  l'attraction  capillaire 
du  verre  pour  l'eau  ou  pour  raicool ,  resistance  qui  est  egale  sor 
toute  la  paroi  du  tube ,  lorsque  ce  dernier  possede  la  meme  tem- 
perature en  tous  ses  poiuts,  mais  qui  s'aflaiblit  inegalement  lors- 
que la  temperature  n'est  point  uniforme.  Lors  donc  que  le  liquide 
renferme  dans  ce  tube  varie  de  temperature  d  une  maniere  inegale, 
lorsqu'une  des  extremites  du  niveau  est  plus  echauffee  que  l  autre, 
la  force  capillaire  y  est  aflaiblie,  ainsi  que  la  resistance  au  depla- 
cement de  la  bulle  d'air:  cette  derniere,  placee  entre  deux  forces 
dissemblables ,  s'avance  vers  la  portion  cnauffee,  jusqu'au  nouvel 
equilibre  qui  s'ltablit  entre  la  moindre  resistance  dune  part  et  la 
pesanteur  crolssante  de  l'autre. 

„Une  expe'rience  tres  simple  demontre  combien  cette  resis- 
tance capillaire  est  pulssante  dans  le  deplacement  de  la  bulle  d'air. 
J'ai  fait  entrer  deux  cylindres  d'eau ,  distaots  de  5  ä  10  centimetres, 
dans  un  tube  capillaire  ouvert  par  les  deux  bouts,  .afin  de  leur 
laisser  toute  la  Iiberte*  de  leur  mouvement.  On  pose  le  tube  hori- 
zontalement,  et  lorsque  le  tout  est  e'quilibre',  on  chauffe  Tun  des 
cylindres  d'eau.  La  bulle  marche  d'abord  quelque  peu  vers  le 
cdte*  chauffe,  mais  bientöt,  en  s'echauffant  par  son  contact  avec 
le  cylindre  chaud  *  ou  par  ^  la  flamme  de  la  lampe  que  Ton  passe 
au-dessous  du  tube,  eile  s'agrandit  en  s'etalant  d'un  seul  cdtä,  du 
cdte*  oü  Ton  a  diminue'  la  resistance  capillaire  par  lYlevation  de 
la  temperature:  Fautre  cylindre  d'eau  reste  stable  ä  Ja  meme 
place.  Si  la  difference  des  temperatures  est  faible,  le  c6te*  froid 
recule  lorsqu'on  chauffe  la  bulle  d'air,  mais  toujoure  moins  que  le 
cdte"  chaud  et  dans  la  proportion  de  leur  diflference.  Dans  le  ni- 
veau d'eau,  la  bulle  d'air  soumise,  comme  dans  lexperience  prece^ 
dente,  ä  deux  resistances  inegales,  s'alionge  ou  se  deplace  en 
raison  de  leur  difference  et  cause  des  erreurs  d'observation  parce 
que  Toto  rectifie  rinstrument  d'apres  la  nouvelle  position  quelle 
a  prise. 

„Lorsque  Ton  emploie  le  mercure  au  lieu  d'eau  ou  d'alcool, 
la  cause  d'erreur  que  nous  venons  de  rappeler  existe  egalement, 
mais  la  marche  de  la  bulle  d'air  est  en  sens  inverse.  Sa  progres- 
sion  ou  son  extension  se  fait  du  cAte*  froid.  La  raison  de  cette 
Inversion  est  factle  a  demontrer.  Dans  un  tube  de  verre,  le  mer- 
cure n'est  pas  en  contact  avec  la  substance  meme  du  tube,  mais 
avec  la  couche  de  vapeur  d'eau  qui  est  toujours  attenante  aux 

Fwois.  Le  mercure  et  le  verre  ont  une  grande  affinite  d'adhesion 
un  pour  l'autre,  comme  le  prouve  l'&amaee  des  tubes  baromä- 
triques  dans  lesquela  on  fait  bouillir  trop  langte  mps  le  mercure. 
Dans  1*  tat  ordinalre,  il  y  a  une  couche  de  vapeur  d'eau,  inter- 
posee  entre  le  verre  et  le  mercure,  qui  s'oppose  ä  leur  adheeion. 
En  chauffant  Tun  des  cylindres  de  mercure,  on  diminue  d'une  part 
la  force  capillaire  du  verre  pour  la  vapeur  et  d'autre  part  on  amin- 
cit  cette  mime  couche  Separatrice.  II  en  resulte  que  I  attraction 
du  tube  pour  le  mercure  crolt  ä  mesure  qu'on  detruit  l'obstacie 
qui  les  separait,  et  en  meme  temps  la  resistance  au  deplacement: 
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Jowdonc  que  Ion  chaufle  la  bulle  d'air,  la  resistance  du  cdte 
chaufe  etant  devenue  auperieure  ä  celle  du  cdte  froid ,  c'eat  ce 
dernier  qui  recule  et  le  cOte*  chaud  reste  en  repo8  ou  se  deplace 
niuins  que  lautre.  Voilä,  auivant  nous,  la  cause  du  deplacement 
de  la  bulle  d  air  daua  les  niveaux  d'eau  ou  d'alcool. 


II. 

Weitere  Erörterungen  analytischer 
Gegenstände,  als  Fortsetzung  des 
Aufsatzes  X.  in  Tbl.  V.  Heft  %. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss  zu  Weimar. 


§.  1. 

Es  scheint  mir  nothig,  dass  ich  einige  Worte  Ober  den  Ge- 
*ichtspunkt  vorausschicke,  aus  welchem  man  diese  und  die  etwa 
»och  folgenden  Abhandlungen  ähnlichen  Inhaltes  au  betrachten 
habe.  Als  ich  mich  in  dem  Aufsatze  XXV.  (Theil  IV. )  zum  er- 
sten Male  gegen  die  gegenwärtig  von  vielen  Mathematikern  ver- 
folgte Richtung  in  der  Analysis  erklärte,  kam  es  mir  zunächst 
nur  darauf  an,  die  Grundlosigkeit  der  gegen  die  älteren  Theorien 
gerichteten  Vorwürfe  an  eben  den  Beispielen  nachzuweisen,  von 
welchen  die  Gegner ,  im  Vertrauen  auf  eine  scheinbar  strenge 
Rechnung,  ihre  Beweisgrunde  entnehmen.  Beispiele  der  Art  lies- 
R«n  sich*  zu  Hunderten  vermehren  und  auf  eine  ganz  ähnliche 
Weis«  behandeln;  allein  da  dieser  Weg  auf  Wissenschaftlichkeit 
lanm  einige  Ansprüche  machen  dürfte,  und  leicht  zu  fruchtlosem 
Hin  -  und  Herreden  führt,  so  verlieas  ich  ihn  sogleich  wieder  und 
«uchte  Vielmehr  die  wichtigsten  Momente  der  Theorie  und  die 
dabei  obwaltenden  Schwierigkeiten  in  einem  mehr  systematischen 
Zusammenhange  zu  erörtern.  Die  Abhandlung  X.  in  Theil  V.  soll 
der  Anfang  dieser  Erörterungen  sein ,  und  vielleicht  darf  ich  hof- 
fen, nicht  nur  über  die  hier  in  Rede  stehenden  Grundgedanken 
einiges  Licht  verbreitet,  sondern  auch  die  echte  Grundlage  der 
binomischen,  der  exponentiellen  und  der  logarithmischen  Erttwik- 
kelnngen  nachgewiesen  und  dieselben  in  ihr  richtiges  Verhältnis« 
au  Elementararithmetik ,  wie  diese  bis  jetzt  sich  gebildet  hat,  ge- 
setzt zu  haben.   Die  letzte  Grundlage  dieser  Entwicklungen  ist 

1* 
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der  arithmetische  Satz  von  der  Multiplication  der  Summe,  wie 
nämlich  das  Totalproduct  als  eine  Summe  von  Partialproducten 
der  Glieder  erscheint,  die  sich  in  besondern  Fällen  nach  gewissen 
Gesetzen  zusammenstellen  lassen.  Dabei  meine  ich  durchaus 
nicht ,  Neues  vorgetragen  zu  '  haben ;  das  Wesentliche  ist  schon 
oft,  und  namentlich  in  der  mathematischen  Naturphilosophie  von 
Fries  gelehrt  worden. 


§.  2. 

Meine  nächste  Absicht  ist  nun  die,  dass  ich,  dem  gewöhnli- 
chen Gange  zu  Folge,  an  die  Exponentialreihen  die  trigonometri- 
schen EnUvickelungen  anschliesse  und  deren  Fundamente  erkläre. 
Hierbei  stösst  man  allerdings  auf  einige  Schwierigkeiten,  deren 
Lösung  die  neuere  Analysis,  indem  sie  nur  convergirende  Reihen 
zulassen  will,  bei  Seite  schiebt,  freilich  ohne  zu  beachten,  dass 
die  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihen  mit  diesen  Schwierig- 
keiten nicht  die  entfernteste  Verwandtschaft  hat.  —  Der  wichtigste 
Schritt  in  dieser  Lehre  ist  dann  geschehen,  wenn  die  Relation 
zwischen  dem  Bogen  und  seinen  trigonometrischen  Functionen  ge- 
funden ist  und  hierfür  habe  ich  den  Grundgedanken  schon  früher 
ausgesprochen.  Gewöhnlich  gründet  man  die  Entwicklungen  auf 
die  Reihen : 

sin  mx  =  ml  cos x™-1  sin  x—m3  cosa*"-3  sin  x*  +  , 

cos7war=  cos  xm — m2 cos  x"1—2 sin x2 + wi4  cos ,r'*-4sin  x* . . . . 

wo,  wie  bekannt,  mlt  w?2,  u.  s.  w.  die  Binomialcoefficienten  für 
den  Exponenten  m  bedeuten.  In  der  That  empfehlen  sich  diesel- 
ben durch  ihre  Einfachheit  für  den  besagten  Zweck  besser  als 
andere  zusammengesetztere,  besonders  da  sie  für  ein  ganzes  abso- 
lutes m  auf  einem  sehr  elementaren  Wege  gefunden  werden  kön- 
nen. Für  andere  Werthe  von  m  muss  man  die  nach  Mo i vre  be- 
nannten Formeln  zu  Hülfe  nehmen;  dieselben  verursachen  jedoch 
bei  gebrochenen  Exponenten ,  wegen  der  Vieldeutigkeit  der  Wur- 
zeln ,  einige  Schwierigkeiten,  die  vielleicht  bis  jetzt  noch  nicht 
genügend  gelöst  sind.  Ja  es  scheint,  als  ob  einige  Mathematiker 
ein  Misstrauen  in  den  Gebrauch  der  imaginären  Grössen  setzten; 
andere  glauben  wenigstens  der1  Wissenschaft  einen  Dienst  zu  thun, 
wenn  sie  die  Betrachtung  des  Imaginären  so  viel  als  möglich  be- 
seitigen und  dasselbe  in  ein  höheres  Gebiet  der  Analysis  verwei- 
sen, gleichsam  als  ob  dazu  eine  höhere  mathematische  Einsicht 
gehöre,  wo  man  dann  freilich  fragen  möchte,  was  elementarer  sei 
als  diejenigen  Formen,  auf  welche  uns  schon  die  Auflösung  qua- 
dratischer Gleichungen  hinweist. 

Einen  grossen  Mangel  fühlt  man  freilich  bei  allen  bisherigen 
Darstellungen  der  Moivreschen  Formeln  dadurch ,  dass  man  über 
den  Zweck  und  die  Bedeutung  der  Form  t=V — l  gar  keine  Aus- 
kunft Gndet,  und  ich  möchte  gar  fragen,  ob  irgend  ein  Schriftstel- 
ler darüber  im  Klaren  gewesen  sei.  Wenigstens  beruht  jener  un- 
glückselige Streit  über  die  Eulersche  Reihe 
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2"  cos  a*  =  cos  na  +  w £  cos  («— 2)  a  +  w2  cos  (w-4)  a  + . . . . 

lediglich  auf  einem  Missverständnisse  der  Bedeutung  von  i  in  den 
Moivrescben  Formeln.  Ich  will  daher  dieselben  nach  meinen  Kräf- 
ten erläutern  und  bei  ihrer  Feststellung  mich  des  allgemeineren 
Zeichens  V  k- i  statt  V  — 1  bedienend 


§.  3. 

Multiplicirt  man  die  beiden  Ausdrücke 


p1  =  cos«1-f  V  k — l.sinaj, 
= cos  a» + V &—i.8\naz 

mit  einander,  so  findet  man  leicht 

PiP*  =  cos  («l  +  «*)  +  ^  A — 1 .  sin  (fli+Oj)  -f  k  sin  <i|  sin  oj. 
Multiplicirt  man  nochmals  mit 

  * 

p9  =  cos  Os + Vk—l.  sin  a, , 


PiP*Ps  =  cos  (ai+ 02+03)  + V        s>n(«i+«2  +  «3 ) 
+  k  (sin  (ox  +    )  sin  03       sin  Of  sin  a%  ), 

and  wenn  noch  ein  vierter  Factor 

Pi  =  cos  «4  +  V  A — l.sina4 


PiPuPtP*  =  cos  fo+Oa+Os+flaH  V  A— 1 .  sin  +^+113+04) 
+£(stn     +  Oj+o,)  sin  a4+p4  sin  (a,  +    )  sin  os  +Ps/>4  sin  Oj  sin  o»). 

Man  kann  hieraus  schon  das  ßildungsgesetz  für  beliebig  viele 
Factoreo  abnehmen,  denn  man  findet: 

1)    PiP*P3-«--P»  =  COS(fl1+<?Ä  +  fl8  +  ...am) 

+  VA— 1.  sin  (fli  +«2  +  °s  +  •  •  •  o.w ) 
sin  (  Oi  +  ot  +  o3  +  .. a»- 1)  sin  Om 
+  sin(fl1  +  aa  +  ....ofl,-*)sin«/»_i  .pm 

+  sin  (ax  +  02  +  •  •  •  •  Om-0  »in  a™->.  />» 
+  sin  (flj  +  02  +  •  • .  •        )  »in  ßi»-» .  pm-*pm— « 

11.  s  w. 

+  sin  (fl,  +  Oi  +  Om-r)  Sin  0«_r- »  . Pm-r-*  •  •  •  />m 

u.  s.  w. 

+  sin  0|  sin  at .  />,  p^pb . . . . p«. 


+  * 
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Nehmen  wir  nun  alle  a  einander  gleich,  so  werden  auch  alle 
p  identisch,  und  man  erhält  die  besondere  Gleichung 

II)  p*>*  =z  cos  ma  +  Y  k—t .  sin  ma 

(  sin  (  m  —  1 )  o  +  p  sin  (m-2)  a + »2  sin(m— 3)  a  \ 
+*sina  |  +^.n(m_4)fl  +  w«-*sina 

und  diese  beiden  Ausdrücke  sollen  den  folgenden  Betrachtungen 

zu  Grunde  liegen.  VF^I  kann  sowohl  eine  positive  als  auch 
eine  negative  'Grösse  vorstellen. 

t-  *■  ■ 

» 

Die  Gleichung  II)  enthält  zunächst  das  Mittel  zur  Summirung 
der  Reihen: 

2 ( t?»  sin  mo)  =  r*sin  a  +  ü2  sin  2a  -f  rm sin  ma, 

.  2(©m  sin  ma) =l-|-i?  cos  a+c2cos2a  +»m  cos  ma. 

Obgleich  dieselben  einem  jeden  bekannt  sind,  so  darf  ich  sie 
hier  doch  nicht  ganz  mit  Stillschweigen  übergehen ,  da  sie  in  spe- 
ciellen  Fällen  einige  Schwierigkeiten  darbieten,  welche  die  An- 
halter der  neueren  Ansichten  gern  zu  ihrem  Vortheil  auslegen 
möchten.  Da  in  der  Gleichung  II)  k  jede  beliebige  Grösse  sein 
darf,  so  kann  man  /;  =  cosa+^ k — l.sina  als  unabhängig  von  a 
ansehen,  wenn  dann  nur  k  aus  p  und  a  bestimmt  wird.  Man  hat 
zunächst: 

nm— cosma — V^A— t.sinwm      .           0  . 
2—L—  UAua   


+  sin(7tt— 2)a.ü+sin(m  —  1)a, 
und  dann 

*  < 

«—cosa  1  —  2pcosa+p2 

*  k-l~    «ina    '     *~  sina2 

Werden  diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung  gesetzt  und  di- 
vidirt  man  zugleich  beiderseits  mit  Jpm~1,  so  findet  man 

pm  sin  a  -f  sin  (  w* — 1 ) « — w  8'  n  wc 
(1—2»  cosa-f  p2)pm~ 1 

sina  ,  sin 2a  ,  sin  (771 —  1  )a 

Setzt  man  aber  ~=»  und  m  statt  m— 1,  so  erhält  man 

P 

sogleich : 
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III)  p sin a  +  p*sin  2a  +  c3  sin  3a  +  p*  siu  ma 

  p  sin  a  -f  pmi  * 8 i i tma  —  pm*~ 1  sin     + 1 )  a 

~*~  i  — 2pcosa-f-p2 


Multiulicirt  man  nun  von  den  Gleichungen: 

X(e**sinma)==psina-f-pasin2a-r-"  • .  p"wn/«rt, 
Z(r»cos  ma)=  1+p  cos  a  -f  p3  cos  2a+  . ..  vm  cos  ma 

die  erste  mit  peosa,  die  zweite  mit  psina  und  addirt  die  Producte, 
w  erhalt 


p  cos  a  •  Z{  p"  sin  ma)  -f  v  sin  a .  2?(p"*cos  ma) 
=psino  +  o*  sin  2a  +  p"*M  sin  (m+1)  a  =  ^(p"^1  sin (  m+l)  a) ; 

also,  wenn  man  die  Formel  III)  zu  Hilfe  nimmt: 

IV)  1-f  pcosa-f  p*cos2a-f  p»cosma 

1  —  v  cos  a  -f  üm+a  cos  ma  —  pm+ 1  cos  (m-|-l )  a 
1  —  2pcosa  +  pa 

Die  Reihen  in  III)  und  IV)  stellen  blosse  Summen  und  keine 
Entwickelangen  vor.  Einen  grossen  Irrthum  beseht  man  aber, 
wenn  man  die  Summe  dadurcn  in  eine  Entwicklung  zu  verwan- 
deln glaubt,  dass  man  den  Zeiger  des  allgemeinen  Gliedes  unend- 
lich nimmt.  Doch  hiervon  ist  schon  die  Rede  gewesen.  Will 
man  die  Functionen  haben,  aus  welchen  die  ins  Unbestimmte 
fortgesetzten  Reihen 


psina  +  p,sin2a-f-t?,sin3a-f-  . 
1  +  p  cos  a  +  v2  cos  2a  +  p8cos  3a  -f- 


eotwtckelt  werden  können,  so  muss  man  Alles,  was  in  den  Sum- 
menformeln noch  vom  Stellenzeiger  m  abhängt,  weglassen.  Man 
erhält  dadurch: 

V)  ,sioa+ü»»in2a+0'8in3«  +  -  + 

■ 

VI)  l-fpcosa-r-p*cos2a+P8cos3a+  \—    i^p^*^^  • 

Denn  man  hat  z.  B.  aus  III): 

T — 7s  : — t  =  csin  a  -f- v 1  sin  *2a  +  p*" sin  ma 

J  —  *p  cos  a  -f  p* 

p  sin  ma — sin  (  m  -f  1)  a     . , 
1—  2rcosa+p*    9  ? 

and  da  dieses  nun  füt  jeden  Werth  von  m  e;üt,  so  folgt  eben,  dass 
die  Entwicklung  in  V)  richtig  ist.   Zugleich  folgt  hieraus,  dass 
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r  sin  ma — siD(m-|-l)a  .11  •  /  ii\ 
 1— 2pcosa  +  r2                 Entwickelung  von  V»*  l8in(m+l)a 

+  vM+28in  (w-p2)a-f . . .  sein  muss.  Diejenigen,  welche  nur  con- 
vergirende  Reihen  zulassen  wollen ,  kommen  der  Hauptsache  nach 
auf  dasselbe  zurück;  sie  verwandeln  die  Summe  durch  Weglassun  g 
eines  Theiles  der  Summenformel  in  eine  Entwickelung ,  beurthei- 
len  aber  das ,  was  man  weglassen  muss ,  danach ,  ob  es*  für  deo 
uueodlich  grossen  Stellenzeiger  m  verschwindet,  wobei  sie  denn 
den  Werth  der  allgemeinen  Grösse  in  der  Entwickelung  in  gewisse 
Grenzen  einschliessen  müssen. 

Setzt  man  in  V)  und  VI)  r  —  1,  so  findet  sich 

VII )  sin  o -fsin 2a -f  sin 3a ....  —  J  cot «a, 

VIII)  1  +  cos  a  +  cos  2a -f  cos  3a.  ...  =  J. 

Diese  Ausdrücke  haben  in  den  Fällen,  wo  a  =  0  oder  =  4:2wÄ 
ist ,  ihre  Schwierigkeiten  ,  die  ich  nun  gründlich  beseitigen  will. 
Schon  früher  habe  ich  die  Frage  aufgeworfen,  welchen  Werth  der 

Ausdruck  ^  Ppco^a hane»  wenn  c  =  l  und  a=0  genommen 

-pcosa    r  ^ 

wird.    Nimmt  man  ersta  =  0,  so  hat  man  71  tt*— 1  »  weI- 

ches  denn  für  r  =  l  unendlich  wird.  Wird  aber  erst  r,~  I  gesetzt, 
so  wird  jener  Ausdruck  von  a  ganz  unabhängig  und  =■  i.  Diese 

beiden  Werthe  müssen  dem  Ausdrucke ^  in  dem  ge- 
nannten Falle  doch  wohl  zukommen,  und  folglich  stellt  auch  die 
Entwickelung  eben  diese  beiden  Werthe  dar.  Die  Entwicke- 
lung 1  |-cos  a -|- cos  2a 4-....  hat  nämlich  allerdings  den  Werth  \  für 
o=0,  der  ihr  für  alle  übrigen  a  zukommt;  allein  sie  wird  in  die- 
sem Falle  zugleich  auch  identisch  mit  anderen  Entwicklungen, 
denen  der  Werth  oo  zukommt.  Sucht  man  dieselbe  auf  einem  an- 
deren Wege,  als  dem  obigen,  so  wird  sich  die  Unbestimmtheit 
für  «==0  allemal  offenbaren. 

Wenn  ich  nun  mit  dem  Ausdrucke  5=1  -f-cosa-f-cos2a-f . . . . 
rechne,  so  muss  ich  Acht  haben,  ob  a=0  wird  oder  nicht.  Im 
ersten  Falle  rechne  ich  mit  einem  nicht  allgemein  richtigen  Wer- 
the der  Entwickelung  und  erhalte,  wenn  auch  nicht  gerade  falsche, 
doch  wenigstens  einseitige  Resultate.  Dann  muss  man  zu  der  all- 
gemeineren Formel  in  VI)  zurückgehen,  und  um  dieses  durch  ein 
Beispiel  zu  erklären,  wähle  ich  ein  schon  früher  besprochenes. 

Herr  Doctor  Scblömilch  sagt  in  seiner  Abhandlung  (Tbl.  HI. 
Seite  277.),.  wenn  man  die  (unrichtige)  Gleichung 

cosa:  +  cos  2x  +       —  \ 

mit  f(x).dx  multiplicire  und  zwischen  den  Grenzen  0  und  n  inte- 
grire,  so  erhalte  man: 

A)  j**f{jr)djr  f  /Wco* *dx \  J** f(x)  cosZx  dx+ ....  | -"0. 

Weil  aber  eigentlich 
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sin— x 

cosa:  -f  cos2.r  +  ....  4- cos  war  —  —  4  -I  : — ;  

1    sin  ix 

sei,  so  folge,  dass  der  Ausdruck  in  A)  nicht  =0  sein  könne,  son- 
dern derselbe  sei  vielmehr 


J  o        sinU      ,v  } 


für  wachsende  n,  worüber  man  in  ThI.  I.  Seite  417.  nachlesen 
könne,  wo  jener  mit  Lim.  bezeichnete  Ausdruck  =  xf(0)  gefunden 
wird.   Aber  es  ist  doch 


/  8,n(— 

,/  b        sin  i  x 


Lim 

aod  nur  wenn  b  =  0  ist.  findet  die  Ausnahme  statt.  Man  subtra- 
hire  nun  in  VI)  beiderseits  j ,  so  wird 

'  i  +rco8*  +  „«««2*+ ....  =  j-^L=gL_  , 

also 

4 

J^(p  (x)  dx  -f  2  \_rJ^o  cos  *<P  (*)dx  -f  &  J*^  cos     9>  {*)        •  —  ] 

Damit  ich  hier  nicht  zu  weit  von  meinem  Zwecke  abkomme. 

will  ich  <p(-r)constant=/J  setzen.   Dann  ist  das  allgemeine  Inte- 

_i  i     a       „     —2v  +  (l+c*)co8x  . 

;*ral  J=p.arccos  C08;g.|_r2 — r-Lonst,  also  J  zwischen  den 

^  i       ^  — 2» +(!+»*)  cos  n  . 

Frenzen  4^!jw  und  a  —ß .  arc. cos  — 5  7—5  p arc.  cos  (1). 

r  1 — >t?cosfl~f-t 

Dieses  verwandelt  sich  für  t?  =  iin/?arc.eos(  — 1)  — ßarc.  cos(l), 
worin  der  Ausdruck  nß  euthalten  ist.  Zwischen  den  Grenzen  ±nit 
und  ±7ftrc  verwandelt  sich  der  allgemeine  Ausdruck  J  in 
ß arc.  cos  (1)  — jJarc.cos(l). 

Wenn  man  aber  in  dem  allgemeinen  Integral  J  von  vorn  herein 
r— 1  nimmt,  so  erhält  man  zwischen  zwei  beliebigen  Grenzen 
/=arc.cos(— 1)  —  arc.cos(— 1),  worin  der WerthO begriffen  ist.  Die 
mordernen  Demonstrationen  stellen  noch  die  Bedingung,  dass  a 
nicht  >  1 7t  oder  wenigstens  nicht  grösser  als  n  sein  solle ,  was 
aber  nach  Obigem  offenbar  unrichtig  ist.  Ueberhaupt  bin  ich  der 
Meinung,  dass  die  Sache  durch  die  jüngst  betretenen  Wege  am 
wenigsten  erledigt  ist  und  dass  wir  uns,  in  Folge  obiger  Darstel- 
lung, veranlasst  fühlen  sollten,  tiefere  Untersuchungen  über  die 
uch  La  G  ränge  und  Fourier  benannten  Formeln  anzustellen,  und 
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dabei  auf  Grinde  zu  fassen,  welche  uns  tiefer  in  die  Natur  der 
Sache  eindringen  lassen,  als  die  Con  -  und  Divergenz.  Doch  mehr 
zu  sagen,  Ut  hier  die  Stelle  nicht. 

Gleicher  Behandlung,  wie  die  Reihe  in  VIII),  unterliegt  auch 
die  in  VII).  Dieselbe  giebt  uns  für  a=0  das  paradoxe  Resultat 

0-f0f0+  =ao.   Dieses  Paradoxon  lässt  sich  freilich  durch 

den  Rest  der  Reihe  erklären;  allein  wenn  man  in  dem  allgemei- 
neren Ausdrucke  V)  <n=4)  nimmt,  so  erhält  man  wieder  0+0+  

=0.  Indem  man  solche  Unbestimmtheiten  endlicher  Formeln  bloss 
an  ihren  Entwicklungen  bemerkt,  kann  man  freilich  zu  dem  Fehl- 
schlüsse gelangen,  dass  der  Grund  aller  Irrungen  in  der  Diver- 
genz liege. 

Zuletzt  will  ich  noch  an  einem  Beispiele  zeigen,  wie  klar  die 
analytische  Sprache  der  Reihe  VII)  sei,  ungeachtet  ihrer  Unbe- 

stimmtheit  für  o=0.  Setzt  man  lux  sina  die  Reihe  a —  |tg.3^"*  ■ 
und  so  auch  für  sin  2a  u.  s.  w.,  so  erhält  man 

icot  1  a  =  (l+H3+.-..)«-(li+2s+3,....)^3.  •  • . 

Nun  ist  1+2+3....  der  Werth  der  Entwickelung  von  jj—pj* 

Süt  *=1,  l»+28+33...  der  Werth  der  Entwicklung  von 

oo  *o3 

für  xz=zl  u.  s.  w.   Also  hätten  wir  Jcotia=ooa—  fyj  + 

Da  nun  bekanntlich  eine  Function  nicht  nach  lauter  positiven  Po- 
tenzen der  Hauptgrosse  entwickelt  werden  kann,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  der  Reine  unendlich  werden,  so  sagt  die  Formel  VII), 
dass  man  die  Cotangente  nicht  nach  lauter  positiven  Potenzen  des 
Bogens  entwickeln  könne.  Doch  so  etwas  wird  benutzt,  um  die 
Richtigkeit  der  divergirenden  Reihen  in  Zweifel  zu  ziehen. 


§.  5. 

Doch  ich  komme  nun  zum  Hauptzwecke,  nämlich  zur  Fest- 
stellung der  Moivreschen  Formeln.  Wir  kehren  deshalb  zu  den 
Formeln  in  I)  und  II)  zurück.  In  I),  in  dem  mit  k  multiplicirten 
Theile ,  behalten  die  Coefficienten  aller  Producte  aus  den  verschie- 
denen p  einerlei  Grösse  und  Vorzeichen,  wenn  man  sämmtiiehe 
a  negativ  nimmt.  Da  aber  dadurch  der  Factor  pm  aus 
cos  am+0— 1 .  sin  am  m  cos  am—  V" k  —  l ^sin  am  sich  verwandelt,  und 
dieses  eben  auch  geschieht,  wenn  man  V"  h— t  negativ  nimmt,  so  ist 

es  in  der  Gleichung  I)  einerlei,  ob  man  alle  a,  oder  obmanVm 
negativ  nimmt. 

Denkt  man  sich  nun  in  dem  mit  k  multiplicirten  Theile  die 
Producte  der  p  nach  dem  gewöhnlichen  Multiplicationsiresetz  auf- 
gelöst, so  werden  sich  sämmtiiehe  Glieder  in  zwei  Klassen  ab 
theilen  lassen,  in  solche,  welche  gerade  Potenzen  von  V"jfc— 1 
enthalten  und  folglich  rational  sind,  und  dann  in  solche,  welche 
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ungerade  Potenzen  von  V k— 1  haben  und  folglich  irrational  blei- 
ben lodern  man  in  der  ersten  Klasse  die  Potenzen  von  Jfc—  1 
auflüit,  erhält  man  eine  Reihe  Ak  +  Bk*\ CkK.  „,  welche  für 

TO 

ein  gerades  m  (= Anzahl  aller  a)  bis  zu  XT»  und  für  ein  ungera- 
de bis  zu  aufsteigt.  Sondert  man  aus  den  Gliedern  der 
zweiten  Klasse  den  Factor  Vit— 1 ,  so  behalten  sie  nur  gerade 
Potenten  von  Vk—l  und  geben  daher  eine  Reihe  V (A'k 

| PP+Cl 3  +  ....)>  welche  bis  zu  *T_1  bei  geradem  und  bis 

i 

a  ü~T"  bei  ungeradem  m  aufsteigt. 
Mao  hat  also 

UL)plp1-...pm=:co9{al  +  a2+....am)+Ak  +  Bk*  +  .  '   

+  (sin  ,..am)-\-A'k+  B'A*  +  ....)  * 

und  es  ist  nicht  weiter  niithig ,  dass  man  das  Bildungsgesetz  von 
A,B....A\  B'....  kenne. 

Nehmen  wir  nun  zuerst  alle  a  einander  gleich,  so  werden 
aaca  alle  p  identisch,  und  man  erhält 

X)  pm  —  (cos a _|_VJpri. sin a)m  =  cos wo  -M*  -f  +  

-f  (sin  ma  +      +        +  ....)  Vä— 1. 
Wird  aber  die  Quadratwurzel  negativ  genommen,  oder  nimmt 
man.  was  nach  dem  Vorigen  dasselbe  ist,  a  negativ,  so  wird  : 

(cos  a  —  V k — 1 . sin  d)m  =  cos  ma  +  Ak  -+  2?Ä**  -f . . . .   

— (sinma  +  ^  +  Ä'A:a  +  ....)^  1« 

Daraus  folgt  nun  sogleich   

(cosfl  +  in^l.sina)"+((^a-^ *-l,.«b  a)m 

2 

=  cosiwa  +  ^  +  5A:2  +  .... 

XI)  <^  und   

(cos  o  +  V"  A^T .  sin  <r)» — (cos  q— O  —  1 .  sin  a)m 

20-1 

v  =sinm«  +  ^  +  B'^  +  ..v 
Man  sieht  nun  deutlich,  welche  Vortheue  man  durch  den 
Gebrauch  des  Imaginären  hier  erlangt,  indem  durch  dasselbe  alle 
Wieder,  welche  noch  den  Factor  k  haben ,  sogleich  beseitigt  wer- 


behaftet  bleibt    Gelingt  es  nun,  den  beiden  Theilen  der 
htwickelung  verschiedene  Formen  zu  geben ,  dass  man  also 
P+QtXri  das  eine  Mal  und  P  +  Q'Yk-ldas  andere  Mal  er- 
kilt,  so  müssen  wir  jschliessen ,  dass  P—P  und  Q  — 
Denn  wenn  raanVX— 1  negativ  nimmt,  erhält  man  P— .Q* 

und  wemijdiese;  Gleichung  mit  der  vorigen 
P+  Q  V"jtZZT|  =  /y  +  Q#V  it— 1  verbunden  wird ,  so  folgt  sogleich 
p=pt  Q  —  Q'.   Man  kann  also  die  Elimination  von         1  ganz 


Digitized  by  Google 


12 


umgehen  und  dafür  sagen,  dass  in  der  Gleichung  P+Q^k — 1 

—  P'  +  Q'Vk^Ä  der  rationale  Theil  nur  dem  rationalen ,  der 
irrationale  nur  dem  irrationalen  gleich  sein  könne. 

Aber  hierbei  fällt  sogleich  in  die  Augen,  dass  die  Betrach- 
tung gar  nicht  an  einen  besondern  Werth  von  k  geknöpft  und  dass 
daher  auch  die  Giltigkeit  der  Resultate  nicht  auf  bestimmte  Werth e 
von  k  beschränkt  ist.  Wer  indessen  im  An  fange  der  Be- 
trachtung durchaus  nur  reelle  Werthe  für  t  k — 1  zulas- 
sen wollte,  müsste  dann  überlegen,  dass  z.  B.  P  und 
P1  Functionen  bloss  von  k  und  nicht  mehr  von  V k—  1 
sind,  die  für  k^i  immer  gleiche  Werthe  haben,  und 
hieraus  müsste  die  Gleichheit  von  P  und  P*  auch  io 
allen  anderen  Fällen  nachgewiesen  werden.  Da  die-, 
ses  keine  Schwierigkeiten  hat,  so  will  ich  nicht  länger 
dabei  verweilen. 

Die  Gleichungen  IX),  X)  und  XI)  gelten  also  auch  für  k=Ot 
so  dass,  wenn  nun  pr  =  cos  ar-H  sin  aT  ist: 

XII)   PiPtPs  ^»  =  008(0! +«2  +  fls  +  ...  .Ow) 

+  isin(o1  +  at  +  aj  +  ....a).), 
XIII)  (cos  a  -f- 1  sin  a)m  =  cos  ma  +  i  sin  ma , 

(cos  a  -f  t  sin  a)m  +  (cos  a — i  sin  a)m 


XIV) 


cos  ma  —  .} 

(cosa-f  tsina)m— (cosa — tsino)"* 
sin  ma  =  2  - —  — ; 


und  wenn  man  noch  das  Binom  (cosa ±« sin a)m  auflöst: 

jcos  ma = cos  am — m%  cos  *  sin  a* + m4  cos  am  - 4  sin  a4 . . . . , 
!sinma=wi1cosam-  'sina— wiscosa"»-  3sinaHw»ftCOsam-  »sina* . . 


XV) 


Alle  diese  Formeln  sollen  zunächst  nur  fär  ganze  positive 
Werthe  von  m  gelten,  doch  reichen  sie  noch  für  die  goniometrische 

Darstellung  der  m  Werthe  von  v^J-i  aus.   Aus  XIII)  folgt  näm- 

lieh,  wenn  man  -  statt  a  setzt: 

m 

cos  —  -fishi— =  (cosa +1  sin a)  , 


sofern  man  an  diese.  Form  noch  keine  andere  Forderung  stellt, 
als  dass  die  Entwickelung  ihrer  mten  Potenz  =  cos  a  + 1  sin  a  wer- 
den soll.  Nimmt  man  nun  a=2fin  oder  =  (2p-f-l)ff,  so  wird 
cos  a  +  iVina=+l  oder  =— i,  und  man  hat 

xvi)  U 


v 
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§.6. 

Ich  komme  nun  znr  Erörterung  des  Falle«,  wo  in  den  Moi- 
vrescheu  Formeln  der  Exponent  ein  Bruch  ist.    Hier  lassen  sich 

nun  zwar  die  Rechnungen  mit  dem  allgemeineren  Zeichen  VA-  —  i 
fortführen;  da  indessen  die  Formeln  IX)  und  X)  des  vorigen  §. 
allgemein  für  jeden  Werth  von  k  gelten,  so  kann  man  der  weit- 
läufigeren Rechnung  durch  den  Gebrauch  des  Imaginären  über- 
Lobeo  sein.  Hierbei  darf  man  aber  die  daselbst  gestellte  Bemer- 
kung nicht  ubersehen ,  das« ,  wenn  für  dieselbe  Form  zwei 
Eotwickeluogen  P-\-iQ  und  P'^-iQ'  gefunden  worden  sind,  P—P1 
uod  Q=  Q'  sein  muss.  Dieser  Schluss  ist  unfehlbar,  uud  mit  ihm 
gleichbedeutend  ist  das  Eliminationsverfahren  durch  eine  zweite 
Gleichung,  die  man  erhält,  wenn  man  t  negativ  nimmt;  aber  man 
hat  hier  oft  ein  Eliminationsverfahren  in  Anwendung  gebracht,  das 
zwar  beim  ersten  Anblick  tadellos  erscheint,  aber  demungeachtet 
sich  als  ein  sehr  gefahrvolles  erweist. 

Aus  XIII)  lässt  sich  auf  eine  leichte  Weise  folgern,  dass 
cos  -a  +  isin-«=1^ (cos a  + isin «)"• 

na 

—  (cosa  -f  isin  a)n 

sein  muss.     Da  aber  dieser  Ausdruck  wegen  der  Vieldeutigkeit 
der  zu  cos 
pflest  man 


der  zu  cos  a  und  sin  a  gehörigen  Bögen   ein  vieldeutiger  ist ,  so 
gewöhnlich  die  Vieldeutigkeit  durch  Hinzufügung  des 


m 


Factors  1 "  zu  erklären ,  ohne  weitere  Rücksicht  darauf  zu  nehmen, 
dass  es  doch  eines  Beweises  bedürfte,  dass  die  Vieldeutigkeit 


m 


jenes  Ausdrucks  durch  den  Factor  1"  wirklich  dargestellt  werde. 
Doch  wenn  wir  auch  hiervon  absehen,  so  «chloss  man  ferner  auf 
die  Gleichung 

m 

771  .   ,    771  .  .  .  .« 

cos  -a  —  i  sin  -a  —  (cos  a  —  i  sin  a) 

*oo  jener  ersten  dadurch ,  das«  man  a  negativ  nahm  und  meinte 
dann  weiter  die  Gleichungen 

m  m 

fit  " 

2  cos  —  «=(cos<i  +  isioa)n  -f(cosa — -isina)"  =  w-f  f, 

m  m 

2isin  —  n  —  (cosa  f  isin a)n  —  (cosa  — t sin a)n  =«  — » 

begründet  zu  haben.  Aber  auf  solche  Art  ist  das  Imaginäre  nur 
bei  Bogen  de«  ersten  Quadranten  eliminirt;    man  muss  bei  gros- 


m 


seren  ßogenwerthen  die  conjugirten  Formeln  (co«a-f  isina)"  und 


tu 


(cosa — isina)11  nicht  dadurch  aus  einander  herleiten,  dass  man  u 
negativ  nimmt,  sondern  man  muss  i  negativ  werden  lassen,  damit 
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auch  das  i  in  dem  Factor  1*  an  der  Veränderung  mit  Theil  nimmt 
Dabei  wird  es  denn  freilich  noth wendig,  dass  man  vorher  die 
Formel  cos  a±i8iaa  auffingen  des  ersten  Quadranten  redncire. 

TTl 

Statt  dessen  setzte  man   aber  immer  obiges  ii-f  r  satt  2  cos  —  a 

71 

in 

und  it — r  statt  2t  sin  —a.  und  umgekehrt,  ohne  den  bestimmten  Aus- 
druck für  die  Vieldeutigkeit  jener  Formeln  in  Rechnung  zu  neh- 
men, verlor  dadurch  auch  am  Ende  alle  Vieldeutigkeit  und  hatte 
nur  für  Bögen  des  ersten  Quadranten  giltige  Resultate.  Aber, 
was  noch  schlimmer  war,  man  nahm  auf  etwaige  Factoren  =  t, 
die  ausser  dem  i  der  Moivreschen  Formeln  in  die  Rechnung  sich 
einschlichen ,  gar  keine  Rücksicht  und  eliminirte  daher  ganz  falsch, 
erhielt  folglich  auch  falsche  Resultate,  und  während  nun  die  frü- 
heren Mathematiker  allen  Scharfsinn  aufboten,  um  den  Irrthum  zu 
finden,  so  haben  viele  Neuere  dagegen  die  Schuld  des  Irrthumes 
dahin  geschoben,  wo  alles  weitere  Ergründen  aulhören  rousste, 
nämlich  auf  die  Divergenz  der  Reihen.  Darum  geben  sie  sich 
auch  nicht  die  Mühe  nachzuweisen,  wie  die  Divergenz  der  Reihen 
Ursache  zu  Fehlern  wird,  sondern  glauben  genug  zu  thun,  wenn 
sie  zeigen,  dass  man  bei  Vermeidung  divergirender  Reihen  nichts 
Falsches,  wenn  auch  nichts  Allgemeines,  erhält. 


§.  7. 

Aus  dem  im  vorigen  8.  Gesagten  geht  zur  Genüge  hervor,  dass 
man  bei  der  Feststellung  der  Moivreschen  Formeln  Für  gebrochene 
Exponenten  die  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln  Anfangs  ganz  vermei- 
den muss.  Es  sei  o  ein  (positiver  oder  negativer)  Bogen  des 
ersten  Quadranten  und  ar=cosa,  y  =  s\nat  so  wird  x  immer  eine 
positive  Zahl  sein.   Man  bat  dann 

m  ■  m 

(cos  a+V^T.  sin c)  «  =  (ar+  YJ^l .  3)« 

+\n)*n    y3(*-l) +..., 

was  wir  mit  R-\- SV k — 1  bezeichnen  können,  so  dass  R  und  Ä 
nur  noch  von  k9  nicht  aber  von  S  k— 1  abhängen.   Man  hat  also 

  m 

(cosa  +  V^ k—  t.sioa)»  —  R\  SVI^i. 

Mao  setze  R  —  q  cosa>  und  S=q  sing>,  also  tgy  —  j^,  so 
wird  q^YW  +  S*.  Daher 

(cos  a +y k—l  .«in djr  =  q  (cos  9  +  O-i.  sin  9), 
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Dfld  folglich 

(cos  a  +  V      l .  sin  a)m  =  o*  (cos  9  -f-  VT^i .  sin  9)", 
oder  nach  }.  5 : 

cosma  +  Ak  +  Bk*....  )      „  (cos«9+a*+fcA*+.... 

T(«»»a+^'Jt  +  2?^V...)inF^l      q  )+  («in "9  +  *k± 

woraus  nun  folgt: 

coswa+^  +  B^....  =  7«(cosjt9  +  ^+^...), 
sin  ma  +  A'k  +  £'*9 . . . . = (sin  n<p  +  21'*  +        . . . ). 

Diese  Gleichungen  sied  richtig  für  jedes  U^l,  sie  sind  daher 
fÖT  alle  Werthe  Ton  X;  richtig,  und  wenn  man  nun  k~0  setzt,  so 
findet  man : 

coswm  — <piCosrt<p,  sin  w?a  =     sin  119. 

Um  den  Werth  von  ^= f  RP+S*  für  £  =  0  zu  erhalten,  mul- 
tipticire  man  die  Gleichung 

(cosa+V*  F^l.sina)»  =  Ä  +  SV^  Jc—t 

mit 


(cosa  —        1.  sin  a)"  =Ä-SfM, 

«0  erhalt  man 

—  sin  a*)*=z  R*  +  S*— 

Setzt  man  hier  *=0,  so  folgt  0*=Ä*+S«=1,  und 
folglich  cos wia= cos «9,  sin wta=  sinwy,  daher 

m 

a  =  —a. 
*  * 

Nimmt  man  nun  die  Werthe,  in  welche  die  Reihen  R  und  1$ 
fär  *=0  sich  verwandeln,  so  erhält  man: 


XVII)  cos— a  =€08  0""—  (— J  coso«  sina2 

+  ^^cosa«  sina*..., 
giD^-o=^— ^  cosa«     sina  —  ^— Jcoaan  sina3 


+      ^  cosa"      sina9 .. 


Dieses  jrjlf  jedoch  nur,  wenn  der  Bogen  a  im  ersten  Quadran- 
ten liegt ,  wie  man  sich  auf  folgende  Weise  überzeugen  kann.  Aus 
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den  Gleichungen  cos  ma~  cos  and  sin  ma= sinn?  liesse  sich 
allerdings  ntp—tyn+ma  folgern,  wo  p  eine  ganze  positive  oder 

2  u,7z  -4-TiMi 

negative  Zahl  sein  kann.   Dieses  gäbe  <p=  ,  sodass  also 

die  erste  der  obigen  Reihen  =  cos^^i^  wäre.  Allein  dieselbe 

kann  nur  einen  von  den  in  cos  ^-fmo  entaJaneneo  Wertli«D  vor- 

n 

stellen,  und  da  sie  für  a  =  0  den  Werth  1  hat,  so  muss  auch 
2  im 

cos  — ^-  =  1 ,  und  folglich  fi  =  0  sein. 

Daher  giebt  jene  erste  Reihe  den  cos  — a,  wenn  a  spitz  ist, 

und  dann  kann  sie  nicht  zugleich  zur  Darstellung  von  cos  —  (2(in-\-a) 

dienen.  Auch  gilt  sie  nicht  mehr  für  solche  Werthe  von  a,  für 
welche  cos«  negativ  ist,  weil  die  ganze  Rechnung  darauf  ruht, 
dass  cosa  positiv  sei. 


§•  8. 

Will  man  nun  für  die  Vieldeutigkeit  der  Moivreschen  Formeln 
bei  gebrochenem  Exponenten  einen  Idaren  Ausdruck  erhalten ,  so 
wird  man  sämmtlicne  Wurzeln  auf  eine  primitive  zurückführen 
müssen.  Es  sei  x  die  absolute  Grösse  des  Cosinus  eines  Winkels 
A  und  y  bedeute  den  (positiven  oder  negativen )  Sinus  desselben 
Winkels,  so  wollen  wir  die  Zunickführung  auf  diejenige  Wurzel 

m 

des  Binoms  (x  +  iy)n  machen ,  welche  durch 

ausgedrückt  wird,  wenn  man  für  die  gebrochenen  Potenzen  jr», 

u.  s.  w.  nur  ihre  absoluten  Werthe  nimmt  Ist  a  der  (posi- 
tive oder  negative)  spitze  Bogen,  der  zu  x  als  Cosinus  und  zu  y 

aU  Sinus  gehört,  so  ist  diese  Wurzel  nach  §.  7.  =  cos  —  n  -f-  t'sin — a, 

*  n  n 


Ferner  ist  klar,  dass  für  jeden  Werth  von  b 


T"  m ,  m 


(cos  b  -+ 1  sin  b)n  —  cos  ~b  -f  %  sin  —  b, 

wenn  man  an  den  Ausdruck  zur  Linken  nur  die  Forderung  stellt, 
dass  seine  nie  Potenz  =  (coso  +  tsino)"*  werden  soll.   Auch  ftllt 
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die  Vieldeutigkeit  dieses  Ausdruckes  hinweg,  wenn  mau  nicht 
Um  die  Werthe  von  cos  b  und  sin  b  im  Auge  hat,  sondern  den 
Werth  des  Bogens  b  selbst  als  einen  bestimmten  voraussetzt. 
Deon  dann  würde  zwar  die  mte  Potenz  von 

cos        r  +  i  sin  r   

n  n 

immer  noch  dieselben  Werthe  von  cos  (AmA  sin  6,  aber  verschte- 
dt oe  Werthe  von  b  liefern. 

Nun  hat  man 

cos  (b  +  a)  + 1  sin  (b  +  «)  =  (cos  o  + 1  si  n  b)  (cos  a  + 1  sin  a), 

77t 

und  neoo  man  dieses  zur  Potenz  vom  Grade  —  erhebt: 

7» 


XVII!)  (cos(6  +  a)  +  tsin(6  +  a))« 
=  (cos^  b  -f  t  sin  ^6)  (cos  a  + i  sin  ä)  ». 

77  71 

Ist  aber  hier  a  ein  spitzer  Bogen ,  dessen  Cosinus  =  x  und 
dessen  Sinus  =y  ist,  und  nimmt  man  6  =  2fi7t,  sow^rdzu  2fi7C-f-a 
'loch  Doch  x  als  Cosinus  und  y  als  Sinus  gehören,  und  wenn  man 
d#o2p;r-t-a  mit  ^4  bezeichnet,  so  hat  man: 

JJX)  (cos^  + 1  sin^)^=  (cos?^  +  tsin?^)(;r  +  /y)»  . 

So  ist  der  Ausdruck  zur  Linken  in  XIX)  im  Allgemei- 
nen n  versch  iedener  Werthe  fähig,  so  fern  man  näm- 
lich oar  die  Werthe  von  cos  A  und  s'xnA,  nicht  aber 
zugleich  auch  den  von  A  berücksich  ti  gt.  Geschie  ht  das 
letztere,  so  verschwindet  natürlich  auch  die  Vieldeu- 
tigkeit, und  man  muss  {4  =  0,  =  J,  =2,  u.  s.  w.  nehmen, 
jeaachdem^  im  4. O  +  lsten,  4.1-flsten,  4.2-flsten, 
i.  a.  w.  Quadranten  liegt.  Diese  Bemerkung  ist  für  den 
Gebrauch  der  Formel  XIX)  nicht  ohne  Wichtigkeit. 

Da  aber  cos  ^m(in+  isin2™***  die  n  Werthe  von  1"  vorstellt, 
w  »emandelt  sich  der  Ausdruck  XIX)  in 

m        m  m 

(cos  A  +  i  sin  A)*  =  l»  (x+yj*, 

•odass  die  Vieldeutigkeit  von  (cos  A  +  isin^)n  durch  die  »Werthe 
«"on  1«  wirklich  dargestellt  wird. 

—  —  771  TU 

Und  weil  (x  +  ty) »  =  (cos  a  + 1  sin  a)n  =  cos  — a  -f 1  sin  —  a ,  so 
^wandelt  sich  XIX)  in 


llieil  VII. 
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(cos  4  +  imnA)"  =  coa       „    ~  +« «■  — ^  

wt  .     .  .  m  . 
—  cos  — J  +  isin--i#f 

so  dass  also  die  allgemeine  Gittigkeit  der  Moivreschen  Formeln, 
die  Manche  in  Zweifel  gezogen  haben ,  für  diesen  Fall  gerecht- 
fertigt ist. 

Nimmt  man  nun  hierin  A  oder  t  negativ,  so  erhält  man 
(cos  A  —  i  sin  Ay  =cos^t  —  t  sin  ™A , 
und  aus  dieser  Gleichung  endlich  mit  der  vorigen : 


m 


m   ,    (cos  A  + 1  sin  A)n  +  (cos  A  —  i*\nA)n 
cos-/4-z  ^  ' 

m  m 

,  m        (cosA  +  ?sin^)"  -  (cos  A— »sin  A)» 
*mnA~  2i  ' 

und  auch  diese  Formeln  lassen  sich  noch  rechtfertigen, 
wenn  man  nur  eine  solche  Verbindung  der  Wurzeln 
nimmt,  dass  das  Imaginäre  sich  hebt  Sobald  man  also 
mit  den  Ausdrücken 

m  m 

(cos  A  +  i  sin  A)*  -f  (cos  A  —  i  sin  A)n 

2 


m 


uml  (cok  A  +  i  sin  A)n  -  (cos  A  —  i  sin  A)* 

die  Bedingung  verbindet  oder  verbinden  muss,  das* 
das  imaginäre  sich  heben  soll,  so  wird  man  auch  den 
ersten  =  cos  um,  den  andern  =sin  ma  zu  setzen  haben. 
Aber  man  darf  nicht  glauben,  dass  diese  Bedingung 
immer  mit  jenen  Ausdrücken  zu  verbinden  sei;  diesel- 
ben sind  vielmehr  die  Stellvertreter  noch  einer  anderen 
imaginären  Form,  und  wenn  uns  der  Verlauf  einer  Rech- 
nung auf  sie  hinführt,  so  müssen  wir  uns  hüthen,  die 
genannte  Bedingung  mit  ihnen  voreilig  zu  verbinden. 

Nur  wenn  —  eine  ganze  Zahl,  oder  wenn  bei  gebroche- 
n 

nem  Werthe  von  —  der  Bogen  a  im  ersten  Quadranten 
liegt,  ist  der  erste  jener  Ausdrücke  allemal  unbedingt 

=  cos  — a,  der  andere  =  sin~a,  denn  dann  ist  mit  den 
n  ~n 
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oben  genannten  Urwertheri  von  (coaA±{BinA)n kein  ande- 
rer Werth  von  1»  zu  verbinden  als  die  1. 

Die^ Gleichung  XIX)  gilt  aber  nur,  wenn  cos  A  eine  positive 
Grösse  ist.  Ist  cos  A  negativ,  so  wird  A  im  3ten,  7ten,  Ilten, 
xl  s.  w.  positiven  oder  negativen  Quadranten  liegen.  Man  nehme 
dann  in  XVIII)  A  =  (*2ft  -f-  und  setze  (2fi  +  l)jp+a=:^,  so  wird 
immer  cos  A  —  —  x  und  sin  A  — — y  sein,  und  man  erhält: 

m 

XX)  (cos  ^4  +  isin^)n 

,     «t(2,i  +  l)*  a  .  .  m(2#t  +  t)«w  ,.v£ 
=  (cos       rnT       +  isin       rnT       )  (*+ty)» , 

wo  nun  p=0,  —  i,  =  2,  u.  s.  w.  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  A  im 
4.0+3,  4.1  +  3,  4.2+3,  u.  s.  w.  Quadranten  liegt.  Man  sieht 
also,  dass  wenn  die  Zurückführung  auf  die  oben  bezeichnete  Ur- 

m 

wurzel  von  (.r  +  ty)n  gemacht  werden  soll,  die  Verschiedenheit 
aller  «Werl  he  von  (cos  A  +  imAy  durch  den  Factor  cos  — ^-^f-— 

+isinm  + 1)7t = (—  l)^  dargesteHt  wird.  Auch  folgt  auf  gleiche 
Weise  wie  oben 

m  tn  m 

cos  — ^  +  t  sin  —  A  =  (cos  A  + 1  sin  ^1)» , 
n  n 

und  zugleich  erhellet  auch,  dass  die  Ausdrücke 


(cos  ^4  + 1  sin  A)n  +  (cos  A  —  i  sin  A)n       rr~.  , 
 2  ,u  +%r 

—  —  ni  to 

*  (cos  ^  +  i  sin  ^)"  —  (cos  A  — -  t  sin  ^)»  _  !  ^j»  _L 

fit  m 

anderes  als  cos  —a  und  sin  —  a  bedeuten,  wenn  noch  die 

n  n 

hinzugedacht  wird,  dass  in  den  Wurzelverbindungen 
Imaginäre  sich  heben  soll.    Ohne  diese  Bedingung  aber  giebt 

jetzt,,  wo  cos^l  negativ  ist,  ausser  für  ganze  Werthe  von  ™, 
Fall,  wo  man  jene  Ausdrucke  unbedingt  mit  cos  —  a  und 
o  zu  vertauschen  sich  erlauben  dürfte. 


Es  ist  jetzt  nur  noch  nothig,  dass  ich  die  imaginäre  Bedeu- 

m  in  m  m 

der  Ausdrucke  \  U*  +  i  K»und  it> :-  ^V*  angebe.  Zu 

m 

Ende  bezeichne  man  (±t)n  durch  if  +  *#,  so  hat  man 

2* 
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Vn  =  (i?  +  to)  (x + iy)n  =  (17  +  t#)  (cos  — a  + 1  sin  — a). 

Wird  aber  der  ßogen  A  negativ  genommen,  so  wird  auch  y 
negativ,  und  es  verwandelt  sich  U  in  V.  Daher 

™  —  tu  m 

F»  =  (v  _|_      (ar  —  iy)n  =    -f  ft)  (Cos  — a  —  t  sin  -  a). 

Daher 

»  C7»~  +  i  F»  =(i?-fi*)  cos—o, 
m  —  m 

^l7»-JjF»  =  rt  +  »)riD^«. 
§.  9. 

Ueber  die  Moi Vreschen  Formeln  mit  negativem  Exponenten 
ist  nur  wenig  zu  sagen  übrig.  Die  Betrachtung  lässt  sich  auch 
hier  mit  der  allgemeineren  Grösse  — 1  statt  des  i  heginnen  und, 
man  erhält  zuletzt  ähnliche  Resultate,  wie  bei  positiven  Exponen- 
ten.  Denn  wenn  zuerst  m  eine  ganze  Zahl  ist,  so  hat  man 

   (cos  a  —  V  k — 1  .sin a)m  

(cos  a+  V  k~\ .  «in«)"  "=(008^/^1 .  sina)»(cosa-^£Ll .  sina)" 

__(cosa  —  ^  k— \.  sin  a)m 
~       (l-Arsina*)"»  ' 

welches  sich  nach  §.  5.  in 

(cos  a  -f  V  k—  1.  sin  a)~  m 

-(sinma  +  ^,Ä  +  Ä/^+...0^^::li  <"DÖ  )W 

verwandelt,  woraus  sich  alsbald  alles  Weitere  ergiebt. 

tut 

Ist  aber  der  Exponent  ein  Bruch  =  —  ,  so  hat  man 

.4T7— r  •              (cosa—VI^i. sin  a)» 
(cos  a  +  v  Ar— 1 .  sin  a)    »  =  - — --. 

(1  —  Zrsina*)» 

Hier  lassen  wir  nun  den  Bogen  a  zuerst  im  ersten  Quadranten 

.  m 

liegen  und  lösen  (cos  a  +  V" Ar— 1 .  sin  a)    »  auf  in 

cosa     *+^— — J  cosa    •       sina'.(A— 1)  +  ... . 


* 
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1.  /  m 


cos  a     «     1  sin  a 


™^  cosa     »     Ssina3.(X  — 1  

m 

Ifach  §.7.  lässt  sich  aber  (cosa — V £ — l.sina^in/Z— 1 
vemaodelo,  so  dass  man  also 

K=  *  ,     S'  =  ~S  - 


(l  — Jfcsina2)»  (1  — äsina*)« 

«hüt  Daher  für  *  =  0 

W  —  R—  cos  — a  —  cos  (  a) , 

«$'—  —  £=  —  sin      =  sin  (—  ^a). 

Man  sieht  hieraus ,  dass  die  Reihen  in  XV)  für  jeden  Werth 
tod  m  gelten ,  wenn  der  positive  oder  negative  Bogen  a  nur  im 
«sten  Quadranten  liegt. 

m 

Bei  (cos  A  +  iemA)     «  muss  man  ebenfalls  die  Reduction  auf 

m 

•las  Binom  (or-fry)  n  machen,  wo  x  die  absolute  Grosse  von 
v»A  und  y^z  sin  A  ist.    Man  wird  da 

(cos  A  +  i  sin  A)  "~  ^  =  (cos  — - t  sin  ^p)  (a  +  ty) "~~  » 

< 

"mm  cos  J  positiv  ist,  und 

m 

(cos  -4  + » sin  A)  n 

-  (cos  —  *  sin v  r     '  )(-^+*jy) 

ii  ti 

weaocosj  negativ  ist,  erhalten.  Unter  (x  +  iy)  n  ist  diejenige 
W'wmI  zq  verstehen,  welche  durch 

♦t(-0.*"-"1'-(-ö.*"5"v+--] 


^•fhoet  wird ,  indem  man  für  .r     *  ,  x     "      ,  u.  s.  w.  nur  die 
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absoluten  Zahlenwerthe  setzt.  Hieraus  ist  aber  klar,  dass  die 
Ausdrucke  XIX)  und  XX)  auch  für  negative  Werthe  von  —  gelten. 


§.  10. 

Zuletzt  will  ich  noch  die  Anwendung  der  bisherigen  Theorie 
an  einem  Beispiele  zeigen,  und  zu  dem  Ende  die  berüchtigte  Reihe 

U=cosna  +  ?il  cos (n  — 2)a+wa  cos(w — 4)a  

wählen,  welche  Euter  als  die  Entwickelung  von  2" cos an  gefunden 
hatte  und  die  nach  ihm  für  alle  Werthe  von  n  und  a  geltet  sollte. 
Aber  Poissoo  entdeckte  nachher,  dass  diese  Reihe  für  n  =  ]  und 
x  —  it  nicht  mehr  richtig  sei,  und  seitdem  ist  sehr  viel  über  diese 
Sache  verhandelt  worden.  Mir  scheint  in  der  hier  gegebenen 
Theorie  die  allereinfachste  Auflösung  der  Verwickelung  zu  liegen. 

Es  sei  ;*  überhaupt  ein  positiver  oder  negativer  Bruch  -undzuerst 

cosa  positiv.  Der  spitze  Bogenwerth  zu  cosa  sei  a>,  so  ist  all- 
gemein ,  wenn  k  eine  ganze  Äahl  bedeutet : 

cos(£  —  2A)o 


=  i[cos  (|  — 2A)2|tt7t+isin(|  — 2A)2a»]  (cos<p  +  isinp)  ? 
+  i  fcos  (£_2*)2p*— i  sin (£-2*)2fi*]  (coscp-t  sincp)  f 
=  i  (cos  -^~  +  t  sin-1^— ) (cos 9  +  1  sin  y)  9 

f-  i  (cos   1  sin-1^— )(coS9  — isiny)  9 

Hier  setzen  wir  zur  Abkürzung 

2p/*7t  _  .  .   2pfin  /R\ 

cosq)  +  «sin<p  =  (^); 

1 

und  erhalten 

eos(|  — 2*)«=ÄPf  ~al  f  Ä'^7~2*. 
Dadurch  verwandelt  sich  die  Reihe 

«-(5-0-+©.  • 
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ZL  P 


Aber  man  hat 

P+  -l=cosg>-+  i'singH  i-^-; — 

^         ^  ^    cosg>-f  isinqp 

=  cos  4p  -f  t  sio  9  +  cos  g>  —  i  sin  9  =  2  cos  <p , 

und  eben  so 

Pr  +  J7  =  2cos9. 
Losere  Reihe  wird  also 

P  £  £  p 

U=  i  Ä  (2  cos  <p)  f  + 1 Ä1  (2  C0&9)  *  =  1  (R  +  I?)  2  »  (cos  <p)  9  , 

2»ttjc    £  £ 
d.  h.  f/=cos         .  2?  (cos  9)«. 

Daher  ist  allgemein 

P      2»u7t:  £ 
XXI)  2g  cos  -r-  (cos  <p)i 

— ;-a+(f)ico9(?-2>l(j)9co8(|-4>+.... 

uod  dabei  Ist  cos  9  =  Cosa,  und  man  muss  nach  §.  8.  jt=0,  -- 1, 
=2,  u.  8.  w.  setzen ,  je  nachdem  a  im  lsten,  5ten ,  9ten,  u.  s.  w. 

Vuadrantea  liegt.    Ist  q  =  t,  also  ^  eine  ganze  Zahl  n,  so  wird 

2  ^ 
<*»  -  -  —  =  1 ,  uod  man  erhält  die  gemeine  Reihe 
7 


cos  o"  =  cos  wo  -f  Wj  cos  (n  —  2)  a  +  yi2  cos  (n  —  4)  a  + 


die  für  positive  und  negative  ganze  n  allgemein  gilt. 

Ist  nun  zum  Zweiten  cos  a  negativ ,  so  wird  man  setzen  müssen 

cos(£—  2k)  a 


=i[cos(|— 2/f) (2fH  1)* +  i  «in (|  —  2*)(2ji+l)o| (cosy+isimp) « 


f  i[cos  (^  -  2k)  (2,a+1)*  - 1  sin  (^  -2*)(2f*+l)a]  (cosy-i  sin?)  * 


»  2* 
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^  .  (C08  ftdltef  +  /  8ill  (cos  „  + 1  sin  ^  "  « 

+ s  (oS  ^fsn  _iAn  «tüle,  (C08 ,  _  ,•  8in    -  « , 

unter  qp  immer  denjenigen  spitzen  Bosen  verstanden,  der  zu  cosa 
als  blosser  Zahl  gehört.  Dadurch  erhält  man  auf  gleiche  Weise 
wie  vorhin: 

XXII)  2f  co/2***  1)p7C(cosy)^ 

-i-+©,-(f-0-+(f).-(f-4>+-- 

und  man  muss  ft  =  0,  =1,  =  2,  u.  s.  w.  nehmen,  je  nachdem  a 

IL  t 

im  3ten,  7ten,  Ilten,  u.  s.  w.  Quadranten  liegt.  Unter2v  und  (cos  <p)i 
sind  immer  nur  absolute  Zahlen  zu  verstehen. 

Nehmen  wir  nun  hier  mit  Po.8son~  =  »,  a~n,  so  ist  cos q> 

=  1,  und  man  erhält,  weil  o  =  «  im  3ten  Quadranten  liegt  und 
folglich  p=Q  ist: 

2'  cos (| )  .  \l  = cos(|)  (1  +  (i),  -HO),  +  ....)  =  cos (0  (1  + 1)^, 

welches  nun  nicht  mehr  unrichtig  ist. 

Wird  in  XXII)  7  =  1  genommen,  so  erhält  man  abermals  die 

p 

gewöhnliche  Reihe.    Denn  cos  <p  f  wird  der  Grosse  nach  doch  immer 

P  L  P 

=  cosav,  aber  =  + cosa 9  bei  geradem  und  =  — cosa«  bei  unge- 

77 

radem  Exponenten.  Dagegen  wird  cos  —  (2f4  -f-  1)  n  =  —  1  bei  unge- 
radem und  =  +  1  bei  geradem         daher  der  Werth  von  XXII) 

IL  IL 
immer  =2»  cosn?. 

Hätte  ich  aber  anfangs 

n  P  _  2k 

coh     —  2/r)  a  =  }  (cos  a  -f  i  sin  «)  7 

-f  J(cosa — tsinn)» 

gesetzt  und  mit  diesem  Ausdrucke  die  Rechnung  gemacht ,  ohne 
mich  weiter  um  die  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln  zu  kümmern,  so 
hätte  ich  ein  uur  für  Werthe  von  a  im  ersten  Quadranten  passen- 
des Resultat  erhalten ,  eben  weil  jene  Voraussetzung  nur  für 
solche  Werthe  von  a  passt. 
Indessen  ist  die  Formel 
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2»  cos  a»  r=  cos  na -f ^  cos  (*— 2)  a  -f  »2  cos  (w— 4)  a . . 


anfangs,  wenn  ich  nicht  irre,  auf  einem  anderen  Wege  gefunden 
worden,  hei  welchem  man  die  klare  Uebersicht  über  die  Rech- 
nung verlor.   Man  setzte 

M  =  cosa  +  iVina, 
v=co8<z  —  isina, 

so  dass  2cosa  =  ti  +  t?  wird.    Dadurch  erhielt  man 

2»  cos  n»  =  (u  +  r)»  =  «»  +         1  v  +  w2m»-s    + . . . . , 

welches  sich,  weil  tir=l  ist,  in 

2"  cos  a"  =  u» + wja» -f-  

verwandelt.  Weil  es  aber  einerlei  ist,  ob  man  u  +  v  oder  p  +  u 
schreibt,  so  hat  man  auf  gleiche  Weise 

- 

2B  cos  a«  =  p»  +  wj    -  "  +  warn  -  4  -f  , 

■ 

und  wenn  man  beide  Reihen  für  2"coso"  addirt: 
2»cosa»  =  — 2— +«x  (  ^  )+**(  -1  )+.-.- 

Bis  hierher  ist  die  Rechnung  ohne  Tadel  und  der  Ausdruck 
für  jeden  Werth  von  n  und  a  richtig.   Nun  setzte  man  aber 

un  -f  r"      (cosq4-*Vinfl)n  +  (cos  « — £sin  a)n 

2      =  2  =coswa, 

und  beging  hier  die  Unvorsichtigkeit.  Wenn  n  eine  ganze  positive 
oder  negative  Zahl  ist,  so  kann  man  nur  cos  na  statt  M  ^g  set- 

zen ,  desgleichen  auch  nur,  wenn  bei  gebrochenem  n  der  Bogen  a 
im  ersten  Quadranten  liegt.  Aber  wenn  im  letzteren  Falle  a  den 
ersten  Quadranten  überschreitet ,  so  kann  man  noeh  etwas  Anderes 

für  ^  setzen ,  und  womit  will  man  denn  beweisen ,  dass  gerade 

hier  in  — ^ —  das  Imaginäre  bei  aller  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln 

sich  heben  müsse  8.).  Hiermit  aber  hat  der  Streit  alle  Bedeu- 
tung verloren  und  die  analytische  Allgemeinheit  der  Binomialreihe 
ist  auch  hier  gerechtfertigt. 

Doch  ich  fürchte,  dass  dieser  Aufsatz  schon  zu  lang  gewor- 
den und  schliesse  für  dies  Mal  mit  folgenden  Bemerkungen.  Hat 
man  sich  denn  in  diesem  Streite  wirklich  gefragt,  was  man  unter 
dem  Ausdrucke  2n  cosa"  bei  gebrochenen  Exponenten  denken  wollet 
Wollte  man  die  verschiedenen  Werthe  von  cos att  bei  gebrochenem 
n  darstellen ,  so  entsprach  die  Rechnung  der  Voraussetzung  nicht. 

p  p 
Setzen  wir  ~  statt  n  und  bezeichnen  (±1)*  durch  ij-fi#.  Sei  fer- 
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ner  9  der  zu  cos  a  als  Zahl  gehurige  spitze  Bogenwerth ,  so  ist 
u  *      =  Of  -f t£)  (cos  9  + 1  sin  9)  f      ,  and  wir  haben  2  f  (cos  a)  «=r 

-f  i#)  [  (cos  rp  -f 1  sin  9)  9  +         (cos  V     lsm  ^) *  1*  ^en~ 

men  wir  aber  a  negativ ,  so  wird  auch  sin  9  negativ  und  man  findet 

2  9  (cos  a)  9  =  (q+W)  [  (cosqp— t  sin  9)  9  +  ^ ^  (0089—18109)  9  ■+ ..] 
und  wenn  man  nun  beide  Reihen  addirt,  so  erhält  man,  da,  wegen 

des  spitzen  Werthes  von  9,  (cos  9+1  sin  9)  9  —  (cos  9  —  t  sin  9)  f  nichts 

anderes  als  cos  ^9  sein  kann: 
9 

2?(cos  «)7  =  (,  +  to)  [cos  £9  +  (|)t  cos  Q  -  2)9  +  ....] , 

welches  eben  nichts  weiter  sagt,  als 

P         IL      P  £ 

2*(cosa)*=2«  (17  +  tfr)(cos9)*. 

War  der  Sinn  der  oben  angegebene,  so  durfte  das 
Imaginäre  aus  der  Reihe  nicht  verschwinden. 

Wollte  man  aber  die  Ausdrücke  in  XXI)  und  XXII)  erhalten, 

p 

so  hätte  man  bedenken  müssen ,  dass  in  (cos  a)  9  selbst  noch  das 
Imaginäre  steckt,  das  man  aber  ganz  unberücksichtigt  Hess  und 
somit  gegen  den  Sinn  von  i  verstiess  (§.5.u*§.6.\  das  man  falsch- 
lich für  eliminirt  hielt.  Man  hätte  dann  statt  aer  eben  angeführ- 
ten Gleichung 

*.         2-  /p\  £- * 

2  f  (cos  a)  9  =  (n+id)  [  (cos  9+t  sin  9)  9  +  [jjj^  (€089+18109)  9  + 

vielmehr 

Z  P 

29(n  +  i&)(c08<p)9 

=  (ij  +  t^)  t(cos9  +  isin9)? (cos9  +  t SH19)*  -+....] 

setzen  sollen.   Wird  hier  i  negativ  genommen ,  so  findet  sich 

p  P 

29  (ij— t^)(cos9)f 

t=  (rj  —  t#)  [  (cos  9  —  t  sin  9)  9  +        (cos  9  —  1*  sin  9)^  "  *  -f . . . .  J 

and  indem  man  nun  beide  Reihen  addirt,  erhält  man,  danach  6.8. 

£  P 
(>/4-tö)  (cos  9  + 1  sin  9)  f  +  (1?—  i&)  (cos  9  -  i  sin  9)  9  nichts  anders  als 

2cos*-a  ist, 
9 
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2%  (cos  y)  9  =coÄi  -f         cos  ^—2^«+. 

welches  die  Ausdrücke  in  XXI)  und  XXII)  darstellt  Subtrahtrt 
man  dieselben  Reihen ,  so  erhält  man  noch 

E  * 
XXIII)  2*  d  (cos?)  9 

wo  imti  0=  sin  oder  =  sin  Pft-H)*»,;  g^^j  werden  muss. 

je  nachdem  cos«  positiv  oder  negativ  ist 


Heber  eine  gewisse  Gattung  von  Auf- 
gaben für  Prüfungen. 


Von 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 


Unter  den  mathematischen  Aufgaben,  welche  sowohl  hier  als 
anderwärts  zum  Gebrauch  für  Schulen  vorgelegt  werden,  vermisse 
ich  eine  gewisse  Gattung,  die  mir  namentlich  zum  Behufe  von 
schriftlichen  Prüfungen  besondere  Vorzöge  zu  besitzen  scheint 
E*  ist  bekannt,  wie  wenig  solche  Aufgaben  dem  Zwecke  der  Prü- 
fungen entsprechen,  deren  Losung  einen  besonderen  Kunstgriff, 
einen  glücklichen  Einfall  erfordert,  bei  dessen  Aufsuchung  die 
Schuter  vielleicht  Stunden  zubringen  können,  ohne  ihn  dennoch 
zu  finden.  So  darf  man  z.  6. ,  wenn  man  etwa  bei  einer  Abituri- 
enten -  Prüfung  den  Ptoleraäischen  Lehrsatz  zum  Beweisen  vor- 
lest, —  vorausgesetzt,  dass  dieser  im  Laufe  des  Unterrichts  selbst 
nicht  vorgekommen  ist,  —  zuverlässig  erwarten,  dass  kaum  Einer 
auf  die  dazu  nOthtee  Hülfslinie  verfallen  wird,  so  dass  mithin  allen 
denen,  weiche  sich  vergebens  darüber  abgemühet  haben  (und  diese 
pflegen  gerade  die  besseren  zu  sein) ,  die  Gelegenheit ,  den  wlrk- 
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liehen  Bestand  ihrer  Kenntnisse  zu  zeigen ,  abgeschnitten  ist. 
Von  der  anderen  Seite  können  aber  auch  diejenigen  Aufgaben  dem 
Zwecke  der  Prüfungen  nur  theilweise  genügen,  welche  im  Laufe 
des  Unterrichts  wirklich  vorgekommen  sind;  denn  hier  wird  die 
Lösung  zu  sehr  Gedächtnisssache,  und  kann  zu  keinem  Urtheil 
über  die  gewonnenen  Fähigkeiten  des  Schülers  führen. 

Von  beiden  Uebelständen  frei  scheint  mir  diejenige  Gattung 
von  Aufgaben  zu  sein,  welche  ich  hiermit  in  Anregung  bringen 
will.  Das  Charakteristische  dieser  Aufgaben  besteht  darin,  dass 
in  ihnen  der  Zusammenhang  zwischen  zwei  als  veränderlich  ange- 
sehenen Grössen  aus  einer  dem  Schüler  bekannten  Sphäre  gege- 
ben, und  dabei  gefordert  wird,  während  die  eine  dieser  beiden 
Grössen  alle  Werthe  innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  durch 
läuft,  die  zugehörigen  Werthe  der  andern  Grösse  anzugeben.  Die 
Lösung  dieser  Aufgaben  erfordert  keine  besondere  Erfindungsgabe 
von  Seiten  des  Schülers,  und  dennoch  verlangt  sie  mehr  als  eine 
todte  Wiederholung  vorgetragener  Lehren ;  sie  eignet  sich  demnach 
in  gleicher  Weise  für  den  fähigen,  wie  für  den  schwachen  Schü- 
ler, und  liefert  deshalb  auch  den  besten  Massstab  zu  einer  ver- 
gleichenden Beurtheilung  beider.  Ich  will  einige  Aufgaben  her- 
setzen, die  sich  für  schriftliche  Abiturienten -Prüfungen  eignen 
möchten ,  zu  welchem  Zwecke  ich  sie  theilweise  bereits  angewandt 
habe.  Dass  sie  nicht  zu  leicht  sind,  darüber  glaube  ich  die  Er- 
fahrung aller  denkenden  Lehrer  für  mich  zu  haben.  Die  Zahl 
derselben  wird  jeder  Lehrer  ohne  Mühe  vermehren  können. 

1.  Anzusehen,  welche  Werthe  die  beiden  Wurzeln 
der  Gleichung  x2  —  7x  +  m=0  successiv  durchlaufen, 
wenn  man  m  alle  Werthe  von  0  bis  oo  durchlaufen 
lässt. 

2.  In  derselben  Gleichung  alle  (positiven  und  nega- 
tiven) Werthe  anzugeben,  welchem  durchlaufen 
darf,  damit  die  Wurzein  der  Gleichung  nicht  ima- 
ginär werden. 

Eine  dieser  beiden  Aufgaben  möchte  völlig  hinreichen,  nra 
sich  darüber  zu  versichern,  wie  ein  Schüler  die  Theorie  der  qua- 
dratischen Gleichungen  verstanden  hat.  Dasselbe  gilt  von  der  fol- 
genden dritten  Aufgabe  in  Bezug  auf  die  Begriffe  der  trigonome- 
trischen Functionen. 

3.  Anzugeben,  welche  Werthe  der  Winkel  in  der 
Formel  tang  tf/=t -fsin«  —  cosa  allmälig  durchläuft, 
wenn  man  a  allmälig  alle  Werthe  von  0°  bis  360° 
durchlaufen  lässt. 

4.  Anzugeben,  was  aus  den  übrigen  Bestandtheilen 
eines  Dreiecks  wird,  wenn  man  eine  Seite  und 
einen  ihr  anliegenden  Winkel  ungeändert  beibe- 
hält, aber  den  gegenüberliegenden  Winkel  alle 
Werthe  durchlaufen  lässt,  deren  er  fähig  ist. 

Diese  Aufgabe,  der  sich  noch  viele  andere  zur  Seite  stellen 
lassen,  kann  sowohl  zu  geometrischer  als  zu  trigonometrischer 
Behandlung  vorgelegt  werden. 
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5.  Anzugeben,  für  welche  Werthe  von  x  der  Aus- 

druck  log  j— ^  im  Driggiscnen  Systeme  successiv 

die  Werthe  0,  1,  2,  3....bisao,  sowie —1,  -2, 
—  3....  bis  — ao  annimmt. 

Auch  physikalische  Aufgaben  lassen  sich  so  behandeln ,  z.  Ii. 

6.  Die  Lage  des  Spiegelbildes  von  einem  gegebenen 
Objecte  in  einem  sphärischen  Convexspiegel  an- 
zugeben, bei  allen  möglichen  Entfernungen  vom 
Spiegel,  die  das  Object  successiv  annehmen 
kann. 

Ich  fuge  hinzu,  dass  sich  diesen  Aufgaben,  wenn  man  sie  in 
den  Unterricht  selbst  hineinziehen  will ,  bequem  die  Betrachtung 
von  Maxim i s  und  Minimis  anknüpfen  lässt,  und  darf  sie  schliess- 
lich allen  Lehrern  zum  Versuche  empfehlen. 


rr. 

Nochmalige  Einreden  gegen  Herrn 
Doctor  Schlömilch. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss  zu  Weimar. 


$.  1. 

In  dem  Aufsätze,  in  welchem  ich  die  Mo i vre' sehen  Formeln 
festzustellen  bemüht  bin ,  habe  ich  zwar  die  Erklärung  abgegeben, 
dass  ich  den  Weg  der  Streitschriften  verlassen  und  dagegen  die 
wichtigsten  Momente  der  analytischen  Theorien  lieber  unabhängig 
▼on  zufälligen  Einreden  anderer  in  einem  mehr  geordneten  Vor- 
trage erläutern  wollte ;  allein  die  beiden,  von  Herrn  Dr.  Sehl 3 milch 
gegen  mich  gerichteten  Aufsätze  in  Theil  V.  Heft  4.  dieses  Archive* 
sind  durchaus  von  der  Art,  dass  ein  gänzliches  Schweigen  nicht  statt- 
finden kann.  Denn  abgesehen  von  allen  Persönlichkeiten,  so  lassen  sich 
aus  jenen  Aufsätzen  doch  einige  Bemerkungen  herholen,  welche 
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ffir  die  Beleuchtung  der  Theorie  nicht  ohne*  Wichtigkeit  sind. 
Ich  habe  mich  über  Herrn  Dr.  Sehl umi Ichs  Einreden  in  der 
Thät  sehr  gefreut,  um  so  mehr,  als  im  Eingänge  Hoffnung  vor- 
handen schien ,  dasS  ein  Einverständnis»  bald  möglich  sein  werde  ; 
als  ich  aber  diejenigen  Ideen,  welche  die  Seele  der  ganzen 
Analysis  ausmachen :  syntaktische  Bedeutungen  als  Hinterthfl- 
ren,  Einheit  der  Formen  als  unglückliche  Einbildungen  bezeich- 
net sah,  da  musste  ich  die  gefasste  Hoffnung  alsbald  wieder 
aufgeben. 

Dass  ich  diesen  Streit  um  die  Methede  der  unbestimmten 
Coeföcteaten  und  die  d'rvergirenden  Reihen  selbständig  und  im 
Interesse  der  Wissenschaft  unternommen  habe  und  dabei  kein 
blinder  Nachbeter  bin,  wie  mir  Herr  Dr.  Sehl 5 milch  vorwirft, 
glaube  ich  genugsam  bewiesen  zu  haben.  Steht  denn  hier  Herr 
Dr.  Schlomilcn  auf  seinen  Füssen?  Dass  ich  bei  meinen 
Bestrebungen  nicht  irren  könnte,  habe  ich  nie  behauptet,  aber  ick 
kann  von  jedem  Anhänger  der  neueren  Theorie  dieselbe  Ruhe  und 
Würde  im  Vortrage  verlangen,  die  der  verehrte  Herr  Herausgeber 
dieses  Archives  für  meine  Ansichten  zur  Bedingung  macht.  Dem- 
selben gebührt  hier  in  der  That  die  grösste  Hochachtung  und  An- 
erkennung, indem  er,  obschon  gegenwartig  den  neueren  Ansichten 
sich  zuneigend,  dennoch  seinem  Archive  nicht  bloss  eine  einsei- 
tige und  eben  desshalb  für  die  Wissenschaft  verderbliche  Rich- 
tung geben  mag.  Daher  kann  ich  auch  nicht  glauben',  dass  er 
etwa  bloss  aus  dem  Grunde  der  Verteidigung  der  älteren  Ansich- 
ten hinderlich  in  den  Weg  treten  werde,  weil  Herr  Dr.  Schlö- 
milch  alle  Discussionen  hierüber  so  lange  zu  verschieben  bittet, 
bis  seine  kritischen  Werke  erschienen  sind  *).  Ich  bin  der  Mei- 
nung, dass  auch  ich  kritisire,  und  habe  eben  begonnen,  meine 
Ansichten  in  diesem  Archive  zur  Beurtheilung  vorzulegen,  und 
wie  nun,  wenn  ich  meinen  Gegner  bäte*  alle  Discussionen,  ja  die 
Herausgabe  seiner  Werke,  so  langet  einzustellen ,  frfc  meine  Erör- 
terungen vollständig  abgedruckt  sirok 

Doch  ich  will  nun  zur  Sache  kommen. 


*)  Für  dergleichen  mich  persönlich  betreffende  wohlmeinende  Aeusse- 
rungen  meiner  geehrten  Herrn  Mitarbeiter  biu  ich  denselben,  wie  sich 
von  selbst  versteht,  jederzeit  zu  dem  grössten  Danke  verpflichtet,  and 
dieselben  müssen,  wenn  ich  nicht  ganz  die  menschliche  Natur  verleug- 
nen will,  natürlich  wohlthuend  für  mich  sein.  Aus  einem  in  meinem 
Innersten  begründeten  eigentümlichen  Gefühl,  welches  es  mir  überall 
und  jederzeit  wünschenswerth  macht,  so  wenig  als  nur  irgend  möglich 
von  mir  selbst  zu  reden  und  reden  zu  lassen,  habe  ich  dergleichen  Stel- 
len bisher  in  den  Aufmitzen  jedoch  immer  gestrichen,   wenn   es  sich 


Sinn  und  den  ganzen  Zusammenhang  wesentlich  zu  beeinträchtigen, 
nicht  gnt  an,  weshalb  die  obige  mich  persönlich  betreffende  Stelle  hat 
stehen  bleiben  müssen;  —  Ich  habe  bei  der  Herausgabe  des  Archivs 
lediglich  die  Absteht,  der  Sache  zu  nützen,  und  bin,  auch  ohne  dass 
es  äffen tliok  ausgesprochen  wird,  überzeugt,  das«  alle  diejenigen ,  welche 


mein  redlich  gemeintes  Streben  nicht  ganz  versagen  werden. 


meinen,  mir  ihre  Anerkennung  ftkr 
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{w  2. 

Herr  Dr.  Sehl  5  milch  bespricht  zuerst  meinen  Gegenaufsata 
Nr. XXV.  ia  Tbeil  IV.  dieses  Archivesund  verwirft  ganz  und  gar  meine 
Ansichten  (ich  bitte  die  Leser,  es  nicht  übel  zu  deuten,  wenn  ich 
manchmal  von  einer  fremden  Erfindung  als  von  der  ni  einigen  rede) 
über  die  Metbode  der  unbestimmten  Coeflicieoten.  Auch  ich  habe 
damals  einiges  Unrecht  gehabt,  aber  nur  in  so  fern,  als  ich  den 
Gegnern  viel  zu  viel  zugab.  Die  Ansieht,  das»  die  Form  der 
Reibe  vorher  nothwendig  Degründet  sein  müsse ,  ist  durchaus  ohne 
Gruod ,  die  frühere  Meinung,  dass  es  sich  von  selbst  schon  her- 
ausstellen werde,  ob  die  Form  der  Reihe  passend  gewählt  worden 
sei,  ist  schlechterdings  richtig,  und  nur  einige  übel  verstandene 
Beispiele,  welche  eigentlich  mit  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefncienten ,  wie  dieselbe  gewöhnlich  aufgeiasst  wird,  gar  nichts 
gemein  haben,  sind  die  Schuld  der  von  mir  hinzugefügten 
Beschränkung.  Eine  gründliche  genetische  Erklärung  der  analyti- 
sch eo  Reihe,  welche  ich  in  einem  der  nächsten  Aufsätze  ver- 
suchen werde,  wird  hier  alle  Zweifel  losen.  Eine  solche  ist 
meines  Wissens  noch  nie  gegeben  worden  und  die  älteren  Mathe- 
matiker haben  das  Richtige  oft  mehr  gefühlt,  als  klar  gedacht. 
Daher  rühren  aber  auch  manche  bodenlose  Erklärungsversuche. 

Was  Herr  Dr.  Schlu milch  in  der  Theorie  der  unbestimm- 
tes Coeföctenten  gegen  mich  auszusetzen  hat,  erklärt  er  zum 
Tlieil  selbst  für  blosse  Caprice,  theils  ist  ihm  die  Sache  noch 
Dicht  klar,  oder  er  hat  meine  Worte  übel  gedeutet  Ich  fragte 
früher,  wo  wohl  der  Erklärungsgrund  herzunehmen  sei,  dass  für 
zwei  verschiedene  Functionen  dieselbe  in  allen  ihren  Theilen 
bestimmte  Reihe  gefunden  werden  könne.  Darauf  antwortet  mir 
Herr  Doctor  Schlümilch,  es  sei  die  Reihe 

1—1  +  1  — 1  +  

oicht  nur  die  Entwickelung  von 

Ii  ~  —  1     m  +■        «j?^  ~f~ . . .  • , 

condern  auch  von 
and  allgemein  von 

1 +*+*»+.... +3^-» 
1  +  ar+  **  +  .... +  :cn-1 

=  1  -  af*  +    —  xm  +  1  +      —     + a»  + . .. . 

tör  ar=l,  und  darum  sei  ja  1 — 1+1  —  1  +  ....  etwas  ganz  tJnbe- 
bestimmtes  =  — .    Hier  Hesse  uns  auch  La  G ränge  im  Stiche.— 

Ich  überlasse  es  nun  dem  Publikum,  zu  benrtheilen ,  ob  dieses  auf 
meine  Erörterung  passt.  Die  Erklärung  von  La  Grange  ist  frei- 
lich nur  aus  der  Luft  gegriffen,  Ich  aber  mache  die  Hinterthür 
auf  und  flachte  mich  zur  analytischen  Bedeutung  der  Reihe. 
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Was  uns  Herr  Dr.  Sehl  um  i  Ich  hier  sagt»  ist  uns  längst  be- 
kannt, aber  wir  meinen  keine  divergirende  Reihe,  die  wir  so  auf 
das  Papier  schreiben  und  mit  einer  gewissen  Selbstgefälligkeit 
ansehen,  sondern  eine  Reihe  mit  syntaktischer  Bedeutung,  und 
wenn  nun  die  Reihe  1  —  1-fi — 1-f-....  die  syntaktische  Bedeu- 
tung von  1 — x  +  x1 — .r8-f-....  hat,  so  ist  ihre  Summe  —  |  und 
keine  andere.  Man  muss  es  Herrn  Dr  Sehl o milch  Dank  wis- 
sen, dass  er  diese  Sache  schon  jetzt  angeregt  hat;  bei  meinen  nur 
langsam  vorwärts  schreitenden  Arbeiten  wäre  sie  viel  später  zur 
Sprache  gekommen.  Da  aber  hierdurch  eben  ein  grosses  Licht 
über  die  Frage  verbreitet  wird,  so  entschloss  ich  mich  zur  Her- 
ausgahe dieses  Aufsatzes. 

"  Herr  Dr.  S  eh  I  ü  milch  hätte  nur  etwas  weiter  gehen  sollen, 
um  die  grosse  Schönheit  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Reihen 
zu  begreifen ,  gegen  die  er  mit  diesem  Argumente  zu  Felde  zieht. 
Er  würde  dann  gefunden  haben,  dass  sie  kein  leeres  Spiel  sei, 
sondern  weit  reichere  Fruchte  tragen  könne ,  als  die  Reihentheorie 
mit  der  gegenwärtigen  Beschränkung. 


§.  3. 

Um  dieses  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern  und  um  zugleich 
über  den  von  Herrn  Dr.  Schlö  milch  angeregten  Zweifel  die 
gehörige  Rechenschaft  zu  geben,  nable  ich  ein  Beispiel  aus  dem 
mathematischen  Lexicon  (Bd.  V.  Abth.  ] .  Art.  Umformung).  Daselbst 
wird  die  convergirende  Reihe 

*~  a~*a+6  +  a+26~"a  +  36  +  '" 

so  umgeformt,  dass  sie  convergenter  wird.  Da 

a-f  n6  =  o+6+(n  — 1)6  =  n+26-f  («  — 2)6  =  a  +  36  +  (n— 3)& 
•  u.  s.  w., 

so  folgt  leicht 

1       1  »6 


a-\-nb     a  a(a-{-nb) 

i        nb  nb.(n—~l)b 
~~  a~~a(a+b)  +  a(a+6)(a  +  >t6) 

1        nb  nb.jn  — 1)6  «6,(n  — 1)6. (w  —  2)6 

-  a    a  (a  +  6)  +  a  (a + 6)  (a  +  26)    a  (a  +  6)  (a + 26)  (a + 36)  +~ 

.      n6.(n— 1)  6  ....26.6  

±  a  (a  +  6)  (a +26) ....  (a+n6)* 

Wird  nun  in  der  Reihe  5  statt  jedes  Gliedes  seine  Auflösung 
nach  diesem  Gesetz  substituirt,  so  erhält  man  leicht 

-1. 


a  Ta(a  +  6) 
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1        26  6.26  

+  a     a(a  +  6)  +  o(a  +  6)(a  +  26 

1  .     36  26.36  6.26.36 


oder 


a(a  +  6)     a(a  +  6)(a  +  26)  Ta(o  +  6)(a+~W(fl  +  36) 

U.  8.  W. 


S=±(l-1+1-1  +  ....) 


+  a(a+6)(i+23)(1-3+6-10  +  -  •  > 
6.26.36 

+  a(a+6)(a  +  26)(a  +  36)  C1— ^+10— ... .) 

ü.  s.  w. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist  nun 

1-1  +  1-1  +  ....  =  !, 

1  —  2+3—4+....=  », 

l_3  +  6— 10+....  =  *, 
u.  s.  w. 


Daher 


«(o  +  6)Th,a(«+6)(a+26)  . 

1  6-26.36 
+  16'fl(a  +  6)(a  +  26)(a+36)+ 

Was  nun  Herr  Dr.  Schlö  milch  gegen  diese  Rechnung  ein- 
wenden wird ,  ist  leicht  zu  sehen ,  aber  die  Richtigkeit  des  Resul- 
tates wird  er  nicht  läugnen  können.  Aber  eben  diese  Rieh« 
tigkeit  des  Resultates  hat  doch  wohl  Gewicht  genug,  um  nicht 
die  divergirenden  Reihen  für  puren  Unsinn  zu  erklären. 

Die  Reibe  i  — 1  +  1  —  1  +  ....  hat  in  obiger  Rechnung  aller- 
dings keine  bestimmte  syntaktische  Bedeutung  und  daher  auch 
keine  bestimmte  Summe.  Ist  das  die  Meinung  des  Herrn  Doctor 
Sehl  öm  i  Ich ,  so  sind  wir  alle  einig  mit  ihm.  Weil  aber  eben 
jene  Reihe  keine  syntaktische  Bedeutung  hat,  so  legte  der  Urhe- 
ber dieser  Rechnung  eine  solche  hinein,  indem  er  ihr  die  Bedeu- 
tung von  x — x*\x* — #*+....  gab,  so  dass  1  —  1  +- 1  — • ....  =  ^ 
wird.  Aber  eben  dadurch  gab  er  auch  allen  übrigen 
Reihen  ihre  syntaktischen  Bedeutungen  und  hat  diesel- 
ben treu  bewahrt,  so  dass  die  ganze  Rechnung  richtig  werden 
musste.    Denn  indem  er  der  Reihe  1  —  1  +  1  —  1+....  die  Bedeu- 

Thci!  VIT.  3 
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tung  von  a:-.ra|^l-^4  +  ""  gab,  ging  er  eigentlich  von  der  spe 
ciellen  Reihe 


ä    a  +  6'r«  +  26  «+36'"* 

zu  der  allgemeineren 

r,x        X*  xz  X* 

V -  a ~ ^+6  +  « + 2 6 - ft  +  36 * ' '  * 

über,  deren  Summe  ganz  nach  demselben  Verfahren  so  gefunden 
wird : 

(7-1- (t—  *'  +  ....)# 

+    /    .tflöM  0  —3*  +  6or*— 10rs. . . .  )*3 
■  o  (a  +  6)  (a  +  26) v 

6.26.36  (1-4* +  10**....).** 


rrt(rt  +  6)(«  +  26)(a  +  36) 

IL.  R.  W.. 

d.  b.  nämlich 

"~  a\l+*/+a(a  +  6)Vl  +  .*/  ^«(«  +  6) (a+26) VL  +  */  " 

woraus  zugleich  hervorgeht,'  dass  die  umgeformte  Reihe  selbst 
dann  noch  orauchbar  ist,  wenn  die  Urreihe  schon  divergirt.  Also 
dadurch ,  dass  der  Urheber  dieser  Rechnung  1  — 1+1  —  ....=1 

setzte,  entstand  die  Notwendigkeit  1  —  2  +  3—4+  =  J,  1 — 3 

+  6  — 10 +  ....  =  i  zu  nehmen.  Dies  mag  sich  Herr  Dr.  Schlö- 
milch  überlegen,  um  die  Hioterthiir  zu  begreifen,  welche  in  der 
syntaktischen  Bedeutung  liegt 

Aber  derselbe  wird  sagen,  ja  wenn  ich  nun  der  Reihe  1  —  1 
+  1 — 1  +  —  die  syntaktische  Bedeutung  von  1  —  .r2+a,s — *5+.. 
1  +  x 

—  1  .     .   a  gegeben  und  sie  —  \  genommen  hätte?    Das  hätte 

ganz  frei  gestanden,  denn  dadurch  hätten  nun  auch  die  übrigen 
Keinen  eine  ganz  andere  Bedeutung  erhalten,  1 — 2  +  3  —  4  +  .... 
die  von  1  —  äi^  +  Sa8 — 4a:*  +  ....  ü.  s.  w. ,  indem  dann  ein  Auf- 
steigen von  der  besonderen  Reihe  S  zu  der  allgemeineren 

K~«"~"a  +  6  +  a  +  26*""a  +  36 

•statt  gefunden  hätte.  Man  hätte  dann  zwar  eine  ganz  andere  Um- 
bildung von  S  erhalten,  aber  dieselbe  muss  immer  noch  den 
Werth"  von  S  haben.     Die  Reihe  S  kann  ein  specieller  Fall  von 
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unzählich  vielen  verschiedenen  Functionen  sein,  so  wie  auch  jede 
Zahl  in  unzähligen  Functionsformen  enthalten  sein  kann.  Man 
begreift,  wie  unendlich  viel  aus  dieser  Theorie  (Hessen  kann: 
Reihenumhildungen  der  verschiedensten  Art,  bestimmte  Integrale 

U.  8.  W. 

Also  nicht  die  Convergenz  entscheidet  über  den  Werth  einer 
Reihe,  sondern  allgemeiner  die  syntaktische  Bedeutung,  und  wo 
man  diese  in  der  Gewult  hat,  ist  jene  ein  unnützer  Zusatz.  Keine 
specielle  Reihe  hat  aber  an  sich  eine  syntaktische  Bedeutung, 
mag  sie  nun  con-  oder  divergireu,  sondern  diese  Bedeutung 
erhält  sie  erst  durch  eine  gewisse  Notwendigkeit  der  Rech- 
nung oder  sie  wird,  wie  im  vorigen  Beispiele,  willkühriich 
hineingetragen.    Die  convergirende  specielle  Reihe 

]r_  t  i  i  iii 
kann  ein  specieller  Fall  von 

nr  —  '  1*S  _l_  I  -*-6 .        I  nrt 

»l  3  nJL        |^  1J  U  T  •  •  • 

oder  von 

cos  x — J cos3.r-|-  J  cos5.r.. . . 

und  von  unzähligen  anderen  Reihen  sein,  obschon  sie  immer  nur 

der  besimmten  Zahl  ^  gleich  ist 

Hiermit  darf  man  aber  die  Fälle  nicht  verwechseln ,  wo,  wie 
man ch mal  geschieht,  der  Werth  einer  Reihe  in  derselben 
syntaktischen  Bedeutung  zweifelhaft  wird.   Die  Rech- 

wird 


,  mit  solchen  Reihen  wird  dann  nur  einseitige  Resultate  lie- 
fern, wenn  sie  nicht  mit  Rücksicht  auf  den  Complex  aller  Werthe 
geführt  wird,  wie  ich  dies  bereits  schon  nachgewiesen  habe.  Doch 
lür  diesmal  genug  hiervon. 

§.  4. 

Selbst  die  einfachsten  analytischen  Theorien  können  gefähr- 
lich werden,  wenn  man  nicht  die  gehörige  Vorsicht  gebraucht. 
Ich  übergehe  das,  was  Herr  Dr.  Schlömilch  in  seiner  ersten 
Gegenschrift  (Thl.  V.  Nr.  XXX.)  weiter  vorträgt,  weil  man  dem  ver- 
ehrten Herrn  Herausgeber  unmöglich  zumuthen  kann,  den  Raum 
mit  nutzlosem  Gezänk  zu  verschwenden.  Ich  unterlasse  es  auch, 
den  Vorschlag  näher  zu  prüfen,  wornach  Herr  Dr.  Schlömilch 
für  divergirende  Reihen  nicht  das  Gleichheitszeichen  gebrauchen, 
sondern  dafür  lieber  das  astronomische  Zeichen  des  niederstei- 
genden Knotens  schreiben  will.  Kr  erkenut  damit  doch  wenig- 
stens eine  Beziehung  zwischen  Urform  und  Reihe  an ,  wenn 
gleich  die  Art,  wie  er  die  Beziehung  aufzufassen  scheint,  die 
Verbindung  aller  möglichen  Reihen  mit  jeder  beliebigen  Grösse 
gestattet.  Aber  einen  Punkt  kann  ich  nicht  mit  Stillschweigen 
ubergehen,  die  Philosophie  nämlich,  mit  welcher  Herr  Dr.  Schlu- 

xm~x  dx  ,  _ } 

-j  — ,  und  insbesondere  auch  für 


J     {Zl'aä  e,nen  reellen  Werth  erzwingen  will. 


3* 
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Das  allgemeine  Integral  j*f(x).üx  ist  diejenige  Function  F(x) 
von  x,  deren  Differential  ~/{x)  wird;    das  bestimmte  Integral 
f(a-) .  dx  ist  dann  =  F(ö)  —  F(a). 

y>3C  xm~*tlx 
— i  —  für  einen  arith- 
0     1  —  xn 

luetischen  Unsinn  erklärt,  weil  es  den  Logarithmen  einer  negati- 

P  dx 

ven  Zahl  enthalt  und  also  imaginär  wird.    So  ist  z.  ß.  J  ^  

1  2x+l 

}log(t  —        1  log  (t  + *  +        ^arcfg—Tj-,   was  von  x~0 


bis  x=c/>Aen  Werth  3^73 +  i  log  (—1)  giebt.  Hier  lehrt  mich  nun 

Herr  Doctor  Seit  Iii  milch  den  imaginären  Logarithmen  reell  zu 
machen;    es  sei  nämlich  log(— 1)  =  ilog(—  l)*=Uogl=0,  und 

daher  /   «— Dieses  ist  ein  wahres  Universalmittel,  das 

JQ  1— a:3  3^3   

Unmögliche  möglich  zu  machen .  Ich  Weiss  nun,  dass  dieWurzel  l  -\-tr — 1 

der  Gleichung  x3 — 2^+2=0  nicht  imaginär  ist,  denn  ich  habe  V — 1 

Herr  Doctor  Schlömilch  giebt  sich  viel  Mühe,  von  seinem 
kritisch  -  philosophischen  Standpunkte  aus  das  Imaginäre  in  obigen 
Formeln  weg  zu  disputiren  und  findet  den  Grund  aller  unserer  Ir- 
rungen in  der  unglücklichen  Idee  von  der  Einheit  der 
Form.  Wir  haben  diese  Idee  für  eine  nothwendige  in  der  mathe- 
matischen Analysis  gehalten,  ohne  welche  letztere  gar  nicht  denk- 
bar ist.  Wir  haben  geglaubt,  dass  dieser  Idee  alle  allgemeineren 
Algorithmen  ihre  Entstehung  verdanken,  dass  aus  ihr  die  Lehre 
von  den  entgegengesetzten  Grossen  hervorging,  dass  in  ihr  die 
imaginären  Grössen  ihren  Grund  haben  ;  nun  aber  müssen  wir 
diese  Lieblingsidee  aufgeben  und  auf  die  kritischen  Werke  des 
Herrn  Dr.  Schlömilch  warten!  s 

Wissen  Sie,  Herr  Doctor  Schlömilch,  dass  nimmermehr  un- 
bedingt log( — «)  —  *  loe: ( — a)2  ist,  sondern  es  enthält  log( — a)  nur 
den  einen  imaginären  \Verth  von  a  log  ( —  a)2 ,  statt  dessen  Sie  nun 
den  reellen  nehmen,  wie  es  eben  IhVe  Kritik  erfordert.  Dadurch 
erzwingen  Sie  eine  Formel,  deren  klares  Verständnis«  Sie  zugleich 
verlieren.   Die  Analysis  fragt  nichts  nach  Ihrer  Formel 


"f(x)  .fix =8  [f{a)  +/(«  +  6)  +  + . +K„  _  i)S)  ] , 

8  =  6-^ 


und  es  ist  dieselbe  nicht  einerlei  mit  obigem  —  F(a),  nicht 
einmal  in  allen  Fällen,  wo  das  allgemeine  Integral  If(x).t1x  im- 
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rechtwinklichen  Coordinaten ,  so  ist  das  Differential  der  Fläche  ds  — 
b*dx  b* 
-  (q_ xy*>  also  *—JZrjc  +  CoDst.   Dieses  giebt  von  x=0  bis 

x~2a  den  Werth  —  ^,  während  obige  Näherungsformel  *)  auf  das 

Unendliche  fahrt. 

Doch  ich  enthalte  mich  jetzt  des  Weiteren  und  bemerke  nur 
noch,  dass  die  Analysis  nicht  bald  t  —  x  bald  x — t  macheu  darf, 
um  einen  Logarithmus,  der  sich  unter  der  Rechnung  als  unmög- 
lich ergieht,  reell  zu  machen.  Auch  darf  sie  nicht  statt  einer 
Form  A  eine  andere  B  setzen,  die  mehrdeutig  ist  als  At  und  sich 
dann  aus  B  einen  Werth  nach  Gefallen  auslesen. 


§.  5. 

Doch  dieser  Streit  bezog  sich  zunächst  nur  auf  die  Art, 
nach  welcher  Herr  Dr.    S  eh  lü  milch    die    Integration  durch 

yx  dx 
2  ä=0  verglich.   Nach  seiner 
o    *■  ~~~X 

Art,  die  Sache  zu  betrachten,  giebt  auch  die  divergirende  Reihe 
noch  das  richtige  Resultat,  weil  eben  log( — 1)=0  ist.  Mit  sol- 
cher Kritik  will  man  uns  also  den  Gebrauch  der  divergirenden 
Reihen  nehmen!  will  man  uns  nüthigen,  bogenlange  Rechnungen 
zu  lesen,  die  wir  mit  ein  Paar  Zeilen  abmachen  können.  Die 
Wissenschaft  mag  auf  der  Huth  sein,  dass  sie  die  Uebersicht 
Ober  sich  nicht  verlieren  lässt.  Will  man  eine  Theorie  widerlegen, 
so  reicht  es  nicht  hin,  Cxempel  auf  Exempet  zu  häufen,  die 
man  nach  Principien  erklären  will,  welche  die  Theorie  selbst 
als  falsch  zurückweist.  Herr  Dr.  Sehl  um  Weh  wird  dann  auch 
einsehen,  dass  eine  Summe  unendlich'  vieler  Glieder  und  eine 
Eotwickelung  im  Allgemeinen  sehr  verschiedene  Dinge  sind  und 
dann  die  Kraftlosigkeit  vieler  seiner  Waffen  von  selbst  fühlen ,  mit 
denen  er  die  Theorie  bekämpfen  will.  Er  wird  dann  vielleicht  auch 
meinen  Satz  von  der  Convergenz  der  entwickelten  Reihe,  d.  h. 
derer,  welche  ich  als  die  Entwickelung  einer  Function  kenne,  dann 

•)  Hier  mnu  ich  mir,  wenn  auch  gegen  mein  sonst  stets  befolg- 
tes Priocip ,  doch  einmal  eine  Bemerkung  zu  machen  erlauben ,  da 
nach  meiner  Ansicht  die  obige,  für  die  ganze  Analysis  höchst  wichtige 
Formel  (oder  vielmehr  Gleichung)  durchaus  keine  blosse  Näherungs- 
formel,  sondern  vielmehr  eine  ganz  genaue,  in  völliger  Strenge  gel- 
tende Gleichung  ist,  wenn  man  nur,  wie  es  eine  strenge  Behandlung 

^  f(x)dx  aU  die  Grünte 

betrachtet,  welcher  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens sich  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  also  3  in's  Unend- 
liche abnimmt  Ich  mache  diese  Bemerkung  hier  namentlich  und  eigent- 
lich zunächst  bloss  deshalb,  weil  ich  mir  vorgenommen  habe,  den  wich- 
tigen Gebrauch  der  obigen  Gleichung  bei  verschiedenen  Untersuchungen, 
wenn  dieselben  mit  völliger  Strenge  geführt  werden  sollen,  in  einigen 
kleinen  gelegentlichen  Aufsätzen  unter  den  Misccllen  nachzuweisen. 
V.  s.  übrigens  auch  meine  Abhandlung  Thl.  II.  Kr.  XXV.  S.  275. 
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nicht  so  sinnlos  finden.  —  Die  Reihe  convergirt,  wenn  ihre  Summe,  im 
arithmetischen  Verstände,  dem  \Yrerthe  der  Function,  woraus  sie 
entwickelt  wurde ,  sich  mehr  und  mehr  nähert ,  je  mehr  man  Glie- 
der nimmt.  Fassen  wir  das  in  der  Totalität  zusammen,  so  lässt 
sich  sagen:  die  Reihe  convergirt,  wenn  die  Summe  ihrer  unend- 
lich vielen  Glieder  dem  Werthe  der  Function,  woraus  sie  entwickelt 
wurde ,  gleich  ist.  Dieses  findet  immer  dann  statt,  wenn  die  Glie- 
der der  Reihe  bis  zum  Verschwinden  klein  werden,  wie  Herr 
Doctor  Schlömilch  an  dem  bestimmten  Integrale,  das  er  zum 
Gcgeubeweis  anführen  will,  beispielsweise  hätte  sehen  können. 
Und  der  Satz  scheint  so  lange  zu  bestehen,  als  man  nicht  verhin- 
dern kann ,  dass  eine  Function  in  gewissen  Fällen  unendlich  werde. 

Doch  es  ist  nicht  abzusehen ,  wozu  die  längere  Unterredung 
führen  kannte.    Denn  was  sollen  wir  sagen,  wenn  uns  ein  Mathe 
matiker  eine  philosophisch-kritische  Bearbeitung  der  Analysis  ver- 
spricht, und  im  Voraus  bemerkt,  dass  das  Unendliche  eine  Auf- 
lösung der  Gleichung £(n£f(n)=f(m+n)  sei?   Oder  wenn  er  uns 

die  Reellität  von    /     .   x  „   dadurch  begreiflich   machen  will. 

dass  logarithmische  Integrale  durch  den  Werth  einer  gewissen 
Constante  imaginär  werden,  obschon  sie  reell  sind.  Hier  müssen 
wir  jedesfalls  die  näheren  Erläuterungen  erwarten ,  die  uns  Herr 
Dr.  Schlömilch  von  seinem  kritisch-philosophischen  Standpunkte 
aus  geben  will;  einstweilen  wollen  wir  uns  nur  vorbehalten,  die 
Dinge  nach  unserer  Weise  betrachten  zu  dürfen. 


V. 

lieber  das  Integral      e—™  sinm  dac. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  S  ch  1 6'  m  i  1  ch , 

Privatdocenlcn    an    der    Universität    zu  Jena. 


So  viel  man  sich  mit  dem  Integrale 


/>cc 


und  den  daraus  entspringenden  analytischen  Betrachtungen  he* 
schaftigt  hat,  so  wenig  Aufmerksamkeit  scheint  man  dem  all^e« 
meineren  Integrale 
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sin  mx  dx   (1 ) 


gtwehenkt  zu  haben,  obgleich  dasselbe  bei  verschiedenen  analyti- 
schen Untersuchungen  vorkommt.  Es  möge  daher  in  -diesen  Zei- 
len ein  kleiner  Beitrag  zu  einer  Theorie  desselben  folgen»  der  sich 
indessen  auf  den  Fall  beschränkt,  dass  m  eine  positive  ganze  Zahl 
M  ist. 

I. 

Wendet  man  die  bekannte  Reduktionsformel 
J*utdx — uj*vdx  — j*dupedx 

auf  das  Integral  (l)  'för  «=sin"»#,  r =«»-•*  an,  so  erhält  man 
pa  mx e~** dx^sXvPxj^e- **dx  —  m Jlin      xeosx  dxj*e~**  dx 

—  sin  mx e-** /sin  m~1xcosxe~a'  dx ...  (2) 

a  aj  ' 

Benutzt  man  die  genannte  Reduktionsformel  noch  einmal  für 
das  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Integral ,  indem  man 

ii  —  sin  "»-'xcos x,  v  —  e—**  , 

netzt,  so  ist 

j\\vim~v xvtosxe-**  dxz=.%\\\ m  lx v^oxj <r** dx 

— J*  [(?»— l)sin»-*rcos*;r  —  <nnmx]dx Je~—dx; 
•der,  nenn  man  bemerkt,  dass  cJ»2^—l — sin*a:  ist: 
J* sin  •»- 1  x  cos  x  er-**  d  m~lx  cos xjer-'* dx 

—j* (m— l)sin  '-'*x--''nstnmx](hjl-**dx 

—  —  -  sin     1  xcos  x  er^** 
a 

+  »±^ß\^*xc^<lx-™  fim*xe-*dx. 
Substituiren  w r  »n       Gleichung  (2) ,  so  wird 

/\\nmx  e-«*^  —  —  -  »'"»  m.tf'-a/  —  -*  sin  "-^rcos.r 
a  u* 

and  wenn  wir  iieT  Integral 
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sin  mxer^*ilx 


als  Unbekannte  ansehen  und  algebraisch  bestimmen,  so  erhal- 
ten wir 

aainx  +  mcosx  ,  m  ,    ___  ,  m (m — 1)  P. 
—  s-J — 5  sinm-1are-Ä*-| — V-,    *  /sm  m  ^xe~ax  üj.  . 

Diese  Reduktionsformet  führt  unser  Integral  auf  ein  anderes 
zurück,  in  welchem  der  Exponent  von  sinj?  um  2  erniedrigt  ist. 
Gehen  wir  zur  G ranze  für  wachsende  und  ebenso  zu  der  für  ab- 
nehmende x  über,  so  ist  im  ersten  Falle 

Limc-«=0, 

sobald  a  positiv  bleibt,  und  im  zweiten,  wegen  m>l, 

Lim  sinTO-1ar=0, 

folglich 

f*  sin  >°xe~«*dx  =  m{™~1}  f*  sin  >»-*x(r*dx. 

Mit  Hülfe  dieser  Reduktionsformel  kann  man  für  jedes  ganze 

Kositive  m  den  Werth  des  Integrales  auf  der  linken  fceite  finden. 
>urch  mehrmalige  Anwendung  derselben  ergiebt  sich  nämlich, 
wenn  2p  eine  gerade.  Zahl  bezeichnet, 

j*71  %\\\  mx  er-**  du  — 

m(m~l)  (m— 2)  (m-~3)    (m--2pf  2)(ih--2j»+1)  P  s- 
aa+m*  *  ö*+(m-2)*        a2+(*«r-2p+2)2  ,/  o 


Ist  nun  m  gerade,  so  kann  man  2p  — m  nehmen,  wodurch  das 
letzte  Integral  in 

e—**  dx 

o 

übergeht,  dessen  Werth  bekanntlich  —  ist.    Mau  hat  dann 

a 


r. 


»oc 

sinnxe-^tlx 

\ 

m(m—t)  Qu— 2) (m—3)  2.1  J_ 

aa+™2  '  «2+(™~ 2)«  «a  +  2»  *  « 


oder 


/**rin-rf"rf.r-         1234 ("'zJ>-'!!  I  «) 
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Ist  aber  m  ungerade,  so  kann  maii2»  =  m— I  nehmen,  wodurch 
das  letzte  Integral 


= J  siaxe^dx 


1 


Hin).  Ed  ist  in  diesem  Falle 

►30 


f. 


s\nmx  <J_a*  dx 


_  m(m— 1)  (m— -2)  (w— 3)         3.2  t 


•der 


ri  •  m  ^-*x,u   1.2.3.4  (m— i)m    g„ 

J9  Sl°  X  (aHl2)  («H5*)  («H»'*)  *  *"  W 

Man  kann  die  Werthe  unseres  Integrales  auch  noch  auf  einem 
?aiz  anderen  Wege  finden.   Man  hat  nämlich  für  jedes  geradem: 


(_l)52*_i  sin  m3-=zm^  cog  OT<r — mj  cos  (m — 2)a:-f  m2cos(m — 4)x —  

0t     *  fit 

...  +  (— 1)*~  m.m-i  cos  2jt+ (—  1  )* « wiim , 


wobei  f»|,  m2,  etc.  die  Binomialkoeffizienteu  des  Exponenten  ttt 
^deuten.    Multiplizirt  man  diese  Gleichung  mit 

■ 

e-^dx 

™d  iotegrirt  zwischen  den  Gränzen  ar=0,  j  =  x  ,  so  ist 

(— i)22«-1  /     sin  mxer**ilx 

=180/     cos nuc e— dx—niy  /     cos(w— 2)#e-ax*/ar+.... 
t/  o  «/  o 

.  +  (— l)""1«!;»-.^  cos2are-"rfj;H-  (—  I)™  iwj«y^*  e-**dx, 
uwl  wenn  man  den  Werth  jedes  Integrales  nach  der  allgemeinen 
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m  /»X 

( — 1)*2"»-Y  *\umxe-axdj; 


o«  + (wi-2)» +  rf+(m^"^    (5) 


»»    i  m 
,    (-t)«~   7«^,«.  (-l)*mjm 


womit  der  Werth  des  Integrales  für  gerade  m  gefunden  ist. 
Für  ungerade  m  hat  nian  bekanntlich 

(—  1 )  2  21»-1  sin  mx  =rwto  sin  nuc—n^  sin  (w— 2)x+iftt6in(m — i)x — . . . 

m— ' 

+  (—1)  *  mi(m-i)  sinar, 
mithin  durch  Multiplikation  mit 


und  Integration  zwischen  den  Grfinzen 

tu  — 1  ✓»« 

(— l)~f-2— sin  "«c-«^ 

=  'Wo  f   sin  mxe-**  dx—mx  f*  sin  (m— 2)         dar  +  

t/  o  i/o 

m  — i  /»X 

-t(— 1)  *  n>j(l»-i) J  sinare-^dar; 

oder,  wenn  mau  die  einzelnen  Integrationen  rechts  nach  der  allge- 
meinen Formel 

I     sin  6a?  e-*xrfar=— =— 

> 

ausfährt : 

w—l  /»x 
( — l)~ä~ 2"»- 1  /     sin  *  ar«?-«*  da? 
t/  o 

—   ywow         THj  (m — 2)         ina(m — 4) 


m  *- -  • 


womit  der  Werth  des  Integrales  für  jedes  ungerade  in  gefun- 
den ist. 

Multinlizirt  man  die  Gleichung (3)  mit  (—1  )**■--",  ebenso  (4)  mit 
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(  l)~T~2m—  1  und  vergleicht  sie  darauf  mit  den  Resultaten  unter 

(5)  und  (0 ) ,  80  erhält  man  folgende  zwei  rein  algebraische  Rela- 
tionen :  liir  jedes  gerade  m : 

( — l)^»-1.!  .2.3.  m 

aiaH^KaH**)   (a4+"«*) 


n  1  m 


(—1)*      >/!■„,-!«  (  —  1)*IW> 

und  für  jede*  ungerade  rti : 


ro-i 


(—  wi* 

(a*+l2)  («H:*2)  («2+5*)  (aU'«2) 

w0w  w^w— 2)  — i) 


(  —  1  )  2  Wt(w-i)  «  1 

+  ~  «Hl2 


(8)  *) 


II. 

Wir  wolleu  nun  noch  einige  Anwendungen  der  gefundenen  For- 
lu  mittheilen. 
Hat  man  Gleichungen  von  folgender  Form : 

9 (x)  —  Aq\Ai  siu  *x+  A4 sin  *x  +  , 

tK*)  —  -4i  sin  ar+^s  sin  3:r +     sin\r  f  . . .  . 

und  gelten  dieselben  für  alle  Werthe  von  ar^O  bis  x=co, 
so  kann  man  dieselben  auch  mit  er^thc  inultinliziren  und 
zwischen  den  Grftnzen  x=0,  o.'=oo  integriren,  so  dass  man 
die  neue  Gleichung  erhält: 


j*  tp(x)e~axdx 

-  A«j*  *  e-**dx  +  A%J*  *  «in  ^xe'^dx  +  AAJ ^  *  f*n*xe-«*dx+. . . . 

—  A^*  rinxe-^tlx+A^   Bin*xe-**dx+Aöj    »\n\ic-*r<U f 


')    LieMcn  »ich  dic«o  beiden  SäUc  wohl  auch  auf  elementarem 
Wege  beweuen? 
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♦ 

Hier  lassen  sich  die  Werthe  säjiimtlicher  Integrale  aul  der 
jedesmaligen  rechten  Seite  mit  Hülfe  der  Formeln  (3)  und  (4)  an- 
geben, und  hierdurch  gelangt  man  zur  Kenntniss  eines  bestimmten 
Integrales,  wenn  man  die  Integration  auf  der  linken  Seite  sonst 
nicht  zu  bewerkstelligen  weiss,  dagegen  zur  Kenntniss  einer  Rei- 
hensumme, wenn  man  auf  anderem  Wege  den  Werth  des  Integra- 
les links  in  geschlossener  Form  angerVen  kann.  Z.  B.  Aus  der 
für  jedes  beliebige  x  und  gerade  m  geltenden  Gleichung 

co«m*  =  l-"i*  «in  %.f"'?,"2-22W* 

folgt  durch  Anwendung  des  obigen  Prinzips  der  Multiplikation  mit 
e-**tlx  und  Integration  zwischen  den  (kränzen  x=zO,  jr  =  oo: 

J     coswxe-«*dx  =  J     er-*xdx——^J     xm^x  e-**  dx 


,  m2(m2-22)  p  *  .    .  » 


d.  i. 


 a        1_  w2   _L2   1.2,34 

«*+  m2     a    1.2  ' « (a2+22) +    1.2.3.4    *  a(<t*  f  22)  («2  +  4«) 

oder  wenn  man  beide  Seiten  mit  «  multiplizirt,  von  1  abzieht  und 
mit  7/»2  dividirt: 

l 


a2  +  r«2 

_     1  w»  —  22  (;;«2-22)  (Wa— 1«)  

~oH2"     («2+2a)(aH*a)  +  KH^(«H^7^T(^ 

gültig  lü'r  je<les  gerade  //i>0. 

Wendet  man  das  nämliche  Verfahren  auf  die  für  jedes  unge- 
rade //i  geltende  Gleichung 

tn  .        »!(/»*—  I2)  .   -    .  ro(m2— l2)(m2— 32)  . 
an,  so  erhält  man  ähnlich: 


a2+m2 

—     1  m2-!2  (m2-  l«)(in«-3») 

""«21  l2  ( a2  1  - 1 2 )  ( «2 + 32 ) +  (aH  ta)  («H  3«)  (n2  +  ö2)  ~  "  (lU)  ' 
für  jedes  ungerade  m. 


*)  Könnte  man  diese  Sätze  auch  algebraisch  huHcUcit? 
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Aach  von  den  Formeln  (7)  and  (8)  lassen  sich  einige  bemer 
Uoswcrthe  Anwendungen  machen.   Man  schreibe  nämlich  in  (7) 
r(üt  a,  maltiplizire  mit  s'myx  tlx  und  integrire  zwischen  den  Gan- 
zen *=r0,  x==&>  ,  so  ist,  1.2. 3. kurz  mit  m  bezeichnet: 

iw  )m_i    »    /**  sinyartfar  

(     '  ^  Jo  ^*H^)(*H42)-...(*H*i2) 

/*x;rsiny:r  ,  Z*30    arsinyjr     ,  . 

i/o   *2+wia-  Vo  a£+(m— 2)* 

./  ix?-1  '/**  ^siny.r  .  ™       /**sinyj?  , 

Zorans  man  unter  Anwendung  der  bekannten  Formel 

di«  flir  jedes  gerade  m  geltende  Gleichung  erhält : 
.  "       ,    ,    /**  sinyarrfg  

=  |  |w0^mJ'-Wie-(m-2^+w2c-<'»-4)>'-...  x    I  (11) 

....  m^,e-»y  +  (-l)" .»  m{m 

Setzt  man  ebenso  in  der  Gleichung  (8)  ar  für  a,  multiplizirt 
»H  cosyrr<ir,  integrirt  zwischen  den  Gräuzen  jt=0,  a:=ao  nnd 
bringt  rechts  die  Formel : 


—-j—dx  —  e—y* 

0   xa-fA'2  2ä 


k=m,  m — 2,  m  — 4,  ...  3,  1  in  Anwendung,  so  erhält  man 
eben  so  leicht  für  jedes  ungerade  m: 


t  n— \>m_i    »   /**  cosyxdx  

OToe-my_IJlie-(»-«)y+Wae-('«-«)y  —  ....      \  ...  (12)1 


7C 

•2 


....  +  (— 1)    *  mi(m—t)e-Y 


belebe  Gleichung  das  Correlat  zu  der  (Ll)ten  bildet. 
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VI. 

lieber  das  von  Herrn  Clausen  auf 
8.  «19.  TheU  V.  Heilt  2.  angegebene 

Theorem. 

Von  dem 

- 

Herrn  Doctor  O.  Schlö  milch, 

Privatdocenten    an   der    Universität  zu  Jena. 


Der  Satz,  dass  die  Summe  der  Reihe 

f     n    M)M  (,;-2)(»-3)(>i-4) 

2  +       2.3  2.3.4        '  +  "" 

 3      _2^  Q         t      Q  _2_ 

ist, -je  nachdem  n  der  Forin 

6r,  6e  +  l,  2,  3,  4,  5 

angehurt,  ist  nur  ein  spezieller  Fall  eines  bereits  bekannten  allge- 
meineren Theorenies. 

Man  hat  nämlich  für  jedes  ganze  positive  m 
2  cos  rnx = (  2  cos  ar)™  -  y  (2  coBg)«-H wl(™~3)  (2  cos  4 

 1.2.3  -(«cos   

Darauft  folgt  für  #  —  2: 

2cos^=i~^4.^rALm(m-4)^l"-5).f  .  . 

3  1T    1.2  OT5 + 

oder 
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1n  tun 
—  2  cos  - 


—  i     m — 3  t  (m — 4)  (m — 5) 


Setzt  man  noch  rn  =  «  +  3 ,  ho  wi  rd  cos  —  =  cos  (  ^  +  n ) 

3  3 


-  —  cos  ~,  folglich 

1     S*+      2^1  Ol  + 

Wotans  tüan  sogleich  das  Clausen'sche  Theorem  erhält,  nenn 
man  der  Reihe  nach  m  =  6p,  Öp+1,  2,  3,  4,  5  nimmt,  worin  u  eine 
positive  Zahl  bedeutet. 

ganz  ahnliches  Theorem  lässt  sich  aus  der  Gleichung 


sin  771*2; 


=  (2cos*)— »-  r~ 


=?(2cosx)  — »+  (  m  - Z)  (>»— 4)(2cos^)— 

7t  , 


ableiten.    Setzt  man  hier  #=^und  m=a+2,  so  wird 
.  *+2 

8in  3  *  _,n    (n-l)(»-2)_(n^2)(W--3)(W-4)  , 
sini«   -1     1  +       T2™  17^3  +  •* 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Summe  der  Reihe 

,  («-!)(" -~2)_  (n-2)(W~3)(ri--4)  , 
1     1  +  O    T72T3  +* 

=  +  1,  0,-i,  -1,  0,  +1 
ist,  je  nachdem  n  unter  der  Form 

6t>,  6tj+l,  2,  3,  4,  5 
steht,  worin  v  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 
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vn. 

Heber  die  Construction  der  Normalen, 
Tangenten  und  Krümmungshalbmes- 
ser an  solchen  Curven,  welche  dnrcli 
einen  Punkt  beschrieben  werden,  der 
mit  zwei  andern  nach  einem  gegebe- 
nen Gesetze  sich  bewegenden  Punkten 

fest  verbunden  ist. 

Ton  dem 

Herrn  Professor  Doctor  Stegmann 

an  der  Universität  zu  Marburg. 


In  dem  Journal  „LInstitut"  fanden  sich  in  den  letzten  Num- 
mern des  vorigen  Jahrganges,  nämlich  Nr.  573  und  Nr.  574,  zwei 
kurze  Berichte  über  eine  von  Herrn  Abel  Transon  ersonn ene 
und  der  Societe  philomatique  zu  Paris  in  den  Sitzungen  vom 
30.  November  und  14.  December  1844  vorgetragene  Methode  zur 
Bestimmung  der  Krümmungshalbmesser  bei  solchen  Curven ,  welche 
entstanden  sind  ( oder  angesehen  werden  können  als  entstanden) 
durch  Bewegung  eines  Punkts,  der  mit  zwei  andern  sich  aufgege- 
benen Curven  bewegenden  Punkten  Gx  verbunden  ist.  Diese 
Methode  ist  nicht  allein  an  und  für  sich  so  sinnreich  und  ihre 
Anwendung^  in  den  geeigneten  Fällen  so  forderlich  und  die  andern 
bekannten  Mittel  übertreffend,  sondern  auch  ein  Paar  Lehrsätze, 
auf  welche  sie  gestützt  ist,  sind  so  interessant,  dass  es  zu  bedau- 
ern sein  würde,  wenn  in  Deutschland  die  Autmerksamkeit  der 
Geometer  sich  nicht  darauf  hingerichtet  hätte.  Zugleich  aber  sind 
die  Andeutungen ,  welche  das  genannte  Journal  darüber  macht,  so 
kurz  und  die  Beweise  so  unterdrückt ,  dass  man  nicht  leicht  auf 
den  ersten  Blick  das  Ganze  zu  durchschauen  vermag.  Aus  diesen 
Gründen  erscheint  vielleicht  die  Mittheilung  der  folgenden  Bear- 
beitung dieses  Gegenstandes  nicht  unnütz. 
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§.  t. 

Wir  nehmen  an,  ein  System  von  Punkten,  welche  in  einer 
Ebene  liegen  und  eine  unveränderliche  Lage  gegen  einander  behal- 
ten sollen;  also  sammtllch  als  Punkte  einer  ebenen  Figur  gedacht 
werden  können ,  bewege  sich  in  seiner  Ebene  nach  irgend  einem 
Gesetze.  Sind  dabei  die  Linien  bekannt,  in  welchen  zwei  der 
angenommenen  Punkte  fortzurücken  genothigt  sind,  so  werden  sich 
olfenbar  auch  alle  andern  Linien,  die  von  den  übrigen  Punkten 
beschrieben  werden,  vollkommen  bestimmen  lassen,  weil  jeder 
dritte  Punkt  des  Systems,  sobald  man  ihn  mit  den  beiden  zuerst 
gedachten  Punkten  verbindet,  in  jedem  Augenblicke  die  dritte 
Ecke  eines  gegebenen ,  unveränderlichen  Triangels  bildet.  Wenn, 
um  eines  besonderen  Falls  zu  gedenken ,  zwei  von  den  angenom- 
menen Punkten  auf  parallelen  Geraden  fortrücken  sollen,  was 
wegen  des  unveränderlichen  Abstauds  jener  Punkte  nur  geschehen 
kann,  in  so  fern  ihre  Bewegung  nach  einerlei  und  nicnt  etwa  in 
entgegengesetzter  Richtung  vor  sich  geht,  so  wird  augenscheinlich 
jeder  andere  Punkt  des  Systems  sich  ebenfalls  in  einer  geraden 
und  mit  den  beiden  ersten  Geraden  parallelen  Linie  fortbewegen. 
Setzen  wir  diesen  besondern  Fall  jedoch  bei  Seite,  eben  weil 
keine  einzige  Curve  dabei  in  Betracht  kommt,  so  sind  nur  drei 
Falle  möglich:  nämlich  entweder  bewegt  sich  kein  einziger  Punkt 
des  Systems  in  einer  Geraden,  oder  nur  ein  Punkt,  oder  endlich 
es  bewegen  sich  zwei  Punkte  in  zwei  convergenten  Geraden  und 
alle  übrigen  Punkte  in  krummen  Linien  (Vgl/§.  10.). 


§.  2. 

Man  kann  nun  für  jeden  Augenblick  der  Bewegung  die  Diffe 
renzialien  der  von  den  einzelnen  Punkten  beschriebenen  Curven 
als  Elemente  von  Kreisbogen  auffassen,  welche  sämmtlich  von 
einem  und  demselben  Centrum  O  aus  beschrieben  werden,  also 
die  Bewegung  des  ganzen  Systems  als  eine  Summe 
unzähliger,  auf  einander  folgender,  unendlich  kleiner 
Rotationen  um  einen  successiv  fortrückenden  Mittel- 
punkt O. 

Seien  nämlich  in  Taf.  I.  Fig.  1.  die  Curven  Aa,  Bß  die  Wege, 
welche  von  den  zwei  Punkten  A  und  B  durchlaufen  werden,  wäh- 
rend das  von  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  gebildete  System 
sich  nach  einem  gegebenen  Gesetze  fortbewegt,  so  zwar/ das« 
während  A  nach  Ä'  hinrückt,  die  Punkte  /?,  C9  D  beziehungs- 
weise nach  B't  V,  D'  gelangen  werden.  Wenn  nun  AO  und  BO 
in  A  und  B  auf  den  Curven  Aa  und  Bß  normal  stehen  und  wenn 
man  in  Gedanken  den  Bogen  AA'  in  den  Zustand  des  unendlichen 
Abnehmen*  versetzt,  so  wird  auch  Bß'  unendlich  klein  werden, 
und  beide  Curvenelemente  AA'  und  BB'  können  sowohl  als  Ele- 
mente der  Tangenten  AT  und  BT,  wie  auch  als  Elemente  von 
Kreisen  gedacht  werden,  deren  Mittelpunkte  in  der  Normale  AO 
beziehungsweise  BO  liegen.  Aber  freilich,  da  der  Punkt  B'  auf 
der  Curve  Bß  liegen  uoü  ausserdem  A'B'  constant  gleich  AB  sein 
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soll,  so  ist  die  Lage  von  B'  bestimmt,  sobald  AA'  als.  iiidepen- 
dentes  Differenzial  angenommen  worden  ist,  und  es  steht  daner  zu 
beweisen,  dass  sich  die  Differenzialien  BB'  und  AA'  zu  einander 
verhalten  wie  die  Normalen  OB  und  OAt  denn  wenn  dies  der 

Fall  ist,  so  sind  die  unendlich  kleinen  Winkel  AGA'  -JJJ  «nd 

BOB'—^-  gleich  und  man  darf  sich  dann  ohne  Weiteres  vor- 
stellen, der  Winkel  AGB  habe  sich  um  seinen  Scheitel  O  so 
gedreht,  dass  er  in  die  Lage  A'GB'  gekommen  sei.  au  diesem 
Zwecke  setze  ich 

W.  ATO  —  ti,     AA'  —  h,  Or=m; 
W.  BTO=:fi,    BB'  =  U; 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung 

AT^+BT2 — 2AT.  BT  .cos  ATB— AB* 
=A'T*+B'  T^—VA'  T.  B'  T.  cos  A  TB 

in  folgende: 

m2  cos  «2  -f  m2  cos  ß2 — 2m2  cos  a  cos  ß  cos  (a  +  ß)  = 
(m  cos  «— A)2  +  (m cos ß  +  Ar)2— 2  (m  cos  «— h)  (m  cos  ß+k)  cos  (a+ß). 

Läset  man  aus  dieser  Gleichung  die  gleichen  Glieder  beider- 
seits und  die  Glieder  mit  den  zweiten  Dimensionen  der  verschwin- 
denden Grössen  A  und  k  weg,  so  ergiebt  sich 

2wiA  cos  a — 2mk  cos  ß =2m  [h  cos  ß  — -  k  cos  a]  cos  («  +  ß) , 

also 

h[coBa — cos|Scos(o+/S)]  =  k[cosß — cos  er  cos  (a+ ß)] 
oder,  nach  leichten  Transformationen, 

h .  sin  (« + ß)  sin  ß  —  k .  sin  (er  +  jS)  sin  a , 

d.  h.  . 

A-     sinj?  OB 
A-sina-O^' 

was  zu  beweisen  war. 

Es  bedarf  nun  ferner  nur  noch  der  Bemerkung ,  dass  jeder 
andere  Punkt  C,  D  u.  s.  f.  des  angenommenen  Systems,  weil  er 
fest  und  unveränderlich  mit  den  Punkten  A  und  B  verbunden  ist, 
wahrend  der  unendlich  geringen  Drehung,  durch  welche  das  Drei- 
eck AGB  in  die  Lage  A'GB'  übergeht,  auch  gegen  die  Seiten 
OA  und  OB  dieses  Dreiecks  eine  unveränderliche  Lage  behalten 
wird,  dass  also 

W.  AGC=A'OC,  sowie  OC=OC 
W.  AOD=A'ODt,  OD^OD' 


■ 
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il  s.  f.  sein  wird.  Und  hiermit  ist  der  am  Anfange  dieses  Para- 
graphen aufgestellte  Satz  gerechtfertigt,  und  es  ersieht  sich  zu- 
gleich,  dass  die  von  O  aus  gezogenen  Radien  -  Vectoren  OC, 
OD  u.  s.  f.  auf  den  von  C ,  D  u.  s.  f.  beschriebenen  Curven  nor- 
mal stehen  müssen. 


§.  3. 

Die  mit  den  Halbmessern  OA,  OB —  beschriebenen  Kreis- 
bogen stehen  mit  den  von  den  Punkten  A,  B....  bei  der  conti- 
nuirtiehen  Bewegung  des  Systems  wirklich  durchlaufenen  Curven 
ini  Allgemeinen  nur  in  einer  Berührung  der  ersten  Ordnung,  und 
der  Puokt  O  ist  keineswegs  der  Krümmungsmittelpunkt  für  diese 
Curven,  wie  am  Deutlichsten  vielleicht  aus  der  Bemerkung  her- 
vorgeht, dass  die  eine  oder  andere  dieser  Curven,  wie  Bß,  ihre 
convexe  Seite  gegen  O  hinwenden  kann,  also  ihren  Krümmungs- 
mittelpunkt auf  der  Verlängerung  von  OB  über  B  hinaus  haben 
muss.  Forscht  man  nach  der  Grosse  der  einzelnen  Krümmungs- 
halbmesser ,  z.  B.  für  den  Punkt  A,  so  müsste  man  sich  in  A' 
ebenfalls  eine  Normale  auf  die  Curve  errichtet  denken  und  den 
Punkt  zu  bestimmen  suchen,  welchem  sich  der  Durchschnittspunkt 
dieser  Normale  mit  der  vorhergehenden  AO  bei  dem  unendlichen 
Abnehmen  von  AA'  ohne  Ende  nähert.  Errichtet  man  ebenso  in 
B'  eine  Normale  auf  die  Curve  Bßf  so  wird  diese  mit  der  eben 
gedachten  in  A'  auf  die  Curve  Act  errichteten  Normale  sich  in 
einem  Punkte  O'  durchschneiden ,  und  es  würden  also  die  Conver- 
genzpuokte  ?on  AO  und  AO',  BO  und  B'Oy  CO  und  CO' u.a.  f. 
in  Beziehung  auf  das  unendlich  klein  werden  von  AA'  gedacht,  der 
Reihe  nach  die  Krümmungsmittelpunkte  der  von  At  B ,  be- 
«chriebenen  Curven  sein. 


§•  4. 

Berücksichtigt  man  indessen,  dass  der  eben  gedachte  Punkt 
Cr*,  nachdem  die  unendlich  kleine  Drehung  um  den  vorigen  Dre- 
hungspunkt O  geschehen  ist,  ganz  an  dessen  Stelle  tretend,  wie- 
derum den  Mittelpunkt  für  eine  neue,  unendlich  geringe  Drehung 
abgiebt,  sowie  dass  ÖO'  als  Differenzial  der  Curve,  auf  welcher 
wahrend  der  Bewegung  des  ganzen  Systems  sich  alle  Drehungs- 
mittelpunkte  O  befinden,  mithin  als  unendlich  kleine  aber  gerade 
Linie  zu  denken  ist:  so  wird  man  leicht  auf  eine  andere  Vor- 
stellung geführt,  nach  welcher  man  das  ganze  System  aller  von 

A,  B,  V  in  jedem  einzelnen  Augenblick  beschriebener  Cur- 

venelemente  als  zusammengehörige  Differenzialien  eines  Systems 
cykloidischer  Curven  (gemeiner,  oder  gestreckter,  oder  ver- 
schlungener Cykloiden)  auflassen  wird,  welches  System  in  dem 
jedesmaligen  Punkte  O  denjenigen  Punkt  besitzt,  wo  der  sich  fort- 
wälzende Kreis  die  sogenannte  Basis  OO'  tangirt. 

In  der  That,  wenn  in  Taf.  I.  Fig.  2.  der  um  den  Mittelpunkt 
Q  mit  dem  Radius  QO  beschriebene  Kreis  längs  der  Geraden 
GH  fortrollt  und  zwar  in  dem  durch  die  hinzu  gezeichneten  Pfeile 

4* 
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unmerklich  gemachten  Sinne,  so  besehreibt  jeder  beliebig  in  der 
Ebene  dieses  Kreises  angenommene  und  mit  dem  Mittelpunkt  Q 
auf  eine  feste  und  unveränderliche  Weise  verbundene  Punkt  eine 
gemeine  oder  gestreckte  oder  verschlungene  Zykloide, 
je  nachdem  sein  Abstand  von  Q  gleich  ist  dem  Radius  QO>  oder 
kleiner,  wie  dies  bei  dem  Punkte  A,  oder  grösser,  wie  dies  bei 
dem  Punkte  B  der  Fall  ist.  Zuvorderst  lässt  sich  nun  behaupten, 
dass  in  jedem  dieser  Fälle  die  von  O  aus  nach  den  beschreiben- 
den Punkten  gezogenen  Geraden  OA,  OB....  auf  den  von  die- 
sen Punkten  beschriebenen  Cykloiden  normal  stehen.  Dieser  Satz 
ist  iu  Betreff  der  gemeinen  Cykloide  allgemein  bekannt,  er  lässt  sich 
aber  auch  ohne  Schwierigkeit  für  die  andern  Arten  beweisen. 
Denn  setzt  man  QO  —  r,  QA  =  R  und  den  veränderlichen  Wäl- 
zungswinkel  OQA  —  q>,  nimmt  GH  als  Abscissenaxe  an  und  die 
Ordinatenaxe  parallel  zu  OQ,  und  lixirt  den  Ursprung  der  Coor- 
dinaten  dahin  wo  <p-  ü  ist,  so  bestehen  die  Gleichungen 

t  —  t<p  —  /?sin<p,  y  —  r —  Rcosip. 

woraus  folgt 

t f.r  —  (r — R  cos  q>)  dtp  =  ydq> ,  dy  —  R  si  n  <pdq> , 

also 

dx_  y 
" dy  #sing>' 

■ 

Nun  ist  aber  offenbar 

» 

folglich 

dx 

und  (U  —  ^-  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  angiebt» 

unter  welchem  die  Normale  der  Curve  gegen  die  Abscissenaxe  ge- 
neigt ist,  so  muss  die  Normale  des  Punktes  A  mit  AO  zusammen- 
fallen. Auch  gilt  alles  dies  im  verändert  für  den  Punkt  B,  wenu 
man  unter  R  den  Abstand  QB  versteht  und  bei  q>  sich,  wie  ess 
der  festgesetzte  Sinn  der  Drehung  verlangt,  den  convexen  Win- 
kel OQB  vorstellt,  so  dass  in  der  Gleichung  x  =  rtp~-  R  sin  g>  der 
letzte  Bestandteil  Rsiu<p  an  und  für  sich  einen  negativen  Werth 
erhalt. 


§.  5. 

Man  stelle  sich  nun  vor,  der  mit  dem  Radius  QO  beschrie- 
bene Kreis  rolle  aus  der  betrachteten  Stellung  weiter  fort,  so  dass 
OO'  =  r.  Aq>  sei,  und  es  gelangen  dadurch  die  Radien  QA,  QB.. 
in  die  Stellung  Q'A',  0*8..,  so  werden,  sobald  man  OO'  in  den 
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Zustand  des  unendlichen  Abnehmen»  versetzt,  die  Winkel  AGA', 
£0/?'  u.  s.  f.  sänimtlich  einander  gleich,  nämlich  gleich  d<p  — 

jjq  ausfallen.  Denn  es  ist,  wenn  man  AA'=ids  und  die  Normale 
AO=N  setzt, 

AOA'^-UmsAOA'^; 


also 

d$ 

Und  da  überdies  die  Curvenelemente  AA' ,  BB'...  bezie- 
hungsweise auf  ÖJ,  OB....  normal  stehen,  so  dass 

OA' =(0<4*+  [1  + »  (l>i)  + '    *  1 

bei  dem  unendlichen  Abnehmen  von  AA'  sich  von  OA  nur  um  ein 
unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  unterscheidet;  so  sind  die 
(Imstande  für  die  Erzeugung  der  cykloidischen  Curven  in  jedem 
einzelnen  Augenblicke  ganz  dieselben  als  wenn  sich  ein  unverän- 
derliches Dreieck  AOB ,  oder  allgemeiner  ein  unveränderliches 
System  von  Punkten  A,  B....  um  einen  in  seiner  Ebene  liegen- 
den Punkt  O  herumdrehte.  Mit  andern  Worten:  das  System 
aller  Gleichzeitig  beschriebenen  Differenzialien  der 

Cyklolden  AA' ,  BB'         lässt  sich  auffassen  als  ein 

System  von  gleichzeitig  und  um  das  gemeinschaft I iche 
Zentrum  O  herum  beschriebenen  Kreisbogenelementen. 


§.  6. 

Stellt  man  mit  diesem  Ergebniss  nun  dasjenige  zusammen, 
was  in  6. 2.  und  §.3.  »Iber  die  Bewegung  des  Systems  A,  B.  C... 
der  Tat.  L  Fig.  1.  gesagt  worden  ist,  hält  man  also  namentlich  fest 

erstens,  dass  sowohl  bei  jeder  der  früher  gedachten  von  A, 
B,  C...  in  Taf.  1.  Fig.  1.  beschriebenen,  als  auch  bei  den  soeben  in 
§.  4.  und  6.  5.  besprochenen  Cykloiden  die  von  O'  aus  gezogenen 
Oeraden  OA',  Od'  u.  s.  f.  wiederum  normal  auf  den  bei  A',  B' .... 
anfangenden  Curvenelementcn  A'A"y  B'B"  stehen  würden; 

und  zweitens,  dass  bei  jeder  Curve  sowohl  der  einen  als  der 
andern  Gattung  der  Krümmungsmittelpunkt  gedacht  werden  kann 
als  der  Ort,  welchem  sich  bei  dem  unendlichen  Abnehmen  der 
Drefejmgswiokel 

AOA'=  BOB'    COC  u.  s.  f. 
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der  Convergenzpunkt  der  beiden  Normalen 

AO  und  A'O',  BO  und  B'O'  u.  s.  f. 

ohne  Ende  nähert; 

so  ergiebt  sich,  dass  die  Krümmungshalbmesser  zu  den  Curven 
Aa,  Bß,  Cy....  der  Taf.  I.  Fig.  1.  identisch  sein  müssen  mit  den 
Krümmungshalbmessern  eines  vorläufig  noch  unbekannten  System* 
von  Cykloiden,  dessen  Wälzungskreis  im  Punkte  O  die  Basis 
tangirt.  Dieses  System  von  cykloidischen  Bogen,  die  mit  den 
Curven  Aa,  Bß,  Cy....  in  einer  Berührung  der  zweiten  Ord- 
nung stehen,  wird  aber  genau  bestimmt  sein,  sobald  es  gelungen 
ist ,  aus  der  Beschaffenheit  der  beiden  gegebenen  Curven  Aa  und 
Bß  die  Richtung  des  Differenzials  OO',  sowie  die  Grosse  des 
dem  Wälzungskreis  zukommenden  Radius  OQ  zu  ermitteln.  Und 
hierzu  verhilft  eine  gewisse  sehr  einfache  und  bei  allen  drei  Arten 
der  Cykloide  geltende  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser. 


j.  7. 

Wenn  wir  nämlich,  um  diesen  Krümmungshalbmesser  nach 
der  Formel 

Q  —  ^dxd*y  —  dyd*x 
zu  berechnen,  die  in  §.  4.  gefundenen  Gleichungen 

dx=ydq>  und  d y  =  R  sin  <pd<p 

nochmals  differenziiren,  dq>  als  independentes  Differenzial  behan- 
delnd, so  erhalten  wir 

d2x  =  dydq>  =  R  sin  ydcp1  , 
d^y  —  Rcontpdip2; 

also 

dxd*y  —  dyd*x  =  (Ry  cos  <p — Ä*  sin  qp*)  d<p* 

=  (i?r  cos  <p — R*co$  9* — /Z*sin  qp)d<p* 
=  —  R  (R  —  r  cos  qp)  dtp2. 

Ferner  ist  zu  Folge  §.  6.,  wenn  man  durchgängig  unter  N  die 
Normalen  AO,  BO  u.  s.  f.  versteht, 

dt  =  Ndxp , 

also 

Q-±R(R—rco8v)' 

Sobald  man  aber  von  Q  das  Perpendikel  Q  (7.  auf  A  O,  und  von  O 
aus  ein  (m  Taf.  I.  Fig.  2.  nicht  gezeichnetes)  Perpendikel  OWt  auf 
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AQ  lallt,  so  ersieht  man  aus  der  Aehnlichkeit  der  Triaugel  AQüt 
aod  AOWx  die  Proportion  ]Jq=  j'fj1»  d.  n- 

iV_  /i?  —  r  cos  9 
N 

Setzt  man  diesen  Werth  von  ^  in  die  Formel  für  q  und  be- 
zeichnet den  Winkel,  welchen  die  vom  Drehungsmittelpunkt  O  nach 
dem  heschreibeoden  Punkt  A  gezogene  Normale  mit  dem  nach  dem 
Centrum  des  rollenden  Kreises  gezogenen  Radius  OQ  bildet,  durch 
9,  ho  dass  OVi—rcosO  wird,  so  hat  man 

_  ,  A* 
Q-±N— rcosf 

Dabei  ist  es  leicht ,  sich  zu  überzeugen ,  dass  die  eben  gebrauchte 
Gleichung 

N_  R—r  cos  <p 

R~~  iV— rcos# 

auch  in  den  Fällen  richtig  bleibt,  wenn  entweder,  wie  z.  B.  für 
den  Punkt  C  der  cos  #  einen  negativen  Werth  erhält ,  oder  auch 
daon,  wenn  cos?  negativ  ist. 


j.  8. 

Die  gefundene  Formel  lässt  sich  nun  nicht  allein  dazu  benut- 
zen, um  p  zu  construiren,  sobald  N,  r,  #  bekannt  sind,  sondern 
sie  wird  auch,  wenn  an  zwei  Punkten  des  sich  bewegenden  Systems 
ABC...  die  Krümmungshalbmesser  gegeben  sind,  sehr  bequem 
zur  Bestimmung  der  Lage  und  Grosse  des  gesuchten  Halbmessers 
OQ  verhelfen.  Denn  angenommen,  ausser  aen  Normalen  ^ö-^iV, 
und  BO=Nz  seien  auch  die  den  Punkten  A  und  B  zugehörigen 
krfimraun^shalbmesser  p|  und  (fr  bekannt,  so  wird  man  zuvörderst 
die  Grössen 

AU^iNi-rco*^)^-**. 

B  U2  —  (iVa — r  cos  02)  =  — a- 

Construiren,  hierdurch  die  Punkte  Vx  und  Ut  bestimmen  uud  so- 
bald man  in  diesen  Punkten  #7,  und  Perpendikel  auf  die  Nor- 
malen AO  und  BO  errichtet,  so  wird  deren  Durchschnittspunkt den 
gesuchten  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises  angeben.  Alsdann 
aber  ist,  um  für  einen  beliebigen  dritten  Punkt  des  sich  bewegen- 
den Systems,  z.  B.  für  den  Punkt  <\  den  Krümmungshalbmesser  pj 
zu  bestimmen,  in  der  Formel 
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^"iVa  —  r  cos  ^3 

nicht  allein  N3=CO  und  r,  sondern  auch  &z=COQ  bekannt 
geworden,  und  man  wird  also  o3  als  dritte  Proportionallinie  zu 
zwei  gesehenen  Linien  ohne  Mühe  construiren. 

Es  bedarf  hierbei  kaum  der  Bemerkung ,  dass  man ,  wenn  03 
ein  stumpfer  Winkel  ist,  für  den  Nenner  iVj — rcos-fo  bei  der 
Construction  von  o3  eine  Summe  zweier  Linien  erhält,  nass  der- 
selbe aber  in  allen  Fällen  geradezu  durch  die  Länge  CU*  darge- 
stellt wird  ,  sobald  man  vom  gefundenen  Mittelpunkt  Q  das  Per- 
pendikel QU$  auf  CO  gelallt  "hat.  Eine  besondere  Erwähnung 
dagegen  verdient  allerdings  der  Umstand,  dass  der  Krüinmuogs- 
mittelpunkt  öfters  auf  der  Normale  N  nicht  von  dem  die  Curve 
beschreibenden  Punkte  gegen  den  Drehungsmittelpunkt  O  hin. 
sondern  in  der  entgegengesetzten  Verlängerung  von  liegen  wird. 
Dieser  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  die  Cykloide,  welche  mit  der 
beschriebenen  Curve  in  einer  Berührung  zweiter  Ordnung  steht, 
an  dem  betreffenden  Punkte  ihre  Convexität  der  Basis  GH  zukehrt. 
Stellt  aber  y  —  f\x)  die  Gleichung  der  Cykloide  zwischen  y  und  x 
vor  und  bezeichnet  man  die  zweite  derivirte  Funktion  von  f{x) 
durch  fix),  so  muss  bekanntlich,  wenn  der  eben  angedeutete 
Fall  eintreten  soll,  yf"(ar)  einen  positiven  Werth  erhalten.  In  so 
fem  nun  x  nicht  als  independente  Variable  behandelt  werden  soll ,  ist 

folglich  beidenCykloiden,  vermöge  der  in  §.  7.  entwickelten  Formeln: 

und  es  erhält  also  yf"(x:)  einen  positiven  Werth  nur  danu,  wenn 
rcosqp>Ä  ist. 

Bei  der  verschlungenen  Cykloide  ist  r</£  und  bei  der 
gemeinen  ist  r=R,  folglich  kann  bei  diesen  beiden  Arten  nie- 
mals die  eben  aufgefundene  Bedingung  erfüllt  werden,  d.  h.  in 
keinem  ihrer  Punkte  wendet  eine  verschlungene  oder  eine  gemeine 
Cykloide  der  Basis  GH  ihre  Convexität  zu. 

Bei  einer  gestreckten  Cykloide  ist  dagegen  r> R>  und  sobald 
also  cosg>  nicht  allzu  klein  ausfallt,  d.  h.  sobald  W.  <p  nahe  genug 
an  Null  oder  an  2»  angenommen  wird,  so  muss  rcosa>>Ä  sein, 
also  die  Curve  convex  gegen  die  Basis  liegen.  Für  die  nähere 
Betrachtung  eines  solchen  Falls  ist  die  gestreckte  Cykloide  in 
Taf.  I.  Fig.  3.  gezeichnet  worden,  welche  in  der  Nähe  des  Punkts 
B  die  erwähnte  Lage  hat.  Da  cos  <p  für  diese  Annahme  notwen- 
dig positiv  sein  muss,  weil  sonst  fl— rcos<p  gar  nicht  negativ 
werden  konnte,  so  wird  der  W.  OQß,  mag  er  nun  als  <p  oder, 
wie  es  in  dieser  Figur  die  Umstände  erfordern,  als  'In  —  m  aufge- 
fasst  werden,  jedesmal  spitz  sein.  Und  da,  wenn  man  das  Per- 
pendikel OW  auf  QR  fällt,  QW=r cos <p  wird,  während  QB=R 
ist,  so  führt  die  Voraussetzung  rcosg?>i?  zu  der  Folgerung, 
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dass  der  Fusspunkt  W  auf  die  Verlängerung  von  QB  über  B  hin- 
ans  fallen,  das«  also  W.  OÜ?#  stumpf  sein  nu'isse.  Deswegen 
aber  muss  auch  der  Fusspunkt  des  Perpendikels  QV2  auf  die 
Verlängerung  von  OB  über  B  hinaus,  mithin  in  die  Concavi- 
tät  der  Curve  fallen. 

Alles  dies  hat  nun  zwar  keinen  ändernden  Einfiuss  auf  die  in 
$.  7.  vorgenommenen  Rechnungen,  denn  man  erhält  gegenwärtig 

BU*=rco8&  —  N,  B W=r cos (p  — Ii, 

und  immer  noch  ist 

BO  BW 
BQ~BUZ 


d.  h. 


/V  rcosg? —  R 
R  =  rcos&— JV 9 


9    ±  j\'—rco#V 

Allein  es  ergeben  sich  aus  diesen  Betrachtungen  för  die  sichere 
Anwendung  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen  erklärten  Con- 
struetioneu  folgende  ergänzende  Hegeln: 

1)  um  den  Mittelpunkt  Q  des  Kreises  zu  finden,  welcher  als 
YYälzuiigskreis  für  die  von  den  Punkten  A,  B9  zu  beschrei- 
benden cykloidiscben  Curvenelemente  zu  betrachten  ist,  muss  man 
die  llrossen 

von  A  beziehungsweise  von  B  aus  auf  der  Normale  iVj  resp.  /VÄ 
nach  der  concaven  Seite  der  Curve  hin  auftragen;  —  und 

2)  wenn  man  alsdann,  um  für  einen  anderen  Punkt  des  beweg- 
lichen Systems  z.  B.  für  C  den  Krummungsmittelpunkt  zu  bestim- 
men, die' Normale  CO^N^  gezogen  und  auf  diese  von  dem  gefun- 
denen Punkt  Q  das  Perpendikel  QU3  gelallt  hat,  so  muss  man 
die  Linie 

Ct/s~iVa  — rcos^8"-^ 

vom  bescb reibenden  Punkte  C  aus  auf  der  Normale 
CO  nach  der  Seite  hintragen,  wohin  der  Fusspunkt 
des  Perpendikels  Ql\  gefallen  ist,  weil  dieser  Punkt  €/3 
and  der  Krflmmungsmittelpunkt  immer  beide  in  der  Concavität  der 
Cnrve  liegen  müssen. 

§.  9. 

Durch  das  Vorhersehende  ist  nun  das  von  Herrn  Abel  Tran- 
Kon  ersonnene  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Krümmungshath- 
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messer  vollständig  erläutert.  Sobald  nämlich  die  in  §.  1.  voraus- 
gesetzten Umstände  eintreten ,  d.  h.  sobald  eine  Curve  auf  die  Art 
entstanden  ist  oder  als  entstanden  aufgefasst  werden  kann,  das« 
der  beschreibende  Punkt  C  mit  zwei  anderen  Punkten  A  und  B 
zu  einem  festen  und  unveränderlichen  Dreieck  verbunden  ist  und 
dass  diese  letztgenannten  Punkte  auf  zwei  gegebenen  Curven  Aa 
und  Bß  fortrücken :  so  kann  man,  wohin  auch  immer  der  Punkt  C 
gerückt  sein  mag,  zuvörderst  den  Punkt  O,  daraus  die  Richtung 
der  Normale  CÖ,  also  gleichzeitig  auch  die  Lage  der  Tangente, 
und  dann  nach  den  Regeln  des  §.  8.,  insofern  man  die  den  Punk- 
ten A  und  B  zugehörigen  und  den  gegebenen  Curven  Au,  Bß 
entsprechenden  Krümmungshalbmesser  Qi  und  ohne  allzu  grosse 
Weitläufigkeit  zu  constfuiren  im  Stande  ist,  auch  den  Krüm- 
mungshalbmesser für  die  Curve  Cy  bestimmen.  Uebrigens  dürfen 
wir  hierbei  nicht  mit  Stillschweigen  übergehen,  dass  das  erste 
Theorem,  worauf  Herr  Abel  Transon  seine  Methode  gegründet 
hat  und  welches  wir  in  6.  2.  ausgesprochen  und  bewiesen  haben, 
nämlich  dass  alle  Normalen  der  von  den  einzelnen  Punkten  des 
beweglichen  Systems  beschriebenen  Curven  in  jedem  Augenblick 
in  einem  einzigen  Punkte  zusammen  laufen,  zuerst  von  Chasles, 
und  zwar  als  eine  Verallgemeinerung  eines  von  Des-Cartes  be- 
nutzten Satzes,  aufgestellt  worden  ist  (S.  Chasles  Geschieh W 
der  Geometrie,  S.  649  der  Uebersetzung  von  Sohncke). 


$.  10. 

Am  einfachsten  und  merkwürdigsten  unter  allen  Bewegungen 
des  Dreiecks  ABC  ist  der  Fall,  wenn  die  gegebenen  Wege  für 
die  Punkte  A  und  B  beide  geradlinig,  also  die  Schenkel  eines 
Winkels  BQA  (Taf.  I.  Fig.  4.)  sind ;  und  um  von  den  vorhergehen- 
den Regeln  zum  Beschluss  eine  Anwendung  zu  machen,  wollen 
wir  diesen  Fall  voraussetzen.  Jeder  beliebig  in  der  Ebene  der 
Figur  angenommene  und  mit  A  und  B  fest  und  unveränderlich  ver- 
bundene Punkt  C  beschreibt  alsdann  eine  Ellipse,  deren  Mittel- 
punkt sich  im  Scheitel  des  W.  BQA  befindet.  Errichtet  man  nun 
in  A  und  B  auf  die  Schenkel  des  W.  BQA  die  Perpendikel  AO 
und  BO  und  zieht  nach  deren  Durchschnittspunkt  CO,  so  hat 
man  oSe  Normale  und  kann  sofort  auch  die  Tangente  am  Punkte 
C  ziehen.  Ferner,  da  die  Krümmungshalbmesser  au  den  Punkten 
A  und  B  gegenwärtig,  in  was  für  eine  Lage  das  &  ABC  auch 
rücken  mag,  jedesmal  unendlich  sind,  so  lallen  die  im  Vorher- 
gehenden mit  Ux  und  t/2  bezeichneten  Punkte  mit  A  resp.  B  zu- 
sammen, woraus  folgt,  dass  jetzt  der  Schottel  des  W.  BQA  zu- 
gleich den  zu  suchenden  Mittelpunkt  des  Wälzungskreises  bildet. 
Alles  dies  ist  übrigens  auch  hei  der  gestreckten  Cykloide  der 
Fall ,  welche  der  Punkt  A  in  Taf.  I.  Fig.  *2.  oder  der  Punkt  B  in 
Taf.  1.  Fig.  3.  beschreibt,  sobald  der  W.  QAO  (resp.  QBO)  ein 

Rechter,  nämlich  C0StP^'QQ=~  we*l  dann  "n  den  gefunde- 
nen Formeln 


Digitized  by  Google 


59 

iV»  _  N* 

rcostp)  oder?  — iV—r cos ^ 

4«  Nenner  sich  auf  Null  reducirt. 

Fällt  man  daher  in  Taf.  1.  Fig.  4.  von  Q  aus  auf  CO  das 
Perpendikel  QU,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  für- den  Punkt  C 

frfekh         und  ist  aufzutragen  in  der  Richtung  von  C  nach  U. 


J.  11. 

Bei  einer  genaueren  Betrachtung  der  hier  gedachten  Bewegung 
des  Dreiecks  ABC  ergeben  sich  ieaoch  noch  einige  andere  merk- 
würdige Gesetze.  Sucht  man  nämlich  für  den  Punkt  O  den  geome- 
trischen Ort  zu  bestimmen,  dessen  Differenzial  früher  durch  OO' 
bezeichnet  wurde  (Vgl.  §.  3.),  so  findet  man  dafür  einen  Kreis, 
der  am  den  Scheitelpunkt  des  gegebenen  Winkels 
BQA  mit  dem  Radius  QO  zu  beschreiben  wäre. 

Denn  man  setze 

QO=ir,  XV.QOA=&l,  vr.QOB  =  *%, 

so  dass  W.  AOB  =  AQB  =  &l — #a  ist,  so  erhält  man  aus  dein 
\AQB  die  Gleichung 

AB*  —  r*sin  V + r2sin  #42— 2  r2 sin     sin  #a  cos  — 

und  aus  dem  \  AOB  die  Gleichung 

AB*  =  r2  cos  #n 2  4  r2  cos  V  -  2  r2  cos     cos  #a  cos      —  #a) , 

folglich  durch  Addition 

2AB*=2r*  [l  —  cos(0,  -#2)2]  =  2r2sin      — #a)a, 

JÄ  =  r  sin  (0,  —&2)=QO.  sin 
Hieraus  aber  üiesst  für  QO  der  Werth  , 

AB 

QO=lÄ^ÄQB> 

nnd  da  sowohl  der  Zähler  als  der  Nenner  dieses  Bruches  unver- 
änderlich ist,  so  bleibt  QO  während  der  Bewegung  des  Dreiecks 
ABC  eine  constante  Grösse,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  haben  freilich  hier  den  Fall  zu  Grunde  gelegt,  wo  die 
Perpendikel  AO  und  BO  sich  ausserhalb  des  Winkels  Q  schnei- 
den, im  entgegengesetzten  Falle  aber,  wenn  O  zwischen  die  Schen- 
ket des  W.  0  fällt,  lässt  sich  der  Beweis  mit  einer  nur  ganz 
*erini»eo  Aenderung  eben  so  leicht  führen. 

§.  1*2. 

Man  nehme  jetzt  an  ,  das  von  Q  auf  CQ  gefällte  Perpendikel 
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QU  schnitte  bei  seiner  Verlängerung  die  Ellipse  in  einem  Punkte 
O,  und  es  gehörten  mit  C  die  Punkte  A'  und  B'  in  der  Art  zu- 
sammen, dass  das  ^  A'B'C  die  Lage  des  beweglichen  Dreiecks 
in  dem  Augenblick  angieht,  wenn  die  Spitze  C  den  elliptischeu 
Bogen  CC  beschrieben  hat.  Fasst  man  nun  einerseits  die  Lage 
des  Punkts  Q  gegen  das  &  A'B'C,  andererseits  die  Lage  des 
Punkts  O  gegen  das  &ABC  ins  Auge  und  beachtet,  dass  die 
Strahlen  B'Q,  CQ,  A'Q  der  Reihe  nach  senkrecht  stehen  auf 
den  in  O  zusammenlaufenden  Strahlen  BO,  CO,  AO;  so  sieht 
man  sogleich ,  dass  die  Winkel 

B'QC,  CQA',  B'QA' 

gleich  sind  den  Winkeln 

BOC,  COA,  BOA. 

Hieraus  aber  folgt  die  Cohgruenz.  der  beiden  Vierecke  QB'CA' 
und  OBCA.  Denn  wenn  man  sich  das  Dreieck  A'B'C  als  gege- 
ben denkt  und  den  Punkt  Q  dadurch  zu  bestimmen  sucht,  dass 
man  Ober  den  Seiten  A' B'  und  B'C  Kreisabschnitte  construirt, 
welche  die  ebenfalls  gegebenen  Peripheriewinkel  A'QB'  und  B'QC 
lassen,  so  sieht  man,  dass  beide  Kreisbogen,  weil  sie  bereits  in 
B'  sich  schneiden,  nur  noch  einen  zweiten  und  deswegen  bestimm- 
ten Durchschnittspunkt  Q  darbieten  werden,  worauf  sich  die 
bekannte  Pot  Ii  enot  sehe  Aufgabe  stützt  Zwar  würde  sich  allerdings 
ein  mit  ABC  conaruentes  Dreieck  —  nennen  wir  es  aßy  —  auch 
noch  auf  eine  andere  Art  zwischen  die  in  Q  zusammenlaufenden 
Strahlen  legen  lassen,  so  dass  immer  noch  a,  ß,  y  der  Ordnung 
nach  auf  QA' ,  QB' ,  QC  befindlich  und  dennoch  das  Viereck 
Qßycc  nicht  mit  QBCA  congruent  wäre.  Aber  dieses  Dreieck  aßy 
würde  dann  mit  seiner  entgegengesetzten  Fläche  in  der 
Ebene  der  Figur  aufliegen,  gerade  so  als  wenn  man  das  Dreieck 
A'B'C  vorerst  um  A'B'  als  Rotationsaxe  um  180°  drehen  und 
dann  noch  etwas  verschieben  wollte;  es  würde  also  dieses  A  ußy 
streng  genommen  nicht  mit  ABC  congruent,  sondern  symme- 
trisch gleich  (gegenbildlich  gleich)  sein,  und  weil  eine  solche 
Herum wendun^  des  ^  ABC  in  unserer  vorliegenden  Betrachtung 
ganz  gegen  die  Voraussetzung  sein  würde,  so  ist  das  erwähnte, 
mit  ÖBCA  nicht  congruente  Viereck  Qßya  offenbar  auszuschües- 
sen  und  sein  Vorkommen  für  unmöglich  zu  erklären,  also  Vier- 
eck QB'CA'^OBCA. 

Aus  dieser  Coogruenz*  folgen  nun  zuvörderst  die  Gleichungen 

QA'  =  OA,  QB'  =  OB,  QC'=OC; 

ferner,  weil  die  homologen  Diagonalen  QC  und  OC  durch  Con- 
struktion  perpendikulär  auf  einander  gestellt  sind,  so  müssen  auch 
die  andern  Diagonalen  und  überhaupt  alle  homologen  Seiten  senk- 
recht auf  einander  stehen  ,  namentlich 

A'B'X-AB,  B'C  LBC,  A'C±AC. 

§.  13. 

Besonders  merkwürdig  scheint  endlich  noch  folgendes  Resul- 
tat.   Da  OC  die  Richtung  der  Normale  für  die  Ellipse  im  Punkte 


» 
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Caagiebt  und  da  QC  senkrecht  auf  QC  steht,  so  ist  QC  oaral- 
lel  zu  der  dem  Punkte  C  zugehörigen  Tangente,  also  sind  QC 
und  QC  zwei  conjugirte  Semid i ameter  der  Ellipse.  Das« 
man  aber,  sobald  zwei  conju»irte  Oiameter  nebst  ihrem  Conjuga- 
tionswinkel  gegeben  sind,  die  Lage  und  Grosse  der  Hauptaxen 
o.  dgl.  m.  durch  ganz  leichte  Konstruktionen  findet,  bedarf  nicht 
der  Erinneruug. 

Ferner,  da  man  für  den  Knimmungshalbmesser  Q  am  Punkte 

CO2 

C  in  §.  10.  den  Ausdruck  ->r«  gefunden  hat  und  da  zufolge  §.  12. 
CO=QC  ist,  so  besteht  die  Gleichung 

d.  h.  um  den  Krümmungshalbmesser  p  für  einen  beliebigen  Punkt 
C  in  einer  gegebenen  Ellipse  zu  construiren ,  ziehe  man  nach  C 
den  Semidiaraeter  QC,  bestimme  den  zugehörigen  conjugirten 
Semidiaraeter  QC,  und  falle  vom  gegebenen  Punkte  ein  Perpendikel 
CV  auf  diesen  letztern,  so  ist  p  die  dritte  Proportional- 
linie  zum  Perpendikel  CU  und  dem  conjugirten  Semi- 
diaraeter QC. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Schon  vor  Empfang  des  vorhergehenden  Aufsatze«  hatte  ich  aus  dem 
los ti tu t  die  Stellen,  welche  die  Methode  des  Herrn  Abel  Transnn 
betreffen,  aus^ezopen,  um  sie  gelegentlich  den  Lesern  des  Archivs  mit- 
zuthcilen.  Desto  angenehmer  wurde  ich  natürlich  durch  den  mir  gütigst 
zugesandten  Aufsatz  des  Herrn  Professor  Dr.  Stetmann  überrascht, 
und  halte  mich  nun,  damit  die  Leser  des  Archivs  sehen,  wie  gering  die 
Grundlagen  waren,  von  denen  derselbe  bei  Abfassung  seiner  Abhandlung 
autechen  konnte,  um  so  mehr  verpflichtet,  die  betreffenden  Stellen  aus 
dem  Institut,  welches  wohl  nur  in  die  Hände  weniger  Leser  des 
Archiv»  kommen  dürfte,  im  Folgenden  abdrucken  zu  lassen,  was  auch 
vielleicht  noch  anderen  Nutzen  haben  kann.  Leider  habe  ich  unterlassen, 
die  betreffenden  Nummern  des  genannten  Journals,  welches,  nachdem 
es  auf  kurze  Zeit  in  meinen  Händen  gewesen  ist,  sogleich  eine  weitere 
Wanderung  nach  Norden  antritt,  überall  genau  zu  bemerken,  und  bin  die- 
selben aus  dem  angegebenen  Grunde  jetzt  nachzutragen  ausser  Stande, 
weahalb  ich  hier  schliesslich  um  Verzeihung  bitte. 

Soclete  phllomatlque  de  Pari«. 

M.  Abel  Trans on  indique  une  construetion  nouvelte  pour  le  rayon 
de  conrbure  de  l  ellipse.  —  On  sait  que  l'ellipse  est  engendree  par  le 
lomrnet  T  d'un  triangle  TAB,  lorsqu'on  fait  glisscr  les  extremites  de 
U  baae  AB  sur  deux  axes  fixes.  Ce  mode  de  description  est  meine 
awez  souvent  employe  dans  la  confection  des  epures;  mais  alorji.  on 
rtdait  le  triangle  a  la  ligne  de  base  AB,  cn  placant  le  sommet  T  sur 
ua  point  quelconque  de  cette  ligne. 
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Dana  ton«  lea  caa,  on  aait  que  ai  on  eiere  eo  A  et  B  deux  droite« 
perpendiculaires  reapectirement  nux  axea  directeura,  cea  lipne«  «e  ren- 
contrant  en  O ,  la  droite  TO  eat  ä  chaquc  instant  la  normale  de  rellipac 
pour  la  aittiation  actoelle  du  point  decrirant. 

Dans  toua  let  caa  auaai  on  pourra  conatruire  le  rayon  de  curbure  a 
l'aide  de  la  remarque  auivante.  Abaiaaez  du  centre  M  de  la  courbe 
(noint  de  rencontre  dea  äsen)  une  perpendicolaire  MC  sur  la  normale 
1  O.  Soit  C  le  picd  de  cctte  perpendicolaire.  Le  rayon  de  courbnre 
est  une  troisieme  proportioneile  aux  lignca  TC  et  TO  i  c'eat-a-dirc 
TO* 

qu'on  a  R  —  ~rJ(j~ 5  cxpresaton  trea  facile  a  conatroire.  On  aait  d'ailleur* 

depuia  long-tempa,  qn'en  prolongeant  la  perpendiculaire  MC  juaqu'a  aa 
rencontre  en  L  avec  la  courbe,  on  a: 

TC  ' 

d'on  il  auit  que  la  diatancc  des  pointa  O  et  T  est  egale  au  demi  dia- 
metre  conjuguc  de  MT, 

(L'Inatitut  1844.  Nr.  573.) 


Soclete  phllomatique  de  Part«. 

M.  Abel  T  r a o  s  o n  communique  une  eonatruction  du  rayon  de  courburo 
de  l'cllipae.  Cctte  eonatruction  eat  appropriee  au  caa  ou  on  engendre  la 
courbe  en  augmentant  ou  diminuant  toutea  le»  ordonneea  d  un  cercle  dam 
un  meme  rapport. 

Soient  M  le  point  de  l'ellipae  et  M'  le  point  correepondant  du 
cercle ;  cca  denx  points  aitnes  aur  une  meme  ordonnee ;  aoient  q  le  rayon 
de  courbnre  de  l'ellipae  en  M,  et  a  1' angle  de  la  normale  avec  l'ordon- 
nöe.  Soit  auaai  r  le  rayon  de  courburc  de  l'ellipae  a  l'extremitä  de 
Taxe  qui  eat  parallele  aux  ordonneea;  et  aoit  a  l  angte  que  fait  en 
M'  le  rayon  du  cercle  avec  l'ordonnee  MM\    On  a  la  relation 

r  coa3  a  —  p  coas  a , 

de  laquelle  on  tire  une  eonatruction  Urea  aimple. 


Soclete  philomatlqne  de  Pari«. 

M.  Abel  Tranaon  communique  une  rolthode  gcoraltrique  pour  de- 
terminer  lea  rayon«  de  conrbure  d'une  certaine  claaae  de  courbe«.  Celle 
raethode  eat  fondee  sur  le  principe  auivnnt: 

Qnand  une  figure  plane  eprouve  un  roouvement  infini 
raent  petit  dans  aon  plan,   ce  inouveinent  peut  £ t r e  repre- 
a e n 1 6  par  un  cercle  qui  roule  «an«  p  1  i s s e r  aur  une  certaine 
droite. 

Lea  arca  circulairea  (infiniment  petita)  döcrita  par 
les  differenta  pointa  de  la  figure,  pendant  le  mouve- 
ment  infiniment  petit,  p euren t  ötre  conaiderea  comme  des 
arca  de  cycloide  (ordinaire,  nllongee  ou  aecoureie)  pro- 
dnit  par  le  roulement  de  ce  cercle.  " 

D'aprea  ce  thloreiue,  quand  une  courbe  eat  decrite  par  un  point 
d'une  figure  en  mouvement  dana  aon  plan,  il  nuffira,  pour  conatroire 
aou  rayon  de  courbure,  de  d^terminer  la  grandeur  et  la  aituation  da 
cercle  qui  roule  au  raoment  du  mouvement  ou  le  point  decrirant  anra 
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la  posttion  qu'on  considere;  ensenible  detenniner  la  Situation  de  la  droit« 
sur  laquelle  le  rouleiuent  a  lieo.  Ce  cercie  et  cette  droite  ae  deiermi- 
nernnt  ä  chaque  instant  par  le«  difTerentes  conditions  du  mouYement  de 
la  figure. 

En  effet,  il  y  a  une  formule  tree  simple  pour  le  rayon  de  courbure 
cycloide  (ordinaire,  allongee  ou  aecoureie).    Cette  formule  est 

^"A-rCOSr 

laquelle  AT  est  la  pattie  normale  de  la  cycloide  entre  le  point 

deertvant  et  le  point,  sur  lequel  le  ronlement  s'opere;    r  est  le  rayon 

dn  cercie  roulant;  et  i  l'anglc  quo  fait  la  normale  du  cycloide  avec 

lc  rayon  de  cercie  mene*  du  centre  au  point  de  roulement. 

Ce  point  de  roulement  n'est  autre  que  le  point  qui  rc*te  fixe  dans 

le  mouvement  infiniment  petit  de  la  figure,  c'est-i-dire  le  point  par 

lequel  passeot  ä  chaque  instant  les  normales  aux  trajeetoires  decrites 

par  le«  divers  points  de  la  figure.  —  M.  Chasles  a  fonde  sur  la  con- 

■ideration  de  ce  point  qui  reste  fixe  une  m^thode  gäomätrtque  pour  la 

detennination  des  tangentes,  tnethode  applicable  ,,toutes  les  fois  qu'on 

connait  les  conditions  glomltriques  du  mouvement  d'une  figure  de  forme 

invariable  ä  laquelle  appartient  le  point  decrivant."    (Chasles  Apercu 

historique  sur  1' originc  et  le  developpemcnt  des  ni^thodes 

engeoraetrie).  —  Dans  les  roeracs  circonstanres  la  roethode  qu'on 

Tient  d'exposer  donnern  la  deterraination  du  rayon  de  courbure. 

Far  exemple,  si  on  connait  le  mourement  de  deux  points  de  la 

figure,  on  menera  par  ces  points  les  normales  aux  courbe«  qu'ila  par- 

eourent.    Appelons  d'ailleura  ü,  le  rayon   de  courbure  de  la  courbe 

decrite  par  lc  premier  point,  sur  la  normale  ä  la  courbe  decrite,  et 

ws 

dans  la  concarite'  de  cette  courbe,  on  porte  une  longueur  egale  4  -=^, 

i 

Tcxtreinit^  de  cette  longueur  marquera  la  projection  du  centre  du  cercie 
roulant;   ce  en  vertu  de  la  formule 

AT* 

rcO««l  =  iV1 


On  construira  de  meine  la  projection  de  ce  meine  centre  sur  la  normale 
a  la  seconde  courbe;  et  alors  il  sera  bien  eise1  de  construire  le  centre 
lui- meine ,  ayant  ses  projections  sur  deux  droites. 

Projetez  le  centre  du  cercie  roulant  sur  la  normale  OT  au  point 
decrirant;  et  soit  C  lc  pied  de  la  perpendicnlaire  projetante:  on  aura, 
pour  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  decrite  par  le  point  T,  une 
troUieme  proportioneile  aux  lignes  OT  et  TC ;    c'est  a  dire 

TC  1 

rar  TO  correspond,  dans  la  formule  generale ,  a  iV,  et  CT*a  A  —  rcosi. 
A  qnoi  il  convient  d'ajouter,  pour  fixer  le  sens  de  la  courbure,  que  le 
point  C,  projection  du  centre  du  cercie  roulant,  est  toujours  dans  la 
eoneavite  de  la  courbe  decrite. 

On  Toit  maintenant  que  la  formule  rommuniqu£e  dans  une  seance 
pr^ce'dente ,  pour  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse,  n'e*tait  qu'une  simple 
application  de  cette  methode  generale.  Cette  mlthode  s'applique  aussi 
eree  beaueoup  de  facilite  a  la  construetion  du  rayon  de  courbure  des 
et  de«  cissoides. 
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VIII. 

Beweis  de«  Lehrsatzes:  Wenn  ein  be- 
liebiges Dreieck  in  einer  Kbene  so  be- 
wegt wird,  dass  sieb  die  Endpunkte 
seiner  Basis  fortwährend  auf  zwei  fest- 
liegenden und  nicht  parallelen  Gera- 
den befinden,  so  wird  von  seiner  Spitze 
eine  Ellipse  beschrieben. 

Vou  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Stegmann 

an  der  Universität  äii  Marburg. 


In  dem  Aufsätze  Nr.  VII.  dieses  Hefts  habe  ich,  nach  dem 
Vorgange  von  Abel  Transon,  um  dessen  Methode  zur  Bestim- 
mung des  Krümmungshalbmessers  auf  die  Ellipse  anzuwenden,  den 
Lehrsatz  als  bekannt  angenommen: 

Wenn  eine  Gerade  BC  von  constanter  Länge  so  bewegt  wird, 
dass  sich  ihre  Endpunkte  fortwährend  auf  zwei  festliegenden  und 
nicht  parallelen  Geraden  (oder  anders  ausgedrückt  auf  den  Schen- 
keln eines  ebenen  Winkels)  befinden,  so  wird  jeder  Punkt  A,  wel- 
chen man  in  der  Ebene  der  Figur  beliebig  angenommen  aber  mit 
B  und  C  in  eine  feste  Verbindung  gesetzt  hat,  so  dass  das 
^  BCA  während  der  Bewegung  der  Grundlinie  BC  eine  un verän- 
derliche Gefetalt  Iwhiilt,  eine  Ellipse  beschreiben,  deren  Mit- 
telpunkt sich  im  Durchschnittspunkt  der  zwei  festlie- 
genden Geraden  (im  Scheitel  des  gegebenen  festliegenden  Win- 
kels) befindet. 

Dieser  Lehrsatz  ist  fflr  einige  besondere  Fülle  allerdings  von 
alten  Zeiten  her  bekannt.  Schon  in  Newton'  s  Arithm.  univers., 
in  dem  Abschnitt  de  resolutione  «piaestionum  geometricarum,  be- 
handelt das  problema  XXXV.  den  am  nächsten  liegenden  Fall,  mit 
welchem  heutiges  Tags  Jedermann  vertraut  ist,  wenn  nämlich  der 
Winkel  BCA  gleich  Null  oder  gleich  180"  ist,  d.  h.  wenn  der  be- 


Digitized  by  Google 


65 


schreibende  Punkt  A  irgendwo  in  der  sich  bewegenden  Geraden 
BC  liegt,  und  im  prohlema  XXXVI.  den  Fall,  wenn  sowohl  der 
Winkel ,  auf  dessen  Schenkeln  die  Punkte  B  und  C  fortrücken 
sollen,  als  auch  der  W.  BCA  ein  Rechter  ist.  Seit  Newton 
sind  denn  in  gar  mancherlei  Schriften  diese  Sätze  von  neuem  auf- 
gestellt und  bewiesen  worden,  und  so  findet  man  z.  B.  noch 
in  diesem  Archiv  (Thl.  VI.  Heft  2.  Seite  222.)  für  den  erst- 
genannten Fall  einen  kurzen,  freilich  von  dem  Newton' - 
sehen  wesentlich  nicht  verschiedenen  Beweis  von  Herrn  Professor 
Pro ss  zu  Stuttgart.  Allein  in  der  oben  ausgesprochenen  Allge- 
meinheit ist  der  Satz  vielleicht  noch  nicht  in  gleichem  Grade  be- 
kannt geworden.  Es  war  im  Jahr  1839,  als  ich  gewahr  wurde, 
das«  ihm  diese  allgemeine  Gültigkeit  zukommt,  und  in  dem  auf 
Ostern  1840  erschienenen  Programm  des  Marburger  Gymnasiums 
habe  ich  sowohl  den  Beweis  dafür  geliefert,  als  auch  verschiedene 
Folgerungen  für  besondere  Falle  daraus  hergeleitet.  Dessen  un- 
geachtet muss  ich  glauben,  nachdem  ich  in  Chasles  Geschichte 
der  Geometrie  zwei  darauf  bezügliche  Stellen  (Seite  450  und  Seite 
(>50  der  Uebersetzung  von  Sohncke)  gelesen  nahe,  dass  der  Satz 
nicht  allein  schon  früher  entdeckt  gewesen ,  sondern  auch  wohl  in 
gedruckten  aber  mir  nicht  zu  Gesicht  gekommenen  Schriften  be- 
reits bewiesen  sei;  und  nur  für  den  Fall,  wenn  der  Herr  Heraus- 
geber es  an  und  für  sich  für  wichtig  genug  oder  als  Ergänzung 
des  Aufsatzes  Nr.  VII.  für  angemessen  halten  sollte*),  setze  ich 
den  Beweis  hierher. 


§■  1. 

Es  sei  in  Taf.  I.  Fig.  5.  W.  B0QX  =  q*  der  gegebene  Win- 
kel, auf  dessen  Schenkeln  die  Endpunkte  der  Basis  BC  des  be- 
weglichen Dreiecks  BCA  fortrücken  sollen,  wodurch  die  Spitze 
A  dieses  Dreiecks  die  Curve  A0A  zu  beschreiben  genothigt  ist; 
■od  man  setze 

BC=za,   AC~hf   W.  BCA  —  y. 

Ferner  nehme  man  den  Scheitelpunkt  Q  als  Ursprung  recht- 
winkliger Coordinaten ,  den  Schenkel  QX  als  Abscissenaxe  und 
die  positiven  Ordinaten  y  auf  derjenigen  Seite  von  QX  an,  auf 
welcher  der  W.  q  oder,  anders  ausgedrückt,  der  feste  Schenkel 
QB0  liegt. 

Bezeichnet  man  nun  den  veränderlichen  Winkel  BCX  durch  <p, 
so  liefert  das  rechtwinklige  Dreieck  ACP  die  Gleichungen 

(1)  f/=;6sin(<p— y). 

(2)  x-QC=Uob(<p— y); 

aber  aus  dem  ^  BCQ  ergiebt  sich 


*)  Jedenfalls  halte  ich  dies  zur  Ergänzung  de»  vorhergehenden 
Aufsätze»  als  völlig  angemessen,  weil  dadurch  das  Verständnis»  jenes 
Asisatze«  für  manchen  Leser  erleichtert  werden  wird.  Ci. 

Theil  VII.  5 
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QC  =ain(q>— y)  _8inf(y— y)  +  (y- y)l 
a         siny  siny 

sin  (y-y)  cos  (y-y)  sin  (y-g)  cos  (y-y) 
—  siD0  siny 

Daher  verwandelt  sich  die  Gleiehung  (2)  in 

v     osin(y-y)co8(y-y)  _  r/t  x  ggjpJjLzgjlcosfQ?-^), 
sin  9  1  »"W 

und  wenn  man  hier  die  aus  (1)  fliessenden  Werthe 
sin(9-y)  =  f ,  co^qo-y^+Y^l  -  £ 

substituirt,  zugleich  beide  Seiten  der  Gleichung  In's  Quadrat  er- 
hebt und  der  Kürze  wegen 

y-y=* 

setzt,  so  erhält  man 

a    %2axycosS    q*i/2  cos  &* 
bsinq  o-asin</x 

_/»+•*«). 

—     +    siny  }  siny  «n^  6* 

oder  geordnet: 

/ov          2a^cosa      , ,     2a  sin  d     _a*      a,,  ,  f^)* 
<3>   6^n7-+(1  +  TsTn^+6W2)3'~(  +sin^ 

Diese  Gleichung  zei^t,  dass  die  vom  Punkt  A  b^A^ 
Curve  ein  Kegelschnitt  Ist;  und  da,  wenn  man  die  allgeraen 
Gleichung  des  zweiten  Grads  zwischen  zwei  Variablen 

Atf+Bxs  +  C**+  Dy + Ex  +  F= 0 

mit  der  gefundenen  vergleicht ,  die  Coefficienten  D  und  £  gjj»ch 
Null  sinf?   so  ist  der gefrilüte.  Anfangspunkt  der  Coordinaten. 


i 


nämlich  0,  der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts. 
Ferner  da  gegenwärtig 

t 

4          a*       2qsind .  | 

A~  e*3n9* "^siny  * 

_     2a  cos  ä 
~  6siny  ' 

C=l; 
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d*    las*    Li     o^sinS9    2<isind    iX  aRind  .  lx<1 

V-kAL  =i(- -  - 1)  =  -  4 +  1) ' 

durchaus  negativ  ist,  so  muss  der  erzeugte  Kegelschnitt  in  allen 
Fällen  eine  Ellipse  sein. 

«■  2 

Obwohl  aber  hiermit  der  aufgestellte  Lehrsatz  schon  erwie- 
sen ist,  so  wird  doch  die  folgende  Ergänzung  desselben  auch 
noch  eioiges  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein. 

Am  Anfange  der  eben  betrachteten  Bewegung  des  Dreiecks 
ßCA  befanden  sich  dessen  Ecken  der  Ordnnng  nach  in  B0,  Q,  A0 
und  die  Bewegung  des  Dreiecks  zwischen  den  Schenkeln  des  Win- 
kels g  ist  eigentlich  zu  Ende,  sobald  der  Punkt  B  nach  X>  und 
der  Punkt  A  nach  K  gerückt  ist.  Wenn  man  nun  aber  den  Punkt 
B  aaf  die  Verlängerung  des  Schenkels  BUQ  fortrücken,  also 
die  Basis  BC  zwischen  den  Schenkeln  des  Nebenwinkels 
XQB*  sich  bewegen  lässt,  so  beschreibt  die  Spitze  A  jetzt  eine 
Curve,  deren  Anfang  in  der  Figur  durch  die  punktirte  Linie  KA' 
bezeichnet  ist,  uncl  welche  geradezu  die  Fortsetzung  des 
elliptischen  Bogens  A0K  bildet. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  w  ir  die  Gleichungen  des  vorigen 
Paragraphen  auf  diese  neue  Curve  KA'  anwenden ,  indem  wir 

W.  CQB'=q',   W.  B'CX=<p',  W.  B'CA'  =  y' 

setzen,  und  bemerken,  dass  die  Richtung  für  die  positiven  y', 
wenn  wir  die  Gleichung  (3)  auf  diesen  neuen  Fall  beziehen  wollen, 
zu  Folge  der  gleich  Anfangs  im  vorigen  Paragraphen  festgesetzten 
Bestimmung,  nunmehr  nach  derjenigen  Seite  der  Abscissenaxe  QX 
lallen  müsse ,  auf  welcher  der  \V.  XQB'=q'  liegt,  so  dass  die  Rich- 
tung der  positiven  ?/'  jetzt  der  im  vorigen  Paragraphen  für  die  positiven 
Onlinaten  geltenden  gerade  entgegengesetzt  sein  würde.  Ferner 
haben  wir  unter  y'  offenbar  den  convexen  Winkel  B'CA'  zu 
verstehen,  weil  wir  sonst  nicht,  in  Uebereinstinimung  mit  der 
Gleichung  (1),  worauf  die  Gleichung  (3)  gegründet  ist,  setzen 
konnten: 

A'P*  =osin  A'  C'X=  b  sin  (<p'  —  /) , 

während  man,  unter  y'  den  convexen  Winkel  verstehend,  aus  die- 
ser Gleichung  den  richtigen  negativen  Werth  für  A'P*  erhält. 
Dies  vorausgeschickt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  neuen 
Curve  KA'  ohne  Weiteres,  sobald  in  der  Gleichung  (3)  an  die 
Stelle  von  y,  q  und  o*  =  v—  q  die  Grossen  y' ,  q'  und  6'=y'—q' 
treten,  da  an  «Tie  Buchstaben  x,  a,  b  Accen'te  zu  setzen  nicht  nö- 
thig  ist.  Wenn  dagegen  die  positive  Richtung  für  die  Ordinaten 
v'  der  neuen  Gleichung  ebenfalls,  gerade  wie  die  positiven  y  der 
Gleichung  (3) ,  aul  die  Seite  des  Winkels  B0QX  fallen  soll,  so 

5* 
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ist  y'  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu  nehmen,  und  da- 
durch entsteht  folgende  Gleichung: 

(4)  4*  *'  |  (t  i  2<»sina'         a*     )  ,a 

W  *  +    6sin?'     +  (l  +    ftMniy'  +  fiVnif'«'af 

=  (6+1^)*. 
sin  <y 

Nun  finden  aber  zwischen  den  Constanten  in  dieser  Gleichung 
und  denjenigen  der  Gleichung  (3)  folgende  Relationen  Statt: 

q'=n  —  q,     y'^zln—y,    /— q'  =  n  —  (y-q) 

also 

sin  q'  =  sin  q9     sin  o7=sin(y— q),  cosä'  = — cos(y — q) 

=sin<5  =—  cos  6: 


Fortsetzung  der  Cime  AqK. 


Völlig  strenge  und  allgemeine  Aufll 
sung  der  Hauptaufgabe  der  höher« 

Oeodäsie. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Vorerinnerung. 

Die  Aufgaben  der  hohem  Geodäsie  sind  bisher  immer  Mou  nälii 
rnogsweise  mit  Hülfe  der  unendlichen  Reihen  aufgelöst  worden,  indo 
man  bloss  einige  der  Anfangsglieder  dieser  Reihen  berücksichtigte,  oht 
sich  weiter  auf  eine  bestimmte  theoretische  Untersuchung  über  dio  C< 
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terfnii  dieser  Reihen  und  den  Grad  derselben  einzulassen,    da  wohl 
l*i  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Analyst*  eine  blosse  Untersuchung 
in  ron  dein  ersten  weggelassenen  Gliede   hervorgebrachten  Einflnsses 
nicht  mit  dem  Namen  einer  strengen  theoretischen  Untersuchung  der 
Cmergenz  der  fraglichen  Reihen  belegt  werden  darf,  wobei  übrigens 
siest  unbemerkt  zu  lassen  ist,  dass  man  auf  diesem  Wege,  und  aus 
im  Torhergehenden  Gesichtspunkte  betrachtet,  zu  mehreren  ein  grosses 
laiereue  darbietenden  sehr  eleganten  Resultaten  gelangt  ist,  wie  z.  B. 
xu  dem  bekannten  Legendre'schen  Theorem  für  die  Kugel,   seiner  mit 
Kernt  berühmten  Erweiterung  auf  krumme  Flächen  überhaupt  u.  dgl.*), 
«Vren  Schönheit  nnd  Wichtigkeit  jeder  Kundige  anerkennen  muss.  Aus- 
tern ist  mir  nicht  bekannt,  dass  man  bei  den  fraglichen  Untersuchen- 
des eine  bestimmte  direetc  Rücksicht  auf  die  dritte  Coordinnte  der 
Punkte  auf  der  Erdfläche,  nämlich  auf  die  Höhe  derselben  über  der 
Mem*  fläche  genommen  hätte.   Jedenfalls  hatte  man  wenigstens  bei  meh- 
reren dieser  Untersuchungen  zunächst   und  vorzugsweise  das  praktische 
B<darfni*s  im  Auge,  und  fand  dann  allcrdingn  auch  in  der  nahen  Ueber- 
(buttmraang  der  auf  dem  Wege  der  Rechnung  gefundenen  Resultate  mit 
ftvisien  unmittelbar  gemessenen  Elementen  eine  für  praktische  Zwecke 
hinreichende  Bürgschaft  für  die  Richtigkeit  der  ganzen  Operation. 

Diese  and  ähnliche  Betrachtungen  haben,  mich  veranlasst,  für  meh- 
rere der  wichtigsten  und  in  der  Praxis  am  Häufigsten  in  Anwendung 
Umnende  Aufgaben  der  höheren  Geodäsie  völlig  strenge  und  theore- 
tisch richtige  Auflösungen  zu  suchen,  welche  ich  nach  und  nach  im  Ar- 
^ire  mittheilen  werde,  weil  dieselben,  wie 'es  mir  scheint,  zugleich 


fa^noetrie  darbieten,  und  mache  in  dem  vorliegenden  Aufsatze  den  An- 
far,  mit  der  folgenden  Aufgabe,  welche  wohl  mit  Recht  als  die  Haupt- 
istrabe  der  ge&aminten  höheren  Geodäsie  zu  betrachten  ist: 

Wenn  die  Längen,  Breiten  und  Höhen  über  der  Meeres- 
fliehe  zweier  Punkte  auf  der  Erde,  deren  durch  die  Ge- 
konntheit aller  Meeresflächen  dargestellte  wahre  oder 
eigentliche  Oberfläche  als  die  Oberfläche  eines  durch  Um- 
drehung einer  Ellipse,  deren  beide  Axen  als  bekannt  an^e- 
Msnen  werden,  um  ihre  Nebcnaxe  entstandenen  Ellipsoids 
■iretehen  wird,  gegeben,  und  in  diesen  Punkten  die  hori- 
isatalen  Projectionen  der  beiden  Winkel,  welche  die  von 
dem  ersten  der  beiden  gegebenen  Punkte  nach  dem  zweiten 
gegebenen  Punkte  nnd  nach  einem  dritten  seiner  Lage  naeh 
sikekanatea  Punkte,  und  die  vou  dem  zwei ten  der  beiden 

Ie  gebe  neu  Punkte  naeh  dem  ersten  gegebenen  Punkte  und 
•■selben  dritten  seiner  Lage  nach  unbekannten  Punkte 
ftetsrenen  gjeradea  Linien  mit  einander  einschliessen,  — 
4.  k.  die  Projectionen  dieser  beiden  Winkel  auf  den  dureh 
rfi t leide n  gegebenen  Punkte  gelegten,  anfden  d  iescnPu nk- 
tes  entsprechenden ,  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids 
■•raslen  Richtungen  der  Schwerkraft  senkrecht  stehenden 
Ebenen,  —  gemessen  worden  sind;  so  soll  man  die  Lage  des 
dritten  Punktes,  d.  h.  dessen  Länge,  Breite  und  Höhe  über 
'er  Meere«  fläche  bestimmen. 

Bei  dieser  Aufgabe  zeige  ich  zugleich,  wie  durch  die  Auflösung 
«rftst  ein  bestimmtes  Kriterium  für  den  Grad  der  bei  der  Bestimmung 
fer  Lage  des  unbekannten  Punktes  erreichten  Genauigkeit  dargeboten 
*W,  welches  natürlich  für  die  Praxis  von  grosser  Wichtigkeit  ist ,  nnd 


*)  M.  ».  o.  A.  msine  Sph aroidischc  Trigonometrie.  Berlin 
4.,  wo  diese  Untersuchungen  in  ziemlicher  Ausführlichkeit  daree- 
*Hl  lind. 
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bin  der  Meinung,  das«  man  wenigstens  bei  der  Festlegung  der  Haupt- 
punkte einer  in^  Grosse  gehenden  jederzeit  sehr  kostspieligen  geodäti- 
schen Operation,  an  welche  die  Bestimmung  der  I^agc  aller  übrigen 
Punkte  angeschlossen  wird,  sich  der  in  diesem  Aufsätze  entwickelten, 
oder  einer  ähnlichen  gar  keine  Näherungen  in  Anspruch  nehmenden, 
streng  geometrischen  Methode  bedienen  sollte.  Wie  man  sich  geodäti- 
scher Operationen  mit  Hülfe  der  im  Folgenden  entwickelten  Methode  auch 
zur  genaueren  Bestimmung  des  schon  nahe  bekannten  Werths  der  Ab- 
plattung des  Erdsphäroids  bedienen  kann,  ist  in  diesem  Aufsatze  auch  in 
der  Kürze  gezeigt  worden ,  und  in  einigen  nach  und  nach  noch  folgen- 
den Aufsätzen  gedenke  ich  zu  zeigen,  wie  man  sich  die  Data',  welche 
der  hier  aufgelösten  Aufgabe  als  bekannte  Grossen  zum  Grunde  liegen, 
wenigstens  insofern  dabei  bloss  geodätische,  und  nicht  auch  astronomi- 
sche Operationen  und  etwa  barometrische  Höhenbcstimtnungen  in  Anwen- 
dung kommen,  zu  verschaffen  hat 


§.  1. 

Die  wahre  oder  eigentliche  Oberfläche  der  Erde,  von  welcher 
die  Meeresfläche  ein  Theil  ist,  betrachten  wir  im  Folgenden  als 
die  Oberfläche  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse,  deren  Axen 
hier  als  bekannt  angenommen  werden,  entstandenen  elliptischen 
Sphäroids. 

Alle  Punkte  auf  der  Erde  werden  als  Punkte  im  Räume  be- 
trachtet, deren  gegenseitige  Lage  mit  aller  nur  möglichen  Genauig- 
keit zu  bestimmen  der  Hauptzweck  aller  geodätischen  Messun- 
gen ist. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte  im  Räume  benutzen 
wir  im  Folgenden  im  Allgemeinen  ein  durch  den  Mittelpunkt  der 
Erde  als  Anfang  gelegtes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der 
xyz.  Die  Ebene  des  Erdäquators  soll  die  Ebene  der  xy  und  die 
Kr ilaxe  soll  die  Axe  der  z  sein.  Der  positive  Theil  der  Axe  x 
sei  der  Halbmesser  des  Erdäquators,  von  welchem  an  die  geogra- 
phischen Längen  von  0  bis  zu  360°  gezählt  werden,  und  den  po- 
sitiven Theil  der  Axe  der  y  wollen  wie  so  annehmen,  dass  man 
sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den 
rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Aie 
der  y  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss, 
nach  welcher  die  geographischen  Längen  von  0  bis  360°  gezahlt 
werden;  der  positive  Theil  der  Axe  der  z  sei  der  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  naen  deren  Nordpole  hin  gerichtete  Theil  der  Erdaxe. 

Die  drei  180°  nicht  ubersteigenden  Winkel ,  welche  eine  von 
einem  beliebigen  Punkte  im  Räume  ausgehende  gerade  Linie  mit 
den  positiven  Theilen  dreier  durch  diesen  Punkt  gelegter,  den 
Axen  der  x.  y,.z  paralleler  Axen  einschliesst ,  von  denen  wir  im 
Folgenden  häufig  Gehrauch  machen  werden,  wollen  wir  die  Be- 
stimmungswinkel der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  in 
Bezug  auf  das  System  der  xyz  nennen. 
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§.  2. 


Wenn  a  den  Halbmesser  des  Erdäquators  und  b  die  halbe 
Erdaxe  bezeichnet,  so  ist 


1)  M=^+^l=0 


die  Gleichung  der  Oberfläche  der  Erde,  und  folglich,  indem  alle 
['ifereotialquatienten  partielle  Differentialquotienten  sind: 


nv      du  2x  du^ßj  du_2z 

}      dz—a*  ' dy~ a*' dz-W 


Sind  nun  a:l9julf  \  die  Coordinateo  eines  beliebigen  Punktes 
im  Räume  und  xlt  zx'  die  Coordinaten  des  Punktes  der  Ober- 
fläche der  Erde,  in  welchem  die  dem  Punkte  {x\y\Z\)  entspre- 
Vertikale  auf  derselben  senkrecht  steht,  so  sind,  wenn  wir 

i,  nach  den  Principien  der  heberen  Geometrie 

4)  x~x}  =y~"V}  _ 


du^  dux'  dui 
dxx'        dyx'  dz{ 


r  « 


4.  i.  nach  2) 


5)  «*(*-*i'>  «»(y-yi')^*-*!') 

*i  Vi  H 

die  Gleichungen  der  dem  Punkte  (x1  ViZ\)  entsprechenden  Vertikale, 
ans  denen  man  für  xzzzzO  auch  ,y=0  und 


erhalt,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  im  Allgemeinen  die 
Ax«  der  :  von  der  dem  Punkte  {x^yiu)  entsprechenden  Vertikale 
geschnitten  wird,  diese  Vertikale  also  in  der  Ebene  des  dem 
tainkte  (x^^)  oder  (xi'yiV)  entsprechenden  Erdmeridtans  liegt. 

Bezeichnen  wir  die  Länge,  Breite*)  und  Höhe  über  der  Mee- 
»sfläche  des  Punktes  (xjV^)  respective  durch  nl9  Sllf  Aj  ;  so  ist, 
wie  man  mit  Hülfe  der  Theorie  der  Ellipse  oder  einiger  allgemein 
bekannten  Formeln  der  höheren  Geometrie  leicht  findet,  in  völliger 
Allgemeinheit : 

*)   Worunter  hier  nicht  die  sogenannte  gcoccntrtschc  Breite,  sondern 
die  Polhöhe  Yerstandcn  wird. 
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Wegen  der  Gleichung  1)  ist  aber^ 


uud  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  dritten  der  vor- 
hergehenden Gleichungen  verbindet: 

7)    ^  rV»lrr  «2cos&i 
Also  ist  nach  den  Gleichungen  6) : 

.  >   <12C0S  0)!  COS  Slx 

a%  ~~  V  fl^cos^H^sinÄ!2  ' 
a*sin  w.  cos&, 

8)  Vi  = 


sin  £j 


M       t'rt*cosÄ12+6asinß1*  f 
und  folglich  .,  wenn  man 

setzt : 

rtoosojj  cos  &i 

«sin  <0i  cos  52, 
,0)     ;     *  =  V  1-e'sin  Ä,*  ' 

-  _    «(1— g2)  sin  &t 
11  ~~  Vi—  6*sinÄ!«  * 

Da  nun  aber  offenbar 

hx  cos  o>i  cos  Sllt  /*,  sin  ro,  cos  Äj,  At  sin 52, 

die  Coordinaten des  Punktes  (*itfj2i)  in  Bezug  auf  ein  durch  den 
Punkt  (aVyi'O  gelegtes,  dem  "Systeme  der  .ryz  paralleles  (Koor- 
dinatensystem sind,  so  überzeugt  man  sich  mittelst  der  einfachsten 
Formeln  aus  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  auf 
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der  Steile  von  der  Richtigkeit  der  folgenden  ganz  allgemein  gülti- 
gen Ausdrucke: 


U) 


\ 


Xx  =       +   )  COS  Wi  COS  Sit  , 

*  =  (Ä1  +  Vl-eH\n  SIS  }  ***  ' 
1  1— <j*sin  Äj*  1 


mittelst  welcher  die  rechtwinkligen  Coordinaten  xx>yv>Zx  ohne 
grosse  Schwierigkeit  aus  toltSll,hl  berechnet  werden  können. 
Man  konnte  diese  Formeln  auch  auf  verschiedene  Arten  zur  nume- 
rischen Rechnung  bequemer  einrichten  und  wegen  der  Kleinheit 
von  e  zweckmässige  ftäherungsfonneln  aus  denselben  ableiten,  wo- 
bei wir  aber  jetzt  nicht  verweilen  wollen. 

Die  Gleichungen  der  dem  Punkte  (x^iZi)  entsprechenden  Ver- 
tikale sind  nach  5)  und  10),  wie  man  leicht  findet: 

(  y=j?tango1, 
12)     |  „  _x  tangft,  _      flPasin  Slt 

[  ~        cos  <at     t  1  — e^sin  Slf 


Ist 

13)   i«(*-*1)+Ä(y-yk)  +  r3(z-zI)^0 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (xx  yt  tx)  gelegten  Horizontal- 
ebene, welche  auf  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Vertikale 
senkrecht  steht,  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geo- 

.  .tanff  Sit 

J5=i4tanga)l,  CzzzA — - — 

n     1  COS  Ct), 


A  cos  (ol  cos  A  cos  cjj  cosSll  # 
B     sin  G0|  cos  Slx  '  C~~     sin  Slx 

und  man  ist  folglich  offenbar 

.     A=V.O«(Ol  cos  ß|, 

14)     J   2?=sin  cosÄ,. 
(  C=sinß, 

zu  setzen  berechtigt,  wo  dann 

15)  A*+B*X<?=\ 


\ 
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v 

ist  Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (xiyih)  gelegten  Hori- 
zontalebene ist  aber  nach  dem  Yorhergeoden 

16)  (x — xx )  cos  o»!  cosßi  -f  (y— yi)  sin  a>x  cos  ßt  -f-  (x  — Xi)  sin  ßi  =0 

oder 

17)  (j-a^cosui         yi)sin»!-f (x—ijjtangß,  =0. 

- 

ff-  3. 

Es  sei  jetzt 

18)  Mx+Ny  +  Kz+L=0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene,  und  m,n,k  seyen  die  (Koor- 
dinaten eines  Punktes  in  derselben.  Durch  diesen  Punkt  seien  in 
der  in  Rede  stehenden  Ebene  zwei  auf  einander  senkrechte  gerade 
Linien  und  eine  auf  der  Ebene  senkrecht  stehende  gerade  Linie 
gezogen.  Jede  dieser  drei  (geraden  Linien  wird  durch  den  Punkt 
(mnfi)  in  zwei  Theile  getheut,  und  für  einen  dieser  beiden  Theiie 
sollen  bei  jeder  der  drei  Linien  die  Bestimmungswinkel  in  Bezug 
auf  das  System  der  xyz  durch  a,ß,y;  alf  ßlt  yl;  o*,  ßl9  yt  bezeich* 
net  werden. 

Die  Gleichungen  der  ersten  und  zweiten  Linie  sind : 

x—m      y  —  n  _z — k 
cosa       cos  ß  ~~  coay' 

x — m  y — n      z —  k 

cos       "  cos  ßx  ~ '  cosyi" 

Weil  der  Punkt  (mnk)  in  der  gegebenen  Ebene  liegt,  *o  ist 
20)   Mm  +  Nn  +  Kk  +  L=0,  ' 

und  folglich 

21)   M{x— W)  +  iV(iy-«) -f  K(z-*)  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Ebene.  Also  hat  man  nach  19)  und 
21)  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

(   ^!/cosa-|-iVco8/J-|- Alcosj/=0, 
22  *    |   il/cos^+iVcosft +ATcosyi=0. 

Weil  aber  die  beiden  durch  die  Gleichungen  19)  charakt  er  irr- 
ten Linien  auf  einander  senkrecht  stehen ,  so  ist 

23)    cos  a cos  a,  +  cos  ß  cos  ßt  -f-  cos  y  cos y,  =0 , 

und  ausserdem  hat  man  die  bekannte  Gleichung 

24)  cosai-HcosftS-f-cosyi1^!. 


19) 
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Mit  Hfilfe  der  drei  Gleichungen 

i       Mcos  at  -f  iVcos  ßx  -f  Äxos  yt  =0 , 
25)       j  cos  a  cos    +  cosjS  cos  ßx  -f  cos  y  cos  yx  =0, 
'  cosa^-fcos/J^-fcosy^^l 

kann  man  «t ,  ft,  yt  aus  a,  ß,  y  und  J!f,  A,  X linden,  indem  man 
durch  Auflösung  dieser  drei  Gleichungen  in  Bezug  auf  cos «t,  cos . 
cos  ^  als  unbekannte  Grössen  sehr  leicht  die  folgenden  Formeln, 
io  denen  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen, 
erhält: 

20) 

  Ncosy — Kcnsß  

COSai=~  V  (j!rcosjJ-Acos«)H(iV^^^ 

Acos  a  —  Mcos  y 

ilf  cos  ß  —  iVcos  er 

««tt  -  ±  y  (J/cosj3-.iVcos«)H(Acos)^/:coii3)*  f  ( Acos«-  Jlcosy)2 ' 
Weil  aber 

(Mcosß— Nco&aF+ijYcosyr-Kcosßp+iKcosa—Mcosy)* 
=  i!f«(cos/34Hcosy«)+iV'2(co«ya4^sc^+/C^cosa*+co8^ 
—  2  (Mtfcoa  «  cos  /S  +  NKcos  ß  cos  y  +  KM  cos  y  cos  «) 

und 

cos  a*  +  cos  /S2  +  cos  y2  =  1 

ist,  so  ist 

(£f  cos  |3 — iVcos  a)  2  +  (iVcos  y — K  cos  /?  )  2  +  (  A  cos  «  —  M  cos  y)2 
=  jf/2  sin  a2  +  AT2sin  ß*  +  A2  sin  y2 
—  2(AfiVcos  «  cos  /S  +  _VÄ'  cos  /S  cos  y  +  KM  cos  y  cos  a). 

Wegen  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  22)  ist  aber 

0  =  -V2cos  a2  +  N*  cos  jS2  +  A2  cos  y2 
+  2  (MNcos  acosß  +  NK  cos  0  cos  y  +  KM  cos  y  cos  c) , 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  zu  der  vorhergehenden 
addirt: 

(ytfcos  ß  —  _Y  com  <r)2 1  ( iVcos  y  —  A' cos  £)*  4  ( A  cos  et — ilf  cos  y)2 

JfrMA'MA2 

Also  ist  nach  26)  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander: 
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iVcos  y — Kcosß 

* 

Mco*  ß — iVcosc 

Die  Gleichungen  der  in  dem  Punkte  (mnk)  auf  der  gegebenen 
Ebene  senkrecht  stehenden  geraden  Linie,  welcher  die  Bestimmungs- 
winkel  «2,/?2, y*  entsprechen,  sind  + 

x—m_ y—n _z—k 
'    cosaa     cos/32  cosya' 

und  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  hat  man  die 
folgenden  Gleichungen : 

!MC08  ß%  =  iVc08  Cfc, 
JVcosya  =  ATcosfo» 
ATco8<i^=ilfcosyt» 

von  denen  jede  eine  Folge  aus  den  beiden  andern  ist  Mit  Hülfe 
dieser  Gleichungen  und  der  bekannten  Gleichung 

30)  cos  «aa + cos  /Ja*  -f  -  cos  ya*  =  1 

erhält  man  mit  Beziehung  der  obero  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander leicht: 

COS<r2-+y  M*+NH& 
31)     J    cos/J4=  ■  N 


Aus  den  Gleichungen  27)  und  31 )  erhält  man  auch  leicht  die 
folgenden  Formeln,  in  denen  sich  die  obern  und  untern  Zeichen 
ebenfalls  auf  einander  beziehen  : 

/  cos  «i  =  +  ( cos  ß  cos  ya  —  cos  y cos  |5a), 

32)     J  cosft  =  ±  (cosycosofa  —  cos  er  cos  y^), 

'  cos  yx  —  db  (cos  «  cos  ß2  —  cos  ß  COS  Oj). 

§.  4. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  Olt  Oj,  Ö8  drei  Punkte  auf 
der  Erde  sind ,  deren  Längen ,  Breiten  und  Htthen  über  der  Mee- 
resfläche wir  respective  durch 
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o>j  ;   o»2,  £2 ,  h2 ;   w3 ,  £3 ,  A3 

bezeichnen.   Die  den  Pnnkten  G4,  Oa  entsprechenden  Grusseti 

ß>i,  Äi,  ä2;   o»2,  ßj,  ä2 

•verden  als  bekannt  angenommen,  und  es  kommt  nun  darauf  an, 
ans  denselben  mit  Hülfe  geodätischer  Messungen  die  dem  Punkte 
0|  entsprechenden  Grössen  a>3 ,  ß3 ,  Ä3  abzuleiten. 

Zu  dem  Ende  messen  wir  mit  dem  Theodoliten  in  dem  Punkte 
0\  die  horizontale  Projection  Et  des  180°  nicht  übersteigenden 

Winkels  OxOlOz  und  den  90°  nicht  übersteigenden  Neigungswin- 
kel Jt  der  Linie  OtOs  gegen  die  durch  0%  gelegte  Horizontal- 
ebene,  und  eben  so  in  dein  Punkte  Oa  die  horizontale  Projection 

£,des  180°  nicht  übersteigenden  Winkels  0AQ203  und  den  90° 

jMcht  übersteigenden  Neigungswinkel  Jt  der  Linie  0.203  gegen 
*  fa  dnreh  O,  gelegte  Horizontalebene ;   so  haben  wir  alle  Data, 
welche  zur  Bestimmung  der  Grössen  o>3 ,  &3 ,  /#3 ,  d.  h.  der  Lage 
des  Punktes  03,  erforderlich  sind,  wie  nun  gezeigt  werden  soll. 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Coordinaten  der  Punkte  Ox  und 
0%  in  dem  Systeme  der  xyx  durch  xt ,  yl9  z4  und  3*2,  y*»,  H\  80 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  ll)  die  folgenden  Formeln : 

33)   \  y1=(Ä1  +  ^T====^=)sinw1cosÄ1, 
1  Tl — e*sin  &i£ 


und 


t  1  —  ea  sin  Äj^ 


▼  1  —  e*  sin  ß.t£ 


-=(<'+vi-^.a,')m^ 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  die  Coordinaten  xlt  y, ,  t, 
ttnd  H>  y%>  H  berechnet,  so  sind  nach  16) 

36)  (x — X\ )  cos  w,  cos  fi,  -f  — yx )  sin  o,  cos  #t  f(z  —  r, )  sin  Qx  —  0 
nd 

»)  (x  —  jt*)  cos  w2  cos  t>%  +  (# — ya)  sin     cos  ßa  +  (2  —  Zj)  sin  &2 = 0 

die  Gleichungen  der  durch  0,  und  02  gelegten  Horizontalebenen, 
welche  nun  auch  leicht  entwickelt  werden  können. 


<- 
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Sind  nun  Py  Q  zwei  Hunswinkel,  so  hat  man  zur  Berech- 
nung der  Linie 

Ö;Ö2  =  V -       -f  (y,  + (z1  -  z& 

die  folgenden  Gleichungen: 


Xi  — x^—OiO*.  cos Pcos Q, 
3  )   <[      — ^zuOjÖa.sinPcos  (?, 
i,  —  ^  =  O,  O, .  sin  Q; 


mittelst  welcher  nach  einem  bekanntenV  erfahren  OlG.i  immer  leicht 
gefunden  werden  kann.  Ist  aber  OxO±  bekannt,  so  ergeben  sich 
die  Bestimmungswinkel  cpx ,  t\>it  &  und  92»  ^>  JC2  der  Linien 
ÖlO^  und  biOl  in  Bezug  auf  das  System  der  xyi  leicht  mittelst 
der  Formeln 

385  C0S9'"1^''  cos  C085£l -  Ok?ü 

und 

39)  e**=^,«»*  =  ^,««fc=^=Ä 

Bezeichnet  man  nun  die  Bestimmungswinkel  der  Projectionen 
der  Linien  Ot02  und  02Ot  auf  den  durch  Ot  und  ö2  gelegten  Ho- 
rizontalebenen in  Bezug  auf  das  System  der  ayz  respective  durch 
<Pn  ^i»  Ii  und  9>2>  V«»  X2»  80  bat  man  zu  deren  Bestimmung 
nach  den  Formeln  in  der  Abhandlung  Nr.  XXXV  III.  I.  in  Theil  VI. 
Heft  III.,  wenn  man  die  ihren  absoluten  Werthen  nach  00°  nicht 
übersteigenden  Hunswinkel  ut  und  ua  mittelst  der  Formeln 

40)  sin  px  =  cos  &>!  cos  #1  cos  qpj  -f  sin  <»!  cos  S)x  cos  ift  -f  sin  ßl  cos 
und 

41)  sin  ft* = cos  o>2  cos  #3  cos  <p2  +  sin  co*  cos  #2  cos  tfo  -f  sin  #2  cos  & 
berechnet,  die  folgenden  Formeln: 

cos  4>i  —sin  u*  cos  ©1  cos  ß, 

cos  w ,  =  —  —  1  4  , 

y  1  cos 

. . .     •        ,     cos  t^i  —  sin  ut  sin  to,  cos  &i 
42 )   <  cos  ii> ,  =  *  —  1 . 

1         T  1  COS  ftj 


cos  fr—  BinfhS'P^i 

**  COS 


und 
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COS  <pt  —  81  n  (U-j  cos  w2  cos  JA2 

cos  a>«  =  ~  — , 

T  X  COS 

43)   ^ cos tl/  _CQ8^" 8'° fa sin cos 

'      *  COS  ^ 


oiler 


.  ,        COS  (px 

I  cosa»!^^-  —  tang^coscoicosi?, , 

i  ,  COS 

44)  jcos^j^^^— tang^sine^cos/?,, 
(  cosx^^^-taDg^sinfij 

,       COS  ffi»  Ä 
,       cos  tlA» 

V)   ico8^a=^^— tang^sincatcoaßi, 

,        COS  %2 

C0S  *  2 = £o7^    tang    810  ß« ; 

bei  deren  Vereinfachung  durch  Einführung  von  Hülfswinkeln  wir 
uns  nicht  aufhalten  wollen. 

Nun  denke  man  sich  in  den  durch  Ox  und  0%  gelegten  Hori- 
zontalebenen  Ton  Ot  und  ü2  aus  auf  den  Projectionen  der  Linien 
0, 02 und  0.iOl  auf  den  in  Rede  stehenden  Horizontalebenen  senk- 
recht stehende  Linien  auf  denselben  »Seiten  dieser  Projectionen, 
auf  denen  die  Projectionen  der  Linien  Ox  03  und  020a  auf  den  bei- 
den Horizontalebenen  liegen ,  gezogen ,  und  bezeichne  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  Bestimmungswinkel  der  beiden  errichteten 
Perpendikel  in  Bezug  auf  das  »System  der  xyx  respective  durch 
&*»  W y  Zi"  una*  W>  ty*>  Ferner  denke  man  sich  von  den 
Punkten  Oi  und  Oa  aus  zwei  auf  den  durch  dieselben  gelegten 
Horizontalebenen  senkrecht  stehende  Linien  auf  den  Seiten  dieser 
Horizontalebenen,  aufweichen  die  Linien  Öx  Ü9  und  liegen,  ge- 
zogen, und  bezeichne  deren  Bestimmungswinkel  in  Bezug'  auf  das 
System  der  xyz  respective  durch  yxm ,  iO."',  7.wund  cp*w,  W,  V. 
Dann  hat  man  nach  31),  32),  35)  die  Gleichungen : r 

i  C08<p1W=iC0SW1C0Sl?l, 

46)   |  cosi^w  =  i8inft)1co8ßI, 
'  cos%,w=J:8inß1 


und 
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*  coft^i^J:  (costft'  co«x1w— cos  fc'cost/O» 
47)   <  cos  ^     +  (cos  Xi '  cos  g?j "' — cos  <pk '  cos  &  w), 
\  cos  Xi"=+  (cos^i'cos^/"— cos  cos<plw): 

und  nach  31) ,  32) ,  30)  hat  man  die  Gleichungen : 

i  cos  92'"= :fccosa>2co8.Q2, 
48)   \  cos      =  ±  sin  Q)2  cos  &2t 
\  cos^5W=i:sin 

und 

/  cos  g»/  =  +  (cos  ifa'  cos        cosj&  cos  y2Mh 
49)  J  cos  t/^" = ±  (cos    cos  <p2w—  cos  <p2  cos  &'"), 

(  COS  fe"  (C0S<p2  COS  t/>2'"~ cos  ^2  COS  «P^")« 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass  sich,  wie  man  leicht  findet, 
die  Formeln  47)  und  49)  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  lassen : 


C0D    u  _  ,  cos  Vi  sin  &i  —  c"s  fr  sin  o)t  cos  &t 

1  COSjUj  ' 

1         „     _  cos  <px  sin      —  cos  y,  cos  o>.  cos/?. 
47*)  <co8^1w  =  i  —  1  i  l-, 

'  1  COS  flt 


n         (cos  <pj  sin  <»!  —  COS  1^  COS  tt^ )  cos  #, 

1  "   -t  |<,lil  .» 


COS  Yi 

**    -    ^  COSft, 


und 

1 

„       cosi/^sin#2  —  cos    sin  o>2cosr>2 
H  ~  i  "  , .. —  . 


COS  <T.» 

cos 


»    t  cos  y2  si  n  ft2— cos    cos  o)2  cos  ft2 
49*)  {C08^  -+   c^T 


,,_   ,  (cosy2sinfl2— cos  tfacosoa)  cosß2 

t  —  i  „„„ ~  ■  9 


COS 

COS  ^ 

wo  immer  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  aufeinander  beziehen 
Ob  man  in  den  vorhergehenden  Formeln  die  obern  oder  un- 
tern Zeichen  zu  nehmen  hat,  Jässt  sich  in  jedem  einzeluen  Falle 
nur  aus  einer  besonderen  Anschauung  beurtheilen ,  und  allgemeine 
Hegeln  lassen  sich  darüber  nicht  geben.  Da  man  übrigens  die 
Richtung  eines  Theils  der  Axe  der  2,  welche  als  der  einem  jeden 
Punkte  auf  der  Erde  entsprechenden  Weltaxe*)  parallel  zu  betrach- 
ten ist,  stets*  vor  Augen  hat,  so  wird  sich  immer  leicht  beurthei- 
len lassen,  ob  die  Winkel  Xx1'  un<l  Xi"*  id"  s|»itz  *>der  stimmt 
sind,  und  daher  wird  immer  auch  leicht  überhaupt  über  die  Art,  wie  in 
den  vorhergehenden  Gleichungen  die  Zeichen  zu  nehmen  sind, 
eine  bestimmte  Entscheidung  gegeben  werden  können. 


')  Im  Sinne  der  sphärischen  Astronomie  gesprochen. 
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Bezeichnen  uiiivnun  aber,  in  Bezug  auf  die  Projectionen  der 
Lioieo  0,02und  0201  auf  den  durch  Ol  und  02  gelegten  Horizon- 
taHenen  und  die  vorher  auf  diese  Projectionen  von  Ö^G2  und 
<M  ind«i  beiden  Horizontalehenen  und  auf  diese  letzteren  selbst 
v™  °*  ,aus  errichteteo  Perpendikel  als  positive  Theile 
weier  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  mit  den  Anfangspunk- 
tes\_0X  and  ö2,  die  Bestinmiungsuinkel  der  Linien  und 
O.fc.  resnective  durch  q>Jl\  V,         und  ^i,  y  „  .  w> 

i^uDter  den  geraachten  Voraussetzungen  offenbar  in  voller  All- 


cos  V'  =  cos  JS^  cos-7,  , 
50)    ^  cos  tf/, "  —  s-ln  Ki  roR  j> 

ros^//  =siny, 


cos  y2"  —  cos  /;2  cos  J2 . 
5i)    l  cos^Tr^sinjEj  cos ,/.,  , 
cosfo"  t=sin,/2. 


Bezeichnen  endlich  n'\  ^  una  ^  ^r  f  die  Be. 
^minüngswinkel  der  Linien  ÖxO\  und  Ö203  in  Bezug  auf  das  System 

teG^e^dta  uirdrnCm  bekanDten  SatzC  der  ^ 

(  COS?/  =C0S9,'c0»y1^'-|-C0Sy1ÄrC0S^/''-|.C08y1,WC08Xl1', 

2)  j  cos ^ '  =cos V/,'cos9i7r+cos ih"cos  Vr-fcos i/V"cosfc", 
\  cos  x,  '  =  cos     cos  yi  n  +  Cos  £"cos  ^  n  +cos  Xl  cos  Ä  "  : 


(  cos r=  cos ,r2' cos *2"  +  cos ?2» cos  ^/r -f.  cos  72'"  cos&" , 
53)  :  cos^r=c08^<c08^/r+co^ 

[  cos  & cos  &' cos  92"  -f  cos  &"  cos  V  -f  cos  &'"cos  . 

p 

*  Sutten ^bigeD  kann         <HeSe  Formo,M  auch  auf  folgende 

|  cos  n  r  =  cos  Jt  (cos  Et  cos  y , '  +  si ii  Ex  cos  y  v sin  Ji  cos  fl "'. 
scos^  >  =  cos  Jx  (cosEi  cos  y^  +  sin^  cosy/Hein  4  cosy/', 
'  cos    r  =  cosT,  (cos  Et  cos     +  sin     cos      +  sin  Jj  cos  Ä  "' ; 


i 
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[  COS  %%  '  =  COS  Jt  [COS  Äa  COS  Xa  +  »,n  ^«  CWiS  Z«  )  f  CHI  ^,  c«»  . 

Berechnet  man  die  Hülfewinkcl  F , ,  G\  ,  //.  und  F,>  G„ 
mittelst  der  Formeln 

'2 

cos?/  cos  Vi'  „  _co«2, 

56)  tangF^^Pr,,  tang  Gx  =—       tang^  -  —  p 

und 

co««)  '  „      cos  Va'    ,      Ir  cos 

57)  tangF8  =  — ^,tangG2=^?,,tang^a=^iy7; 

so  wird 

/  .  cos  <p/' sin  (Fi -f- Fi)     .  _. 

[  cos  9i '  =  cos  Jx  —-^^p;          +  8,n  J» cos  9"  • 

1  w  cos  Vi  "sin  (Fi  +  Gi)  .  •    i  w 

58)  J  cos  n  r  =  cos  Jt  -~^JJl  '  +  8,0  Ji  co*  Vi m  > 

I                    .  cosi1//sin(F1^^1)     .    ,  ,„ 
f  cos xi '  =  cos J,  ^  cos/?!  -M">«'i cosft 

und 

cos  y»"  sin  (Fa  +  Fa)         r  rnnfn  «« 
cosyj^  =cosJa  +  sinJ2cosqp4  , 

eogv^=co8//°a^(|t  +  C')+ginJ,cosV», 

"Berechnet  man  aher  ferner  die  Hiilfcwinkel  F,',         //,'  und 
Fa',  Ga',        mittelst  der  Formeln 

/         rw     cosjp/^n(F,  +  f\) 
(  tan*Fi  =~     cos(p/'W>— ' 

flft*    )        r  ' -  cos^/'sin^-f  GQ. 
fiO)    <  fang  G,  -     cog      cos  ^ 

f  ,       rr  i  cosXi//s'"(^i-r^i) 
\  tan&"i  -  c^sVcos/^ 


Hl 
! 


,     cos<pa"sin(F2  +  Fa) 
tang  f4  =     C08  ^  cos  ' 

m\  )  *  '  cos  sin (Fjt  +  Ca). 
6!)   j  tangG,  =     Cos  <  ™s  G'2 

cosxa"  sin  (Fg  +  Z/g) 
tang  //a  =     cos  ^  cos  H2  ; 


V 
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vi  ist 


C08*,  cos/",' 

te>)  {cos,,,'  ^  

,„...  ,  C»KZl"'tlin(J1+^,) 

cos*  ro«//,' 


und 


. .     cos  g^'"  sio  ) 
cos/2 

63)  

**  cos  //8 


Die  Gleichungen  der  Linien  0103,  0203  nebst  ihren  Verlän- 
gerungen Aber  die  Punkte  Olf  Oa  hinaus  sind  nun 

'  txatpx*     cob^,'  cosxi' 


65)  X-Xl=  y-V\=~X, 
'  cos cosya'  cosj&'' 

uod  es  kommt  jetzt,  um  die  Coordinaten  a^,  y3,  2,  des  Punktes 
in  dem  Systeme  der  zu  finden,  bloss  auf  die  Bestimmung 
der  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  durch  die  Gleichun- 
gen 64)  und  66)  charakterisirten  geraden  Linien  an,  wozu  eine  be- 
sondere Anleitung  zu  geben  hier  unnütze  Weitläufigkeit  sein  würde, 
weil  die  inaJytische  Geometrie  alle  dazu  nöthigen  Hülfsmittel  dar- 
bietet Da  aber  wegen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler 
die  dur'h  die  Gleichungen  64)  und  65)  charakterisirten  geraden 
Linier  sich  in  den  meisten  Fällen  gar  nicht  schneiden  werden,  so 
wird  mao  auf  die  Art  zu  verfahren  haben,  dass  man  die  Coordi- 
oati«  X\>  1\>  Zl  und  X2,  Y2,  Za  derjenigen  Punkte  der  beiden 
in  Rede  stehenden  geraden  Linien  bestimmt,  welche  den  klein- 
st*« Abstand  von  einander  haben,  und  dann  die  arithmetischen 
»ittel 

i(jrx+^,  KFi+r,),  uzt+zi 

»is  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  gesuchten  Coordinaten  ;r3, 
jy,  x,  des  Punktes  03  betrachtet.  Zugleich  aher  wird  man  auch 
uruer  die  Grosse  des  Abstandes  der  beiden  Punkte  (Xt  Y1Zl)  und 
i YtZ^)  ermitteln ,  um  ein  Maas  für  die  bei  der  Bestimmung  der 

,  6* 


84 

Lage  des  Punktes  Oa  erreichte  Genauigkeit  zu  haben,  weil  man 
diese  Genauigkeit  dem  in  Rede  stehenden  Abstände  umgekehrt 
proportional  zu  setzen  berechtigt  sein  wird.    Eine  allgemeine  An- 
leitung zur  Ausführung  der  betreffenden  Rechnungen  soll  im  lol 
gendcn  Paragraphen  gegeben  werden. 

Die  Gleichungen  zweier  geraden  Linien  im  Räume  seien 
überhaupt 


ÖG) 


/  x—xo__  y—yn_  *Q 

1  cos  a0  cos  ß0  cos  y0  ' 
I   cos«!      cosßf  cosyi 


Da  die  gerade  Linie,  durch  welche  die  kürzeste  Entfernuoff 
dieser  beiden  Linien  von  einander  bestimmt  wird,  bekanntlich  auf 
einer  jeden  derselben  senkrecht  steht,  was  sehr  leicht  synthetisch 
bewiesen  werden  kann;  so  haben  wir,  wenn  die  Gleichungen  der 
in  Rede  stehenden  geraden  Linie  durch 

07)  £rJ=ö  =  2— ^ 
u  '   cos<p     cosij;  cos-/ 

bezeichnet  werden ,  nach  den  Principien  der  analytischen  Gcome 
trie  die  Gleichungen: 


68) 


i  •  cosft>  cosv  i  cosyp .  co8x _ Q 

cos  or0  *  cos  <p    cos«0  *  cos  <p 

t     cosft    cost!»    cosyt    cosx  =q. 
cos  «i  '  cos  <p  +  COSOfi  "  cos  q>  ~ 


aus  denen  sich  leicht 


cos  1//  _  cos  y0  cos  «t  —  cos  cy()  cos  yt 
cos  9     cos /30  cos  j»!  —  cosy0cosßi 

COS  %   COS  «o  COS  0|   C08  ß0  COS  ttj 

cos  q>  ~~  cos  ß0  cos  yx  —  cos  y0  cos  ßx  * 


also 

1  cos  p(l  cos  y1  —  cos  y„  cos  p, 

' ö)    i  cos  «„  cos  /J,  —  cos  ß0  cos  or, 

I  cos  %  —   2    '  5"  C0S<P 

f        *      cos  ft,  cos  y,  —  cos  y0  cos  ßt 

ergiebt.   Nimmt  man  nun  hierzu  die  bekannte  Gleichung 

7 1 )    cos  (pl  -f  cos  ^*  +  cos  x*  =  1 ' 
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setzt,  indem  J  eine  positive  Grösse  bezeichnet,  der  Kürze 


73)  j 


72)   J*  =  (cos  cto  cos  ßv  —  cos  ß0cosux  )•+  (cos  ß0cos  y,  —  cos  y0  cos/?,  )2 

+  ( cos  y0  cos  at  — cos  a0  cos  y,  )2 

oder,  wie  man  hieraus  mit  Hülfe  der  beiden  Gleichungen 

cos     +  cos  ft>2  +  cos  y02  =  i , 
coscr,2  +  cos  ft^  +  cosy!2—  I 

leicht  findet: 

74)   J2 = 1  —  (cos  ao  cos    +  cos  j30  cos  ft  -f-  cos  yu  cos  yi ) 2 ; 

so  erhält  man  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander : 

i  c<mtp  =  ±COSß°CO*Yl  —  co8y0cosfl  y 

75)     <  cos  »=  4:  C°8  y°  C°8  Cl  J  COg  *  C°8  n  - 

/               .  coscf0cosft  —  C0S/S0C08«, 
\  cos%=±  ~J  

Bezeichnen  wir  den  von  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien 
eingeschlossenen,  im  Sinne  der  analytischen  Geometrie  eenomme- 
.  180°  nicht  ubersteigenden  Winkel  durch  w,  so  ist  bekanntlich 

76)   cos  ic  =  cos    cos  «,  -f  cos  ß0  cos  ßi  +  cos  y0  cos  y, . 


kann  also  die  Gleichungen  75)  auch  auf  folgende  Art 
ji}  sil  rücken : 

cos  ft,  cos  y,  —  cos  yu  cos  ft 
sTntc  > 

.  cos  yö  cos«,  —  cos «o cos y, 

cos  tf>  —  f  ;  — L-  - 

77)    s,        T  sin  io 


cos  £ 


.  COS  Cfc  COS  ßi  —  COS  ft,COS  CK, 

=  i  -j—   • 


Sttl  tP 


Berechnen  wir  aber  die  Hülfsgriissen  R,  G,  H,  wo  II  eine 
positive  Grosse  sein  soll,  auf  bekannte  Weise  mittelst  der  Formeln : 

[  /t*cos  f;cos//  =  cos|30cosyl— cosy0cos/J,  , 
7S)   )  Ii  sin  G  cos  H=  cos  y0  cos  «,  —  cos    cos  y, , 
*  Rs\nll  =  cos t¥0 cos  ßt  —  cos  ft,  c ns  «, : 

v»  ist .  wie  man  leicht  findet : 

79)  J=H, 


und  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander : 

i   cos  tp — +cos  G  cos  H, 
80)     j  Cos^=db8inC?cosJ5f, 
v  co&%=±smH. 

Sind  X),  Y0i  Z0  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 

gesuchten  Linie  mit  der  ersten  der  beiden  gegebenen  Linien ,  so 
aben  wir  nach  66)  und  67)  die  Gleichungen 


—  x 


o  Yq  —  ,Vo    — 


( 1_  _  _ 

1  cosor0        cosß0  cosy0 

f  cos  9  cost//  cosx  ' 

also 


83) 


und 


83) 


cos<p 


Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen  ergiebt  sich 
durch  Elimination  von  F0  und  £0  leicht: 

J¥o— a\>  _  (I— .r0)  cos y — (n—y0)  cos  <p 
COSOq        cos  at> cos  ty—  cos |30 cos a> ' 

^       *   Ap  —  g0     (I— xt>)  cos  x—  (  £—  ^  )  cos  y 

COSOq  COS  Oq  COS  %  —  COSy0C08<p 

also,  wie  hieraus  ferner  leicht  folgt: 

86)   (cosftjcosx—  cosy0cosy)(|— *o)  > 

f  (cosy0cas<)p— cosa0cosx)(ij— y0)      J   ~  0. 
-f  (cos  cf0  cos  f  —  cos  ft>  cos  9)  (£ — 2,0 

Ganz  auf  ähnliche  Art  erhält  man 

86)     (cos    cos  x  —  cos  y,  cos  y)  (| — ./j )  . 
+  (cosy!  cosy— cos«!  cosx)  0?  — #i)    !  —0. 
+  (cos  cfi  cos  V  —  cos  ft  cos  <p)  (£—  r, ) 
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■Sehr  leicht  erhält  man  nun  mittelst  der  Gleichungen  76)  und 
77)  und  der  Gleichungen  73)  die  folgenden  Ausdrücke: 

_  COS  Of.  — COS      COM  10 

cos  ß0  cos  %  ~  cos  y0  cos  r=  =F  jjj^  , 

cos  ßl  —  cosft,  COS  «J 

87)     {  cosyücosa>-coscr0cosX=:F   sin  ^   , 

-             _  cos  y,  —  cos  r0  cos  «? 
cos    cos     cos  po  cos  a>  =  -f-  4 — s|n  ^ 


.                                 cos  ao — cos  er,  cos  tc 
cos  ft  cos      cosyx  cos  v=±  , 

,  cosft» — cosAcogto 
88)    <[  cosy^osy-cosc^cos^rfc  -r^  , 

cosy0 —  cosyjcostt? 
cos Ä|  cos  y> — cos    cosg>  =  ±  2 — 8jpto'  ; 

und  kann  also  die  Gleichungen  85)  und  86)  auch  auf  folgende  Art 
darstellen : 

89)  (cos  «i  —  cos  ab  cos  tu)  (| — ar0) 
+(cosft  —  cos/JoCoshOOi-^)  }  =0 
+  (cos  Yi  —  cos  yu  cos  w)  (£—  So) 

und 

90)  (COS  Oo  —  cos  aL  cos  w)  (|  —  ) 
-f-(cos/?0  —  cosft  cosir)(ij—  yx)  \  =0. 
-f-(cosy0 — cosy,costc)  (£ — *i) 

Denkt  man  sich  nun,  was  offenbar  verstattet  ist,  den  Punkt 
(!*?£)  mit  dem  Punkte  (X0},0Z0)  zusammenfallend,  so  hat  man 
nach  dem  Obigen  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  A0,  F0,  #o 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

^o — xa   — ?/o_ %o  — *o 

cos«o  ~~  cos/30     cosy0  ' 

(cos  «o  —  cos  at  cos  w)  (Xq  —  xY)  \ 
+  (cos/30— cos  ft  cos  to)(F0  —  yt)   \   =  0; 
+  (cos  y0  —  cos  yt  cos  tü)  (Z^  ■■-  2! )  ) 

und  eben  so  hat  man,  wenn  X1 ,  Ft,  Z,  die  Coordinaten  des 
Durchschnittspunkts  der  gesuchten  Linie  mit  der  zweiten  der  bei- 
den gegebenen  Linien  bezeichnen ,  zur  Bestimmung  dieser  Coor- 
dinaten die  folgenden  Gleichungen : 


88  ' 

xi  -**\  _  Y\  — JEi—  zi  -^L 
Cosa,        cos/3,   .  cosy,; 


7-  » 


(cos  «,  —  cos  a0  cosw)  (Xx  —  x0) 
+  (cosft—  cos /30  cos  tu)  (Fi—  y0)  f  =0. 
+  (cos  Yi  —  cos  y0  cos  w)  (Zt  —  r«,)  ) 

Diese  beiden  Systeme  von  Gleichungen  kann  man  auch  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 

^»     'r°^_      — 2fo  %o  —  zi) 

cosöo       cos/S0  ~~  cosy0  ' 

T 

(  COS  Oo  —  cos  cx  cos  w)  \  X0  —  x0  —      —  A0)  } 
+  (cosft,—  cosftcosw)!  F0—  3fo  —  (y,—  y0)}  J.  =0 
f  (  cos  Yo  —  cos  yx  cos  u>)  {  Z„  —  ^  —  (  zx  —  j0  ) j 

und 

— Ii  —  Vi  _  Zi—h 
cos  at        cosft         cosyi  ' 

(cos  «!— COS  Oo  cos  w) \Xx  —  xx  —  {x^—ccx)  \ 
-f(cosft—  cos/JoCosicXFi-^  —  (y0— Vv)\  \  =0; 
+  (cosy!~ cosy„cosic)  {Zt— rA  — (^— j,)) 

und  erhält  nun  mit  Hülfe  der  Gleichung  76),  w  enn  der  Kürze  wegen 

91)  Äo^cosoo  —  cos  er,  cos  i©)  (a'i—Xo) 

+  (C0sft>— COsftcOStt?)  (yL—  y0) 

+  (cosy0  —  cosft  costr)  (2,—^) 

und 

92)  Kt  =  (  cos  ofj  —  cos  «o  cös  10)  (x0 — ) 

+  (cosft  —  cos/30cosw)  (y0—!fi) 
+  (cosy,  — cosy0cos«?)(zü— r,) 

gesetzt  wird,  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  Ausdrücke. 

V         r  —  lf  V"8U» 

93)  |  »W.»*.^ 

sin  t*>z 
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cos«, 


94)  \  ^i-yi=^i^# 

_  cosy, 
1  siiTtc*"* 


oder 


COS«, 

1       1  1     1  sin  ur 


cosß, 


COS 


Setzen  wir 

«o  ist 

j  Äo  =  A,  +  XiC08«?, 

i  Kx  =  Ly  +  LqCOH  w. 

Bezeichnen  wir  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  begebenen 
Unieir  von  einander  durch  U,  so  lasst  sich  dieselbe  leicht  mittelst 
der  folgenden  Formeln  berechnen : 

tTcos  Fcos  W=  Aq  —  A', . 
99)     J  Tsin  Tcos  II'—  Vlt 
'  t/sin  H'=Z0-Z,: 

*a*  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 
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Wenn  man  aus  den  vier  Gleichungen  66)  die  drei  Grossen 
.r,  y,  z  eliminirt,  so  erhält  man  als  Bedingungsgleichung ,  dassdie 
beiden  gegebenen  geraden  Linien  sich  schneiden,  die  folgende 
Gleichung: 

100)    (cos/J0cosft  — -cosyocosft)(jr0— xt) 

-f (cos  Yo  cos  c*!  —  cos  <r0  cos  yA )  (y0  — yi )  }  = 0- 
+  (cos  «o  cos     —  cos  ft>  cos  «! )  (to  —  xt) 


§.  6. 

Indem  wir  jetzt  nieder  zu  §.  4.  zurückkehren ,  kommt  es  nun 
noch  darauf  an,  dass  wir  zeigen,  wie  aus  den  gefundenen  recht- 
winkligen Coordinaten  x3 ,  y, ,  23  des  Punktes  03  die  Grossen  ©3, 
.<?3,  /<3  abgeleitet  werden  können. 

Bekanntlich  haben  wir  zwischen  diesen  sechs  Grossen  die  drei 
folgenden  Gleichungen : 


101>  \ya=(/'»+yj^^g"r7^)«'n «»»cogfl,, 
,        ,         o(l  — c1) 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  ergiebt  »ich 
auf  der  Stelle 

102)  tangws=^, 

mittelst  welcher  Formel  »3  ohne  alle  Zweideutigkeit  gefunden 
wird,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  in  Folge  der  beiden  in  Rede 
stehenden  Gleichungen  cos«,  immer  gleiches  Vorzeichen  mit 
«in  W3  stets  gleiches  Vorzeichen  mit  ys  hat. 

Eliminirt  man  aus  der  ersten  und  dritten,  und  aus  der  zweiten 
und  dritten  Gleichung  die  Grosse  ^3 ,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung ron  #3  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


23  tf£* 


103) 


cos  W3  cos**,  sinßs  V 1  —  ^sin  ßj«' 
sin  a>j  cos#8     sin         V"  1  —  €*  gm  £3*' 


oder 
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*3       cos  w7~  ~  —  tT^PsToJTV 

ya  tang  &3  g^stoß, 
23  ~     —  ~~  a,-i  r—. — 


und  folglich,  wie  mao  hieraus  leicht  linde* ; 

/  tang  <r»c«  tang&a» 

m  p       cos «3  ;  -l+d-^tang^' 

),  y3tang>Q3  _  nVHang.fta2  . 
I1*         sin  «3  ;  ~~  t+(l— c*)  tangJV ' 

woraus  sich  nach  gehuriger  Entwicfeelung  zur  Bestimmung  von 
die  beiden  folgenden  Gleichungen  des  vierten  Grades  ergehen  : 

106)  tang£34 

-2:3coso>3tang  ß33 

2l3  COS  d)3 


Sa*COB0)s* 


und 


107)  tangfl,4 


^^tangiV 


.V3»-H(l-e»)^-riVUina,3^ 

+  0=^.'  teD^  >  -0. 

2i,  sin«, 
Za*sin  <DS* 

Bei  Weitem  mit  grosserem  Vortheil  als  dieser  Gleichungen  des 
vierten  Grades  wird  man  sich  aber  bei  der  Bestimmung  von  ß, 
der  folgenden  einfachen  Näherungsmethode  bedienen.  Bezeichnen 
wir  nämlich  den  mit  Sly  gleiches  Vorzeichen  habenden  Neigungs- 
winkel der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  0% 
gesogenen  geraden  Linie  gegen  die  Ebene  des  Erdäquators  durch 
6, ,  und  die  Entfernung  xdes  Punktes  Oa  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  durch  Ä, ,  so  haben  wir  offen Imr  zur  Berechnung  der 
Grossen  »i .  6*,  R,  die  folgenden  Gleichungen: 
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X3  =  Hs  COS  tt»3  COS  &i  , 
W)  ^       =  ^3  s'n       cos  ®a  » 

2,  =  Ä3  sin  8, , 

mittelst  welcher  die  drei  in  Rede  stehenden  Grössen  auf  bekannte 
Weise  immer  leicht  gefunden  werden  können.  Da  nun  bei  wirk- 
lichen Anwendungen  und  ß9  immer  nur  wenig  von  einander 
verschieden  sind,"  so  kann  man  0,  als  einen  ersten  Näherungs- 
werth  von  Ä3  betrachten,  und  wird  dann  immer  etwa  mit  Hülfe 
der  beiden  Gleichungen 

x  ,  tang  Sl ,        ar*  sin.£, 
*3        coswa  t'"3P-f»sinÄ7 
_ystangfl.1         up  1  sinß3 

nach  einigen  Versuchen  leicht  den  genauen  Werth  von  zu  he 
stimmen  im  Stande  sein. 

Hat  man  w,  und  SJ ,  gefunden,  so  ergieht  sich  die  Höhe  über 
der  Meeresllache  h3  mittelst  einer  jeden  der  drei  folgenden  Formeln: 

"y  — 


cos     cos '.>.,     fl  —  p*  sinß,'«' 

110)  j//3  —  8inü)j  —  ^  — 

/|3 — rnTo  — 


sinß,  ^l-e'sinß^' 

und  es  sind  also  jetzt  alle  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Punkten 
Oa  auf  der  Erde  erforderlichen  Elemente  gefunden. 


§.  7. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  man  geodäti- 
sche Messungen  wie  die  obigen  auch  zu  der  genaueren  Bestim- 
mung von  e  benutzen  kann,  wobei  aber  die  Winkelmessungen 
selbst  als  fehlerfrei ,  wenigstens  als  im  höchsten  Grade  genau  vor- 
ausgesetzt werden  müssen.  Findet  man  nämlich,  dass  die  im 
Obigen  durch  V  bezeichnete  kürzeste  Entfernung  der  beiden  von 
O,  und  02  nach  O,  gezogenen  Gesichtslinien  von  einander  nicht 
verschwindet,  so  wird  man,  insofern  man  die  Winkelmessungen 
als  fehlerfrei  vorauszusetzen  berechtigt  ist,  deu  Grund  hiervon  io 
einer  fehlerhaften  Annahme  des  Werthes  der  Grösse  e  zu  suchen 
berechtigt  sein,  und  wird  nun  c  so  lange  nach  und  nach  kleine 
Veränderungen  erleiden  lassen ,  bis  man  einen  Werth  von  e  findet, 
für  welchen  die  Grösse  V  verschwindet,  den  man  als  die  defini- 
tive Bestimmung  der  Grosse  e  betrachtet.    Hat  man  aber  e  auf 
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diese  Weise  gefunden,  so  erhält  man  noch  leicht  den  corrigirteu 
Werth  der  sogenannten  Abplattung  — —  ,  weil 

111)  ^=l-^l-t  W-1-^(1-,)(I+^) 

ist. 

Endlich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  es  bei  allen  obigen 
Rechnungen  jedenfalls  am  zweckmäßigsten  sein  wird,  die  in  den 
Formeln  vorkommende  Grösse  a  als  Einheit  anzunehmen,  was 
natürlich  verstattet  ist. 


Heber  die  natnrpliilotopliisclien  Prin. 
cipien  der  Bewegungslehre  *). 

(Fortsetzung  der  Abhandlung  Tbl.  V.  Kr.  XXI.) 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss  zu  Weimar. 


§.  7. 

In  den  §§.  4.,  5.  und  6.  habe  ich  mich  hinlänglich  über  die  Prin- 
cipien  ausgesprochen ,  auf  welche  der  Beweis  des  Kräfteparallelo- 
grammes sich  stützt:  auch  glaube  ich  mich  sattsam  desshalb 
gerechtfertigt  zu  haben,  warum  ich  der  ersten  von  Newton  ent- 
lehnten Betrachtungsweise  den  Vorzug  geben  mochte,  wiewohl 
ich  erst  in  Hiesem  Artikel  die  Sache  zu  Ende  bringen  werde.  Zu- 
gleich aber  erhellet  auf  das  Deutlichste,  dass  diejenigen  im  Irr- 
thume  sind ,  welche  das  Kräfteparallelogramm,  als  nicht  enveisbar^ 
miter  die  mechanischen  Axiome  rechnen  wollen.  Diese  übersehen, 
dass  es  noch  eines  Axiome»  bedarf,  um  das  Parallelogramm  zweier 
Eindrucke  auf  beliebig  viele  auszudehnen,  ein  Axiom,  welches 
mit  dem  unter  1.  in  §.  6.  aufgeführten  identisch  ist.  Dasselbe 
enthalt  ja  aber  schon  mit  nur  geringer  Beihiilfe  das  Kräfteparalle- 
logramm. 

*)  In  der  vorigen  Abhandlung  mögen  folgende,  in  §.  6.  rorkom- 
mi  ndc  kinnstörende  Fehler  berichtigt  werden : 

»talt  ,.e*  gieht  noch  gar  keine  Ausführung"  lese  man:  ..es  gieht 
noch  gar  keine  Auskunft.**  ' 

»tatt  .,<*cnu  e*  allein  vorhanden  wäre  -*  oiiia«  es  hci««en  :  .,wie 
wenn  -  n  ».  w. 


> 
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§.  8. 

Nun  müssen  wir  aber  noch  erwägen,  dass  in  sehr  vielen 
Lehrbüchern,  und  namentlich  auch  bei  Poisson,  dessen  Demon- 
stration ich  oben  einer  Kritik  unterwarf,  das  Axiom  A.  in  §.  3. 
oder  5.  in  §.  6.  eine  etwas  andere  Bedeutung  hat,  als  ich  dem- 
selben beigelegt  habe.  Man  definirt  hier,  Kran  sei  das,  was  eine 
Bewegung  hervorbringt,  und  da  hierin  schon  die  Anerkennung 
liegt,  dass  man  die  Kraft  nur  aus  ihrer  Wirkung  beurtb eilen  könne, 
so  muss  man  als  Einheit  der  Kräfte  diejenige  annehmen,  wodurch 
eine  gewisse  Einheit  der  (gleichförmigen)  Bewegung  entsteht. 
Nun  sollte  man  eigentlich  erwarten,  dass  die  Kräfte  durchaus 
nach  dem  Verhältniss  der  durch  sie  erzeugten  Bewegungen  abge- 
messen würden,  dass  also  die  doppelte,  dreifache  Kraft  diejenige 
wäre,  welche  die  doppelte,  dreifache  Einheit  der  Bewegung  her- 
vorbrächte, und  wenn  man  bei  diesem  Maasse  der  Kräfte  ihr  Pa- 
rallelogramm beweisen  wollte,  so  wäre  der  Grundsatz  in  §.  4. 
wenigstens  für  den  Fall  unerlässlich ,  wo  mehrere  Kräfte'  nach 
einerlei  Kichtung  wirken.  Ausserdem  würde  man  etwas 
ganz  anderes  erhalten,  als  ein  Kräfteparallelogramm. 

Aber  so  werden  die  Kräfte  in  jenen  Lehrbüchern  nicht  gemes- 
sen, vielmehr  versteht  man  unter  der  Kraft  n  (=  ganzer  Zahl)  die- 
jenige, die  resultirt,  wenn  die  Krafteinheit  gleichzeitig  «mal  nach 
"leicher  Richtung  wirkt,  wobei  es  indessen  noch  nicht  folgt,  dass 
hierdurch  auch  das  «fache  der  Bewegungseinheit  entstehe.  Unter 
fit 

der  Kraft—  müssen  wir  dann  diejenige  verstehen,  welche  «mal 

gleichzeitig  nach  gleicher  Richtung  wirkend  eben  so  viel  thut,  als 
die  mmalige  Wiederholung  der  Krafteinheit  vermag. 

In  diesem  Kräftemaasse  liegt  freilich  nicht  nothwendig  die 
Proportionirung  der  Kräfte  und  der  durch  sie  erzeugten  Geschwin- 
digkeiten, indessen  müssen  letztere  doch  irgend  einer  Potenz  der 
Kräfte  proportional  sein.  Denn  ist  a  die  durch  die  Krafteinheit 
erzeugte  Geschwindigkeit  und  «  eine  andere  Kraft,  so  wird  man 
ihre  Geschwindigkeit  durch  bezeichnen  können.  Wird-die 

Kraft  w, ttimal  wiederholt,  so  entsteht  die  Krait  mn  und  ihr  gehört 
die  Geschwindigkeit  f\a>mn).  Sofern  wir  aber  anzunehmen  berech- 
tigt sind,  dass  a  die  einzige  Längengrösse  in  f\a,n)  sei,  können 
wir  f\a^n)  —  af{n)  und  f\a, mn)  =  af\mn)  setzen.  Da  aber  die  Ein- 
heit des  Kräuemaasses  eine  willkuhrliche  sein  muss,  wie  die  jedes 
anderen,  so  lässt  sich  auch  die  Kraft  n  als  Einheit  ansehen,  wo- 
durch wir  nun  für  die  vorige  Kraft  mn  die  Zahl  m  erhalten.  Ist 
b  die  zu  n  gehörige  Geschwindigkeit,  so  kann  man  die  zu  mn  ge- 
hörige =2  b .  <p(m)  =  af(n) .  <p(m)  setzen ,  und  es  muss  daher 

f(mn)  =  <p(m).f{n) 

sein.  Wird  w=l,  so  ist  auch  f{n)  =  \  und  daher  f(tn)~<p(m). 
Folglich  ist 

f{mn)=f(m).fln), 
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oüd  dieser  Bedingung  thut  bekanntlich  nur  die  Form  Genüge. 
Die  der  Kraft  n  gehörige  Geschwindigkeit  ist  aJso  immer  cm'*, 
wenn  a  die  Geschwindigkeit  der  Krafteinheit  ist. 

Es  ist  nun  einleuchtend,  dass,  wenn  zwei  Kräfte  nach  einer- 
lei Richtung  wirken,  die  Resultante  ihrer  Summe  gleich  sein  muss. 
Dieses  ist  eine  nothwendige  Folge  des  Kräftemaasses ,  und  wenn 
hierzu  noch  die  Sätze  I,  2,  3  und  4  des  §.  6.  zu  Hilfe  genommen 
werden,  so  Ifisst  sich  das  Kräfteparallelogramm  sofort  beweisen, 
indem  die  Frage  nun  eigentlich  so  lautet:   Wenn  nach  der  einen 
Richtung  m,  nach  einer  anderen  n  Krafteinheiten  gleichzeitig  wir- 
ken, nach  welcher  Richtung  geht  die  Bewegung  und  wie  viele 
Kra  Reinheiten  müssen  nach  eben  der  Richtung  wirken,  um  eben 
so  viel  zu  leisten,  als  die  Seitenkräfte  vermögen.     Dabei  kommt 
die  von  n  Krafteinheiten  erzeugte  Bewegung  gar  nicht  in  Frage, 
die  Bewegungslehre  erfordert  aber  noch  als  Axiom ,  dass  in  dem 
Geschwindigkeitsausdrucke  anf*,  u.—  1  sei,  und  somit  wäre  mit 
dieser  Darstellung  der  Lehren  gar  kein  Vortheil  verbunden,  wenn 
nicht  anderseits  erwidert  werden  könnte ,  dass  die  von  der  Bewe- 
gungslehre unabhängige  Ausbildung  der  Statik  eine  grössere  Wis- 
senschaftlicfikeit  für  sich  in  Anspruch  nehme.    Es  wären  so  viel 
Bewegungslehren  möglich,  als  man  in  anf*  dem  ftWerthe  beilegen 
wollte,  für  alle  diese  wäre  aber  die  Gleichgewichtslehre  ein  und 
dieselbe.    Wenn  uns  nun  auch  eine  Statik  bei  Bewegungsverhält- 
nisseo,  die  in  der  Natur  nicht  existiren,  gleichgiltig  sein  könnte, 
so  ist  dieselbe  dennoch  in  sehr  vielen  Lehrbüchern  in  entschieden- 
ster tJnabhängigkeit  von  der  Bewegungslehre  vorgetragen  worden, 
besonders  da  man  noch  auf  die  Meinung  verfallen  war,  dass  die 
Gleichgewichtslehre  von  aller  Hypothese  frei  sei  und  daher  gleich- 
sam unmittelbare  Evidenz  besitze. 

Diesem  muss  ich  aber  geradezu  widersprechen.  Man  betrachte 
doch  nur  den  Satz,  dass  zwei  gleiche  entgegengesetzte  Kräfte 
sich  aufheben.  Diesem  kommt  unmittelbare  Evidenz  nur  in  dem 
Falle  zu,  wo  der  Körper  in  absoluter  Ruhe  gedacht  wird.  Hat 
derselbe  irgend  eine  Geschwindigkeit,  so  ist  jener  Satz  nur  noch 
b  dem  Falle  klar,  wo  die  Richtung  der  Kräfte  senkrecht  gegen 
die  Richtung  der  Bewegung  ist,  in  allen  anderen  Fällen  aber  lies- 
sen  sich  noch  andere  M<"»ü;lichkeiten  denken.  Der  Grundsatz  1.  in 
6.  in  Verbindung  mit  dem  Kräftemaasse  ist  es  eigentlich,  wo- 
durch die  Statik  ihr  Fundament  erhält,  derselbe  kann  aber  auf 
unmittelbare  Evidenz  nicht  mehr  Ansprüche  machen,  als  der  in 
§.  4.  aufgestellte,  wie  ich  schon  oben  bemerkte. 

Durch  das  Axiom  1.  in  §.  6.  ist  ausgesprochen,  dass  die  sta- 
tischen Lehrsätze  eben  so  gut  für  die  relative  wie  für  die  absolute 
Ruhe  der  Körper  gelten  sollen.  Sollten  uns  aber  die  Bewegun- 
gen zur  Beurtheilung  der  Kräfte  dienen,  so  müssten  sie  absolute 
sein ,  da  sich  dann  die  Kräfte  tvie  gewisse  Potenzen  der  Geschwin- 
digkeiten verhalten  würden.  Da  aber  absolute  Bewegungen  nie- 
mals ein  Gegenstand  unserer  Erfahrung  sein  können,  so  findet 
sich  für  die  Statik  leicht  die  Auskunft,  das  Verhältniss  der  Kräfte 
darnach  zu  beurtheilen,  wie  sie  einander  im  Gleichgewicht  halfen. 
Hier  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  eine  Bewegungslehre  der 
wirklichen  Natur,  d.  h.  eine  Beurtheilung  der  Bewegungen  in  der 
Natur  für  uns  ganz  unmöglich  wäre,  wenn  sich  nicht  die  Geschwin- 
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digkeiten  wie  die  Kräfte  verhielten,  oder  wenn  wir  nicht  den  Satz 
in  §.  4.  unseren  Beurteilungen  zu  Grunde  legen  kflnnten. 

Da  wir  n .'im lieh  nur  relative  Bewegungen  beobachten  können, 
so  sind  wir  ausser  Stand  zu  entscheiden,  ob  eine  gewisse  Bewe- 
gung auch  die  blosse  Folge  der  vorhergegangenen  Einwirkung  sei, 
vielmehr  mflssten  wir  diese  Bewegung  immer  noch  als  bedingt 
durch  den  Eindruck  ansehen ,  der  dem  Korper  zu  Folge  des  gemein- 
schaftlichen Fortrückens  des  Systeme»  mit  zukommt  Die  Bewe- 
gungen z.  B. ,  die  wir  auf  der  Erde  beobachten ,  wären  sämmtlich 
mit  bedingt  durch  die  Axeudrehung  der  Erde,  dann  durch  die 
Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne,  dann  durch  die  Bewegung 
des  Sonnensystems,  dann  wieder  durch  die  Bewegung  eines  höhe- 
ren Systemes,  und  so  wurden  wir  in  eine  unendliche  Reihe  hin- 
ausgedrängt, in  welcher  wir  nie  einen  Anfang  erhalten.  Wir  wür- 
den zwar,  wenn  wir  die  Bewegung  eines  Körpers  beobachten, 
sagen  können,  dass  eine  Kraft  auf  denselben  einwirke  oder  ein- 
gewirkt habe,  könnten  aber  nie  Aufschluss  darüber  erhalten, 
welche  Bewegung  diese  oder  jene  bestimmte  Kraft  hervorbringen 
müsse. 

Daher  scheint  mir  auch  das  Gesetz  von  der  Verhaltiiissmfis- 
sigkeit  der  Kräfte  und  der  Geschwindigkeiten  mehr  als  eine  blosse 
Hypothese  zu  sein,  eben  weil  ohne  dasselbe  eine  Beurtheilung 
der  Naturerscheinungen  gar  nicht  möglich  wäre.  Es  ist  ein  rein 
naturphilosophisches  Gesetz,  das  aber  bequemer  und  allgemeiner 
in  der  Form  aufgefasst  wird,  die  ich  in  §.  4.  vorgeschlagen  habe. 
Sobald  wir  uns  den  Körper  im  absoluten  Räume,  d.  h.  ausser* aller 
Verbindung  mit  andern  Körpern  denken,  so  sind  (fortschreitende) 
Bewegung  und  Ruhe  für  ihn  ganz  gleichmütige  Zustände,  und  in 
ihm  ist  nichts,  wodurch  diese  Zustände  sich  von  einander  unter- 
scheiden Hessen.     Umgeben  wir  ihn  aber  mit  noch  anderen  Kör- 

Sern,  so  beginnt  dann  unsere  Bewegungslehre,  für  welche  es 
emnach  gleichgiltig  sein  muss,  in  welchem  Zustande  das  ganze 
Körpersystem  sich  befindet.  Daher  ist  auch  für  das  in  diesem  §. 
angeführte  Kraft eriiaass  jeder  Zustand  des  Körpers  gleichgiltig  und 
hieraus  folgt  mit  Notwendigkeit  die  Verhältnismässigkeit  der 
Kräfte  und  der  Geschwindigkeiten,  indem  sich  die  Kräfte  sowohl 
als  auch  die  ihnen  entsprechenden  Bewegungen  summiren.  —  Frei- 
lich denkt  man  sich  im  absoluten  Räume  absolut  ruhende  Punkte, 
um  sodann  von  absoluter  Ruhe  und  Bewegung  der  Körper  reden 
zu  können,  aber,  wie  mir  scheint,  nur  aus  Irrthum.  Denn  was 
hindert  uns,  jenen  festen  Punkten  des  Raumes  mit  allen  darauf 
bezogenen  Körpern  jede  beliebige  gemeinschaftliche  Bewegung  bei- 
zulegen? Sind  doch  die  festen  Punkte  im  Räume  zuletzt  nichts 
weiter,  als  ruhende  Körper,  die  eben  darum  ruhen,  weil  man 
ihre  Bewegung  nicht  wahrnimmt. 

t  Diese  Gründe  haben  mich  bewogen,  der  Darstellung,  wie  ich 
sie  oben  begonnen  habe,  den  Vorzug  zugeben.  Ueherhaupt  scheint  es 
mir  schon  aus  dem  Grunde  vorteilhaft ,  mit  der  Bewegungslehre 
unmittelbar  zu  beginnen,  weil  dieselbe  weit  mehr  durch  klare 
Anschauung  unterstützt  wird,  als  die  in  so  vielen  Lehrbüchern 
vorgetragene  Gleichgewichtslehre,  sofern  sie  auf  den  eben  bespro- 
chenen Principien  beruht.  Das  Gleichgewicht  ist  dann  nur  der 
besondere  Fall ,  wo  die  Bewegung  eines  Körpers  Null  ist,  und  die 
Statik  besteht  nun  nicht  mehr  als  unabhängige  physikalische 
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Wissenschaft,  sondern  ihr  kommt  bloss  eine  mathematische  Bedeu- 
tung in  so  fern  zu,  als  die  Bedingung,  dass  die  Bewegung  =0 
sei.  oft  zu  sehr  einfachen ,  und  desshalb  beim  Calcul  sehr  brauch- 
baren Relationen  unter  den  Kräften  führt. 


§.  9. 

1)  Wir  bal*en  bisher  die  Eindrücke  der  Korper,  d.  h.  ihre  Ge- 
schwindigkeiten,  als  augenblicklich  entstanden  betrachtet,  oder 
vielmehr,  wir  haben  von  der  Zeit,  in  welcher  ein  Eindruck  ent- 
standen scii)  konnte,  gänzlich  abgesehen.  In  der  Natur  gehört  in- 
dessen ,  nach  dem  Gesetz  der  »Stetigkeit ,  zur  Entstehung  eiues 
bestimmten  Eindrucks  immer  eine  Zeit,  wenn  gleich  dieselbe  oft 
so  klein  sein  kann,  dass  sie  sich  unserer  Wahrnehmung  entzieht. 
Die  Ursache  nun,  welche  die  Zeit  hindurch  wirkt  und  dadurch 
den  Eindruck  eines  Korpers  fortwahrend  und  stetig  ändert,  nennen 
wir  eine  Kraft.  Sagen  wir  dagegen,  dass  ein  Körper  einen  Ein- 
druck erhalten  habe,  so  meinen  wir,  dass  eine  Kraft  thätig  gewe- 
sen sei,  aber  gegenwärtig  aufgehört  habe  zu  wirken. 

Sehen  wir  nun,  dass  eine  Kraft  eine  grossere  Geschwindig- 
keit erzeugt  hat,  als  eine  andere  in  derselben  Zeit,  so  nennen 
wir  jene  grosser  als  diese.  Da  diess  indessen  nur  eine  durch- 
schnittliche Vergleichung  nicht,  so  sind  wir  darauf  hingewiesen, 
uns  Kräfte  zu  denken,  die  in  gleichen  Zeiten  die  Geschwindigkei- 
ten um  gleich  viel  vermehren ,  so  wie  wir  in  gleicher  Weise  die 
gleichförmige  Bewegung  construirten ,  um  einen  bestimmteren 
Begriff  von  Geschwindigkeit  zu  erhalten.  Hierbei  liegt  aber  noch 
die  Voraussetzung  zu  Grunde»  dass  es  für  eine  bestimmte  Ver- 
mehrung der  Geschwindigkeit  in  einer  bestimmten  Zeit  gleichgiltig 
sei,  welche  Geschwindigkeit  nach  derselben  Richtung  cler  Körper 
schon  hatte,  und  es  muss  daher  das  Axiom  in  5.  4".  noch  allge- 
meiner aufgefasst  werden,  oder  es  macht  sich  die  Vergleichung 
der  stetig  veränderten  Bewegung  mit  einer  ruckweise  veränderten 
nöthig.  Das  letztere  Hesse  sich  für  die  gleichförmig  beschleu- 
nigte Bewegung  etwa  in  folgender  Weise  durchführen. 

2)  Man  denke  sich,  ein  Körper  habe  ursprünglich  einen  Ein- 
druck a  und  zu  demselben  komme  dann  ein  neuer  Eindruck  o  nach 
derselben  Richtung,  so  wird  nun  a-f-  ff  der  Eindruck  sein.  Kommt 
in  der  Folge  nach  Verlauf  einer  jeden  Zeiteinheit  immer  wieder 
derselbe  Eindruck  rj  hinzu,  so  wird  der  Körper  in  der  ersten  Zeit- 
einheit den  Eindruck  a  J  g  .  in  der  zweiten  den  Eindruck  a  \  *2</. 
in  der  dritten  den  Eindruck- «-f3flr,  und  überhaupt  in  der  Iten 
Zeiteinheit  den  Eindruck  a+gt  haben.  Hierbei  können  wir  uns 
a)>er  zugleich  auch  vorstellen,  dass  der  Eindruck  g  nicht  augen- 
blicklich, sondern  durch  beliebig  viele  gleiche,  während  der  Zeit- 
einheit in  gleichen  Zwischenzeiten  erfolgende  Eindrücke  entstan- 
den sei,  und  dann  gewinnt  die  Formel  a\gt  auch  für  diejenigen 

m 

Fälle  Bedeutung,  wo  t  ein  Bruch  —  ist.  Dann  entsteht  #  während 

der  Zeiteinheit  durch  n Eindrücke,  die  successive  nach  der  Zeit 
1  q 

-  erfolgen  und  von  denen  jeder  =  •  ist.   Nachdem  also  die  Zeit 
Thcil  VII.  T 


^  mmal  erfolgt  ist,  haben  wir  den  Eindruck  a  f(f)-  m~a  l 


=  a~\-gt.   ludern  wir  aber  den  Ausdruck  a-\-.gt  unter  der 
Setzung  jeder  beliebigen  Theiiun^  der  Zeiteinheit  auffassen, 
spricht  inm  nur  die  Bewegung  mit  gleichförmiger  Beschleunigung. 

3)  Hieraus  ersehen  wir  zugleich,  dass  es  einerlei  ist,  welche 
Anfangsgeschwindigkeit  (a)  der  Körper  schon  hatte  und  dass  die 
gleichförmig  beschleunigende  Kraft  eine  während  ihrer  ganzen 
Dauer  sich  gleichbleibende  ist ,  daher  wir  sie  am  fuglichsten  eine 
eonstante  nennen.  Zugteich  ist  auch  einleuchtend  ,  dass  das 
Beschleunigungsmanss  g  in  dem  Geschwindigkeitsausdrucke  a-\-gt 
das  Maass  der  constanten  Kraft  sein  kann.  Wirken  dann  zwei  eon- 
stante Kräfte  gleichzeitig  auf  einen  Körper,  so  muss  die  daraus 
hervorgehende  Mittelkraft  ganz  nach  der  Constmctiou  des  Pnral- 
lelogrammes  beurtheilt  werden.  Denn  man  kann  in  der  vorigen 
Betrachtung  den  Kindruck  g  auf  beliebige  Weise  als  Resultante 
zweier  Seiteneindriicke  denken ,  die  unter  jedwedem  Winkel  wir- 
ken können.  So  oft  g  sich  wiederholt,  sunstituire  man  dieselben 
Componenten ,  und  so  oft  nur  ein  Theil  von  g  gedacht  wird,  nehme 
man  den  gleichvielsten  Theil  der  Componenten. 

4)  Indessen  lässt  sich  die  Vergleichung  der  stetig  veränder- 
ten Bewegung  mit  einer  solchen,  in  welcher  die  Veränderungen 
ruckweise  erfolgen,  für  den  gegenwärtigen  Fall  ganz  umgehen,  da 
man,  gestützt  auf  die  Relativität  aller  Bewegungen,  die  Bedeu* 
tung  des  Axiomes  in  §.  4.  dahin  erweitem  kann,  dass  daraus  un- 
mittelbar die  Bestimmungen  für  die  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  folgen.  Man  Menke  sich  ein  System  von  Körpern, 
denen  irgend  eine  gemeinschaftliche  Bewegung  zukommt,  so  müs- 
sen wir  die  relativen  Bewegungen  in  diesem  Systeme  gerade  so 
beurtheilen ,  wie  wenn  dasselbe  vollkommen  ruhte ,  weil  sonst  für 
uns  gar  keine  Beurtheilung  der  Bewegungen  möglich  wäre,  («eben 
wir  «lie  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  auch  nur  für  den  Fall  zu, 
dass  die  Bewegung  des  Systemes  deich  förmig  und  geradlinig  ist. 
so  folgt  doch  auf  der  Stelle,  mit  Hilfe  der  Zusammensetzung  der 
Bewegungen  (§.  2.),  dass  es  gleichgiltig  ist,  ob  die  Kraft  einen 
ruhenden  Körper  in  Bewegung  setzt ,  oder  ob  derselbe  eine 
Geschwindigkeit  nach  gleicher  Richtung  schon  mitbrachte.  Es 
rauss  daher  auch  die  Kraft,  welche  die  Geschwindigkeiten  in  glei- 
chen Zeiten  um  gleich  viel  vermehrt,  eine  eonstante  sein,"  für 
deren  Maass  wir  (las  Beschleunigungsmaass  der  Bewegung 
nehmen  können. 

5)  Aber  wir  müssen  das  obige  Princip  noch  allgemeiner  auf- 
fassen. Denn  da  für  die  inneren  Bewegungen  Ruhe  und  gleich- 
förmige Bewegung  des  Systemes  gleichgiltig  sind ,  so  müssen  jene 
inneren  Bewegungen  auch  noch  auf  dieselbe  Weise  erfolgen,  wenn 
das  System  bald  ruht,  bald  sich  wieder  bewegt,  wobei  jede  neu 
beginnende  Bewegung  mit  jeder  beliebigen  Geschwindigkeit  nach 
jerler  beliebigen  Kicntung  erfolgen  darf.  Darum  aber  muss  jede 
progressive  Bewegung  des  Systemes  für  seine  inneren  Bewegun- 
gen gleichgiltig  sein.  Allgemeiner  noch  kann  man  sagen,  uass 
jedwede  Bewegung  des  Svstemes  für  seine  inneren  Bewegungen 
gleichgiltig  ist,  wenn  die  Bedingungen  so  gegeben  sind,  dass  jeder 
Körper,  an  welche  Stelle  des  Systemes  man  ihn  auch  setzen  mag, 
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wiche  Bewegungen  machen  rauss,  vermöge  deren  er  gegen  alle 
übrigen  Körper  des  Systemes  in  (relativer)  Ruhe  bleibt. 

Denken  wir  uns  nun  ein  Körpersystem  in  gleichförmig  beschleu- 
nigter Bewegung  unter  der  obigen  Bedingung  und  geben  wir  einem 
dazu  gehörigen  Körper  ebenfalls  diese  Art  der  Bewegung,  so 
nullen  wir  die  Kraft,  welche  die  letztere  (relutive)  in  gleichen 
Zeiten  um  gleiche  Geschwindigkeiten  vermehrt,  fär  constant  hal- 
ten ,  da  fär  den  Erfolg  jeder  Zustand  des  Systeme*  gleichgiltig 
ist.  Alier  eben  desshalb  muss  ja  auch  die  Kraft,  welche  dem 
Körper  die  mit  dem  Systeme  gemeinschaftliche  Bewegung  mittheilt, 
eine  ronstaute  sein.  Aus  beiden  Beiregungen  entsteht  nach  §.  2. 
eine  dritte  ebenfalls  gleichförmig  beschleunigte ,  uud  ihre  Beschleu- 
nig ungsmaasae  liefern  das  der  zusammengesetzten  nach  der  Zeich- 
nung des  Parallelogrammes.  Wir  haben  also  zunächst  nur  ein 
Kräfteparallelogramm  für  den  Fall,  dass  zwei  constante  Kräfte 
einen  Körper  nach  immer  parallelen  Richtungen  treiben ,  und  eben 
auch  das  nur  folgt  aus  Nr.  3. 


§.  10. 

1)  Da  nun  bei  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung 
der  Differentialquotient        das  Beschleu  nigungsmaass  giebt,  so  ist 

derselbe  zugleich  auch  das  Maass  der  (constanteti)  Kraft.  Jede 
andere  ungleichförmige ,  aber  stetige  Bewegung  lässt  sich  inner- 
halb bestimmter  Zeitabschnitte  um  so  genauer  einer  gleichförmig 

beschleunigten  mit  dem  Besch leunigungsmaasse  ^-vergleichen, je 

kleiner  die  Zeitabschnitte  sind,  und  desshalb  sind  wir  berechtigt, 

den  Differentialquotienten bei  jeder  Bewegung  fiir  das  Maass 

der  zur  Zeit  /  statthabenden  Kraft  anzusehen.  So  wie  nun  aus 
oer  ungleichförmigen  Bewegung  eine  gleichförmige  mit  der  Geschwin- 
digkeit      folgen  wurde,  wenn  zur  Zeit  t  alle  weitere  Einwirkung 

plötzlich  nachlassen  wollte:  eben  so  wurde  auch  die  ungleichför- 
mig be**cn leunigte  Bewegung  in  eine  gleichförmig  beschleunigte 

nitdem  Beschleunigungsmaasse  f~  sich  verwandeln,  wenn  von 

der  Zeit  /  an  die  Intensität  der  Einwirkung  sich  gleich  bleiben 


dieser  Bedeutung  der  Kraft  geht  aber  augenblicklich  her- 
>,  daoss  aus  zwei  Kräften  p  und  /?',  auch  wenn  sie  veränderlich 
dennoch  zu  der  Zeit,  wo  ihre  Intensitäten  p  und  p'  sind, 
•ine  dritte  nach  dem  Gesetze  des  Parallelogrammes  entsteht.  Diese 
besteht  aber  nur  innerhalb  eines  Zeitdifferentials,  so  fern  auch  die 
Kräfte  p  und  p'  hinsichtlich  ihrer  Intensität  und  Richtung  nur  in- 
nerhalb eines  Zeitdifferentials  als  constant  gelten  können. 

Man  darf  das  Maass  einer  Kraft  nicht  mit  dem  vergleichen 
wollen,  was  wir  oben  einen  Eindruck  nannten.  Dass  eine  Kraft 
=r  ff  sei,  bedeutet,  dass  sie  nach  Verlauf  einer  Zeiteinheit  dem  Körper 
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eine  Geschwindigkeit  g  mittheilen  würde;  dass  aber  ein  Körper 
den  Eindruck  ^  nahe,  hat  den  Sinn,  dass  derselbe  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  g  wirklich  bewege.  Beides  lässt  sich  nicht  in 
Vergleichung  bringen,  obschon  es  möglich  ist,  dass  der  Eindruck 
g  durch  die  Kraft  g  entstanden  sein  kann,  was  dann  gerade  nach 
Verlauf  einer  Zeiteinheit  geschehen  sein  mü'sste.  Es  konnte  aber 
auch  der  Eindruck  g  durch  eine  andere  Kraft  in  jeder  beliebig 
kleinen  Zeit  entstanden  sein,  und  wenn  wir  nun  die  Zeit  des  Ent- 
stehens unendlich  klein  denken ,  so  müssen  wir  sagen ,  dass  jede 
Kraft  im  Vergleich  mit  einem  Eindrucke  unendlich  klein  sei.  Da- 
bei liegt  also  die  Vergleichung  der  Geschwindigkeiten  und  der 
Zeiten  ihres  Entstehens  zu  Grunde,  in  der  Weise,  dass  Kräfte 
sich  direct  wie  die  Geschwindigkeiten  und  umgekehrt  wie  die 
Zeiten  des  Entstehens  dieser  Geschwindigkeiten  verhalten. 


ITebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von  dem  Herrn  Doctor  0.  Sehl» milch  zu  Jena. 

1)  Wenn  a,  h  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so-  ist: 
(a-^ok-Ha-o  +  l),  (b-l)n-i+(a-b+2)2(l>-2)n^  +  .. 

also  die  Summe  jener  aus  Binomialkoeflizienten  -  Produkten  gebil- 
deten Reihe  unabhängig  von  Ä.  Wie  lässt  sich  diess  mittelst  des 
Satzes 

(«  +  ß)»  -  «o  ßn  +  «i  ßn- «  +     /?a-«  +  .... 

beweisen  ? 

2)  Durch  welche  Substitution  bringt  man  das  Integral 


fi 
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a(  die  Form 


a-\-ßconq)f 
in  welcher  sein  Werth  gefunden  werden  kann. 

3)  Wie  beweist  man  die  Richtigkeit  der  Gleich 


Wenn  von  einem  Punkte  O  in  der  Ebene  eines  Vierecks 
ABC!)  nach  den  Spitzen  der  vier  Winkel  desselben  gerade  Linien 
und  zugleich  die  beiden  Diagonalen  dieses  Vierecks  gezogen  sind, 
«o  ist  immer  der  absolute  Werth  des  Ausdrucks 

£LAOD.\BOC± \AOB.\COD, 

in  nelchent  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss, 
jtnachdem  der  Punkt  Ö  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Vierecks 
liest,  dem  Producte  j\AOC&BOD  gleich. 


Wenn  wir  sin  (sin  x)  durch  sin2ar,  sin  (sin  *x)  durch  sin  3.r, 
*w(«ins.r)  durch  8in*x  u.  s.  w.  bezeichnen,  so  ist  der  Werth, 
Reichen  der  Brach 

x*—1  sin  nx —  (sin  x)n 
x"A* 

fiir  x=0  erhält,  der  Grösse 

fi(n--l) 

36 

sleich,  was  durch  Differentialrechnung  oder  auf  eine  andere  Art 
m  erweisen  ist 


Wenn  A>  B ,  6*  drei  gegebene,  in  gerader  Linie  liegende  Punkte 
Mod ,  um  den  Punkt  C  ein  Kreis  beschrieben ,  und  durch  den  Punkt 
H 'eine  diesen  Kreis  in  den  Punkten  I)  und  £  schneidende  gerade 
Linie  gezogen  ist ,  so  soll  man  die  Lage  dieser  geraden  Linie  be- 
stimmen, bei  welcher  die  Sehne  BD  für  ein  in  dem  Punkte  A 
Miodliches  Auge  die  grösste  scheinbare  Grosse  hat. 


W  enn  ABC  ein  beliebiges  ebenes  Dreieck  ist,  und  ausser  der 
Nunae  oder  Differenz  der  Seiten  AB  und  AC  auch  noch  die  bei- 
den den  Winkel  BAC  und  seine  Nebenwinkel  halbirenden,  von 
tem  Paukte  A  aus  bis  zu  ihren  Durchschnittspunkten  D  und  E 
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mit  der  dem  Punkte  A  gegenüberstehenden  Seite  BC  des  Drei- 
ecks und  deren  Verlängerung  über  B  oder  C  hinaus  gezogenen 
geraden  Linien  AD  und  AE  gegeben  sind:  das  Dreieck  ABC  zu 
bestimmen. 


Wenn  O  ein  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC,  dessen 
»Seiten  und  Winkel  auf  die  in  der  Trigonometrie  gewöhnliche  Weise 
bezeichnet  werden,  ist,  und  a,  /?,  y  die  Entfernungen  des  Punk- 
tes O  von  den  Punkten  A,  2?,  C  sind;  so  findet,  wenn  A  die 
Fläche  eines  Dreiecks  bezeichnet,  dessen  drei  Seiten  «sin^, 
ßsmB,  ysin  C  sind,  jederzeit  die  Gleichung 

2«*cosec/lsin Z?sin  C=a*sh\2A +ß*s\n<2B  +  y*s\n2C±8A 

Statt,  in  welcher  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen 
ist,  jenachdem  der  Punkt  O  innerhalb  oder  ausserhalb  des  um 
das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises  liegt. 


Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  zwei  Seiten  eines  Drei* 
ecks  und  den  um  dasselbe  beschriebenen  Kreis  berührt. 


Die  Relation  zwischen  den  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 
des  dritten  Grades: 


zu  linden. 


^r3 — ax~-b  und  xz  +  ojc2  —  V1 


Wenn  zwischen  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  r  ist,  und 
drei  andern  Kreisen,  deren  Halbmesser  r, ,  r»,  r,  sind,  Beriibrun 
gen  von  Aussen  Statt  finden  ,  und  d,  dx  die  Entfernungen  der 
Slittclpunkte  der  Kreise  (r),  (rt)  von  der  Centrallinie  der  Kreise 
(r.2)  und  (r5)  bezeichnen  ,  so  ist 

-  —  Tl-  -2 


(Für  die  Kugel  ist  die  entsprechende  Relation  «TnT"~2^ 
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iscellen. 


M.  E.  Bary,  profesSeur  de  physique  au  College  de  Charle- 
magne,  adresse  ä  l*Aca«leiiue  des  sciences  de  Paris  wie  note  daus 
laquelle  il  fait  connattre  une  nouvelle  fonuule  pour  les  tension* 
des  vapeurs. 

M.  Bary  propose  de  reprtfsenter  les  tensions  de  la  vapeur 
«Teau  au-dessous  de  100°  par  la  formule  empirique 

ojc  -4-  U  c~ 

log  y=  log  760  ^Z^~; 

tf  est  lelasticite  de  la  vapeur  exprimee  en  millimetres  de  mercure 
a  0^;  x  est  la  temperature  coniptee  en  degres  cente&imaux  posi- 
tiverrjeut  au  dessous  de  ce  point.  C'est  la  formule  de  Roche  aug- 
rnentee  d'un  ternie  en  x1.  M.  Bary  croit cette modification  neces- 
saire  pour  que  la  formule  emhrasse  un  Intervalle  de  temperature 
un  peu  etendu.  En  calculant  les  constantes  n,  b,  r,  d'apres  les 
observations  faites  par  M.  Keguault  a  75°,  a  50°  et  ä  25°  >  on 
obtient  une  expression  qui  reproduit  fidelement  les  experiences  de 
ce  physicien  eutre  100°  et — 32°.  Cette  formule  logarithmique  est 
plus  simple  et  se  prete  ä  une  extension  plus  grande  que  la  for- 
mule exponentielle  a  cinq  constantes  imaginee  par  M.  Biot  et 
adoptee  par  M.  Regnault. 

Lauteur  applique  ensuite  sa  formule  aux  experiences  de 
MM.  Arago  et  Dulong  sur  les  e*lasticites  de  la  vapeur  auueuse 
entre  100°  et  ±J4°:  puis  il  a  reconrs  a  une  antre  modification  de 
la  formule  de  lioctie,  qui  est  plus  commode  dans  le  cas  oü  cest 
la  temperature  de  la  vapeur  qui  est  Tinconnue.  Faisant  pour  abre- 
ger \ogy  —  z,  il  pose 

Cz-Bz* 

A-z  ? 

tf  designe  la  tension  de  la  vapeur  estiiuee  en  ntmosphercs  de 
^(iO"**,  et  x  est  la  temperature  coniptee  a  partir  de  100°  positive- 
meot  au  -  dessus  de  ce  point  Les  ueux  formules  s'nccordent  aussi 
bieo  l'unc  que  l  autre  avec  l'ensemlde  «les  Observation«  de  MM. 
Arago  et  Dulong;  entre  100°  et  140°  environ  elles  sont  un  peu 
plus  exactes  que  la  formule  üinome  employee  par  ces  physiciens. 

M.  Bary  justifie  le  choix  de  scs  lormules  par  des  tableaux 
qui  offrent  les  resultats  de  leur  comparuison  avec  lexperience. 
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L'auteur  neuse  que  les  formules  qu'il  propose  seraietit  suscen- 
tibles  fle  plusieurs  uutres  applications.  II  cite  comme  exemple  le 
nassage  de  la  chaleur  rayomiante  a  travers  des  lames  solides  ou 
liquides  dont  on  fait  varier  lepaisseur.    Soit  l'equatioo 

ox  ~Y~  öx^ 

log«  — loff  Y  : — '  , 

oü  ff  est  la  quautite  de  chaleur  transmise  ä  une  epaisseur  variable 
x,  et  Fla  quantite  de  chaleur  qui  repond  a  x—0.  IIa  traduit 
en  nombrcs  cette  lorinule  pour  la  chaleur  qui  rayonne  d'une  lampe 
de  Locatelli  et  qui  traverse  des  lames  de  verre,  de  cristal  de 
röche  limpide,  dhuile  de  colza,  ou  d'eau  distillee,  et  il  a  constate 

J|iie  la  formule  satisfait  tres  bien  a  ces  quatre  series  d'observations 
aites  par  M.  Melloni.  Cetle  'Interpolation,  dit  M.  Bary,  est 
moins  penible  que  celle  de  M.  Biot,  qui  decompose  le  flux  total 
de  chaleur  en  trois  flux  partiels,  represente  chactin  d'eux  par  uoe 
integra  e  defmie,  et  ajoute  ensuite  ces  trois  integrales.  • 


Das  Poehe not' sehe  Problem  auf  der  Kugel. 

Von  dem  Hcrauagcber. 

In  Taf.  I.  Fig.  6.  seien  die  sämmtlichen  Seiten  und  Winkel 
des  Dreiecks  ABC  und  ausserdem  die  beiden  an  dem  Punkte  JJ 
liegenden  Winkel  AD C  und  BDC  gegeben.  Bezeichnen  wir  dano 
alle  Seiten  und  Winkel  so,  wie  es  in  der  Figur  geschehen  ist, 
so  ist 

und  nach  den  Principien  der  spärischen  Trigonometrie  haben  wir: 

sin  a :  sin  <p  =  sin  a :  sin  xt 
sin  ß :  sin  y  u=  sin  b :  sin  y 

und 

^     cosc — cos  x  cos  y 

C08  (<*  +  #)=  ;  :  S. 

x      r/  tun  x  sin  y 

Setzen  wir  nun  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 

sin  <x         sin  ß 

.so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

sin<p  =  Asin.r.  sin  y  =  ftsin#; 

also 

Asinj;  f  f*sin#  =  2sin  £  (9>  +  V)  cos  i  (<jp  —  y), 
K  sin  x  —  ft  sin^ =2  cos  « (<p  +  y)  sin  i  (9  —  u>) ; 

d.  i. 
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l  Bio  x  +  fi  sin  y  =  2  sin «  Ccos  J  —  y) , 
Asina  —  p  sin  ^  =  2  cos  .1  Csini(9  —  y): 

folglich 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

cos  x  cos  y  —  cos  c — cos  {a  \  ß)s\n  xsmy 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 
«juadrirt  und  dann  statt  des  Products  cos.T2cosya  da«  Produe't 
(1  —  sinar*)(l  —  cony1)  einführt,  nach  einigen  leichten  Reductio- 
nen  die  Gleichung:  v 

sin  c*=  sin  x2  -f  sinya—  2  cos  c  cos  (a  +  ß)  sin  x  sin  y 

— sin    +     sin     sin  .y«, 
d.  i.  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

Ä:„  .    sinUC-Hy--*))»  .  sin U^-(y-# 

2cosccos sin  j (C-f  (y-yQ) sin  j «My— v)) 
sin  («  +  /?)* sin  4  y))gsin  .j  (C— (<y— v)  )* 

ÄV  " — ~~' 

welche  man  leicht  auf  die  Form 


sin  c*  —  !  sin  i  C2  cos  ;  (9  -  y)a  +  cos  i  C2  si  n  i  (y- 

2cosccos(a  +  5)i  . 
 — ^  ^l8»oiC2cosi(^-V')a--cosiC2sini(y-V')2} 

sin  (a  +  Ä)* 

 j^T2"  { sin  i     cos  •  (?  -  V)2 -  cos  J  C*  sin  '  (y  —  y)* 1 

oder  nach  gehöriger  Entwickelung  auf  die  Form  , 

4     /'I      I      2cosccos(a  +  /5)\ 
sin  c*  =  (^2  +  ~*  i—  "~  j  8«n  i  C1  cos  J  (9  -  „)* 

/i      1   ,  2cosccos(a-f  ß)\  ^ 


1D6 

+  ^^T^ »  C«  cos  i  C  sin  »  cos  £  (,  -  ,,)* 

bringt. 

Dividiren  wir  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

sin  i  C2  cos  i  (y— v)2 

und  setzen 

cos i (y - v)«  =  r+Ü^T^-^ .  «» i (T-r)1  =  l-nang.^-q^ • 
so  erhalten  wir,  wenn  der  Kürze  wegen 

At  —  sin  c2cosec  \  C1 

11     *co»econ(«  +  ft     «1n(«  +  g)* 

öl— 2(i-^)cotlC, 

ri  =  2  sin  c'cosec  i         rj  +  ^""^"^t 
2sin(«fft*      ,  ^     .1.1.  2coHCco»(«+fl 

/>,  =  sin  c^cosec  i  CJ 

gesetzt  wird,  zur  Bestimmung  von  tangi(? — y)  die  folgende  Glei- 
t'biing  des  vierten  Grades: 

0    At  +  Bk  tang  «  (9-v0  +  r  \  tang  J  fr-y)H  /?t  tang  •  y)3 

+  tangjfo-y.)*, 

wobei  man  auch  noch  bemerken  kann,  dasS  sich  der  Cocflkient  (\. 
wie  man  leicht  findet,  durch  die  Coeflicienten  Av  und  Di  auf  fol- 
gende Art  ausdrücken  l«1s«t: 

c\  =  Al  +  nl  xv  co*cc 


Am  14ten  März  1H45  starb  zu  London  Dr.  J.  Fr.  Dan  i oll. 
Prof.  der  Chemie  am  King's  College,  Secretair  der  Koyal  Society 
für  das  Ausland,  u.  A.  durch  seine  Meteorologicaf  Kssay's. 
1823.   3.  edit.    1845.  allgemein  bekannt 
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Die  vom  Minister  Vi  Heina  in  bei  den  Kammern  in  Pari« 
beantragte  und  von  dienen  beschlossene  Sammlung  und  Heraus- 
eahe der  Schriften  von  Fermat  hat  einen  erfreulichen  Fortgang 
genommen.  Libri  bat  bei  einem  Antiquar  in  Metz  eine  bedeu- 
tende Anzahl  Handschriften  gefunden.  Biographische  Notizen 
sind  eingesendet  norden,  nach  denen  Fermat  nicht  zu  Toulouse, 
sondern  zu  Beaumont  -  de  -  Lomagne  geboren  ist.  Auch  in  Deutsch- 
land hofft  man  noch  Handschrilten  aufzufinden.  Der  Minister 
Salvandy  hat  die  Herausgabe  Libri  übertragen  (Jenaische  all- 
gemeine Literatur-Zeitung.   1845.   Nr.  148.   S.  590). 


L'Academie  des  sciences  de  Paris  a  appris,  qu'on  vient  de 
retrouver  chez  un  librnire  de  Paris  un  des  ouvrages  perdus  d'un 
geometre  du  XVIIe  siede,  Desargues,  le  contemporain  et  Kami 
de  Descartes,  de  Fermat  et  de  Pascal.  On  a  me'me  l'espoir 
de  retrouver  d'autres  ouvrages  du  meine  geometre ,  tous  perdus 
jasquici,  et  qu'on  ne  connaissait  que  par  le  dire  de  differents 
antenr*  qui  en  avaient  parle  avec  eloge.  L'Academie  a  charge  sa 
commission  administrative  de  faire  Tacquisition  de  l'ouvrage  rctrouve, 
et  le  ministre  de  Tinstruction  publique  sera  prie  de  faire  laire  des 
recherches  pour  tacher  de  retrouver  tes  autres  ouvrages  du  meine 
aotenr,  sur  Texistence  desquels  on  possede,  ä  ce  qu'il  parait, 
quelques  iridices. 


Die  Fürstlich  Jablonowski'sche  Gesellschaft  zu  Leipzig 
hat  den  Einsend ungstemiin  der  Bearbeitungen  der  im  Literarischen 
Bericht  Nr.  XVIII.  S.  288.  angezeigten  Preisaufgabe  bis  Ende 
März  1816  verlängert  und  den  Preis  auf  48  Dukaten  erhöhet.  Die 
Adresse  ist  an  den  jedesmaligen  Sekretär  der  Gesellschaft  zu  richten. 


Einige  Bemerkungen  über  die  Abhandlung;  Thl.  VI.  Heft  II. 

Nr.  XXIX. 

Aas  einem  Schreiben  de«  Herrn  Professor  Dr.  Stobra  an  n 
an  der  Universität  au  Marburg  an  den  Herausgeber. 

« 

In  dem  vorher  genannten  Hefte  des  Archivs  findet  sich  von 
Seite  187  an  eine  recht  zierliche  Entwickelung  verschiedener  be- 
stimmter Integration  von  Herrn  Oberlehrer  Arndt  in  Stralsund, 
•leren  Verständnis«  aber  leider  durch  einige  Druck-  oder  Schreib- 
fehler etwas  beeinträchtigt  wird.  Für  den  Fall ,  dass  Sie  diesel- 
ben vielleicht  noch  nicht  von  anderer  Hand  mitgetheilt  erhalten 
haben,  ist  es  Ihnen  wohl  angenehm,  wenn  ich  sie  hier  anzeige, 
da  die  Abhandlung  um  ihres  interessanten  Inhalts  willen  gar  sehr 
verdient,  völlig  correct  gemacht  zu  werden. 

Seite  187.  Zeile  12  v.  u.  ergänze  hinter  dem  Worte  „ver- 
schwindet" die  Worte:  „in  so  fern  n  eine  ganze 
Zahl  bedeutet". 
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Seite  191.  Zeile  8  v.  u.   statt  —  J  rc2  log  2  (2//i)2  lese  man 

—  itt2;4(2w-l)Iog2. 
Seite  192.  Zeile  6  muss  heissen: 

^-  j  ^(2m+l)*(l«s2-A^=I.g±f_?Ü-l^=I .  ggj). 

Von  hier  an  aber  mochte  der  folgende  Passus  bis  Zeile  17 
vielleicht  besser  so  lauten: 
,,  Daher  ist  jetzt 

(12)  /  qplngsin<pr/qp 
J  0 

°  «2  n  7 

„wo  das  obere  oder  untere  Zeicheu  gilt,  je  nachdem  w  gerade 
„oder  ungerade  ist.    Für  »  =  1  erhält  man  sofort 

(13)  J*"<p  log  sin  <pdxp——  \n*  (log  2 — 2>bt  ^"^T) , 

»wie  es  sich  mich  aus  (8)  ergiebt,  wenn  man  daselbst  m=K)  macht." 

Seite  193.  Zeile  11  und  12  muss  es  statt  +(2A+1)  beide  Male 

heissen  -(2A+1). 
Seite  193-  Zeile  13  aber  ist  statt  -  (21+1)  zusetzen  +(2A|  1). 


Verschiedene  mathemntisclie  Bemerkungen. 


Von  Hein  Herrn  Doctor  Dippc, 
Oberlehrer  um  Gvmnuatum  Fridericinniim  zu  SeliMcrin. 


In  den  Miscellen  des  Archivs  (Tbl.  IV.  S.  223)  ist  eine  Auflösung 
der  Aiilgahe  von  der  Trisection  des  Winkels  mitgetheilt,  welche 
von  trigonometrischen  Betrachtungen  ganz  unabhängig  ist.  Sie 
führt  auf  die  Gleichung 

i 

ar»  +  ax*  —  3r2.r2  -  2ar2  r  +  r/V  =  0 , 

in  welcher  r  den  Radius  eines  Kreises  bedeutet,  in  dessen  Mittel- 
punkte der  zu  theilende  Winkel  seinen  Scheitel  hat,  während  a 
und  x  die  zu  dem  Winkel  und  seinem  dritten  Theile  gehörenden 
Sehnen  in  diesem  Kreise  sind.  Ein  Blick  auf  diese  Gleichung 
zeigt  uns,  dass  x  — —  a  eine  Wurzel  derselben,  die  Gleichung 
also  durch  x\a  theilbar  ist.  Man  erhalt  mithin  die  Gleichung 
dritten  Grades 


a:3— 3r2dr  +  nr2=0. 


Ist  der  zu  theilende  Winkel  —26',  so  ist  o  =  2rsin6',  x=. 
2rsiniC  und  die  Gleichung  reducirt  sich  auf  die  bekannte 

(sin  i  O3—  \  sin  \  C\  J  sin  C=0. 


Digitizod  by  GüOg 


109 


2. 

Die  Gleichung  (sin  i  C)3 —  5  sin  |  C+  J  sin  C=0  wird  in  den  ele- 
mentaren Darstellungen  der  Trigonometrie  gewöhnlich  benutzt,  um 
die  Möglichkeit  der  Berechnung  einer  von  Grad  zu  Grad  fortschrei- 
tenden Tafel  der  Sinus  nachzuweisen.  Hat  man  nämlich  aus  den 
Eigenschaften  der  regelmässigen  Vielecke  sin  18°  und  sin  15°  her- 
geleitet, so  findet  man  leicht  sin  3°,  und  kann  nun  auf  jene  Glei- 
chung verweisen,  deren  Auflösung  sinl0  liefert. 

Da  diese  Gleichung  aber  zum  irreducibeln  Falle  gehört,  so 
setzt  ihre  Lösung  entweder  die  Benutzung  trigonometrischer  Tafeln, 
deren  Berechnung  erst  nachgewiesen  werden  soll,  oder  die  Ent- 

i 

wickelung  von  (a  +  jJiynach  dem  binomischen  Lehrsatze,  oder  die 
Kenntniss  der  Auflösung  höherer  numerischer  Gleichungen  voraus. 
Die  erste  Art  ist  wegen  des  speciellen  Zwecks  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  auszusch Hessen ,  die  dritte  wegen  des  Standpunktes  der 
Lernenden.  Es  erhellet  mithin  die  Notwendigkeit,  bei  der  Aus- 
einandersetzung der  kubischen  Gleichungen  den  irreducibeln  Fall 
auf  dem  zweiten  Wege«  ebenfalls  aufzulösen  und  sich  nicht  auf  die 
gooiometrische  Lösung  zu  beschränken. 

Unsere  Gleichung  bietet  dann,  wenn  man  C=3°  setzt,  ein 
vortreffliches  Uebungsbeispiel  dar ,  da  die  ersten  Glieder  der  Reihen 
schon  ein  sehr  genaues  Resultat  geben.   Ihre  drei  Wurzeln  sind 

u  +  v    u—e    -  .       w+r     w— »  . 
K+C  +  ~2~V3.t,  ^  g-v^.i; 

worin 

«rr-iCcosCV'Cl+itangC)1.!  und  v  =  +  l  (cos         —  itangO*  .i  . 

sind,  wie  durch  leichte  Umformungen  der  Cardanischen  Formel 
gefaodeo  wird.    Man  erhält  dann 

«+f=(cos  Cy  I A  tang  C—     (lang  C)s  +  A  (tang  C)4— .. }, 

V3 .  i  -  i  (cos  O      |1  -  h{  (tang  Q»  +  A{  (tang  ; 

wo  nach  der  bekannten  Bezeichnungsweise 

#      *  _,0-l)....G-(*-l)) 
■  ~"  1.2.3....A 

ist.  Bezeichnet  man  die  erste  Reihe  mit  Pt  die  zweite  mit  Q,  so 
sind  die  Wurzeln 

cosC,  — i  PV' cos  Cdbi  ^i^cos  C\  Q. 

Setzt  man  nun  sin  C—  sin  3°,  so  sind  die  drei  Wurzeln  sinl0, 
sin 59°  und  sin—  61°,  wovon  der  Grund  leicht  einzusehen  ist. 
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3. 

In  der  mathematischen  Theorie  des  Lichtes  sind  die  goniome- 
trischen  Formeln 

sin  Jz 

und 

/    .  n%  x  .  («4- 1  >* 

COS  (  X  ~r  ~~~  )Sin — - — -  

cos  x  -f  cos  (x + z)  +  cos  (x + 2x) . .  -|-  cos  {x + nz)  =     v       ^  * 

sin  ir 

von  der  grossten  Wichtigkeit.  Die  in  den  Supplementen  zu 
Klügel' s  Wort  er  buche  (Thl.  II.  S.  636  ff.)  gegebene  Herlei  tu  mg; 
derselben  zeichnet  sich  dadurch  aus ,  dass  sie  direkt  und  elegant  ist, 
fuhrt  aber  erst  nach  mancherlei  Umformungen  zu  dem  gewtii 


Resultate.    Als  ich  vor  einiger  Zeit  die  Beugungserscheinungen 
nach  Seh iv er d  durchging,  der  jene  Formeln  ohne  Beweis  auf- 
stellt, fand  ich  folgende  ganz  leichte  Ableitung  derselben. 
Aus  den  Gleichungen 

sin  (a + ß)  sin  (a — ß) = sin  et* — sin  ß2, 
2  cos  (a+jS)  sin  (a — ß)  =  sin  2a—  sin  Iß 

ergeben  sich  leicht  die  bekannten  Formeln 

1)  sin  (<ff«i) sin (et — at) -f  sin (<rrf c^) sin  (at — «j).... 

-f  sin  (cftt  +  a«f  i )  (««  —      1 )  =  sin  («+(*„+ 1 )  sin  (<*—«»+  i ) , 

2)  cos         )  sin  («—«i )  +  cos  (at  -f  cra)  sin  (er,  —  et^).... 

+  cos  (ef„  +  ff*+ 1 )  sin  («„  —  a„+ 1 )  —  cos  (a  +  o»f  !  )  sin  («— a„  j .  j ). 

Setzt  man  in  diesen  a— «2  —  «j  —  0%  = a„ — «„+ 1  — — ^  und 

so  erhalt  man  et=tj—^,  er1  =  ^+^,....«>,+  1  s=2+(2n-f 

und  «  +       ar,  eri  +  cr2  =  a:+z,   eft+er3  =  or+2r,.. .  .«„ +  a„^.  j  = 

•  W2       i  (»+1)2 
ar+ws,  sowie  «  +       i  —  j:+  -p  und«— ern+  i  =  %~m 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  (1)  uud  (2) ,  so 
erhalt  man  % 

sin  ^ .  {sin  ar+sin  (x  +  2) + sin  (ar+2i)-|-..„ + sin  (o?+  nz)  \ 

.  /    .  nz   .  (n-f  l)z 
=sin(ar+-2)sin— 5-^-, 

sin  j .  {cos  a; + cos  (x+z)  +  cos (a:+2i)+....+  cos(ar+«z) i 
— cos(*+-j)sin*--j-*-f 
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woraus  die  oben  hingestellten  Gleichungen  «ich  ohne  Weiteres 


4. 

Scheuet  man  die  Vermittelung  des  Imaginären  nicht,  ho  kann 
man  die  io  der  vorigen  Bemerkung  hergeleiteten  Formeln  auch  auf 
folgendem  Wege  erhalten. 

In  der  Progression 

af  ae\ae  *....taen  —  

setze  man 

a  =  cos:r  +  tsin.r,  e  —  cos  z-H  situ; 

dann  kommt  sogleich 

;  cos  x + cos  (x  +  z)  +  cos  (x + 2z)  -f  cos  (x  +  3z)  +  cos  (x  +  wz) } 

+  i  {sin  J-  +  sin  (x  f-z)  +  sin  (.r  +  *2z)  +  sin  (.r+3z)....  +  sin  (x  +  in)\ 

(cos  x  +-  i  si n  x)  ( I  —  cos  (« -f- 1  )z — i  si n  (w +1 ): ) 
1  —  cos  z  —  isinz 

Oer  Zähler  der  rechten  Seite  verwandelt  sich  sofort  io 

cos x — cos  (x + (rt  + 1 )  z)  +  i  (sin  x — sin  (x  +  (n+t)z) , 

und  dies  io 

(«  +  l)z4  .  ,    ,  w  +  l  ,     .      ,    B  n+1 


-j-^-  { sin  (* + -j-z)  —  icos  (x + -5-z) \. 


Multiplicirt  man  nun  Zahler  und  Nenner  der  rechten  Seite  mit 

1 — cos  z  -ff  sinz, 

so  wird  der  Zähler 

(    •    /     _L  »  +  1  x        •    /     .  v 

,  .  nfl   r,n(-?  +  ~ •)-*in(*  +  -2-0 
2sin— —  z  /  /, 

I  +i(cos(*  +  -2— z)  —  cos(*+  — — z))  j 

und  der  Nenner  wird  4  (sin  £z)2.  Durch  die  leichteste  Umformung 
erhalt  man  dann  als  Zähler  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite 
nnserer  Gleichung 

£  sin         .  sin  ^  (cos  (x  +  ^)  + 1  sin  (*  +  -£) }. 

Winl  die  Division  mit  dem  Nenner  4(sio£z)a  ausgeführt  ,  so 
wird  unsere  Gleichung 
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{ cos  x  -f  cos  (x  -\-  z)  -|- . . . .  -f  cos  (x  +  nz)  \ 
+ 1 1  sin  x  +  sin  {x-{-  z)  + ....  -f-  sin  (x-f  nz)  j 

sin—^-r.co8(j:-|-— )      sin— i.sin(x+-5-) 
—  «  —l- ;  *  — > 

sin  -  sin  - 

aus  welcher  durch  Gleichsetzung  der  reellen  und  der  imaginären 
Theile  die  in  Hede  stehenden  goniometrischen  Formeln  erhalten 
werden. 


Mathematische  Preisaufgabe  der  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten zu  Kopenhagen. 

Fractiones  continuae,  in  quas  explicari  possunt  radices -reales 
aequationum  algebraicarum  tertii  altiorisve  gradus,  quae  coefbeien- 
tes  habent  rationales  et  ad  gradum  inferiorem  reduci  neejueunt. 
qualitates  sine  dubio  habent  sirailes  illis,  quas  in  aecfuationibiis 
primi  et  secundi  gradus  cognitas  habemus.  Desinit  quidem  finita 
forma  fractionuin  conti nuarum ,  ubi  aequationes  priinum  gradum 
excedunt,  desinit  periodicitas  ultra  secundum,  sed  pro  hisce  for- 
mis  aliae  exstare  possunt  exnlicationum  genera,  quae  si  bene  cog- 
nita  fuerint,  ad  analysin  indetermiiiatam  promovendam  magnopere 
valeant.  Proponimus"  itaque ,  ut  inquiratur  iu  propritates  generale* 
fractionum  conti  nuarum  gradus  altioris,  saltem  earum,  quae  illas, 
quas  novimus,  immediate  sequuntur,  idest,  in  quas  explicari  pos- 
sunt radices  eubicae  irrationales  quantoruin  rationaliura ,  ita  ut  leget« 
generales  definiantur,  quihus  tarn  ipsarum  fractionum  quam  seriei 
convergentium  prineipalium  terminos  ad  miemlibet  us<|ue  ordinem 
computare  liceat  sine  ulla  praevia  determinatioiie  terminoruin  om- 
nium  antecedentium. 

In  quaestionibus  tractandis  sermone  Latino,  Gallien,  Anglico. 
Germamco,  Suecico,  Danicove  utt  licebit.  Commentationes  notindae 
erunt  non  nomine  scriptoris,  sed  tessera  aiiqua,  adjiciendaque 
charta  obsignata,  eadem  tessera  notata,  quae  scriptoris  nomen. 
ordinem  domiciliumque  indicet.  (Preis  50  Dänische  Ducaten. 
Einlieferungstermin  vor  Ausgang  des  August  1846.  Adresse  an 
den  Sekretair  der  Akademie ,  Herrn  Prolessor  Johann  Christian 
Orsted.) 
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Uli. 

Darstellung  der  geometrischen  Ver- 
wandtschaften mittels  projektivischer 
Gebilde,  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
die  Theorie  der  höheren  Curven. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewilz,  4 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstudt. 

•» 

•     

Erster  Thell. 

§.  1. 

Begriff  der  geometrischen  Verwandtschaft. 

a)  Sind  in  einer  Ebene  (J  (Taf.  II.  Fig.  1.)  irgend  zwei  Punkte  /f , 
IT  gegeben,  so  bestimmt  ein  jeder  andere  Punkt  a  dieser  Ebene  zwei 
Gerade  «,  welche  den  letzteren  mit  B,  B'  verbinden ,  und  uin- 
•  gekehrt:  je  zwei  Strahlen  a,  a'  der  Punkte  B,  B'  bestimmen  einen, 
nnd  zwar  im  Allgemeinen  auch  nur  einen  einzigen  Punkt  a  der 
Ebene  €,  und  nur  diejenigen  zwei  Strahlen  derselben,  welche  zu- 
sammen fallen,  haben  nicht  bloss  einen,  sondern  unzählige  Punkte 
gemein.  Jeder  unendlich  entfernte  Punkt  bestimmt  zwei  parallele 
Mrahlen,  und  umgekehrt.  Irgend  ein  System  von  Punkten  a,  b, 
c,  b —  bestimmt  zwei  Strahlbüschel  B,B',  deren  Strahlen  a,  b, 
c,  </....;  a't  b' ,  c'f  d' . ...  paarweise  nach  jenen.  Punkten  gehen, 
ood  diese  Strahlbüschel  sind  in  Ansehung  dieser  Strahlennaare 
perspektivisch  oder  überhaupt  projektivisch ,  jenachdem  jenes 
System  von  Punkten  einer  geraden  Linie  A  o(fer  einem  Kegel- 
schnitte K,  welcher  durch  die  Punkte  B,B'  geht,  angehört,  und 
umgekehrt  (Archiv.  Thl.  IV.  Nr.  XXX.  4.  und  11.).  Insbesondere 
Stimmen  sfimmtliche  unendlich  entfernte  Punkte  von  €  zwei  pro- 
jektivisch-gleiche  Strahlbüschel  ByB'. 

6)   Sind  andererseits  in   einer  Ebene  €  irgend  zwei  Gerade 
^  A1  gegeben ,  so  bestimmt  eine  jede  andere  Gerade  «  dieser 

TUeü  VII.  8 


114 


Ebene  zwei  Punkte  a,  a',  in  welchen  sie  die  ersteren  schneidet, 
und  umgekehrt :  je  zwei  Punkte  a,  a'  der  Geraden  A9  A'  bestim- 
men eine  Gerade  n  der  Ebene  <£,  und  nur  diejenigen  zwei  Punkte 
derselben,  welche  sich  im  Durchschnitte  von  A,A'  vereinigen, 
gehören  unzähligen  Geraden  zugleich  an.  Jede  mit  A  (oder  A') 
parallele  Gerade  geht  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von 
A  {A') ,  und  eine  in  unendlich  entfernt  liegende  Gerade  geht 
nach  den  unendlich  entfernten  Punkten  von  A  und  A'y  und  umge- 
kehrt. Irgend  ein  System  von  Geraden  «,  b%  c,  fl....  bestimmt  auf 
Aj  A'  zwei  Punktenschaaren  o,  b,  c,  o.... ;    ü',  b',  c',  und  es 

sind  die  Geraden  A,  A'  in  Ansehung  dieser  letzteren  perspekti- 
visch oder  projektivisch  überhaupt,  jenachdem  erstere  durch  einer 
lei  Punkt  B  gehen  oder  einen  Kegelschnitt  K  umhüllen ,  welcher 
auch  Ay  A'  zu  Tangenten  hat,  und  umgekehrt.  Insbesondere  be- 
stimmt jeder  unendlich  entfernte  Punkt  B  zwei  projectivisch  -  ähn- 
liche Gerade  A,  A'. 

c)  Betrachtet  man  jetzt  irgend  zwei  Ebenen  (£,  £1  und  denkt 
sich  in  der  einen,  zwei  Strahlböschel  B,  B  od  er  zwei  Ge 
rade  A9  A\  und  in  der  anderen,  £u  zwei  Strahlbtischel  BXt  Bt'  oder 
zwei  Gerade  Ax,  Ax  dergestalt  gegeben,  dass  immer  das  eine  Gebilde 
der  einen  Ebene  mit  einem  Gebilde  der  anderen,  und  das  andere 
der  ersten  mit  dem  anderen  der  zweiten  projektivisch  ist,  d.  h.  um 
bestimmter  zu  reden,  dass 

entweder  «)  B(a,b,c,d....)=zBl(ax,b1,cx,dx....)  und  zugleich 

B'  («', b',  c',  f/'....)  =  Bx '  K ',  bx cx ',  dx '....) :  1 

oder  ß)  A(a,btcfb....)  =  A1(fll9b1,Ci,Bl....)nn& 

Ä  (a',  b',  c',  6'....)  =  Ax'  (n/,  b/,  c, ',  r/..  .) ; 

oder  y)  B(a,  b, c, d....)zzz  Ax  (fli,  b^  Ct,  t*!....)  und 

B'  («',  6',  c',  «/'....)  =  <*i ;  (ö/,     ',  c, b/....) 

ist,  so  bestimmt  im  Falle  a)  ein  jeder  Punkt  a  der  Ebene  <5  zwei 
Strahlen  o,  «'  der  Strahlböschel  B,  B' ,  diese  wieder  bestimmen 
zwei  und  zwar  nur  zwei  Strahlen  ux ,  «/ ,  welche  denselben  in  den 
Strahlbüscheln  Bx ,  1?/  entsprechen,  und  diese  im  Allgemeinen 


Punkt  a  durch  den  Punkt  flj  bestimmt. 

Im  Falle  ß)  bestimmt  eine  jede  Gerade  a  der  Ebene  (5  zwei 
Punkte  a,  a'  der  Geraden  -4,  A  ;  diese  wieder  bestimmen  zwei, 
und  zwar  nur  zwei  ihnen  entsprechende  Punkte  ax ,  a/  der  Gera- 
den Ai ,  Ax'  t  und  diese  im  Allgemeinen  eine  einzige  Gerade  ax 
der  Ebene  ^ ;  und  umgekehrt  wird  die  Gerade  «  durch  die  Gerade 
ax  bestimmt. 

Im  Falle  y)  bestimmt  jeder  Punkt  a  der  Ebene  <E  zwei  Strah- 
len a,a*  der  Strahlbüschef  B,B' \  diese  bestimmen  die  ihnen  ent- 
sprechenden Punkte  a,,  o/  der  Geraden  Ax ,  jf/,  uud  letztere  im 
Allgemeinen  eine  einzige  Gerade  ax  der  Ebene  $} ;  und  umgekehrt 
wird  der  Punkt  a  durch  die  Gerade  ax  bestimmt. 

d)  Zwei  Ebenen  (£,  (5j  können  also  mittels  projektivischer 
Gebilde  auf  drei  wesentlich  verschiedene  Arten  auf  einander  bezo- 
gen werden:  entweder  nämlich  entspricht  im  Allgemeinen 
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a)  einem  jeden  Punkte  und  einem  jeden  Systeme  von 
Punkten  der  einen  Ebene  ein  bestimmter  Punkt  und  ein  be- 
stimmtes System  von  Punkten  der  anderen,  und  umgekehrt: 
»fitere  den  letzteren;  oder 

ß)  einer  jeden  Geraden  und  einem  jeden  Systeme  von 
Geraden  der  einen  Ebene  eine  bestimmte  Gerade*  und  ein  be- 
stimmtes System  von  Geraden  der  anderen;  und  umgekehrt: 
erstere  den  letzteren ;  oder 

y\  einem  jeden  Punkte  und  einem  jeden  Systeme  von 
Punkten  der  einen  Ebene  eine  bestimmte  Gerade  und  ein  be- 
stimmtes System  von  Geraden  der  anderen,  und  umgekehrt : 
erstere  den  letzteren. 

Zwei  auf  irgend  eine  von  diesen  drei  Arten  auf  einander  bezo- 
gene Ebenen,  sowie  auch  je  zwei  entsprechende  Systeme  ihrer 
Elemente,  heissen ,  in  Ansehung  der  zwei  Paar  projektivi- 
schen Gebilde  ß,  Bl  und /*',/?,'»  0^er  A,AX  und  A\  A, ',  oder 
By  Ax  und  2?',  Ax' ,  geometrisch  verwandt  (oder  auch  bloss 
verwandt),  und  diese  Beziehung  selbt  die  geometrische  Ver- 
wandtschaft derselben. 


§.  2. 

Besondere  Fälle. 

Die  weitere  Eintheilung  der  geometrischen  Verwandtschaften 
seht,  wie  bereits  die  so  eben  erhaltene,  unmittelbar  aus  den,  im 
Wesen  der  projektivischen  Beziehungen  ilberhaunt  gegebenen  Un- 
terschieden hervor.  Namentlich  bieten  sich  nrei  verschiedene 
Gesichtspunkte  dar,  von  denen  die  beiden  ersteren  alle  drei  Falle 
a)<  ft»  y)y  der  dritte  dagegen  nur  die  Fälle  a)  und  ß)  betreffen: 

1)  Nach  der  projektivischen  Beziehung  der  den  Ge- 
bilden beider  Ebenen  gemeinschaftlichen  Elemente  auf 
einander. 

Entweder  nämlich  a)  entspricht  das  den  Gebilden  der  einen 
Ebene  gemeinschaftliche  Element  dem  den  Gebilden  der  anderen 
Ebene  gemeinschaftlichen  Elemente  in  keiner  Beziehung,  d.  h.  weder 
insofern  ersteres  zu  dem  einen,  noch  insofern  es  zu  dem  anderen 
Gebilde  gerechnet  wird ;  b)  oder  ersteres  entspricht  dem  letzteren 
nur  'insofern  jenes  zu  dem  einen  Gebilde  gerechnet  wird;  oder 
c)  beide  entsprechen  sich  in  beiderlei  Hinsicht. 

2)  Jenachdem  die  Ebenen  aufeinander  liegen  oder 
nicht  Im  ersten  Falle  können  die  gegebenen  zwei  Paare  projck 
tivischer  Gebilde  beide  oder  auch  nur  das  eine  schief,  perspek- 
tivisch, oder  aber  aufeinander  oder  coiicentrisch,  und  ins- 
besondere involutorisch  liegen,  und  es  entstehen  die  Fragen: 
ob  und  wieviele  Paare  entsprechender  Elemente  sich  vereinigen? 
ob  und  wieviele  Paare  einander  in  doppeltem  Sinne  entsprechen  1 

3)  Nach  der  projektivischen  Beschaffenheit  der  ge- 
gebenen Gebilde;  d.  h.  jenachdem  beide  Paare  oder  nur  das 
eine  projekti  vi  seh  überhaupt,  oder  projektivisch-ähnlich 
oder  projektivisch -gleich  sind. 

8* 
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Im  Folgenden  wird  der  erste  Gesichtspunkt  vorherrsch end  die 
Ordnung  der  Betrachtung  bestimmen ,  und  daher  werden  zuvorderst 
die  beiden  unter  1.  a)  und  1.  b)  begriffenen  Yerwandtschaftsarten, 
welche  wir  die  höheren  nennen  wollen,  und  im  zweiten  Theil 
dieser  Abhandlung  die  dritte  Art,  welche  unter  den  Namen  der 
Cnllineation  und  Heciproci tSt  bekannt  is.t,  in  Untersuchung 
gezogen  werden. 

* 

j.  3. 

Bestimmtheit  zweier  und  vermittelte  Beziehung  mehre- 
rer geometrisch  verwandter  Systeme  aufeinander. 

Da  nach  Archiv.  Thl.  IV.  Nr.  XXX.  2.  das  ganze  System  der 
entsprechenden  Elementenpaare  zweier  proj.  Gebilde  vollkommen 
bestimmt  ist,  wenn  irgend  drei  dieser  Paare  beliebig  gegeben  sind, 
so  niuss  auch,  was  unmittelbar  einleuchtet: 

1)  Die  geometrische  Verwandtschaft  zweier  Ebenen 
vollkommen  und  au f  einzige  Weise  hestimir  t  sein,  wenn 
in  jeder  die  beiden  Punkte  oder  Geraden  B,B';  A%A' 
und  JBliBl'\  AlyAi  ,  und  ausserdem  irgend  drei  Paar 
entsprechende  Kiemente  der  beiden  Ebenen  gegeben 
sind. 

2)  Man  kann  in  zwei  Ebenen  die  Mittelpunkte  oder 
Rieh tungsliuien  zweier  Paare  projektivisclier  Gebilde 
und  ausserdem  drei  Elementenpaare  beliebig  annehmen 
und  sodann  festsetzen:  die  Ebenen  sollen  in  Ansehung 
derersteren  geometrisch  verwandt,  und  die  letzteren 
sollen  entsprechende  Elementenpaare  derselben  sein. 

3)  Von  zwei  geometrisch  verwandten  Systemen  ist 
das  eine  vollkommen  bestimmt,  wenn  das  andere  System 
und  die  Verwandtschatt  ihrer  Ebenen  vollkommen  be- 
st im  mt  ist. 

4)  Ist  in  einer  Ebene  irgend  ein  System  von  Punk- 
ten oder  Geraden  gegeben,  so  kann  man  indieserEbene 
die  Mittelpunkte' oder  Richtungslinien  zweier  Gebilde 
nebst  drei  Elementen  jenes  Systems,  und  in  einer  zwei- 
ten Ebene  die  Mittelpunkte  oder  Kich  tungsliuien  zweier 
mit  den  ersteren  proj ek ti vischer  Gebilde  nebst  drei 
Elementen  beliebig  annehmen  und  sodann  festsetzen: 
diese  drei  Elemente  sollen  einem  zweiten  Systeme  an- 
gehören, welches  mit  dem  ersten  in  Ansehung  jener 
Gebilde  geometrisch  verwandt  sei,  und  zwar  sollen  sie 
jenen  drei  Elementen  des  ersten  Systems  entsprechen. 

Ferner  ergibt  sich  aus  Archiv.  Thl.  IV.  Nr.  XXX.  5.  unmittel- 
bar der  folgende  Satz: 

5)  Sind  in  einer  beliebigen  Anzahl  von  Ebenen  eben- 
so viele  Systeme  von  Punkten  oder  Geraden  in  bestimm- 
ter Ordnung  gegeben,  und  ist  der  Reihe  nach  ein  jedes 
dieser  Systeme  mit  dem  ihm  zunächst  folgenden  geo- 
metrisch' verwandt,  so  ist  ein  jedes  derselben  mit 
jedem,  und  namentlich  auch  das  erste  mit  dem  letzten 
geometrisch  verwandt. 
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Erste  Art 

der  höheren  geometrischen  Verwandtschaften. 

er. 

Zwei  Systeme  von  Punkten. 

§.  4. 

Denkt  man  sich  in  der  Ebene  (5  (Taf.  II.  Fig.  1.)  zwei  Strahlbüschel 
B,B',  und  in  der  Ebene  €x  zwei  Strahlbüschel  BXtBi  derge- 
stalt gegeben ,  dass 

B(asb,c,  d....)  —  Bt  (ii,6ltCi9ct|....)  und 
B'  («',  b',c',  d'..)  =  Bx '  (at ',  bx ',  ct ',  d^..), 

und  dass  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  P"  von  ß,  B'  sowohl  in- 
sofern er  zu  B  gehört,  ein  solcher  Strahl  Px'  in  B* ,  als  auch  in- 
sofern er  zu  K  gehört,  ein  solcher  Strahl  Px  in  ot'  entspreche, 
welcher  n  i  ch t  mit  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  Pxn  von 
*ßi'  zusammenfallt,  so  werden  auch  umgekehrt  dem  letzteren,  Px  , 
in  den  Strahlbuscbeln  B,  B'  resp.  zwei  von  P»  verschiedene 
Strahlen  P1 ,  P  entsprechen  müssen;  und  wird  der  Durchschnitt 
von  P,  P1  mit  B",  und  der  Durchschnitt  von  Px ,  Px'  mit  Bx" 
bezeichnet,  so  wird  allen  Punkten  von  ein  einziger  Punkt  der 
Ebene  (£t ,  nämlich  Bt" und  dem  Punkte  B"  ein  jeder  Punkt  der 
Geraden  /V'  in  €i  entsprechen,  und  umgekehrt,  ferner  entspricht 
jedem  Punkte  p  von  P  derjenige  Punkt  in  ^ ,  in  welchem  der  dem 
P  entsprechende  Strahl  von  Bx  ,  d.  i.  7V,  den  dem  p  entspre- 
chenden Strahl  von  Bt ,  d.  i.  »,  schneidet,  also  immer  ein  und 
derselbe  Punkt  Bt ;  und  gleicherweise  entspricht  jedem  Punkte 
von  P  ein  und  derselbe  Punkt  Bx',  u.  s.  w. 

Die  drei  Punkte  B,  B' ,  B"  und  /?, ,  Jf,\  7i,"  werden 
Hauptpunkte,  und  die  drei  Geraden  P,  P* ,  #>/  und  /Ji ,  P/, 
P/  werden  Hauptlinien,  und  die  von  denselben  gebildeten 
Dreiecke  Hauptdreiecke  genannt;  und  zwar  heissen  sowohl  je 
zwei  Hauptpunkte  B,  Bx ;  B',  B.' ;  B",  Bx\  als  aueh  je  ein 
Hauptpunkt  und  eine  Hauptlinie  Ä,  Px ;  B',P.'  ;  B",  /■>,"; 
P;  Z?/',  /*',  und  endlich  die  Hauptureiecke  selbst  zu- 

eeordnet. 

Sind  die  drei  Paar  zugeordneten  Hauptpunkte  von  <£j  gege- 
ben, so  kennt  man  von  jedem  der  beiden  Paare  proj.  Strablbüschel 
B,  Bt  und  Brf  Bx  zwei  Paar  entsprechende  Strahlen ;  also  lasst 
ach  jetzt  der  Satz  1)  des  §.  3.  dergestalt  aussprechen : 

1)  Die  geometrische  Verwandtschaft  zweier  Ebenen 
ist  vollkommen  und  auf  einzige  Weise  bestimmt,  sobald 
ihre  drei  Paar  zugeordneten  Hauptpunkte  und  irgend 
ein  Paar  entsprechende  Punkte  derselben  gegeben 
*ind;  und  auf  ähnliche  Weise  die  Sätze  2),  3),  4)  desselben  §. 

bt  in  <£  irgend  eine  Gerade  A  gegeben ,  deren  Punkte  a,  b,  c. 
die  Strahlen  a,b,c,d..;  a,  b\c\d....  in  B,  B  bestimmen,  und 
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sind  «4,  bl,cl9tll... ;  «,',  fl/,«?/,  rf/...  die  den  letzteren  in  Biy  Bx'  ent- 
sprechenden Strahlen ,  so  hat  man : 

#1  («i >    ,  ci ,  rf, ..)  =  2?  («,  6,  c,  </....)  =  ^4  («,  b,  c,  &..)  =  K  («',  b\  r\  #/\.) 

—  Bx'  («/,  6/,  c,',  d/-— )» 

also  auch 

/?i  («i»     *i » '*!••••)  =  >  V>      </t '....). 

Geht  nun  A  durch  den  Hauptpunkt  B",  so  fallen  in  Blf  B{ 
zwei  entsprechende  Strahlen  mit  dem  gem.  Strahle  Px"  zusammen ; 
nach  Archiv.  Thl.  IV.  Nr.  XXX.  8.  entspricht  also  der  Geraden  A  eine 
Gerade  Ay.  In  jedem  anderen  Falle  dagegen,  wo  die  Strahlbüschel  B, , 
Bi  schiefliegend  sind,  entspricht  der  A  ein  Kegelschnitt  \A\\%  wel- 
cher durch  die  Punkte  Bx ,  ß{  und  zugleich  durch  den  Punkt  B" 
geht,  der  dem  Durchschnitte  von  A  und  P"  entspricht  (Nr.  XXX.  11.). 

Derikt  man  sich  nun  die  beliebig  liegende  A  als  den  perspek- 
tivischen Durchschnitt  zweier  Strahlbüschel  B>  B",  so  entsprechen 
den  letzteren  in  €i  zwei  Strahlbüschel  ß,f  Bx" ',  deren  Strahlen 
•  «ich  paarweise  auf  dem  Kegelschnitte  [Ax]  schneiden ,  welche  also 
unter  sich  und  demnach  mit  jedem  der  Strahlbüschel  /?,  B"  pro- 
jektivisch  sind.  Also  entspricht  nicht  nur  jedem  Strahlbüschel 
B,B ,  sondern  auch  jedem  Strahlbüschel  Bk  ein  demselben  pro- 
jektivisches  Bx". 

Sind  die  Strahlen  zweier  Strahlbüschel  B,  B'  paarweise  paral- 
lel, so  sind  letztere  projektivisch  -  gleich  (§.  1.  ff),  also  sind  auch 
die  denselben  entsprechenden  Strahlbüschel  Bt ,  ßx  projektiviseh 
und  bestimmen  einen  Kegelschnitt  Rt ,  welcher  durch  /?,./?,',  Zf," 
geht,  und  da  einem  jeden  Kegelschnitte  [Vfj],  welcher  durch  die 
drei  Hauptpunkte  geht,  auch  umgekehrt  eine  Gerade  A  entsprechen 
muss,  so  liegen  alle  unendlich  entfernten  Punkte  von  €  in  einer 
einzigen  geraden  Linie.  Dem  Kegelschnitte  llx  steht  übrigens  ein 
anderer ,  II ,  in  der  Ebene  <£  zur  Seite,  welcher  der  unendlich  ent- 
fernten Geraden  von  <£i  entspricht.  Hat  die  Gerade  A  mit  R 
zwei ,  nur  einen  oder  keinen  Punkt  gemein,  so  hat  auch  der  Kegel- 
schnitt \AA  mit  der  unendlich  entfernten  Geraden  von  €i  resp. 
zwei,  nur  einen  oder  keinen  Punkt  gemein,  d.  h.  er  ist  eine  Hy- 
perbel, eine  Parabel  oder  eine  Ellipse. 

2)  I  n  zwei  geometrisch  verwandten  Ebenen  entspricht 
tt)  jedem  Punkte  einer  Hauptlinic  ein  einziger  Punkt, 
nämlich  der  dieser  Linie  zugeordnete  Hauptpunkt; 
b)  jedem  Hauptpunkte  die  sämmt  liehen  Punkte  der  ihm 
zugeordneten  Hauptlinie;  c)  jedem  Strahle  eines 
Hauptpunktes  ein  bestimmter  Strahl  des  ihm  zugeord- 
neten Hauptpunktes;  d)  einem  jeden  Strahlbüschel 
eines  Hauptpunktes  ein  demselben  proj e kti vischer 
Strahlbüschel  des  zugeordneten  Hauptpunktes. 

3)  Einer  beliebigen  Geraden  A  der  einen  Ebene  ent- 
spricht in  der  anderen  ein  Kegelschnitt  \AX\,  welcher 
durch  die  drei  Hauptpunkte  geht,  und  insbesondere 
entspricht  der  unendlich  entfernten  Geraden  einer 
jeden  von  beiden  Ebenen  ein  eigent  Ii  üml  icher  Kegel- 
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schnitt  Äj ,  R,  welcher  durch  die  drei  Hauptpunkte 
ireht. 

4)  Einem  jeden  Kegelschnitte  der  einen  Ebene,  wel- 
cher durch  die  drei  Hauptpunkte  geht,  entspricht  eine 
bestimmte  Gerade  der  anderen  Ebene. 

5)  Der  Kegelschnitt  [Ax]  ist  entweder  eine  Hyper- 
bel, oder  eine  Parabel  oder  eine  Ellipse,  jenachdem 
die  Gerade  A  mit  dem  Kegelschnitte  R  zwei,  oder  nur 
einen  oder  keinen  Punkt  gemein  hat. 

Da  endlich  jeder  Kegelschnitt  C,  welcher  nur  durch  zwei 
Hauptpunkte  B,  B'  geht,  zwei  proj.  Strahlbüschel  B9  R'  bestimmt, 
deren  entsprechende,  2?.,  Rt' ,  ebenfalls  projektivisch  sein  müs- 
sen .  hier  aber  die  Strahlen  Pl9  sich  nicht  entsprechen  kön- 
nen, da  die  R,  B'  keine  vereinigten  entsprechenden  Strahlen 
besitzen,  so  folgt  ferner: 

6)  Einem  jeden  Kegelschnitte  C  der  einen  Ebene, 
welcher  bloss  durch  zwei  Hauptpunkte  geh t,  entspricht 
auch  In  der  anderen  ein  Kegelschnitt  (\,  welcher  bloss 
durch  die  beiden  zugeordneten  Hauptpunkte  geht;  und 
dieser  ist  eine  Hyperbel,  eine  Parabel  oder  eine 
Ellipse,  jenachdem  ersterer  den  Kegelschnitt  R  in 
zwei  neuen  Punkten  schneidet,  in  einem  neuen  Punkte 
berührt  oder  nur  in  jenen  zwei  Hauptpunkten  trifft. 


§.  5. 

Es  sei  St"  diejenige  Gerade  von£l9  welche  den  mit  \A\]  be- 
zeichneten Kegelschnitt  im  Hauptpunkte  Bx"  berührt;  so  entspricht 
derselben  der  jeuige  Strahl  S"  in  welcher  der  Geraden  A  in 
keinem  ausserhalb  P"  gelegenen  Punkte  begegnet;  denn  schnitte 
ST  die  A  ausserhalb  P"  in  einem  Punkte  n,  so  müsste  auch  St" 
mit  [^j)  einen  Punkt  nl  gemein  haben,  welcher  nicht  in  Bx" 
fiele,  konnte  also  auch  nicht  Tangente  in  Rx"  sein.  Auf  die  näm- 
liche Weise,  oder  auch  noch  einfacher,  lässt  sich  zeigen,  dass  den 
Geraden,  welche  den  mit  C\  bezeichneten  Kegelschnitt  in  den 
beiden  Hauptpunkten  R*,  Rx'  berühren,  diejenigen  Geraden  ent- 
sprechen, w  elche  die  Hauptpunkte  R,  R'  resp.  mit  den  Durch- 
schnitten von  C  und  Pf  P  verbinden. 

Wird  dagegen  der  Kegelschnitt  [Ax]  oder  C\  von  einer  Gera- 
des Di ,  weiche,  durch  keinen  Hauptpunkt  geht,  in  einem  Punkte 
«i  berührt,  so  entspricht  letzterer  ein  Kegelschnitt  [/>]  ,  welcher 
meinerseits  mit  der  Geraden  A  auch  nur  einen  Punkt  und  resp. 
mit  dem  Kegelschnitte  C,  ausser  den  Hauptpunkten  R,  R' ,  auch 
nur  einen  Punkt  n  gemein  hat.  Ist  tti  insbesondere  der  Durch- 
schnitt von  Ci  und  PXi  so  hat  der  Kegelschnitt  [/>]  mit  C  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  iu  R9  welche  dem  Strahle  RiXtx  ent- 
«priefat. 

1)  Geht  ei n  Kegelschnitt  durch  die  drei  Hauptpunkte 
der  einen  Ebene,  so  entsprechen  den  drei  Geraden, 
welche  denselben  in  diesen  Punkten  berühren,  dieje- 
nigen Strahlen  der  zugeordneten  Hauptpunkte,  welche 
nach  den  Durchschnitten  der  zugeordneten  H auptlini en 
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und  der  jenem  Kegelschnitte  entsprechenden  Geraden 
gehen. 

2)  Geht  ein  Kegelschnitt  bloss  durch  zwei  Haupt- 
punkte der  einen  Ebene,  so  entsprechen  den  zwei  Ge- 
raden, welche  ihn  in  diesen  Punkten  berühren,  dieje- 
nigen Strahlen  der  zugeordneten  Hauptpunkte,  welche 
nach  den  Durchschnitten  der  zugeordneten  Hauptlin ien 
und  des  dem  ersteren  entsprechenden  Kegelschnittes 
gehen. 

3)  Jeder  anderen  Tangente  des  unter  1)  oder  2)  ge- 
nannten Kegelschnittes  entspricht  ein  Kegelschnitt, 
welcher  die  dem  ersteren  entsprechende  Gerade  oder 
den  entsprechenden  Kegelschnitt  berührt,  und  zwar 
sind  die  Berührungspunkte  ebenfalls  entsprechende 
Punkte.  Im  zweiten  Falle  berühren  sich  die  beiden 
Kegelschnitte  in  dem  zugeordneten  Hauptpunkte,  wenn 
der  Berührungspunkt  jener  Tangente  auf  einer  Haupt- 
linie liegt. 


Denkt  man  sich  einen  Hauptpunkt  B  als  den  Mittelpunkt 
zweier  involutorischer  Strahlbüschel  B,  B°,  deren  zugeord- 
nete Strahlenpaare  a,  «°;  o,  6°;  c,  c°         heissen  mögen,  und 

sind  alf  bx ,  6,":  r, .  c1M. ...  die  denselben  entsprechenden 

Strahlen  zweier  Strahlbüschel  Bif  Bx°,  so  hat  man 

B\  («i,  bi, c,....  «y,  bx'\ c^....)  —  B{afhf  c...  a°,  o°,  c°....)  = 
B°  (a°,  6",  c"...  a,  b,  c.)  =  Bx «  (av °, bx  °,  cx altblf  cx ....) ;  also 

auch  By  («! ,  Ä, ,  Ci . .fl,     ^  °.  tx  °..)  =        °  («i  °,  ^  ü,  t«!  °..  «j ,  64 ,  Cj  ..)  , 

d.  h.  die  Strahlbüschel  /?, ,  sind  gleichfalls  involutorisch  (Nr. 
XXX.  §.  1.  «).  Und  da  den  Hauptstrahlen  der  einen  Involution,  d.  h.  in 
denen  zwei  zugeordnete  Strahlen  sich  vereinigen,  offenbar  wiederum 
zwei  vereinigte  Paare  zug.  Strahlen  der  anderen  Involution  oder  deren 
Hauptstrahlen  entsprechen ,  und  da  die  Hauptstrahlen  mit  je  zwei 
zugeordneten  harmonisch  sind,  so  folgt: 

1)  In  zwei  geometrisch  verwandten  Ebenen  entspricht 
einer  jeden  Involution  von  Strahlen,  deren  Mittelpunkt 
ein  Hauptpunkt  ist,  wiederum  eine  Involution  von 
Strahlen,  und  zwar  sind  die  Hauptstrahlen  beider  In- 
volutionen entsprechende  Strahlen. 

2)  Je  vier  harm  onischen  Strahlen  eines  Hauptpunk- 
tes entsprechen  vier  harmonische  Strahlen  d es  zuge - 
ordneten  Hauptpunktes.    Und  daher 

3)  Entspricht  einer  jeden  Invo  lut  ion  von  Punkten, 
deren  Rieh  tungsl  i  nie  durch  einen  Hauptpunkt  der 
Ebene  geht,  wiederum  eine  Involution  von  Punkten^ 
und  die  Hauptpunkte  beider  Involutionen  sind  ent- 
sprechende Punkte. 

4)  Je  vier  harmonischen  Punkten,  welche  mit  einem 
Hau  ptpunkte  der  Ebene  in  gerader  Linie  liegen,  ent- 
sprechen  wiederum  vier  harmonische  Punkte. 
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Enthält  eine  beliebige  Gerade  A  eioe  Involution  von  Punkten 
«,  o;  b,  ß;  c,  y....,  so  bestimmt  dieselbe  im  Strahlbüschel  B 
eiue  Involution  von  Strahlen;  dieser  entspricht  in  By  ebenfalls 
eine  Involution  von  Strahlen,  und  diese  schneidet  den  der  A  ent- 


Archiv.  Theil  IV.  Nr.  XXX.  §$.  3.  4.  gehen  sämmtliche  Sehnen 
0^,,  NA,  Ci/i....  durch  einerlei  Punkt,  und  daher  bilden,  nach 
Nr.  XXX.  §.  3.  3,  die  Strahlenpaare,  welche  von  einem  beliebigen 
Punkte  des  Kegelschnittes  [At]  nach  den  Punkten  d] ,  «•  ;  ü],  j?t; 
ci>  7i— •  gehen,  eine  Involution  von  Strahlen.  Die  P unkten - 
paare,  in  welchen  ein  Kegelschnitt  von  den  einzelnen 
Strahlen  eines  Strahlbüschels  geschnitten  w  i  rd,  sol- 
len eine  Involution  von  Punkteu  dieses  Kegelschnitts, 
und  die  Berührungspunkte  zweier  berührenden  Strah- 
len sollen  die  Hauptpunkte  dieser  Involution  heissen. 
Je  zwei  zugeordnete  Punkte  bilden  mit  den  zwei  Hauptpunkten 
rier  harmonische  Punkte  des  Kegelschnitts. 

5)  Eioer  jeden  Involution  von  Punkten,  deren  Rich- 
tungslinie durch  keinen  Hauptpunkt  geht,  entspricht 
eine  Involution  von  Punkten  des  jener  Richtungslinie 
entsprechenden  Kegelschnittes. 

6)  Je  vier  harmonischen  Punkten,  welche  m it  keinem 
Hauptpunkte  in  gerader  Linie  liegen,  entsprechen  vier 
harmonische  Punkte  des  ihrer  Gerade n  entsprechenden 
Ke»elsch  ni  tts. 

Denkt  man  sich  endlich  irgend  eine  Involution  von  Strahlen, 
so  schneiden  diese  eine  jede  Gerade  in  einer  Involution  von  Punk- 
ten; den  ersteren  entsprechen  ebensoviel  Kegelschnitte,  welche 
ausser  den  drei  Hauptpunkten  noch  einen  Punkt  gemein  haben, 
und  jedem  Kegelschnitte ,  welcher  durch  diese  drei  Hauptpunkte 
seht,  entspricht  eine  Gerade  der  ersten  Ebene;  also: 

7)  Einer  jeden  Involution  von  Strahlen,  deren  Mit- 
telpunkt kein  Hauptpunkt  ist,  entsprechen  eincSchaar 
fon  Kegelschnitten,  welche  die  drei  Hauptpunkte  und 
ausserdem  einen  vierten  Punkt  gemein  haben,  und 
zrar  schneiden  dieselben,  paarweise  geordnet,  einen 
jeden  dem  Hauptdreiecke  umschriebenen  Kegelschnitt 
in  einer  Involution  von  Punkten. 

8)  Je  vier  harmonischen  Strahlen,  deren  Mittelpunkt 
kein  Hauptpunkt  ist,  entsprechen  vier  dem  Hauptdrei- 
ecke umschriebene  Kegelschnitte,  welche  noch  einen 
vierten  Punkt  gemein  haben,  und  diese  sch neiden 
einen  jeden  dem  Hauptdreiecke  umschriebeneu  Kegel- 
schnitt in  vier  harmonischen  Punkten. 


Mau  denke  sich  in  einer  Ebene  <2E  eine  Schaar  Kegelschnitte 
*       £,         welche  vier  Punkte  B,  B',  B"  >  O  gemein  haben, 
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und  in  einer  zweiten  Ebene  (iY  vier  Punkte  By ,  Bx ,  Bx" ,  O, 
beliebig  gewühlt;  90  darf  man  festsetzen:  die  Ebenen  €,  €t  sol- 
len in  Ansehung  der  zug.  Hauptpunkte  B,  Bx;  B' ,  2?/ ; 
/»V  geometrisch  verwandt,  und  Ö,  Ot  sollen  entsprechende  Punkte 
derselben  sein.  Dies  vorausgesetzt,  so  werden  jenen  Kegelschnit- 
ten ebeusoviele  Gerade  in  €t  entsprechen ,  welche  durch  den  Punkt 
Oi  gehen ,  und  <la  nun  unter  diesen  Geraden  entweder  zwei  oder 
nur  eine  oder  keine  sind,  welche  den  mit  1^  bezeichneten  Kegel- 
schnitt berühren ,  im  zweiten  Falle  aber  der  Punkt  Ox  auf  Ri  lie- 
gen, also  O  unendlich  entfernt  sein  muss,  so  ergibt  sich  aus 
}.  5.  3.  der  folgende  Satz: 

1)  Unter  allen  Kegelschnitten,  welche  vier  Punkte 
gemein  haben,  befinden  sich,  wenn  keiner  dieser  Punk  te 
unendlich  entfernt  ist,  entweder  zwei  Parabeln  oder 
keine;  widrigenfalls  aber  jedesmal  eine  Parabel,  so- 
bald bloss  ein  einziger  von  jenen  vier  Punkten  un- 
endlich entfernt  ist. 

Eine  andere  Schaar  Kegelschnitte  habe  drei  Punkte  B,  B',  B" 
und  eine  Tangente  T  gemein,  so  entsprechen  denselben  lauter 
Gerade,  welche  einen  Kegelschnitt  [Ti]  berühren.  Dieser  Kegel- 
schnitt aber  hat  mit  dem  Kegelschnitte  Äj  drei  und  folglich  auch 
vier  Punkte  und  demzufolge  entweder  vier  oder  keine  Tangente 
gemein  (Archiv.  Tbl.  V.  Nr.  XVIII.  §.  5.  6.) ;   also . 

2)  Unter  allen  Kegelschnitten,  welche  drei  Punkte 
und  eine  Tangente  gemein  haben,  befinden  sich  ent- 
weder vier  oder  keine  Parabeln. 

Eine  Schaar  von  Kegelschnitten  21,       (£,  welche  vier 

Punkte  By  B' ,  B" ,  p  gemein  haben,  werden  von  einer  Geraden 
A  in  den  Punktenpaaren  a,  «;  b,  ß:  c,  y;  b,  d\...  geschnitten; 
R\>  B\  >  B\" >  V\  seien  irgend  vier  Punkte  einer  anderen  Ebene 
€t ,  und  es  seien  €,  £t  in  Ansehung  der  zug.  Hauptpunkte  /?, 
Bx ;  B' ,  Bi ' ;  B" ,  Bx "  verwandt  und  p ,  px  entsprechende  Punkte 
derselben ;  so  entsprechen  jenen  Kegelschnitten  ebensoviele  Ge- 
rade, welche  durch  den  Punkt  px  gehen,  und  der  Geraden  A  ein 
Kegelschnitt,  welcher  durch  die  drei  Hauptpunkte  geht  und  von 
jenen  Geraden  in  den  Punkten  ax ,  ax ;  bx,  pt;  Cx ,  yx ;  bx ,  äj...., 
welche  den  ersteren  entsprechen ,  geschnitten  wird.  Da  nun  diese 
Punkte  eine  Involution  von  Punkten  dieses  Kegelschnittes  bilden, 
so  ergibt  sich  aus  der  Umkehrung  des  Satzes  §.  6.  5.  der  be- 
kannte Satz : 

3)  Eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  vier 
Punkte  gemein  haben,  werden  von  einer  beliebigen 
Geraden  in  einer  Involution  von  Punkten  geschnitten. 

Es  sei  in  der  Ebene  (5  irgend  ein  Kegelschnitt  C  gegeben, 
welcher  von  einer  Geraden  P"  in  zwei  Punkten  B,  B'  geschnitten 
wird,  und  durch  einen  beliebigen  dritten  Punkt  B"  der  Ebene 
gehen  die  Strahlen  a",  b",  c",  rf".... ,  welche  C  resp.  in  den  Punk- 
tenpaaren a,  a;  b,  ß;  C,  y:  b,  d\...  und  P"  in  den  Punkten  a',  b', 
C* ,  b'....  schneiden ;  endlich  seien  die  Punkte  a'',  b",  c",  b"....  so 
bestimmt,  dass  n',  0"  mit  0,  a;  b' ,  b"  mit  bJn.  g.  w.  harmo- 
nisch sind.  Jetzt  denke  man  sich  eine  zweite  Ebene  mit  den 
Punkten  B x ,  Bx  ,  Bx  und  setze  fest,  dass  t£,  €1  in  Ansehung 
der  zug.  Hauptpunkte  By  Bx ;  B' ,  Bx' ;  B" ,  B*"  u.  s.  w.  verwandt 
seien.   Dies  vorausgesetzt ,  so  entspricht  dem  Kegelschnitte  C  ein 
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Kegelschnitt  (\ ,  welcher  bloss  durch  die  Hauptpunkte  Bx ,  B,' 

seht;  deu  Strahlen        b",  c'\  d"        entsprechen  Strahlen  aA, 

bi",  cx",  r/,",...  des  dritten  Hauptpunktes  B/',  und  diese  schneiden 
(\  in  Punktenpaaren  ol9  bx,  ;  Cj,  yx :  ^, ,  «5, .... ,  welche 
den  früheren  fl,  a;  b.  ß;  c,  y;  b,        entsprechen;  den  Punkten 

b\  c',  b'....  entspricht  ein  einziger  Punkt  B£",  und  sind  nun 
noch  aj",  h^',  c^',  bi"....  die  den  a",  b",  c",  ^'....entsprechen- 
den Punkte,  so  sind  auch  Bx" ,  V  mit  flj ,  o^  ;  B/',  b/  mit  bi, 

u.  s.  w.  harmonisch.  Unter  diesen  Umständen  aber  liegen  die 
Punkte  o,",  bi",  f/',  ts".-..  auf  einer  Geraden  Ax,  nämlich  auf  der 
harmonischen  Polare  des  Punktes  B/'  für  Q  ;  also  liegen  auch 
die  Punkte  <f,  b'\  c",  b"....  auf  einem  Kegelschnitte  [A],  welcher 
irarch  B,  B',  B"  geht. 

4)  Wird  ein  Kegelschnitt  und  eine  Sekante  dessel- 
ben von  den  Strahlen  eines  beliebigen  Strahlbüschels 
geschnitten,  so  gehören  sn'mmtliche  Punkte,  welche 
jedesmal  zu  den  beiden  Durchschnitten  des  Kegel- 
schnittes und  demPunkte  der  Sekante  den  vierten  har- 
monischen, dem  letzteren  zugeordneten  Punkt  bilden, 
einem  neuen  Kegelschnitte  an,  welcher  mit  dem  erste- 
renjene  Sekante  gemein  hat  und  durch  den  Mittel- 
punkt jenes  Strahlbüschels  geht. 

Dieser  Satz  gilt  zunächst  nur  für  reelle  Sekanten,  lässt  sich 
aber  auch  für  ideale  darthun.  Udingens  ist  derselhe  nur  ein  be- 
sonderer Fall  des  folgenden ,  welcher  auch  aus  der  Eigenschaft 
der  harmonischen  Polaren  durch  Uebertragung  sich  ergibt: 

5)  Werden  eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche 
vier  Punkte  B,  B',  B",  p  genieiu  haben,  von  irgend 
einer  Geraden  ein  jeder  in  zwei  Punkten  geschnitten, 
und  man  bestimmt  in  jedem  einen  neuen  Punkt  derge- 
stalt, da ss  er  mit  diesen  zwei  Punkten  und  mit  einem 
bestimmten  der  Punkte  B,  B',  B",  p,  z.  B.  mit  p,  als 
zugeordnetem,  vier  harmonische  Punkte  bildet,  so  lie- 
gen alle  diese  neuen  Punkte  auf  einem  und  demselben 
Kegelschnitte,  welcher  durch  die  drei  anderen  Punkte 
B,  B' y  B"  und  ausserdem,  wenn  sie  existiren,  durch 
diejenigen  zwei  Punkte  geht,  in  w e I ch  e  n  j  e n e  G e r a d e < 
von  zwei  Kegelschnitten  j  ener  Schaar  berührt  wird. 

Endlich  noch  eine  Uebertragung  des  Paskaischen  Satzes: 
In  der  Ebene  €  seien  drei  Punkte  B,  B',  B"  und  eine  Gerade  A 
mit  sechs  beliebigen  Punkten  o,  b,  i-,  b,  C ,  f  in  bestimmter  Ord- 
nung gegeben:  durch  je  zwei  dieser  Punkte,  welche  unmittelbar 
aufeinander  folgen ,  und  jedesmal  durch  die  drei  Punkte  B,  B\  B" 
«ei  ein  Kegelschnitt,  im  Ganzen  also  sechs  Kegelschnitte  [ab],  [bej, 
[cM.  [öf] ,  [cfl.  [fa]  gelegt,  und  es  seien  p,  q,  r  die  vierten  Punkte, 
welche  resp.  [ab]  und  [t>e]>  [bc]  und  J^f],  feb]  und  [fa]  gemein 
haben.  Ist  nun  eine  Ebene  Qjj  mit  €  in  Ansehung  der  zug.  Haupt- 
punkte B,  B]  ;  B',  By  ;  B",  Bx"  verwandt,  so  entspricht  aer 
Geraden  A  ein  Kegelschnitt  \A{\  mit  den  Punkten  a, ,  b, ,  cx ,  tt , 
*i ,  t, ;  jenen  sechs  Kegelschnitten  die  gleichnamigen  Geraden 
«ifci •  b|fi,  f|b,  ,  b,c, ,  c,f, ,  f,(ii,  und  den  Punkten  p,  q.  r  die 
Durchschnitte  p( ,  q,  ,  rt  von  ti|b]  und  bjCi ,  b,cx  und  c,f, ,  c,b}  und 
fifl|.  Bekanntlich  aber  liegen  diese  drei  Punkte  Pj ,  q, .  r,  in  einer 
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Geraden  Sl;  also  liefen  auch  die  drei  Punkte  p,  q,  r,  in  einem 
Kegelschnitte  [S],  welcher  durch  B ,  B' ,  B"  geht. 

0)  Sind  auf  einer  Geraden  sechs  Punkte  i  n  bestimm- 
ter Ordnung;  und  ausserdem  irgend  drei  Punkte  in  der 
Ebene  gegeben,  und  legt  man  durch  diese  drei  letzte- 
ren  und  jedesmal  durch  zwei  Ton  jenen  sechs  Punkten, 
welche  unmittelbar  auf  einander  folgen,  und  insbeson- 
dere auch  durch  den  ersten  und  letzten,  einen  Kegel- 
.  schnitt,  im  Ganzen  also  sechs  Kegelschnitte,  so  liegen 
sechs  Punkte,  nämlich  jene  drei  Punkte  der  Ebene 
und  diejenigen  drei,  in  welchen  der  erste  und  vierte, 
der  zweite  und  fünfte,  der  dritte  und  sechste  Kegel- 
schnitt von  Neuem  sich  schneiden,  auf  einem  und  dem- 
selben Kegelschnitte. 

§•  8. 

Eigenschaften  der  höheren  Curven. 

I 

Man  versteht  unter  einer  Curve  der  ntcu  Ordnung  ein 
jedes  ebene  System  stetig  aufeinander  folgender 
Punkte,  welches  mit  einer  beliebigen  Geraden  im  All- 
gemeinen und  höchstens  n  Punkte  gemein  hat;  eine  jede 
Gerade,  in  welcher  zwei  stetig  auf  einander  folgende  Punkte 
eines  solchen  Systems  sich  vereinigen,  heisst  eine  Tangente  des- 
selben. Andererseits  versteht  man  unter  einer  l'urve  der  nf* 
Klasse  ein  jedes  ebene  System  stetig  aufeinander  fol- 
gender Geraden,  welches  mit  einem  beliebigen  Punkte 
im  Allgemeinen  und  höchstens  n  Gerade  gemein  hat; 
ein  jeder  Punkt,  von  welchem  zwei  stetig  auf  einander  folgende 
Gerade  eines  solchen  Systems,  die  zusammenfallen,  ausgehen, 
heisst  ein  Punkt  desselben. 

Es  sei  nun  in  der  Ebene  (£  irgend  eine  Curve  (£  der  nie«  Ord- 
nung gegeben,  und  es  sei  €4  das  derselben  entsprechende  System 
von  Punkten  der'  verwandten  Ebene  €i ;  so  entsprechen  oen  n 
Punkten,  welche  €  mit  einer  der  Hauptlinien  P,  P1 ,  P"  gemein 
hat ,  ebensoviele  Punkte  von  £j ,  welche  aber  in  dem  zug.  Haupt- 
punkte Bt  y  Bx' ,  sich  vereinigen.  Das  System  besitzt 
also  in  jedem  der  drei  Hauptpunkte  einen  w- lachen  Punkt, 
d.  h.  einen  Punkt,  in  welchem  n  unstetig  aufeinander  folgende 
Punkte  sich  vereinigen.  Geht  aber  (E  selber  mehrmals  durch  einen 
Hauptpunkt,  z.  13.  um  sogleich  jetzt  der  Betrachtung  den  höchsten 
Gran  vou  Allgemeinheit  zu  geben,  »mal  durch  B,  9 mal  durch 
B'  und  rmal  durch  B" ,  so  hat  €  mit  P  nur  n  —  (<y  +  r),  mit  P* 
nur  n  —  (jw  +  r)  und  mit  P'  nur  n — (p -|-o)  Punkte  ausser  den  Punk 
ten  Bf  Ä\  B"  gemein,  und  folglich  besitzt  <L  in  /?,  nur  einen 
(w— («+r))fachen,  in  BY'  nur  einen  (n— (j>+r))facheo  und  in  Bf 
nur  einen  (m— (/>+^))fachen  Punkt. 

Es  sei  At  irgend  eine  Gerade  in  ^ ;  so  entspricht  derselben 
in  £  ein  Kegelschnitt  [A],  welcher  durch  die  Punkte  Bf  B\  BT 
geht,  und  dieser  möge  mit  <£  im  Allgemeinen  m  Punkte  gemein 
haben,  indem  wir  mit  7/1  irgend  eine  unbekannte,  späterhin  zu  er« 
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mittelnde,  ganze  Zahl  bezeichnen.  Da  nun  derselbe  mit  (£  bereits 
p  +  y+r Punkte  gemein  hat,  welche  in  den  Hauptpunkten  liegen, 
so  sind  der  übrigen  noch  m  —  (p-f-y+r).  Diese  letztere  Anzahl 
von  Punkten  hat  also  auch  die  Gerade  Ax  mit  dem  Systeme  $t 
Seinein,  und  zwar  nicht  mehr,  weil  jenen  />  +  o/-f- r Punkten  nur 
Punkte  der  HaunÜinien  entsprechen,  welche,  da  Av  beliebig  ist, 
oicht  eben  Durchschnitte  von  Ax  und  £i  sein  müssen.  Geht  (E 
dorch  keinen  Hauptpunkt,  so  ist  m — (p  +  q  +  r)—7n.  Hieraus 
folgt  zunächst: 

1)  Einer  jeden  Curve  von  "bestimmter  Ordnung  ent- 
spricht wiederum  eine  Curve  von  bestimmter  Ordnung, 
und  diese  besitzt,  wenn  die  Ordnung  der  ersteren  =ji, 
iro  Allgemeinen  injedem  der  Hauptpunkte  einen  «fachen 
Punkt.  Indessen  wird  die  Ordnung  der  letzteren  um 
«-f<y  +  r  Einheiten  vermindert,  wenn  die  erstere  in  den 
Hauptpunkten  einen  p-9  einen  und  einen  rfachen 
Punkt  besitzt,  und  zugleich  besitzt  dann  jene  in  den 
Hauptpunkten  nur  einen  (y-f-r))-,  einen  (n —  (p+r))- 
uod  einen  (n  —  (p  +  q))fachen  Punkt. 

Offenbar  ist  die  Zahl  m  irgend  eine  bestimmte  Funktion  von 
n.  d.  b. 

Aug  demselben  Grunde  aber,  weshalb  einer  Curve  der  wten  Ord- 
nung mit  einem  p-,  einem  q-  und  einem  rfachen  Punkte,  die  in  den 
Hauptpunkten  liefen,  eine  Curve  von  der  (F(n) — (/>  +  «r-f-r))ten 
Ordnung  entspricht,  wird  auch  einer  Curve  der  kten  Ordnung, 
welche  in  den  Hauptpunkten  einen  (« — (flr+r))-,  einen  (n — (/>+r))- 
und  einen  (n  —  (p+q)  )facben  Punkt  besitzt,  eine  Curve  entsprechen 
müssen,  deren  Ordnung  —  (3m  —  2(/?-f  o/-J- r))  ist.    In  die- 

sem Falle  befindet  sich  die  Curve  <£j ,  wenn  k— m — (p+^r+r), 
uod  derselben  entspricht  nothwendig  die  Curve  ueren  Ord- 
nung =  h  ;    also  ist 

F(t)  —  (3/?  —  2(/?f y+r))  =  «,  oder  weil  p+q+r —m  —  k  ist: 

F(*,-f  2(//i  —  *)  =  4n. 

■  »Setzt  man 

P~9~ r=0,  also  /•  —  ;«, 

so  ist 

=       also  auch 
F(*)+2(/ii  —  k)-.l\m)  oder 
F(*,  — 2*-  F(m)-2M. 

Die  Zahl  m  hängt  nur  von  n  ab ;   ändert  man  also  nur  den 
erth  der  Summe  p-\-q+r ,  so  bleibt  F(m) — 2m  unverändert;  folg- 
lich, wenn  ;>+tf+r  — m  —  1  oder  k~  1  gesetzt  wird,  hat  man 


F(w)-2m^F(l)-2. 
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aber  bedeutet  die  Zahl  der  Punkte«  welche  ein  Kegelschnitt 
mit  einer  Curve  der  lsten  Ordnung ,  d.  h.  mit  einer  Geraden  gemein 
hat,  und  diese  Zahl  ist  -2;   also  ist 

F (m)  =  2«  und  ebenso 
Hieraus  folgt  zunächst: 

2)  Ein  Kegelschnitt  hat  mit  einer  Curve  der  nten 
Ordnung  im  Allgemeinen  und  höchstens  2»  Punkte  ge- 
raein.  Ferner : 

3)  Einer  Curve  der  wten  Ordnung  entspricht  im  All- 
gemeinen und  höchstens  eine  Curve  der  2«ten  Ordnung. 

Auf  ähnliche  Weise  wie  wir-  zu  diesen  Siitzen  gelangt  sind, 
d.  h.  ohne  die  Theorie  der  höheren  Gleichungen  in  Anspruch  zu 
nehmen,  lassen  sich  noch  andere  Eigenschaften  der  höheren  Cur- 
ven  ableiten,  welche  sonst  dieser  Theorie  ausschliesslich  anzuge- 
hören scheinen.   Die  folgenden  §§.  liefern  einige  Beispiele. 

§.  ü. 

Anzahl  der  Durchschnittspunkte  zweier  Curven. 

Die  Anzahl  der  gegenseitigen  Durchschnittspunkte  zweier  Cur- 
ven der  tuten  und  der  nten  Ordnung  ist  offenbar  eine  bestimmte 
Funktion  der  Zahlen  m  und  n,  also  =zF(m, »).  Es  seien  nun  in  der 
Ebene  €  zwei  Curven  M  und  N,  die  eine  von  der  mten,  die  an- 
dere von  der  fiten  Ordnung  gegeben ,  nml  zwar  habe  die  eine  einen 
(w— -l)fachen  Punkt  B,  die  "andere  einen  (« —  l)fachen  Punkt  /?', 
eine  Annahme,  welche  unserem  Zwecke,  die  Zahl  F(ro, „)  zu  er- 
mitteln, durchaus  nicht  hinderlich  sein  wird.  Wählt  man  nun  B, 
B'  und  irgend  einen  dritten  Punkt  B\  welcher  keiner  der  beiden 
Curven  angehört,  zu  Hauptpunkten  von  <£,  so  entspricht  der  Curve 
M  in  (Ej  eine  Curve  Ml9  deren  Ordnung  =2w  —  (m — 1)  — w  + 
und  der  Curve  N  eine  Curve  Nlt  deren  Ordnung  +  l  ist; 
die  Anzahl  der  Durchschnittsimnkte  beider  ist  also  =F(TO j-i,ni  u- 
Mt  besitzt  in  B%  einen  m fachen,  in  Bx'  und  By  einen  einfachen 
Punkt,  und  N*  besitzt  in  B1'  einen  n fachen,  in  /?,  und  By"  einen 
einlachen  Punkt;  also  haben  beide  Curven  in  By  m  Punkte,  in 
By  n  Punkte  und  in  Bx"  einen  Punkt  gemein;  und  sie  besitzen 
folglich  ausser  diesen  Punkten  nur  noch  flm+j/nf  i )  —  (m-f-fi-f-1) 
gemeinschaftliche  Punkte,  welche  allein  den  Durchschnitten  von 
m,  N  entsprechen  können.  Die  Anzahl  der  letzteren  aber  ist 
F(W,„);   also  ist 

rV+i.nfD-f«  +n  +  l)=:  F{m,n) 

oder 

F(ni-|-i,n+i  )  —  F(TO,n)=^W  +  M  +  l. 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  ra-f  1,  m-f  2....  m\ji—m  statt  m 
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und  «  fl,  «+2....  n+g — n  statt  n,  wo  />  — q~m  —  m  ist,  so  er- 
hält man  die  neuen  Gleichungen : 

F(«-f 2,n  +  2) —  /"'(«M-  1 ,  n+  1 )  — //l+N+3, 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

Durch  Addition  aller  dieser  Gleichungen  und  der  ersten  erhalt 
man  nun: 

'Fit,  f )  —  Flm,u)  =(p—»i)  ("*+")  +  (p-w)  =  — m)  (p+w). 

Setzt  man  hier  n=l ,  also  m—p— y+1 ,  so  entsteht : 

F{*,i)-F<r-i+i.  n=(?-l)0H-l). 

Aber  r^p— i)  ist  die  Anzahl  der  Durchschnitte  einer  Geraden 
mit  eioer  Cime  der  (p — q+l)ten  Ordnung,  d.  h.  =/> — folg- 
lich ist 

*V  t)  =P— V+l  +  (^-1)  (P+l)  =PV » 

und 

Zwei  Curven  der  witen  und  der  7iten  Ordnung  haben 
im  Allgemeinen  und  höchstens  7/». »Punkte  gemein. 


}.  10. 

Anzahl  der  eine  Curve  bestimmenden  Punkte. 

Es  bedeute  F(U)  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  im  Allgemei- 
nen eine  Curve  der  rtten  Ordnung  vollkommen  bestimmen.  Befin- 
det sich  unter  den  gegebenen  Punkten  der  Curve  ein  pfacher 
Punkt,  so  sei  fo)  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  durch  diesen 
iilleio  vertreten  werden  ,  indem  offenbar  diese  Zahl  bloss  von  p 
und  nicht  auch  zugleich  von  der  Ordnung  der  Curve  abhängt. 
Denkt  man  sich  nun  in  der  Ebene  <£  irgend  eine  Curve  der  nten 
Ordnung  mittels  eines  /^fachen  Punktes  B  und  einer  Anzahl 
Fw — f(p)  einfacher  Punkte  gegeben,  und  nimmt  man  B  zum  Haupt- 
punkte, und  irgend  zwei  der  Curve  nicht  angehurige  Punkte  zu 
den  beiden  anderen  Hauptpunkten,  so  entspricht  derselben  in  der 
anderen  Ebene  eine  Curve  der  ('In — p)teu  Ordnung,  welche  in  dem 
einen  Hauptpunkte  einen  n  fachen,  und  in  jedem  der  beiden  ande- 
ren einen  (n — ;;)fachen  Punkt  besitzt.  Es  sind  also  von  dieser 
Curve  im  Ganzen 

f{n)  +  2  ./(a_P)  +  J>)  —  f{p) 

Punkte  gegeben.  Ich  behaupte,  dass  dieselbe  durch  diese  Anzahl 
^n  Punkten  vollkommen  bestimmt  sei.    Denn  Hessen  sich  meh- 
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rere  Cunren  derselben  Ordnung  durch  diese  Punkte  legen,  welche 
in  denselben  Hauptpunkten  gleichvielfache  Punkte  besässen,  so 
würden  denselbeu  auch  mehrere  Curven  der  «ten  Ordnung  ent- 
sprechen, welche  mit  der  ursprünglich  gegebenen  einen  /Machen 
Punkt  B  und  ausserdem  jene  /(n) — fo)  Punkte  gemein  haben 
würden.  Dies  widerspricht  aber  der  Annahme ,  dass  jene  erstere 
Curve  durch  diese  Punkte  vollkommen  bestimmt  sein  sollte.  Also  ist 

fa)  +  2/(„_p)  +  F(n)  -/*,,)  =  F{2n-p) , 

oder 

F(2n-p)  —  F(n)  =f(n)—f{p)  +  2/(n-j»)   (!)• 

Setzt  man  hier  p— w— -1,  so  ist 

F [n  f  i )  —  F\ [n)  =  fo)  —f(n- 1 )  +2/(  1) » 

und  da  durch  einen  einfachen  Punkt  nur  1  Punkt  gegeben  ist . 

Fe  f , )  -  F{n)  ==/(„  -/(«-,)  f  2   (2). 

Setzt  man  hier  nach  einander  n+1 ,  w+2....  «+7— «  an  die  Stelle 
von  n,  so  erhält  man: 

F(„+3)  —  F(tt+2)=/i«f2)—  /(n-f  i)  +  2; 

•  •  .  »  • 

.  •  •  •  . 

.  •  •  »  . 

F(9)  —  F(q-\)  z=f(q-X)  —  /(y-g)  -f-  2;  also  durch  Addition 
F<D  -  -  A— 1>  +  %-»)   O). 

Hieraus  wird  für  q=t,  da  die  Gerade  durch  2  Punkte  be- 
stimmt, und  ein  Punkt,  durch  welchen  die  Curve  Omal  geht,  auch 
für  0  gegebene  Punkte  zu  rechnen  ist: 

F(„)-/(„-i)-2ii   (4); 

dies  heisst: 

1)  Eine  Curve  der  »ten  Ordnung  ist  vollkommen  be 
stimmt,  sobald  ein  (w  —  l)facher  Punkt  und  ausserdem 
noch  2n  Punte  derselben  beliebig  gegeben  sind. 

Setzt  man  ferner  in  (3)  ?  =  «-f  2,  und  in  (1)  />==«— -2.  so 
erhält  man: 

F&  f2)  —  F („)  =/(o+ 1 )  —/(»-.  1 )  4-  4   (5). 

*W2)—  ^(n)  =/(«)—  /in-«)  +2/(2)   (6). 

also  auch 

/Wi)  —  /(n-i)-f  4  =/(„)  — /(n-2)+2./(2);  oder 
/(«+ D-/(»-   =/(»)-/;n-2)  +  2./(2)-4   (7): 

also 
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fei  i )  — /(«- 1 ) "/(»)  -fin-D  +  2 -/i .2)— 4 ; 
/ÖM-3)—  /(«f  D=/(«f2)—  /in)  +  2./(2)-4; 
/{»•f  ö)  -/(»+  31  =  A(«+4)  -/In+ a)  +  2  ./(2)  -  4 ; 

•  •  •  •  • 

•  •  •  .  . 

•  •  •  •  • 

fip)  ~ /  P-  - )  ~~  ftp- * )  ~ fip- 3 )  +  2 .  /*(  2)  —  i ;  durch  Addition : 

/'(j,)— /;a-i)=/;j,-i)— /(«-2)+(/>-/i+i)(/(2)— 2) 

oder 

f  pi-fip- 1  )-/>  •  (/(2)  ~  2)  =/(n-  ! )— /;n-2)-(»— 1)  (/(2)-2)....  («). 

Hier  ist,  für  7i=2,  =     /*lB_2)r=0,  also: 

/Ip)-/(p-i)  =  1  +  (/>-1)(/(2)-2)....  (9); 

folglich : 

fiP)-fp- 1 )  =  1  +  (/>  - 1)  </(*)  -  2) ; 

/*<p+   —  /ir)  =  1  -f  />  •  (A  *>    2) ; 

f(P f  2) 1)  -  1  +  (P  + 1) •  (/(2)-2) ; 
•  •  •  • 

fin) —  fln-\)~l  \  (m— ' 1) (/; o )  —  2) ;    durch  Addition: 
/i»)-/lp-i)="-^+l+i(«+^-i)("-^+U(/V2)-2)....  (10): 

und  für  //  =.  1  oder  2 : 

/(*)  =  «  +  «w(«-l)(/U)-2)....  (11). 

Folglich  ist  nach  (4) : 

/'(B)  =  /(„_ , ,  +  2>i  =  «  - 1  +  »(w — 1)  (ii— 2)  </•(„,  -  2)  -I-  2/i 
=  3//- 1  +  !(//  - 1)  (/i— 2)  (12). 

Setzt  man  endlich  in  der  letzten  Gleichung  n  —  0  und  bedenkt, 
dass  eine  Curve ,  welche  von  jeder  beliebigen  Geraden  in  0  Punk- 
ten geschnitten  wird ,  gar  keine  Punkte  enthalten  kann  und  also 
auch  zu  ihrer  Bestimmung  einer  Auzahl  von  0  Punkten  bedarf,  so 
findet  man: 

0  =  —  l+/u)-2  oder  fw  —  Z....  (13); 

folglich : 

'         /i.,r=Jl+»Jl(»-l)=i«(»+l)....  Q*) 

und 

=  3/1  —  1  +  -i(w — 1)  (w — ^2)  =  iw(n-f3)....  (15) 

2)  Wenn  von  einer  Curve  ein  rtfacher  Punkt  gege- 
ben ist,  so  ist  derselbe  für  T>(«  +  1)  gegebene  Punkte 
zu  rechnen. 

In  der  That :  denkt  man  sich  n  Punkte  einer  Curve  gegeben 
und  fügt  die  Bestimmung  hinzu,  dass  dieselben  alle  in  einen  ein- 
zigen zusammenfallen  sollen,  so  sind  ausser  diesen  n  Punkten 
auch  noch  in(n—  1)  Puukte  gegeben;   denn  durch  diese  w  Punkte 
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gehen  m  Zweige  der  Corvo,  ond  diese  würden  «ich,  sowie  n  (ie 
rade,  in  Jw(»i--1)  Punkten  schneiden,  indem  man  von  je  zwei 
Zweigen  nur  einen  einzigen  Dtirchschuittspunkt  nimmt,  weil  «ie 
sich  sonst  hei  der  Vereinigung  zweier  Durcnschuittspunkte  in  jenem 
7i  fachen  Punkte  berühren  würden.  Auch  kann  ein  solcher  Durch- 
schnitt zweier  Zweige  hier  nicht  als  Doppelpunkt  gelten ,  weil  der 
eine  der  beiden  Punkte  desselben  immer  als  einer  von  jenen  n 
gegebenen  und  bereits  in  Rechnung  gebrachten  Punkten  anzu- 
sehen ist. 

3)  Eine  Curve  der  wten  Ordnung  ist  im  Allgemeinen 
durch  }jt(n-\-2i)  Punkte  vollkommen  bestimmt. 

$.  it. 

Die  Tangenten  in  den  Hauptpunkten:  Rückkchr- 
punkte  und  i  s  o  1 1  r  t  e  Punkte. 

Kehren  wir  wieder  zu  dem  allgemeinen  Falle  des  §.  8  zurück 
und  denken  uns  eine  Curve  £  der  wten  Ordnung,  welche  in  //  einen 
fachen,  in  Ii'  einen  ^  fachen,  in  Ii"  einen  r fachen  Punkt  besitzt. 
Es  sei  Z,  ein  Strahl  von  Jii ,  welcher  in  diesem  Punkte  Iix  einen 
der  Zweige  der  entsprechenden  Curve  £,  berührt,  und  es  sei  Z 
der  ihm  entsprechende  Strahl  von  Ii:  da//,  ein  (w  —  (7+r))facher 
Punkt  ist,  so  hat  Zx  in  diesem  Punkte  n  —  (q+r)  \  1  Punkte,  und 
ausserdem  noch  2»  —  (p-\-q\i) —  («  —  (q\r)  I  1)  =  « — p — 1  Punkte, 
welche  beliebig  liegen,  mit  (£j  gemein.  Diesen  letzteren  ent- 
spricht eine  gleiche  Anzahl  von  Punkten,  welche  der  Strahl  Z 
mit  (£  gemein  hat,  und  die  weder  in  den  Punkt  Ii  noch  in  die 
Gerade  P  fallen.  Aber  Z  hat  mit  <i  n—p  Punkte  gemein ,  welche 
nicht  in  B  fallen  ;  also  fallt  einer  dieser  v — Punkte  in  die  Ge- 
rade P.  Folglich  entsprechen  den  Tangenten,  welche  die  n — (q\r) 
Zweige  der  Curve  (£1  in  lix  berühren .  diejenigen  Strahlen  von 
welche  nach  den  w  —  (q+r)  Durchschnitten  von  vi  und  P  gerich- 
tet sind,  und  umgekehrt. 

1)  Denjenigen  Strahlen  eines  Hauptpunktes,  welche 
nach  den  Durchschnitten  einer  Curve  und  der  Gegen- 
seite des  Hauptdreiecks  gehen,  entsprechen  eben- 
soviel e  Strahlen  des  zugeordneten  Hauptpunktes, 
welche  die  verschiedenen  Zweige  der  entsprechen  den 
Curve  im  Hauptpunkte  berühren;    und  umgekehrt. 

Fallen  zwei  oder  mehrere  jener  Durchschnittspunkte  von  £ 
und  P  in  einen  einzigen  zusammen,  d.  Ii.  hat  £  mit  P  eine  zwei 
oder  mehrpunktige  Berührung,  so  fallen  auch  andererseits  zwei 
oder  mehrere  jener  Tangenten  zusammen,  d.  h.  zwei  oder  meh- 
rere Zweige  der  Curve  haben  in  ZJ,  eine  gemeinschaftliche 
Tangente.    In  diesem  Falle  beisst  der  Punkt  Bx  ein  Rückkehr- 

Klinkt  von  £1 ,  und  zwar  der  /ten  Klasse,  wenn  sich  in  demsel- 
en  k  Zweige  der  Curve  berühren.  Auch  wird  ein  »Fächer  Punkt 
einer  Curveder  (M-fl)tcn  Ordnung,  in  welchem  sich  alle  n  Zweige 
berühren,  mit  i^ox^v  ein  Rückkehrpunkt  der  Curve  genannt.  Hat 
die  Gerade  P  mit  (1  ein  oder  mehrere  Punkteupaare  weniger  ge- 
mein, als  die  Ordnung  der  Curve  fordert,  so  fallen  auch  in  vT, 
ebensoviele  Tangentenpaare  hinweg,  und  da  letzteres  nur  denkbar 
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ist,  wenn  auf  den  betreffenden  Zweigen  von  Q£i  kein  .stetiger 
Uebergang  vom  Punkte  Bt  zu  anderen  Punkten  dieser  Zweige 
«tattfindet,  so  erscheint  der  Punkt  Bt  als  ein  von  diesen  Zweigen 
abgesonderter  oder  isolirter  Punkt  der  Curve. 

2)  Einem  jeden  Punkte,  in  welchem  eine  Curve  eine 
flauptlinie  der  einen  Ebene  berührt,  entspricht  ein 
Röcfckehrpunkt  der  geometrisch  verwandten  Curve;  und 
zwar berü hren  sich  in  demselben  ebenso  viele  Zweige 
der  Curve,  soviele  Punkte  der  ersten  Curve  in  jenem 
Berührungspunkte  zusammenfallen. 

3)  Wird  eine  Hauptlinie  in  zwei  oder  mehreren  Punk- 
ten weniger  geschnitten,  als  die  Ordnung  der  Curve 
erfordert,  so  bat  die  verwandte  Curve  im  zugeordneten 
Hauptpunkte  einen  zwei  oder  mehreren  Zweigen  ange- 
burigeii  isolirten  Punkt. 

4)  Ein  und  derselbe  Punkt  ejnerCurve  kann  zu  glei- 
cher Zeit  für  einige  Zweige  derselben  ein  gewöhnlicher 
vielfacher,  für  andere  ein  Kückkehrpunkt  und  wieder 
für  andere  ein  isolirter  Punkt  sein. 

Es  gehe  von  dem  /^fachen  Punkte  B  der  Curve  (£  irgend  eine 
Tangente  t  an  <£,  deren  Berührungspunkt  t  nicht  in  B  falle;  so 
bat  t  ausser  den  Punkten  B  und  t  noch  n — p — 2  Punkte  mit  (£ 
gemein;  und  ist  t1  der  entsprechende  Punkt  von  t,  so  hat  die 
entsprechende  Gerade  1t  ausser  den  Punkten  Bx  und  t,  auch  nur 
noch  n — p— 2  Punkte  mit  (£j  gemein.  Da  nun  die  Ordnung  der 
letzteren  =  2n  —  (/>  +  '/  +  r)  und  Bx  ein  (n — (^r))facher  Punkt 
ist,  so  rauss  der  Punkt  it  eine  Anzahl  von  2w —  (p-\  y+r)  —  (?f — (7-f-r)) 
— (n— p — 2)  =  2  Punkten  der  Curve  vertreten,  d.  h.  /,  berührt  §, 
io  fj. 

5)  Einer  jeden  Tangente  der  einen  Curve,  welche 
durch  einen  Hauptpunkt  geht,  deren  Berührungspunkt 
aber  ni  cht  in  diesen  letzteren  fallt,  en  tsp rieht  w  ieder  - 
am  eine  Tangente  der  verwandten  Curve,  welche  durch 
den  zugeordneten  Hauptpunkt  geht;  und  zwar  sind  die 
Berührungspunkte  beider  Tangenten  entsprechende 
Punkte. 

Dagegen  wird  jeder  Tangente  A  von  (E ,  welche  kein  Strahl 
eines  Hauptpunktes  ist,  also  ausser  dem  Berührungspunkte  a  noch 
»—2  Punkte  mit  £  gemein  hat,  ein  Kegelschnitt  [Ax^  entsprechen ; 
derselbe  hat  überhaupt  2(2« — Punkte  mit  (Ei  gemein, 
von  denen  eine  Anzahl  von  n —  +  71  —  (</  +  r)  +  w  —  (p+r) 
—  3h — 2(/>+^+r) Punkten  nach  Blf  BY' ,  /^"gehören;  zieht  man 
diese  und  die  jenen  n  —  2  Punkten  entsprechenden  Punkte  von 
den  ersteren  ab,  so  bleiben  in  — 2(p+(/+r)  —  (3w  — 2(/>+^-J-r)) 
— (n — 2)  =  2  Punkte,  welche  also  mit  dem  dem  a  entsprechenden 
Punkte  ü!  zusammenfallen;  d.  h.  der  Kegelschnitt  [At]  berührt  €, 

6)  Jeder  Tangente  der  einen  Curve,  welche  kein 
Strahl  eines  Hauptpunktes  ist,  entspricht  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  die  drei  Hauptpunkte  geht  und 
die  verwandte  Curve  in  dem.  dem  Berührungspunkte 
der  ersteren  entsprechenden  Punkte  berührt. 

9* 
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§.  12. 

Bestimmung  der  Klassenzahl  einer  Curve  der 

wten  Ordnung. 

Durch  den  5ten  Satz  des  6.  11.  sind  wir  nun  in  den  Stand 
gesetzt,  die  Frage  nach  der  Klasse  einer  Curve  von  gegebener 
Ordnung  —  eine  Frage,  welche  vor  einigen  Decennien  einen  in 
der  Geschichte  der  Mathematik  fast  unerhörten  Streit  hervorrief  — 
auf  exakte  Weise  und  ohne  Hülfe  der  höheren  Gleichungen  zu 
beantworten. 

Da  die  Tangenten  einer  Curve  der  nten  Ordnung  offenbar 
stetig  aufeinander  folgen,  so  bilden  sie  eine  Curve  von  einer 
bestimmten  Klasse,  welche  wir,  da  sie  %cine  Funktion  der  Zahl  n 
sein  muss,  durch  F(tl)  bezeichnen  wollen.  Denkt  man  sich  näm- 
lich von  einem  beliebigen  Punkte  alle  diejenigen  Geraden  gezogen, 
auf  denen  sich  zwei  Punkte  einer  Curve  der  «ten  Ordnung  verei- 
nigen ,  so  %verden  im  Allgemeinen  alle  diese  Geraden  Tangenten 
der  Curve  sein,  und  die  Zahl  dieser  Tangenten  ist  es,  welche  mit 
F(n)  bezeichnet  wird.  Hat  aber  jene  Curve  irgend  einen  vielfachen 
Puukt,  so  vereinigen  sich  zwar  auf  derjenigen  Geraden,  welche 
nach  diesem  Punkte  geht,  auch  ein  oder  mehreremale  zwei  Punkte 
der  Curve,  aber  weder  diese  Punkte,  noch  auch  diese  Gerade  und 
die  Tangenten  der  Curve  stehen  in  stetigem  Zusammenhange  mit- 
einander. Es  wird  also  durch  einen  vielfachen  Punkt  die  Zahl 
F(n)  um  eine  gewisse  Zahl  vermindert. 

Für  den  besonderen  Fall ,  den  wir  zunächst  betrachten  wer- 
den ,  lassen  wir  die  Grösse  dieser  Verminderung  ganz  unberück- 
sichtigt, indem  wir  unter  qp(n)  die  Anzahl  der  wirklichen  Tangen- 
ten verstehen,  welche  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  an  eine 
Curve  der  wten  Ordnung  mit  einem  (» —  J) fachen  Punkte  ziehen 
lassen.  Es  sei  €  diese ^Curve  und  B  der  (/#  —  l)fache  Punkt  der- 
selben, während  die  beiden  anderen  Hauptpunkte  B' ,  Bn  nicht 
auf  der  Curve  liegen.  Die  entsprechende  Curve  <£|  ist  von  der 
(«-|-l)ten  Ordnung  und  hat  in  Bx  einen  »fachen,  in  Bx'  und  Bi" 
einen  einfachen  Punkt.  Also  ist  auch  die  Klasse  von  (£j  mit  <P(n+i) 
zu  bezeichnen.  Von  einem  der  Punkte  /T,  //'  gehen  .an  <£  eine 
Anzahl  von  qp(n)  Tangenten ,  und  diesen  entsprechen  eine  gleiche 
Anzahl  Tangenten  der  £, ,  welche  durch  den  Punkt  Bx  ,  Bx" 
gehen,  aber  diesen  Punkt  nicht  zum  Berührungspunkte  haben. 
Man  kann  also  vom  Punkte  Bx'  im  Ganzen  <?(*,)  ^  1  Tangenten  an 
<£i  legen:  folglich  werden  von  einem  beliebigen  Punkte,  der 
nicht  auf  £i  fiegt,  höchstens  +  2  Tangenten  ausgehen,  und 
man  hat  demnach  die  folgende  lielatlon: 
\ 

9(n>l)  =  <P(n)+2. 

Zu  derselben  Relation  würde  man  übrigens  auch  gelangt  sein,  wenn 
man,  statt  des  Punktes  B* ,  den  (/*—  1) fachen  Punkt  B  gewählt 
hatte.  Denn  ausser  den  n—1  Tangenten,  welche  €  in  2?  berühren, 
und  deren  Anzahl  für  einen  beliebigen  Punkt  doppelt  zu  rech- 
nen ist  ,  gehen  von  dein  Punkte  B  noch  qp(n) —  2(w — 1)  Tangenten 
an  $;   diesen  entsprechen  eine  gleiche  Anzahl  Tangenten  von  Qlj. 
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wiche  die  Curve  nicht  in  Bx  berühren ;  hierzu  kommen  noch  n 
Tangenten,  deren  Berührungspunkt  Bx  ist,  und  die  für  einen  be- 
fiebiiren  Punkt  doppelt  zu  rechnen  sind;   also  ist 

<P !«+ 1 )  =  <P{  n )  —  2(h— 1 )  |-  2h  =  w  n )  +  2 ,  oder 

—  qp( n ) = *2 ;  folglich  ist  auch....  (I) 
g>(n+-2)  —  <P(«4-n  =  2; 

<P(«M)  —  <P(nf-l)=-2: 

:  :  : 

<P(r) — <P(r— 1)  =  2;  durch  Addition  wird  hieraus: 
Vi  p )  —  9( » >  =  2(f>— /*)  oder 

<j>(i> 2/#  =  o?vn)  —  2m....  (2). 

Aber  von  einem  Punkte  lassen  sich  an  eine  Curve  der  lten 
Ordnung,  die  Gerade,  keine,  und  an  einen  Kegelschnitt,  als 
CWe  Üter  Ordnung,  nur  2  Tangenten  legen,  so  dass 

(p(l)  =  0  und        =  2  ist;  . 

- 

<l*>  hat  man  für  p  =  l  und  ebenso  auch  für  p~'2 : 

9>(n) — 2it  = —  2  oder 

p<«)=42(»— 1).  ' 

t)  Eine  jede  Curve  der  wten  Ordnung,  mit  einem 
(»— I)fachen  Punkte,  ist  zugleich  eine  Curve  der 
2(t— l)ten  Klasse. 

Corollar.  An  eine  Curve  der  3ten  Ordnuug,  mit 
«iaem  Doppelpunkte,  lassen  sich  von  einem  beliebi- 
gen Punkte  aus  im  Allgemeinen  und  höchstens  4  Tan- 
genten, und  an  eine  Curve  der  4ten  Ordnung,  miteinem 
ifichen  Punkte,  6  Tangenten  legen. 

Um  nun  die  Zahl  Fm)  für  eine  Curve  der  wten  Ordnung  über- 
taupt,  welche  keine  viellachen  Punkte  oder  deren  mehrere  und 
ton  beliebiger  Vielfachheit  besitzt ,  bestimmen  zu  können ,  gehe 
die  Bemerkung  voraus,  dass,  da  eine  Verminderung  der  Zahl  F(n) 
•fffnbar  nur  von  vielfachen  Punkten  herrühren,  und  die  Grosse 
«Heuer  Verminderung  nur  von  der  Anzahl  der  in  einem  solchen 
l'unkte  vereinigten  Punkte,  und  nicht  etwa  zugleich  auch  von  der 
Ordnung  der  Curve  abhängen  kann ,  diese  Grösse  für  einen  />fachen 
Punkt  =/(p),  und  wenn  zugleich  ein  p- ,  ein  q- ,  ein  rfacher 
Punkt  u.  s.  w.  vorhanden  ist,  "/(/>)+/} f/)+/(r)....  gesetzt  wer- 
den kaon,  wo  f[p\  nur  als  von  p  und  nicht  auch  von  n  abhängig 
flacht  wird. 

Es  habe  nun  eine  Curve  <£  der  nten  Ordnung  in  B  einen 
p  lachen  Punkt,  gehe  aber  weder  durch  B'  noch  durch  B" ;  so 

die  entsprechende  Curve  £i  von  der  (2n— ;>)ten  Ordnung ,  be- 
h*rt  in  Bx  einen  «fachen .  und  sowohl  in  Bx'  als  /?/'  einen 
*-w)fachen  Punkt.   €  wird  in  B  von  p  Geraden  berührt,  welche 
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Tür  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  doppelt  zu  rechnen  sind : 
also  ist  die  Anzahl  der  Tangenten ,  welche  ausserdem  noch  von  B 
an  €  gelegt  worden  können,  und  denen  allein  Tangenten  von  <ix 
entsprechen,  =  F( «)—/<»)  —  2/i.  Vom  Punkte  Bx  gehen  an  (St 
«Tangenten,  deren  Berührungspunkt  2^  ist,  und  welche  h'ir  einen 
beliebigen  Punkt  der  Ebene  doppelt  zu  rechnen  sind,  und  ausser- 
dem noch  die  jenen  F(n)— /(p)— 2/>  Tangenten  entsprechenden; 
also  ist 

I»'(2—p)  —  fw  —  2./(—p> =■=  F(n) -/(/»  —     +2«....  (1). 

Oder  aber:  Vom  Punkte  jB'  gehen  an  d  im  Ganzen  F(n> — /<p) 
Tangenten,  denen  eine  gleiche  Anzahl  von  ^  entspricht,  deren 
Berührungspunkt  Bv'  nicht  ist.  Zu  diesen  letzteren  kommt  noch 
die  doppelte  Anzahl  der  Tangenten,  deren  Berührungspunkt  Bx 
ist,  so  ist  F(„)  —  /(p)  +  2(m— p)  die  Anzahl  sämmtlicher  Tangen- 
ten, welche  von  einem  beliebigen  Punkte  an  £x  gelegt  werden 
können ;  also 

F(  2n-p)  —  /( n )  -  2  .  /(n-p)  =  F<  n )  —  /( p )  +  2(w— />) , 

eine  Relation,  welche  mit  der  vorigen  identisch  ist.    Setzt  man 
hier  zunächst  ;>  =  « — 1,  so  erhält  man,  weil  — 

F(n+i)— F(n)=/{fi)— /(n-i)  +  2;  folglich....  (2). 

F(n+2)' — F(n+l)=f(n+l) — /(n)  +  2; 

F(n+3)  —  *W«>  =/(■+*>  —  /(«+  O  +  2' 

•  *  .  «  • 
.               .                  •                »  . 

•  •  .  .  » 

F( p )  —  F(p- 1 )  =  f{p~ i )  —fiv-i)  +  2 ;    durch  Addition: 
F(  p )  —  F(  „ )  =  /(p- 1 )  —  f{n- 1 )  +  2(/? — «)....  (3). 

Setzt  man  hier       »+2,  so  wird: 

— F(»)=/J«+d— +  (4); 

und  für  w=l  oder  2  erhält  man,  weil  F(o  =  0,  F(2)  =  2,  /|0)=U, 
/(l)=0  ist: 

F(  „)—/(»_!)  =  2(n-l )....  (5). 
Ferner  wird  aus  (1),  wenn  p=n— 2  gesetzt  wird: 

F{nU)  ~  F(n)=ftn)  -/(—*>  +  2  . /(2)  +  4....    (6) ; 
also  durch  Verbindung  von  (4)  und  (6): 

/*(n+ 1 )—/(»- 1 ) = /( n )  —        )  +  2 .  /( 2 ) ;  also  auch . . . .    (7  ) 

/(nf  3)—  fin  \  t)  ~/(nf  2)— /(ii)  +  2  ; 

/(n-f  5)  — /(«+  3)  =  /(n-»-4)  —  /(n+2)  +  2  ; 
.  .  ... 

:  : 
/ '( P )  — /'(P- * > = Ap- » ) ~/(P- a )  +  2 . /(2 ) ;  durch  Addition: - 

/*(  P )  —  f[n~  1 )  =/(p- 1)  —  f{n-D  +         /<  +  1)  .  /(2) 

\ 
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f(P)—  Aj»-1)—  A>7(ti)=/(»-l>—  /(n--2)  —  (W— !)./(«)—  (8): 

also  für  w  =  2: 

/(p)—  Ap-i)  =  (/>— l)./l.2>.  demnach  ist....  (9) 
/WiW(p)=7>/*(2): 

/■(FfO— /,(r+i)  =  (p+l)./l2): 

•  «  » 

•  •  • 
.  •  • 

/U)-7(»-0 ~(»-~ *)-/(»)•>    <lurch  Addition: 
A»  W(p)  =  \(n-p)  {n\p-A).fa\...  (10). 

Hieraus  wird  für  p  =  0  oder  1: 

Aber  nach  (5)  ist: 

F(.-,=/l^i)+ä(»-l)==i(i^1)(Ä-8)/«Ä)  +  2(»--I); 
folglich  ist 

F(„)-U"-l)(w-2)./(2)  J  •>(»— i>™  (12); 

und  da  eine  Curve  der  Oten  Ordnung  gewiss  auch  keine  Tangen- 
ten besitzt,  also  F(o)=0  ist,  so  ist  für  «  =  0: 

/(2)  =  2....  (13); 

and  setzt  man  diesen  Werth  von      in  (11)  und  (12),  so  findet  sich : 

/*(«)  =  «("— !)••••  (I4) 

und  ebenso  auch : 

F(,)  =  jt(»--1)....  (15). 

2)  Durch  einen  jeden  />  fachen  Punkt,  welchen  eine 
Curve  der  wten  Ordnung  besitzt,  wird  die  Klassenzahl 
derselben  um  p(p  —  l)Einheiten  erniedrigt 

3)  Eine  Curve  der  wten  Ordnung  ist  im  Allgemeinen 
und  höchstens  zugleich  eine  Curve  der  n(n — l)ten  Klasse. 

Corollar.  Eine  Curve  der  3ten,  4ten,  5ten....  Ordnung 
ist  im  Allgemeinen  und  höchstens  eine  Curve  der  6ten, 
I'Jten,  20ten....  Klasse. 

Besitzt  nun  eine  Curve  $  dornten  Ordnung  in  den  Hauptpunk- 
ten einen  p-,  einen  r/-  und  einen  rfachen  Punkt,  sonst  aber  keinen 
vielfachen  Punkt,  so  ist  €t  von  der  (2w —  (p+t/+r))ten  Ordnung 
und  besitzt  auch  bloss  in  den  Hauptpunkten  einen  (n  —  (p-\-q))-t 
einen  (n  —  (/?+r))-  und  einen  (n  —  (<y-f-r))  fachen  Punkt;  also  ist 
die  Klasse  von 

««-(p+y+r))(2ii  — (|i+r/+r)-l)-.(n-(fi+V))(»-0#+y)-l) 
-  («  -  (p+r))  (n  -  (p+r)  - 1)  -  (u  -  (?+ r))  (n  -  (?+r)  - 1) 
=  «  (»+!)      (H-l)  -  v(7-H)  -r(r+l). 
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Und  auch  umgekehrt,  indem  ^  an  die  Stelle  von  £  genetzt 
wird ,  findet  sich  die  Klasse  von  (£  — 

(2;i  - (p  +?+r))  ('2/1  -  (p  f  q+r)  + 1)  -  (;i  -  (/>  +7))  (11  -  1) 
-  (,i  -(/H  r))  («  -(p+r)  + 1)  -  («  -  (jr+r))  (11  -  (<y  +  r)  + 1) 
=  w  (;,-t)  -  f/(y-l)-r(r-l), 

nie  es  von  vornherein  zu  erwarten  stand. 

4)  Einer  Curve  der  wten  Ordnung  entspricht  im  Allge- 
meinen und  höchstens  rine  Curve  der  ?/(//+l)ton  Klasse. 

Endlich,  da  jedem  vielfachen  Punkte  von  (E,  der  nicht  Haupt- 
punkt ist,  ein  ebensovielfacher  Punkt  von  Ql,  entspricht,  so  folgt: 

5)  Besitzt  eine  Curve  der  //ten  Ordnung  in  den  drei 
Hauptpunkten  einen  einen  ff  und  einen  rfachen 
Punkt  und  ausserdem  noch  einen  beliebigen  n-,  x-, 
g-...  fachen  Punkt,  so  ist  die«ihr  entsprechende  Curve 
von  derselben  Klasse,  als  eine  Curve  der  (w+l)ten  Ord- 
nung, welche  einen  (p+\)-,  einen  einen  (rf  1)-  und 
einen  tc-,  x-,  p-... fachen  Punkt  besitzt. 


§.  13. 

Konstruktion  einiger  Curven  höherer  Ordnung  mittels 
des  blossen  Lineals,  und  Uehertragung  einiger  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  auf  höhere  Curven. 

Au  fgahe. 

Eine  Curve  der  dritten  Ordnung  mittels  des  blossen  Li- 
neals punktweise  zu  zeichnen,  sobald  ein  Doppelpunkt 
Bx"  und  ausserdem  irgend'  sechs  Punkte  Blf  Bx  ,  al9  bx, 
C! ,  bj  derselben  beliebig  gegeben  sind. 

Auflosung. 

Man  verbinde  den  Doppelpunkt  Bx"  (Taf.  H.  Fig.  2.)  mit  zweien 
der  übrigen  Punkte,  z.  B.  mit  Bx  und  Bx  ,  durch  die  Geraden  I\\ 
Px ,  und  diese  Punkte  mit  sich  selber  durch  die  Gerade  P",  ziehe 
zwei  beliebige  Gerade  A,  Ä ,  welche  die  Px"  resp.  in  p, ,  p,' 
schneiden,  und  von  denen  die  eine,  Ay  der  Px  in  p,  die  andere, 
A'f  der  Px  in  p'  begegnet;  verbinde  die  Punkte  p,  p'  mit  einan- 
der durch  die  Gerade  P' ',  nehme  auf  P"  irgend  zwei  Punkte  B, 
B  an  und  verbinde  B  mit  vx  durch  P,  B  mit  p/  durch  P.  Der 
Durchschnitt  von  Pt  P  heisse  B",  Nun  denke  man  sich  zwei 
perspektivische  Strahlhüschel  /?,  Bt,  deren  persp.  Durchschnitt  A, 
und  wieder  zwei  andere,  B\  B/,  deren  persp.  Durchschnitt  A' 
ist,  und  zwei  Ebenen  €,  €1  in  Bezug  auf  diese  zwei  Paar  »Strahl- 
hüschel geometrisch  verwandt:  bestimme  in  €  die  den  Punkten 
<>i>  b, ,  c , ,  0,  entsprechenden  Punkte  n,  b,  c,  t>  und  l«ge  durch 
die  fünf  Punkte  B"  y  a,  b,  c,  C>  einen  Kegelschnitt  St,  d.  h.  man 
suche  beliebig  viele  andere  Punkte  e,  f....  desselben,  was  sich 
aut  mehrfache  Weise  durch  blosses  Linienziehen  bewirken  lässt. 
Endlich  bestimme  man  in       die  den  Punkten  c,  f....  entsprechen 
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den  Punkte  c,,  f,....;  so  gehören  sämmtliche  Punkte  2?,",  Bx, 
Bx\  «i,  6, ,  clf  &lf  Ct  ,  fi und  zwar  ersterer  als  Doppelpunkt, 
«oer  und  derselben  Curve  dritter  Ordnung  an. 

Beweis. 

Da  der  Verbindungslinie  P"  der  Punkte  B,  B' ,  insofern  sie 
dem  Strahibiischel  B  oder  B  angehurt ,  in  den  Strahlbüscheln 
Bx,  Bx  die  Gerade  Px  oder  Px  entspricht,  und  da  ebenso  der 
Geraden  Px"  in  den  Strahlbüscheln  B,  B'  die  Geraden  P  t  P 
entsprechen,  so  sind  die  Punktenpaare  ß,  Bx;  B,ß/;  B",  Bx" 
die  zugeordneten  Hauptpunkte  der  Ebenen  €,  <S1#  Cud  da  nun 
der  Kegelschnitt  &  im  Allgemeinen  nur  durch  einen  Hauptpunkt 
/?*  geht,  so  ist  die  demselben  entsprechende  Curve  von  der 
2.2— l=3ten  Ordnung  und  besitzt  in  Bxn  einen  flachen  und  in 
jedem  der  Punkte  ßX3/  Bx    einen  2  —  1  =  lfachen  Punkt  (§.8.  I.). 

Sind  überhaupt  in  einer  Ebene  (*x  von  einer  Curve  (£,  der 
»ten  Ordnung,  welche  einen  (n — 1) fachen  Punkt  B"  besitzt,  die- 
ser Punkt  Bx"  und  ausserdem  2w  Punkte  beliebig  gegeben,  von 
denen  irgend  zwei  Bx ,  Bx  heissen  mögen,  und  bestimmt  man  die 
Punkte  B ,  B' ,  B"  ebenso  wie  in  der  obigen  Aufgabe,  und  noch 
die  den  übrigen  2»— 2  gegebenen  Punkten  entsprechenden  Punkte, 
*o  ist  nach  §.  10.  1.  durch  diese  2;i  —  2  Punkte  und  den  Punkt 

eine  Curve  der  (m — l)ten  Ordnung ,  welche  B"  zum  (w — 2)fachen 
Puokie  hat,  bestimmt,  und  ist  die  der  <E,  entsprechende  Curve  £. 
Man  würde  also  jene  Curve  (E|  mit  dem  blossen  Lineal  zeichnen 
Litauen,  wenn  die  Curve  €  gezeichnet  vorläge.  Nun  aber  lasst 
sich  die  der  2ten  Ordnung,  also  auch  die  der  3ten  mit  einem  Dop- 
pelpunkte, die  der  4ten,  5ten,  6tcn....«ten  Ordnung  mit  einem  3-, 
4-,  5  ....  (w — l)fachen  Punkte  mittels  des  blossen  Lineals  zeichnen, 
(^gl.  Analvse  des  transversales  appliquee  ä  la  recher- 
che  des  proprietes  projectives  des  lignes  et  surfaces 
seometr  in  lies  par  1YI.  J.  V'.  Poncelet.  art.  204.  inCrelle's 
Journal,  ßd.  8.  Hfl.  2.). 

1)  Eine  jede  Curve  der  wten  Ordnung,  welche  einen 
(w-l)fachen  Punkt  besitzt,  lässt  sich  punktweise  mit- 
tels des  blossen  Lineals  zeichnen,  sobald  dieser  viel- 
fache Punkt  und  ausserdem  2»  Punkte  der  Curve  be- 
liebig gegeben  sind. 

Es  seien  in  Taf.  II.  Fig.  2.  durch  den  (beliebigen)  Punkt  Bx  der 
furve  3.  O.  .tfj  die  Geraden  aXt  bx,  r, ,  ffl....  gelegt,  welche  denfeben- 
blli  beliebigen)  Strahl  Px  des  Doppelpunktes  Bx"  in  den  Punk- 
ten  «, ,  ßx ,  yk ,  dx . . ..  und  die  Curve  selbst  noch  in  den  Punkten- 
paaren 0i ,  ü,  ;  bi  ,  bxl ;  ii,  ix  ;  t»j ,  h'....  schneiden;  und  es 
*ei  auf  jeder  noch  ein  Punkt  «,',  ßx ,  yx  ,  6\\...  so  bestimmt,  dass 
«i»  Ki'  mit  0},  «/;  ßx ,  ßx  mit  bx ,  b,'  u.  s.  f.  harmonisch  sind. 
Uann  sind  nach  §.  6.  4.  die  je  vier  solchen  Punkten  entsprechen- 
den Punkte  ebenfalls  harmonisch,  und  da  allen  Punkten  a, ,  ßx, 
7i>  V—  ein  und  derselbe  Punkt  B  entspricht,  und  die  entsprechen- 
den von  ax,  Oj';  b|,  b/....  einem  Kegelschnitte  Ä  angehören,  so 
liegen,  wie  bekannt,  alle  Punkte,  welche  den  ux',  fix  yx  öx.... 
wtaprechen,  auf  einer  Geraden,  nämlich  der  harmonischen  Polare 
*on  B  für  St ,  und  folglich  (|ie  Punkte  ax\  |Sj\  yx  ,  6X\.  selber  auf 
«•'wem  Kegelschnitte ,  welcher  durch  BXf  Bx>  Bx   geht  u.  s.  w. 
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2)  Legt  man  durch  den  Doppelpunkt  einer  Curve 
dritter  Ordnung  irgend  eine  Gerade  l\  ,  und  durch 
irgend  einen  anderen  Punkt  Bt  derselben  beliebig 
viele  Gerade  % ,  öl,  r, ,  f/t....und  bestimmt  au  f  jeder 
denjenigen  Punkt,  welcher  zu  den  beiden  neuen  Punk- 
ten und  zu  dem  der  Geraden  Pt  angehorigen  der  vierte 
harmonische,  dem  letzteren  zugeordnete  Punkt  ist, 
so  liegen  alle  diese  neuen  Punkte  auf  einem  Kegel- 
schnitte, welcher  der  Curvc  im  Doppelpunkte,  im 
Punkte  Bt ,  in  demjenigen  Punkte,  in  welchem  die  Ge- 
rade l\  dieselbe  von  Neuem  schneidet,  und  ausserdem, 
wenn  sie  vorhanden  sind,  in  den  Berührungspunkten 
der  beiden  Tangenten,  welchevon  Bx  an  dieselbe  gehen, 
begegn  et« 

Den  Strahlenpaaren,  welche  den  Doppelpunkt  BJ'  mit  jeneu 
Durchschnittspunkten  n, ,  o/;  bj  ,  b/$  clr  c,'....  verbinden,  ent- 
sprechen in  (c  ebensoviele  Strahlenpaare ,  welche  die  entsprechen- 
den Punkte  «,  a';  b.  b';  c,  c\...  des  Kegelschnittes  &  mit  dem 
Punkte  B"  verbinden;  diese  Strahlenpaare  aber  bilden,  weil  die 
Linien  aa'  9  bb',  cc\...  durch  einerlei  Punkt  B  gehen,  nach  Archiv 
Thl.  IV".  Nr.  XXX.  §.  3.  3.  eine  Involution  von  Strahlen;  also  hat 
man  nach  §.  6.  1.  den  folgenden  Satz: 

3)  Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  einer  Curve 
dritter  Ordnung,  welche  einen  Doppelnunkt  besitzt, 
beliebig  viele  Gerade,  so  bilden  die  Strahlenpaare, 
welche  den  Doppelpunkt  mit  den  neuen  Durchschnit- 
ten dieser  Geraden  und  der  Curve  verbinden,  eine  In- 
volution von  Strahlen,  und  zwar  gehen  die  Haupt- 
strahlen dieser  Involution,  wenn  sie  vorhanden  sind, 
nach  den  Berührungspunkten  der  beiden  von  jenem 
Punkte  ausgehenden  Tangenten. 

Durch  irjrend  einen  Punkt  nv  der  Ebene  €,  und  durch  die 
drei  Punkte  Ät ,  Bx' ,  By"  denke  man  sich  beliebig  viele  Kegel- 
schnitte 2ti,  Q\ ,  ,  $Dj....  gelegt;  so  wird  im  Allg.  ein  jeder 
derselben  die  Curie  Ät  in  noch  zwei  Punkten  a, ,  «/ ;  bj| ,  b/ ; 
h>  ff  »  ^i  >  bi'....  schneiden,  und  auf  jedem  wird  es  einen  Punkt 
alf  fr,  yl9  dl.».,,  geben,  welcher  mit/?],  als  zugeordnetem  Punkte, 
und  mit  ,  <i,';  bt ,  b,'....  vier  hurmonische  Punkte  des  betreffen- 
den Kegelschnittes  bildet.  Jenen  Kegelschnitten  &ly  S&r,  <£j,  IDj.» 
entsprechen  in  (5  ebensoviele  Gerade  ,  welche  durch  einerlei  Punkt 
p  gehen,  den  Punkten  at ,  a,';  bj ,  b/«—  die  Durchschnitte  dieser 
Geraden  mit  dein  Kegelschnitte  .it.  und  den  Punkten  ttx  ,  ßt  .  yl? 
5p...  solche  Punkte,  welche  mit  />,  als  zug.  Punkte,  und  mit  die- 
sen Durchschnitten  vier  hurmonische  Punkte  bilden,  also  sa'nimt- 
lieh  der  barm.  Polare  des  Punktes  p  für  SC  angehören,  b  olglich 
liegen  auch  die  Punkte  alf  ßl9  y, ,  '  Sl ....  alle  auf  einem  Kegel- 
schnitte u.  s.  w. 

4)  Haben  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  mit  einer 
Curve  dritter  Ordnung  einen  Doppelpunkt  und  zwei 
einfache  Punkte  und  unter  sich  noch  einen  vierten 
Punkt  pi  gemein,  und  bestimmt  man  auf  einem  jedeu 
dieser  Kegelschnitte  zu  deu  beiden  Punkten,  in  welchen 
er  noch  ausserdem  die  Curve  schneidet,  und  zu  dem 
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Paukte  plf  als  zugeordnetem,  den  vierten  harmonischen 
Punkt,  so  liegen  alle  diese  vierten  Punkte  auf  ei  nein 
Besen  Kegelschnitte,  welcher  mit  jener  Schaar  und  der 
Curve  die  nämlichen  drei  Punkte  gemein  hat  und  die  letz- 
tere in  denjenigen  zwei  Punkten  schneidet,  in  welchen 
Kie  von  zwei  Kegelschnitten  jener  Schaar  berührt  wird. 
Sind  von  einer  Curve  der  4ten  Ordnung,  welche  drei  Donpel- 

iwokte  besitzt,  ausser  diesen  letzteren  noch  ^  ^ ^  ~^T~"  —  5 

einfache  Punkte  gegeben,  so  ist  dieselbe,  und  mit  ihr  zugleich, 
*k  die  ihr  entsprechende  Curve,  ein  Kegelschnitt  vollkommen  be- 
stimmt: da  nun  dieser  mittels  des  Lineals  sich  zeichnen  lasst, 
so  folgt : 

5)  Eine  Curve  der  vierten  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten lasst  sich  punktweise  mittels  des  blossen  Line- 
als zeichnen,  sobald  diese  drei  Doppelpunkte  und  aus- 
serdem irgend  fünf  Punkte  derselben  gegeben  sind. 

Die  Ausführung  sei  dem  Leser  überlassen.  Sind  die  drei 
Doppelpunkte  insbesondere  drei  Rückkehrpunkte,  so  entspricht 
Dach  {.  11.  2.  der  Curve  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  drei  Haupt- 
linien der  Ebene  berührt,  und  den  drei  Tangenten  in  den  Rfick- 
kehrpunkten  entsprechen  diejenigen  Geraden,  welche  die  Berüh- 
nmppunkte  des  Kegelschnittes  mit  den  Gegenecken  des  Haupt- 
dreiecks verbinden;  solche  drei  Geraden  aber,  wie  bekannt, 
«beiden  einander  in  einerlei  Punkte;  also: 

f))  Die  drei  Tangenten  in  drei  Rückkehrpunkten  einer 
Curve  vierter  Ordnung  gehen  durch  einen  und  denselben 
Punkt. 

Ferner  erhalt  man  auf  ähnliche  Weise,  wie  der  Satz  2.  des 
j.  13.  gefunden  wurde,  den  folgenden: 

7)  Besitzt  eine  Curve  4t er  Ordnung  drei  Doppelpunkte, 
und  denkt  man  sich  auf  irgend  einem  Strahle  des  einen 
dieser  Punkte  einen  Punkt  so  bestimmt,  dass  er  zu  den 
beiden  neuen  Punkten  der  Curve  und  zu  demjenigen, 
welcher  der  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Dop- 
pelpunkte angehört,  der  vierte  harmonische,  dem  letz- 
teren zugeordnete  Punkt  ist,  so  liegen  alle  diese  vier- 
ten Punkte  auf  einem  Kegelschnitte,  welcher  durch  die 
drei  Doppel  im  n  k  te  und  durch  die  Berührungspunkte  der- 
jenigen zwei  Tangenten  der  Curve  geht,  welche  sich  in 
jenem  Doppelpunkte  schneiden. 

Cnd  wenn  statt  des  ersten  Doppelpunktes  irgend  ein  heliebi- 
?er  Punkt  der  Ehene  gesetzt  wird : 

8)  Besitzt  eine  Curve  vierter  Ordnung  drei  Doppel- 
punkte, und  legt  man  durch  die  letzteren  und  durch  einen 
beliebigen  Punkt  ;>  der  Ebene  eine  Schaar  Kegelschnitte, 
und  bestimmt  auf  jedem  dieser  Kegelschnitte  zu  den  bei- 
den  Punkten,  iu  welchen  er  die'  Curve  von  Neuem  schnei- 
det, und  zu  dem  Punkte/?,  als  zugeordnetem,  den  vier- 
ten harmonischen  Punkt,  so  liegen  alle  diese  vierten 
Punkte  auf  einem  neuen  Kegelschnitte,  welcher  auch  die 
4rei  Doppelpunkte  enthalt  u.  s.  w. 
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Es  «ei  endlich  (£t  eine  Curve  5ter  Ordnung,  welche  einen 
3 fachen  Punkt  Bx  und  drei  Doppelpunkte  Bx ,  4?/,  Ot  besitzt; 
durch  Bi"  gehe  eine  beliebige  Gerade  a/',  welche  von  Neuem 
in  2  Punkten  ax,  «/  schneidet;  durch  die  Punkte  2?i , 
Oj  sei  ein  beliebiger  Kegelschnitt  £j  gelegt,  welcher  die  Gerade 
Oi '  zum  andemnial  in  bt  schneidet  und  mit  <£t  noch  einen  ( einzi- 
gen) Punkt  J\  gemein  hat.  Endlich  sei  bx  zu  fl1 ,  a/  und  bx  der 
vierte  harmonische,  dem  bx  zugeordnete  Punkt.  Jetzt  denke  man 
sich  xti  einer  Ebene  £  die  Punkte  ß,  /T,  B"  beliebig  gewählt, 
und       C£i  in  Ansehung  der  zug.  Hauptpunkte  B,  BL;    I?,  Bx' ; 

J5|"  geometrisch  verwandt;  so  entspricht  der  ^  eine  Curve 
3ter  Ordnung  €,  welche  durch  den  Punkt  2?"  geht  und  einen  dem  Ot 
entsprechenden  Doppelpunkt  O  besitzt;  dem  Strahle  a/'  und  den 
harmonischen  Punkten  at ,  ax ;  bj ,  b/  entspricht  ein  Strahl  a" 
von  Z?"  und  vier  harmonische  Punkte  fl,  a;  b,  b';  dem  Kegel- 
schnitte Mt  entspricht  eine  Gerade  & ,  welche  durch  O,  den  dem 
Jt  entsprechenden  Punkt  J  der  Curve  und  durch  b  geht;  die 
Punkte  o,  a'  liegen  auf  €,  und  nach  2.  liegen  alle  Punkte  b', 
welche  den  verschiedenen  Strahlen  von  B"  angehören,  auf  einem 
Kegelschnitte,  welcher  die  Punkte  B"t  O,  J  enthält;  da  nun 
dieser  Kegelschnitt  nur  durch  einen  einzigen  Hauptpunkt  B"  geht, 
so  entspricht  ihm  in  £j  eine  Curve  3.  ö.,  welche  in  einen 
Doppelpunkt  besitzt  und  einfach  durch  Bx ,  Bx  und  Oa  hindurch 
geht.    Hieraus  folgt: 

9)  Sind  irgend  eine  Curve  5ter  Ordnung,  welche 
einen  3 fachen  Punkt  Bi  und  drei  Doppelpunkte  ßl% 
Bit  Ox  besitzt,  und  ein  Kegelschnitt  5tt ,  w  elcher  durch 
diese  vier  Punkte  geht,  b e Ii e h i g  g e g e h e n  ,  und  den  kt 
mau  sich  a u  f  j  e d  e m  S t r a h  I  e  j e n  e s  Punktes  Bx  z u  d  e n 
beiden  Punkten,  welche  ausserdem  noch  der  Curve 
5ter  Ordnung,  und  zu  jenem,  welcher  noch  dem  Kegel- 
schnitte  Äi  angehört,  den  vierten  harmonischen,  dem 
letzteren  zugeordneten  Punkt  bestimmt,  so  liegen 
alle  diese  vierten  Punkte  auf  einer  Curve  3t er  Ord- 
nung, welche  an  der  Stelle  jenes  dreifachen  Punktes 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  durch  die  drei  Doppelpu nk te 
der  Curve  5ter  Ordnung  und  ausserdem  durch  denjenigen 
Punkt,  in  welchem  der  Kegelschnitt  &j  diese  Curve  von 
Neuem  schneidet,  hindurchgeht. 


Besondere  Falle. 
§.  14, 

Zwei  Paar  projektivisch-gleiche  Strahl hiischel. 

Sind  sowohl  die  Strahlbüschel  ß,  Bx  als  auch  ZT,  Bx  pro- 
jektivisch-gleich ,  d.  h.  schtiessen  je  zwei  Strahlen  ra,  o  des 
einen  denselben  spitzen  Winkel  ein  als  die  entsprechenden  Strah- 
len «i ,  bt  des  anderen ,  so  sind  auch  die  von  den  Hauptlinien  i*, 
P'  und  A":  P\  einerseits,  und  die  von  P*  und  />/',  l\  an- 
dererseits eingeschlossenen  spitzen  Winkel  einander  gleich.  Es 
sind  aber  hierbei  zwei  Fälle  denkbar :   a)  Entweder  sind  die  i  n  - 
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aeren  Winkel  B,  K  des  Hauptdreiecks  HB'B"  den  inneren 
Wmkeln  Bl9  Bx'  de«  Hauptdreiecks  BlBl  Bx"  gleich;  oder  6)  es 
sind  nur  zwei  innere  Winkel  B,  Bti  dagegen  der  andere  innere 
Wickel  B  de*  einen  Dreieck«  dem  A  ussenwink  el  2?/  de»  an- 
deren gleich. 

Im  Falle  a)  sind  die  Hauptdreiecke  ahnlich ,  und  denkt  man 
«ich  die  Ebenen  (£ ,  <£l  für  einen  Augenblick  so  aufeinander  gelegt, 
da>s  die  Hauptlinien  /■*",  Px"  in  einerlei  gerade  Linie  fallen ,  die 
Riehtung  von  B  nach  B  dieselbe  sei,  als  die  von  Bx  nach  Bx* 
nnd  dass  die  Punkte  B' ,  B*"  auf  einerlei  Seite  jener  geraden 
Linie  liegen,  so  müssen  sowohl  die  Strahlbüschel  Ja ,  Bv  als  die 
Strahlbiischel  B,  Bx'  ungleich  liegend  sein,  d.  h.  folgen  z.  ß. 
in  B  die  Strahlen  P",  a,  0,  c,  d,  P*....  von  der  Rechten  zur  Liu- 
ken  aufeinander,  so  gehen  die  entsprechenden  Strahlen  Px'  at, 
6,,  c, ,  rf, ,  Px"..,.  von  der  Linken  zur  Hechten.  Sind  nun  die 
Strahlbüschel  B ,  selber  rirojektivisch-gleich ,  und  sind  z.  B. 
«,  6;  a,  6'  irgend  zwei  Paar  ihrer  entsprechenden  Strahlen,  so  ist 

W.  a,^  =W\  ah=z  W.      = W.  at'bx' ,  also  auch  W.       =  W-a/Aj/; 

also  sind  auch  die  von  den  entsprechenden  Strahlen  gebildeten 
Strahibuschel  2?]a  ff/  projektivisch-gleich,  und  zwar  sind  letz- 
teregleich liegend  oder  u  n  gl  ei  ch  liegen  d ,  jenachdem  B9 
B  g I ei ch  1  i e g e u d  oder  u  n  g  1  e  i  c  h  Ii  e  £  e  n  d  sind. 

Im  Falle  6)  sind  die  Hauptdreiecke  nicht  ahnlich,  es  sei  denn, 
sie  wären  rechtwinklig,  und  denkt  man  sich  die  Ebenen  (£,  €t  so 
nie  oben  aufeinander  gelegt ,  so  werden  die  Strahlbiischel  B ,  Bx 
nogleichl  legend",  uagcgen  die  Strahlbüschel  B' ,  /?/  gleich  - 
liegend  sein.  Sind  also  die  Strahlbüschel /f.  B  gleich- 
liegend,  so  müssen  die  ebenfalls  projektivisch-gleichen  Strahl- 
büschel /?, ,  2?,'  ungleichliegend  sein,  und  umgekehrt. 

Bekanntlich  sind  zwei  perspektivische  Strahlbüschel  B,  B' 
nrojektivisch  gleich,  und  zwar  gleichliegend  oder  ungleichliegend, 
jenachdem  ihr  perspektivischer  Durchschnitt  unendlich  entfernt 
oder  auf  ihrem  gemeinschaftlichen  Strahle  in  der  Mitte  zwischen 
ihren  Mittelpunkten  senkrecht  steht;  und  zwei  schiefliegende  pro- 
jektwische Strahlbüschel  B,  B  sind  gleich,  und  zwar  gleicl  ilie- 
tjeod  oder  ungleichliegend,  jenachdem  ihre  Mittelpunkte  auf  einem 
Kreise  liegen,  und  ihre  entsprechenden  Strahlen  auf  demselben  sich 
schneiden ,  oder  ihre  Mittelpunkte  die  Endpunkte  eines  Durchmes- 
ser* einer  gleichseitigen  Hyperbel  sind ,  auf  welcher  die  Durch- 
schnitte ihrer  entsprechenden  Strahlen  liegen;  und  umgekehrt* 
Hieraus  folgt  nun  im  Falle  «): 

1)  Der  unendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden 
der  beiden  Ebenen  <£,  entspricht  in  der  anderen  der 
dem  Hauptdreiecke  umschriebene  Kreis;  und  daher 
bilden  auch  die  entsprechenden  Strahlen  des  dritten 
Paares  zugeordneter  Hauptpunkte  (B",  Bx")  zwei  pro- 
jektivisch -gl eiche  Strah  Ibüschel. 

2)  Den  drei  Geraden,  welche  auf  den  Seiten  des 
«inen  Hauptdreiecks  in  deren  Mitten  senkrecht  stehen, 
entsprechen  drei  dem  anderen  Hauptdreiecke  umschrie-, 
'negleicbseitige  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte  auf 
den  betreffenden  Seiten  liegen. 
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3)  Allen  Kreisen  der  einen  Ebene,  welche  bloss  durch 
zwei  Hauptpunkte  gehen,  entsprechen  in  der  anderen 
ebenfalls  Kreise,  welche  bloss  durch  die  zwei  zugeord- 
neten Hauptpunkte  gehen. 

4)  Allen  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  bloss  durch 
zwei  Hauptpunkte  gehen  und  deren  Verbindungslinie 
zum  Durchmesser  haben,  entsprechen  ebenfalls  gleich- 
seitige Hyperbeln,  welche  bloss  durch  die  beiden  zuge- 
ordneten Hauptpunkte  gehen  und  deren  Verbindungs- 
linie zum  Durchmesser  haben. 

Ferner  enriebt  sich  aus  2.  und  aus  Archiv  Thl.  III.  S.  225. 

5)  Dem  Mittelpunkte  der  den  beiden  Hauptdreiecken 
umschriebenen  Kreise  entsprechen  gegenseitig  die  Durch- 
schnitte der  Höhen  dieser  Dreiecke. 

Dagegen  findet  im  Falle  h)  Folgendes  statt: 

6)  Der  unendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden  der 
beiden  Ebenen  entspricht  eine  dem  Hauptdreiecke  der 
anderen  umschriebene  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Mit- 
telpunkt auf  einer  bestimmten  Seite  dieses  Dreieck? 
liegt;  und  daher  bilden  die  entsprechenden  Strahlen 
des  dritten  Paares  zugeordneter  Hauptpunkte  keine  pro- 
jektiv} sch -gl eich en  St rahlb lisch el. 

7)  Einer  bestimmten  von  den  drei  Senkrechten  in 
den  Mitten  der  Hauptdreiecksseiteu  entspricht  der  dem 
anderen  Hauptdreieck  umschriebene  Kreis;  und  daher 
gehen  die  beiden  den  Hauptdreiecken  umschriebenen 
Kreise  gegenseitig  durch  die  ihren  Mittelpunkten  ent- 
sprechenden Punkte. 

8)  Allen  Kreisen,  welche  bloss  durch  die  beiden 
Hauptpunkte/?,  I?  (oder  Bif  Bx')  gehen,  entsprechen 
gleichseitige  Hyperbeln,  welche  bloss  durch  die  Haupt- 
punkte Bx ,  JBi  (oder  B,  B')  gehen  und  dieselben  zu  End- 
punkten eines  Durchmessers  haben. 

§.  15. 

Zwei  aufeinander  gelegte  Ebenen  €,  €i- 

Denkt  man  sich  die  Ebenen  €,  $L  aufeinander  gelegt,  so  ist 
ihre  geometrische  Verwandtschaft  am  Allgemeinsten  durch  zwei 
Kegelschnitte  Ä',  K  (Taf.  H.  Fig.  1.)  bestimmt,  deren  einer  die  zug. 
Hauptpunkte  B,  Bx  und  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Strahlen 
«,  «j ;  6,  bl,...,  der  andere  zwei  andere  zug.  Hauptpunkte  H> 
Bi  und  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Strahlen  a  ,  Oj'; 
6',  enthält. 

Fallen  zwei  entsprechende  Punkte  n,  flj  beider  Ebenen  zusam- 
men, so  gehen  die  Strahlen  a,  ri,  al9  a{  durch  einerlei  Punkt 
(ooi),  und  folglich  ist  letzterer  den  Kegelschnitten  K,  Ä"  gemein- 
schaftlich, und  da  zwei  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  entweder 
vier  oder  zwei  oder  keinen  Punkt  gemein  haben ,  so  folgt : 

1)  Zwei  aufeinander  gelegte  geometrisch  verwandte 
Ebenen  besitzen  im  Allgemeinen  entweder  vier  oder 
zwei  oder  keine  Punkte,  und  nur  in  gewissen  Grenzla- 


Digitized  by  Googl 


143 

gen  auch  drei  oder  einen,  in  welchen  sich  entsprechende 
Punkte  vereinigen. 

Sind  insbesondere  zwei  Strahlhüschel  B,  B  perspektivisch, 
d.  h.  ist  Ä  eine  Gerade,  so  werden  sowohl  in  den  Durchschnitten 
r<n  Ä'  und  Ä",  als  auch  in  denen  des  gemeinschaftlichen  Strahles 
HBt  und  de«  Kegelschnittes  K'  entsprechende  Punkte  vereinigt; 
iiul  sind  zugleich  B,  Bi  und  B' ,  B,  perspektivisch,  so  giebt  es 
solcher  Punkte  allemal  vier,  es  sei  denn,  dass  einige  zusammen- 
fallen, nämlich  im  Durchschnitte  der  perspektivischen  Durchschnitte, 
in  dem  der  Geraden  BBX ,  BB^',  und  in  den  Punkten,  wo  allemal 
die  eine  der  beiden  letzteren  den  persp.  Durchschnitt  der  beiden 
anderen  Strahlbüschel  schneidet. 

Dahingegen  können  im  Allgemeinen  keine  zwei  entsprechen- 
den Geraden  zusammenfallen,  weil  nur  den  Strahlen  der  Haupt- 
punkte wiederum  gerade  Linien  entsprechen.  Sind  aber  z.  B.  B, 
/^perspektivisch,  so  fallen  längs  BB%  zwei  entsprechende  Gerade 
zusammen;  und  sind  zugleich  auch  B,  Bx'  perspektivisch,  und 
ist  der  gem.  Strahl  des  einen  Paares  zugleich  der  perspektivische 
durchschnitt  des  anderen ,  so  müssen  sich  in  jedem  Punkte*  dieses 
Strahles  zwei  entsprechende  vereinigen.  Sind  endlich  zwei  Strahl- 
hüschel B*  Bl  concentrisch,  so  fallen  nach  Archiv  Tbl.  IV. 
Nr.  XXX.  9.  a.  entweder  zwei  oder  bloss  ein  oder  kein  Paar  ent- 
sprechende Strahlen  derselben  zusammen. 

Man  denke  sich  ferner  zwei  Punkte  n,  o,,  welche  sich  in  dop- 
peltem Sinne  entsprechen,  d.  h.  sowohl  wenn  o  zu  €,  a,  zu 
$i ,  als  auch  wenn  o,  zu  €,  a  zu  £i  gerechnet  wird ;  und  es  seien 
n,  er;  a,  a  :  av ;  at',  ax'  resp.  die  nach  a,  <i,  gehenden  Strah- 
len von  B,  H,  Bt,  Bi;  so  liegen  einerseits  die  Durchschnitte 
von  a  und  a, :  «  und  «,  auf  dem  Kegelschnitte  AT,  und  die  Ge- 
rade .4,  welche  dieselben  verbindet,  trifft  die  Gerade  BBX  in 
einem  Punkte  f,  welcher  der  harm.  Pol  der  Geraden  aflj  für  K 
ist;  folglich  geht  aax  durch  den  harm.  Pol  von  BBt  für  K; 
alier  auch  andererseits  durch  den  harm.  Pol  von  B,Bi'  für  K% 
ata  ist  sie  die  Gerade,  welche  den  Durchschnitt  der  Tangenten 
in  B  und  Bx  mit  dem  der  Tangenten  in  B  und  Bx'  verbindet. 

Da  nun  die  Punkte  B,  B\  und  der  Durchschnitt  von  «,  «• 
auf  K  liegen ,  und  BBV  den  harmonischen  Pol  f  von  aat  für  iL 
enthält ,  so  sind ,  nach  Archiv  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  §.  4.  2.  die  Punkte 
«  <ii  zwei  zugeordnete  harm.  Pole  für  K;  aber  auch  für  IC;  also 
das  den  Involutionen  zug.  harm.  Pole  für  K  und  K'  gemeinschaft- 
liche Paar. 

2)  In  zwei  aufeinander  gelegten  geometrisch  ver- 
wandten Ebenen  giebt  es  im  allgemeinsten  Falle  ent- 
weder nur  ein  einziges  oder  kein  Paar  Punkte,  welche 
sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen. 

Fällt  der  Pol  von  KBX\  für  Ä"  mit  dem  von  BBV  für  K  zu- 
sammen ,  so  gehen  durch  dieselben  unzählige  Gerade ,  deren  jede 
»ei  Punkte  a,  ,i,  besitzt.  Im  Archiv  Thl.  V.  Nr  XVIII.  §.  6,  9. 
>*t  gezeigt  worden,  dass  in  dem  Falle,  wenn  jener  Pol  auf  einer 
»tneinschaftlichen  Sekante  von  Ä\  A''  liegt,  die  Punktenpaare  a, 
jj.  welche  den  verschiedeneu  Strahlen  desselben  angehören,  einen 
Kegelschnitt  bilden  müssen.  In  jedem  arideren  Falle  aber  bilden 
«e  keinen  Kegelschuitt,  sondern  eine  Curve  höherer  Ordnung. 
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Sind  zwei  Strahlbüschel  B ,  Bx  perspektivisch ,  so  sind  der 
Punkt  f,  wo  BB,  vom  persp.  Durchschnitt  derselben,  uud  der 
Punkt  f,,  wo  BBX  von  der  Geraden  <u,  geschnitten  wird,  mit 
den  Punkten  Bt  B,  harmonisch;  und  ausserdem  sind  die  Punkte 
o,  a,  mit  fx  und  dem  dem  persp.  Durchschnitt  K  angehurigen 
Punkte  t2  harmonisch.  Im  Fall  nun  auch  B' ,  Bx  perspektivisch 
sind  und  f,  f,',  f,'  analoge  Bedeutung  als  f,  f,,  f,  haben,  so  giebt 
es,  so  lange  weder  die  persp.  Durchschnitte  Ä,  K  noch  auch  die 
Punkte  f„  f,'  zusammenfallen ,  nur  eine  Gerade  aax  und  entweder 
zwei  oder  keine  Punkte  a,  a,.  Fallen  nur  /£  und  /£'  zusammen, 
also  auch  f4,  fa',  so  giebt  es  keine  Punkte  a,  a,,  die  zugleich 
mit  f , ,  fa  und  mit  f,',  f./  harmonisch  sind;  und  fallen  nur  tl9  tx' 
zusammen,  so  besitzt  aus  demselben  Grunde  nur  ein  einziger 
Strahl  derselben  Punkte  a,  ait  dann  aber  unzahlige  Paare  solcher 
Punkte.  Fallen  endlich  sowohl  K,  K  als  tit  f/  zusammen,  so 
giebt  es  auf  jedem  Strahle  der  letzteren,  d.  h.  des  Durchschnit- 
tes von  BBi  und  HBX\  unzählige  Punktenpaare  o,  a(;  aber  dann 
geht  der  gemeinsame  persp.  Durchschnitt  nach  dem  Durchschnitte 
der  Geraden  BB'  und  /?,/?,',  und  dem  Strahle  BB'  entspricht 
sowohl  in  Bx  als  in  Bx  der  Strahl  BtBt',  ein  Fall,  der  noch 
nicht  hierher  gehurt. 

Wenn  im  allgemeinen  Falle  die  Kegelschnitte  Ä',  K'  sich 
decken,  so  giebt  es  auf  der  Geraden,  welche  die  harm.  Poole  von  BUX 
und  B'BX  verbindet,  unzahlige  Punktenpaare  a,  a»  ;  nämlich  je 
zwei  zugeordnete  harm.  Pole  derselben  sind  ein  solches  Paar. 

Sind  endlich  zwei  Strahlbuschel  B,  Bx  concentrisch,  so  sind 
die  Strahlen  «,  a,  derselben,  welche  nach  zwei  Punkten  o,  ax 
gehen ,  in  doppeltem  Sinne  entsprechend ,  also  sind  nach  Archiv, 
thl.  IV.  Nr.  XXX.  §.  1.  b.  die  Strahlbüschel  involutorisch ;  hier- 
aus folgt: 

3)  Sind  die  beiden  Paar  Strahlbuschel  B,  Bt;  B,  Bt\ 
in  Ansehung  derer  zwei  aufeinander  gelegte  Ebenen 
geometrisch  verwandt  sind,  con cen  tr isch,  so  entspre- 
chen entweder  alle  oder  kein  Paar  Punkte  derselben 
einander  in  doppeltem  Sinne. 

Gilt  letzteres  von  allen  entsprechenden  Punktennaaren,  so  sol- 
len die  Ebenen  invo  lutori sch- verwand  t,  und  je  zwei  ent- 
sprechende Systeme  derselben  zwei  Involutious-Systeme  heis- 
sen.  Im  Ganzen  bleibeu  dann  noch  alle  Erscheinungen,  wie  frü- 
her; einer  Curve  der  wten  Ordnung  entspricht  eine  der  2nten 
Ordnung  u.  s.  w. ,  doch  ist  es  einerlei,  in  welcher  der  beiden  Ebe- 
nen liegeud  eine  jede  von  beiden  Curven  vorgestellt  wird:  es  fal- 
let! nämlich,  was  bei  bloss  concentrischen  proj.  Strahlbiischeln 
nicht  stattfindet,  jetzt  auch  das  dritte  Paar  zugeordnete  Haupt- 
punkte zusammen. 

ß< 

Zwei  Systeme  von  Geraden. 
§.  16. 

Sind  in  ein£r  Ebene  €  zwei  Gerade  A ,  Ä  mit  den  Punkten 
a,  b,  c,  b....  und  a',  b',  c',  6'....,  in  einer  zweiten  Ebene  £i  zwei 
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Gerade  AXi  Ax  mit  den  Punkten  ax ,  &,,  cx ,  und  0^,  b/,  c,', 
Öi'....  gegeben ,  und  ist 

^(o,6,c,b....)  =  ^i  (ai^uCi, &!....)  und  zugleich 
A'  (a',  b',  c',  b'..i.)  =  Ak '  (a, ',  b, ',  c, ',  bx '....) , 

h>  entspricht  jeder  Geraden  «  der  Ebene  (5,  welche  A,  A'  in  a, 
a'  schneidet,  eine  Gerade  öi  der  Ebene  <Ei ,  welche  durch  die  ent- 
sprechenden Punkte  flj ,  geht;  insbesondere  entspricht  der 
unendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden  Ebene  diejenige 
Gerade  der  anderen,  welche  die  sogenannten  Durchschnitte  der 
Parallel  strahlen  verbindet  Dem  Durchschnitte  />"  von  A,A' 
entspreche  in  Ax  ein  Punkt  px  und  in  Ax  ein  Punkt  px ;  und 
umgekehrt:  dem  Durchschnitte  px"  von  Ax,  Ax  entspreche  in  A 
ein  Punkt  p',  in  A'  ein  Punkt  p,  und  es  seien  A",  Ax"  die  Gera- 
den, welche  resp.  p  und  p\  px  und  px  verbinden.  Dies  voraus- 
gesetzt, so  entspricht  jedem  Strahle  von  p"  die  Gerade  Ax" und 
jedem  Strahle  von  px    die  Gerade  A". 

Es  sei  B  irgend  ein  Punkt  von  €,  dessen  Strahlen  n,b,c,(L... 
die  ^1  in  a,  b,  C,  b....,  die  ^4'  in  a',  b',  c',  b'....  schneiden;  so  hat 
man: 

Ax  («1 1»  b],  clf  b|....)  —  A  (vi, 6,  c.  b....)  ==  («,  6,  c,  iL..,)  = 
;f (a',  b',  c',  b'....)  —  ^ '  (0/,  b,',  c/,  b,'....) ;  also 

^i(«i»b1,f1,b1....)=^i,(«i'»  bi',fi',  b/....)- 

Liegt  JE?  auf  so  entspricht  dem  Strahle  An  von  /?  ein 
durch  p"  gehender  Strahl,  also  sind  die  Geraden  Al9  Ax  in  An- 
sehung der  den  «,  b,  c,  d....  entsprechenden  Geraden  «, ,  Ä, ,  c,, 
di....  perspektivisch,  und  da  demjenigen  Strahle  von  2?,  welcher 
durch  ;/'  geht,  die  Gerade  Ax"  entspricht,  so  liegt  der  Projek- 
tioospunkt  Zfj  von  Ax,  Ax  auf  Ax" .  In  jedem  anderen  Falle,  wo 
B  auf  keiner  der  Geraden  A,  A\  A"  liegt,  umhüllen  die  Geraden 
Äi  >  »i  f  cx ,  dx  . . . .  nebst  AXf  Ax  ,  Ax"  einen  Kegelschnitt'  \BX\. 
Liegt  der  Punkt  B  auf  der  Geraden  r,  welche  die  Durchschnitte 
der  Parallelstrahlen  von  A,  A'  verbindet,  so  wird  der  Kegelschnitt 
[Bi]  voo  der  unendlich  entfernten  Geraden  berührt,  ist  also  eine 
Parabel;  und  ist  B  selbst  unendlich  entfernt,  so  berührt  [#1]  die 
Gerade  rx ,  welche  die  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen  von  Ax, 
Ax'  verbindet. 

Die  drei  Geraden  A,  A't  A"  und  AX,AX',  Ax"  werden  Haupt- 
linien,  die  Punkte  p,  p\  p"  und  px7,  px"  Hauptpunkte, 
die  von  ihnen  gebildeten  Dreiecke  Hauptdreiecke,  und  je  zwei 
sleichmarkirte  Itiuptlinien  und  Hauptpunkte,  wie  A",  Ax";  p'tpx: 
A"*Pi",  zugeordnete  genannt. 

1.  Einem  jeden  Punkte,  welcher  auf  einer  Haupt- 
linie der  einen  Ebene  liegt,  entspricht  wieder  ein 
Punkt  der  zugeordneten  Hauptlinie  der  anderen  Ebene. 

2.  Einem  jeden  Strahle  eines  Hauptpunktes  der 
einen  Ebene  entspricht  ein  und  dieselbe  Gerade,  näm- 
lich die  zugeordnete  Hauptlinie  der  anderen  Ebene. 
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3.  Einem  jeden  Punkte,  welcher  auf  keiner  Haupt 
linie  liegt,  entspricht  ein  Kegelschnitt,  welcher  von 
den  drei  Hauptlinien  der  anderen  Ebene  und  von  den, 
den  Strahlen  des  ersteren  entsprechenden  Geraden 
berührt  wird,  und  umgekehrt.  Dieser  Kegelschnitt  ist 
eine  Parabel,  wenn  jener  Punkt  auf  der  mit  r  fa)  be- 
zeichneten Geraden  liegt. 

Es  würde  langweilig  sein,  diese  Untersuchung  noch  weiter  zu 
verfolgen,  indem  man  sich  bereits  aus  diesem  Anfang  derselben 
überzeugt,  dass  dieselbe  kaum  mehr  als  eine  wiederholte  Erzäh- 
lung der  unter  ct.  gewonnenen  Resultate  in  anderem  Gewände  lie- 
fern würde.  Oer  Leser  kann  sich  sogleich  in  den  Besitz  des  hier 
zu  Gewinnenden  setzen,  wenn  er  in  den  früheren  Betrachtungen 
und  Lehrsätzen  die  Ausdrücke:  Punkt,  Hauptpunkt,  Gerade, 
Hauptlinie,  Curve  wter  Ordnung  oder  Klasse,'  Punkt  oder  Tan- 
gente einer  Curve,  nfacher  Punkt,  Rückkehrpunkt  u.  s.  w.  resp. 
mit  den  Ausdrücken:  Gerade,  Hauptlihie,  Punkt,  Hauptpunkt 
Curve  wter  Klasse  oder  Ordnung,  Tangente  oder  Punkt  einer  Curve, 
»fache  Tangente,  Wendungstan^ente  u.  s.  w.  vertauscht.  Nur  in 
einem  besonderen  Falle  stellt  sieh  Eigentümliches  heraus :  Sind 
nämlich  sowohl  die  Geraden  A>  Ax  als  die  Geraden  A'}  Ai  pro- 
jek tivisch-äh nlich  oder  gleich,  so  entsprechen  sich  die  un- 
endlich entfernten  Punkte  derselben,  und  folglich  auch  die  unend- 
lich entfernten  Geraden  ihrer  Ebenen  gegenseitig;  die  Geraden 
A"  und  Ax"  sind  also  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punkte 
ebenfalls  ähnlich;  jeder  Parabel,  welche  die  drei  Hauptlinien  der 
einen  Ebene  berührt,  entspricht  ein  unendlich  entfernter  Punkt 
der  anderen,  und  jeder  Parabel,  welche  bloss  zwei  Haupt  Ii  nien 
berührt,  entspricht  wieder  eine  Parabel. 


Ein  System  von  Punkten  und  ein   System  von 

Geraden. 

§•  17. 

Von  der  Betrachtung  dieser  beiden  Systeme  gilt  fast  dasselbe 
als  von  der  der  beiden  vorigen.  Man  erhalt  die  Eigenschaften  der- 
selben, wenn  man  in  «.  die  Ausdrücke  für  die  Elemente  der  einen 
Ebene  unverändert  lässt,  dagegen  die  für  die  Elemente  der  ande- 
ren mit  den  so  eben  genannten  vertauscht.  Nur  dem  §.  14.  steht 
hier  durchaus  kein  ähnlicher  zur  Seite,  und  das  Analogon  der 
FrajBfe  über  die  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Punkte  dürfte 
wenigstens  kein  besonderes  Interesse  darbieten.  Wichtiger  dage- 
gen wäre  es  zu  untersuchen :  welchem  Orte  diejenigen  Punkte  der 
einen  Ebene  angehören,  deren  entsprechende  Geraden  durch  diese 
Punkte  selber  gehen  ?  und  umgekehrt ;  indem  dieselbe  Frage  für 
reeiprok-verwandte  Figuren  von  besonderer  Bedeutung  ist.  Schwer- 
lich aber  dürfte  dieseloe  hier  ohne  Hülfe  der  algebraischen  Ana- 
lysis  beantwortet  werden  können,  wesshalb  ich  sie  übergehe. 
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der  huhereo  geometrischen  Verwandtschaften. 

§•  18. 

Es  seien  jetzt  die  in  §.  4.  betrachteten  zwei  Paar  projektivische 
Strahl büschel  B,  Bx  und  B' y  Bx  so  beschaffen,  dass  zwar  dem 
gemeinschaftlichen  Strahle  P"  von  B,  B' ,  insofern  er  zu  B'  ge- 
rechnet wird,  in  Bx  wiederum  der  gemeinschaftliche  Strahl  Px° 
ron  Blf  Bx  entspreche,  d.  h.  dass  sowohl  P  mit  P'  als  auch 
Px  mit  Px"  zusammenfalle;  dass  dagegen  dem  Strahle  P"  des 
Strahlbüscbels  B  ein  von  Px"  verschiedener  Strahl  Px  in  Bx, 
and  umgekehrt:  dem  Strahle  /V*  von  Bx  ein  von  P'  verschiede* 
ner  Strahl  P  in  B  entspreche.  In  diesem  Falle  muss  einem  jeden 
Punkte  von  P"  der  einzige  Punkt  Bx ,  und  einem  jeden  Punkte 
reo  P  der  einzige  Punkt  Bx  ;  und  ebenso  einem  jeden  Punkte 
von  Px"  der  Punkt  B,  und  einem  jeden  von  Px  der  Punkt  B' 
entsprechen.  Einer  jeden  Geraden  A  der  Ebene  <$  entspricht  in 
€i  offenbar  ebenso  wie  früher  ein  Kegelschnitt  [Ax],  welcher 
doreh  die  Punkte  Bx,  Bx  geht;  weil  aber  jetzt  denjenigen  zwei 
Strahlen  von  B,  B' ,  welche  nach  dem  Durchschnitte  von  A  und 
V  gerichtet  sind,  in  Bx ,  Bx   die  Strahlen  Px  ,  entsprechen, 


jedem  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Hauptpunkte  B,  B  geht 
und  die  tlauptlinie  P'  berührt,  in  der  anderen  Ebene  eine  Gerade 
entsprechen.  Dagegen  entspricht  jedem  Kegelschnitt,  welcher  durch 
B,  B  geht,  aber  P'  nicht  berührt,  zwar  wiederum  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  Bx,  Bx  geht,  der  aber  die  Hauptlinie  Px 
nicht  berührt. 

Es  sei  £  eine  Curve  der  wten  Ordnung,  welche  durch  keinen 
der  Hauptpunkte  B,  B*  gehe,  und  es  sei  t  die  ihr  entsprechende 
Corve:  so  entspricht  den  n  Punkten,  welche  £  mit  P"  gemein 
bat,  ein  ?/ fach  er  Punkt  BXf  und  den  n  Punkten,  welche  §  mit  P* 
semein  hat,  ein  nfacber  Punkt  Bx.  Einer  jeden  Geraden  der 
Kbene  <5i  entspricht  ein  Kegelschnitt,  welcher  mit  €  im  Allgemei- 
nen 2»  Punkte,  welche  nicht  in  B,  B'  fallen,  gemein  hat;  also 
wird  von  dieser  Geraden  in  2n  Punkten  geschnitten,  ist  folglich 
ton  der  2nten  Ordnung.  Demnach  hat  jeder  Strahl  des  Punktes 
Bx  ausser  diesem  »fachen  Punkte  noch  n  Punkte  mit  €|  gemein. 
Der  Strahl  Px  aber  kann  keine  Punkte  der  Curve  besitzen ,  welche 
nicht  mit  Bx  zusammenfallen,  weil  sonst  die  Curve  €  durch  den 


lings  Px  ausser  jenen  n  Punkten  noch  n  Punkte  mit  Bx  verei- 
nii»t.  Dennoch  aber  ist  Bx  kein  2«facher  Punkt;  weil  sonst  auch 
alle  übrigen  Strahlen  desselben  ausser  ihm  keinen  Punkt  mit  €t 
?emeiu  haben  könnten. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  jetzt  in  Rede  stehende  Art  der 
Verwandtschaft  aus  der  ersten  durch  allmahligen  Uebergang  ent- 
standen, indem  die  Hauptlinien  P,  Px  immer  kleinere  Winkel  mit 
P",  Px  bilden ,  so  sieht  man ,  dass  zwar  längs  der  festen  Geraden 
Px  ein  jeder  der  n  Punkte,  welche  den  «fachen  Punkt  Bx"  bilde- 
ten, sich  mit  einem  der  Punkte,  welche  den  h fachen  Punkt  Bx 


die  Annahme  ist;  also  sind 
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bilden,  nämlich  mit  dem  demselben  Zweige  angehörenden,  vere 
nigt  hat,  und  folglich  längs  Px  2»  Punkte  der  Curve  liegen;  das« 
al>er  eine  solche  Vereinigung  zweier  Punkte  auf  keinem  anderen 
Strahle  des  Punktes  Bx  stattfindet.  Ferner  ersieht  man  hieraus, 
dass  die  Hauptlinie  /V  die  n  Zweige  der  Curve,  welche  durch  Bx 
(und  Bi")  gehen,  im  Punkte  Bx  berührt,  und  folglich  diese  Zweige 
selber  einander  in  Bx  berühren,  gleichwohl  aber  dieser  Punkt  kein 
Rückkehrpunkt,  sondern  nur  ein  vielfacher  Punkt  überhaupt  ist, 
weil  derselbe  nicht  den  unmittelbaren  Uebergang  von  einem  Zweige 
zum  anderen  bildet,  vielmehr  der  die  Curve  beschreibende  Punkt 
sich  continuirlich  und  auf  demselben  Zweige  verharrend  durch  Bx 
hindurch  bewegt  und  erst  später  wieder  auf  einem  anderen  Zweige 
nach  Bi  gelangt.  Dies  letztere  erhellt  auch  aus  dem  Umstände, 
dass  bei  jenem  allmähligen  Uebergange  nur  die  Geraden,  •  welche 
den  Punkt  ZT  mit  den  Durchschnitten  von  £  und/*'  verbinden, 
sich  zu  vereinigen  streben,  diese  Durchschnitte  selber  aber  unver- 
rückt und  getrennt  von  einander  bleiben .  weshalb  auch  die  in  Bx 
vereinigten  n  Punkte  noch  immer  als  diskrete  Punkte  der  Curve 
anzusehen  sind.  Man  nennt  diejenige  Tangente  einer  Curve,  längs 
welcher  mehr  als  eine  Berührung  stattfindet ,  eine  vielfache  Tan- 
gente derselben,  und  zwar  in  dem  Falle,  wenn  zwei  oder  mehrere 
der  Berührungspunkte  zusammenfallen,  eine  Wendungstangente, 
und  den  gemeinschaftlichen  Berührungspunkt  einen  Wendungs- 
punkt der  Curve;  insbesondere  gelten  die  beiden  letzten  Aus- 
drücke mit  Vorzug,  wenn  alle  Berührungspunkte  einer  vielfachen 
Tangente  sich  vereinigen.  Man  sieht  sogleich,  dass  die  vielfachen 
Tangenten,  die  Wendungstangenten  und  die  Wendungspunkte  für 
Curven  einer  Klasse  dasselbe  sind,  als  die  vielfachen  Punkte,  die 
Rückkehrpunkte  und  die  Tangenten  in  derselben  für  Curven  einer 
Ordnung.  Im  Falle  der  Curve  (Ej  ist  demnach  der  Punkt  Bx  ein 
vollkommener  Wendungspunkt,  und  die  Hauptlinie  /V  ist  eine  voll- 
kommene Wendungstangente.  Es  gibt  aber  auch  Fälle,  wo  Bx 
nur  theilweise  ein  vielfacher  Punkt  "und  theilweise  ein  Wendungs- 
punkt ist. 

Geht  nämlich  die  Curve  <£  pmal  durch  B  und  ^mal  durch  ZT, 
so  ist  die  entsprechende  Curve  (£.  von  der  ('In  —  (p  +  ?))ten  Ord- 
nung, besitzt  in  Bx  einen  («— /?)fachen  und  in  Bx  einen  (w— <y)  fachen 
Punkt,  und  längs  Px  vereinigen  sich  n  —  (p  +7)  Punkte  mit  einer 
gleichen  Anzahl  der  bereits  in  Bx  vereinigten  Punkte.  Es  müs- 
sen sich  also  in  Bx  «  — (p+y)  Zweige  der  Curve  berühren,  wäh- 
rend die  übrigen  p  Zweige  die  letzteren  und  einander  in  diesem 
Punkte  durchschneiden. 

Verfolgt  man ,  wozu  hier  kein  Raum  mehr  ist ,  die  in  §.  10. 
und  12.  angestellten  Betrachtungen ,  so  wird  man  linden ,  dass  ein 
Punkt  einer  Curve,  in  welchem  sich  71  —  (p -{■  q)  Zweige  berühren 
und  von  p  Zweigen  geschnitten  werden,  dieselbe  Geltung  hat,  als 
zwei  Punkte,  von  denen  der  eine  ein  (w — <y)  fach  er  und  der  andere 
ein  (/i— (p  +  r/))facher  Punkt  ist. 
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Bemerkungen  über  die  Auflösung  der 
Gleichungen  des  dritten  Grades  in 
Band  VI.  Heft  1.  dieses  Archive«. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Dippe, 

Oberlehrer  um  Gymnasium  Fridericianum  m  Schwerin. 


Der  Herr  Herausgeber  dieses  Archive«  hat  die  Auflösung  der 
Gleichungen  des  dritten  Grades  in  einer  Weise  gegeben,  welche 
roD  den  Mängeln  der  Darstellung  dieses  Gegenstandes  in  unsern 
Lehrbüchern  zwar  frei  ist,  in  mir  aber  ein  bedenken  darüber  zu- 
rürkgelassen  hat,  ob  dieselbe  für  den  Schulunterricht  durchweg 
geeignet  sei.  Man  soll  nämlich,  um  die  Gleichung  .t3=<u?+6 
aufzulösen , 

selzen,  darauf 

+  (p  +  q  ir— D3  +  (Pi + gi  V^D* 

=  3(p  +  q  VT^) {Pl  +  qv  VZ-Dx 

+  (p + q  V^TD3 + (pi  +  ?i  ^^D8 

entwickeln,  und  hierauf  zur  Bestimmung  von  p,  px>  q,  qt  die  vier 
Gleichungen 

ppt—  qqt~\a,  Wi+tfPi=0; 
P3+f>i3 — tyq* — 3pitfi*=o, 
73+yi3-3^-3PlY=0 

herleiten.  Nun  erst  richtet  sich  die  Untersuchung  auf  die  Auffin- 
dung einer  reellen  Wurzel. 
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Dieser  Anfang  scheint  mir  für  Schuler  schwierig  und  ab- 
schreckend. Die  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  ist  ihnen 
so  leicht  geworden  und  beruht  auf  einem  so  einfachen  Gedanken, 
der  sich  innen  mit  Notwendigkeit  aufgedrängt  hat,  dass  sie  Aehn- 
liebes  auch  bei  den  eubischen  Gleichungeu  erwarten.  Die  sofor- 
tige Einführung  des  Imaginären  mnss  sie  nothwendi«  befremden, 
da  ihnen  dasselbe  immernoch  als  Ausnahme  erscheint,  und  ihnen 
der  Gedanke,  das«  die  Form  p+qV   1  die  allgemeinste  Zahlfonn 

ist,  zwar  bekannt  aber  noch  nicht  geläufig  ist.  »Sodann  erschrecken 
sie  vor  den  Schwierigkeiten,  wenn  ihnen  statt  einer  leicht  aufzu- 
fassenden Gleichung  vier  neue,  dem  Anscheine  nach  viel  schwie- 
rigere ,  entgegen  treten ;  und  in  der  Muthlosigkeit ,  die  sie  erfasst, 
können  sie  keinen  Schritt  selbstständig  vorwärts  thun ,  und  höch- 
stens den  Lehrer  bewundern,  der  mit  geschickter  Hand  die 
Schwierigkeiten  zu  beseitigen  weiss. 

AVenn  ich  im  Folgenden  den  oft  behandelten  Gegenstand  noch- 
mals aufnehme,  so  geschieht  dies  in  der  Absicht,  die  Resultate  mei- 
ner Erfahrungen  über  denselben  mitzutheilen,  was  gewiss  öfter 
von  den  Lehrern  geschehen  könnte,  zum  Nutzen  und  Frommen 
unseres  Unterrichts  und  unserer  Lehrbücher. 

Den  Schülern,  denen  man  eubisebe  Gleichungen  vortragen 
will,  sind  die  Sätze  xz  —  a3  =  {x  —  a)  (x2  +  ax  \  n2),  a3-fa3— 
(x\d){xl  —  ux\a2)  bekannt,  und  die  quadratischen  Gleichungen  ge- 
läufig; man  wird  also  ohne  Schwierigkeit  die  drei  Wurzeln  der  rei- 
nen eubischen  Gleichung  finden. 

Wenn  man  die  gemischte  Quadratische  Gleichung  auch  zuerst 
dadurch  gelöst  hat,  dass  man  uie  linke  Seite  zu  einem  vollständi- 
gen Quadrate  machte,  so  wird  man  es  doch  nicht  versäumen  dürfen. 

x2  +  ax  +  b  =  0 

auf  eine  reine  quadratische  Gleichung  zu  reduciren,  indem  man  x=y+: 
setzt,  und  z  so  bestimmt,  dass  der  Coefticient  von  y  Null  werde. 
Dann  geht  man  an  die  Behandlung  von 

«rs  +  cu:*+&:r  +  c=0, 

so  werden  die  Schüler  den  Rath  geben,  x=y-\-z  zu  setzen,  und 
x  so  zu  bestimmen,  dass  y2  wegfalle.   Man  findet  dann 

1)  3f*+iqr  +  y=0.  i 

Sicher  wird  nun  der  eine  oder  der  andere  den  Rath  ertheilcn,  eine 
solche  Substitution  nochmals  vorzunehmen ,  y=zu{-r  zu  setzen ,  um 
auch  die  erste  Potenz  der  Unbekannten  wegzuschaffen,  und  zu 
einer  reinen  eubischen  Gleichung  zu  gelangen.  Ich  pflege  sol- 
chem Ruthe  zu  folgen,  und  setze 

y*~  m3  -f-  3w2r  +  3m  v2  -f  r 8, 
py-  pu  +  pr, 

q=z  q: 

folglich : 

2)  0  =  w3  +  3r .  ri*  +  (3r*  +  p)  u  +  (t 3  +  pv  +  y). 
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Es  erhellet  darin,  dass  man  durch  3r*+/>=0  zu  einer  Glei- 
chung «3-f-ait2+ß=0  gelangen  würde,  so  wie,  dass  nicht  zugleich 
3^+^=0  und  3c  =  0  sein  kann,  wenn  nicht  p  selbst  Null  ist, 
<L  h.  wenn  man  nicht  schon  eine  reine  cubische  Gleichung  hat. 

Nun  muss  der  Lehrer  weiter  helfen:  Die  Aufgabe,  die  Wur- 
zeln von  y2jlpy-\-q~0  zu  linden,  ist  gelöst,  wenn  man  u  und  v 
so  bestimmen '  kann ,  dass  der  Gleichung  2)  Genüge  geschieht. 
Zur  Bestimmung  zweier  Unbekannten  gebraucht  man  zwei  Glei- 
chungen. Diese  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichung  2)  so 
ordnet : 

3)  (»s+r3  +  7)  +  (3ttü+/>)(«  +  t?):=0. 

Da  in  der  Gl.  1)  das  absolute  Glied  nicht  Null  ist,  so  kann  Null 
keine  Wurzel  derselben  sein,  mithin  kann  man  nicht  u-f-t?=0  set- 
zen. Es  bleibt  also,  wenn  man  der  Gl.  3)  Genüge  leisten  will, 
mir  übrig 

zu  setzen. 

Ich  habe  absichtlich  vermieden ,  die  Herleitung  so  zu  ordnen : 
man  setze  y  =  «-f  r,  dann  ist 

y  3  —  u* + 3k2p  -f-  iluv*  -f  v 3 
=3fio(ti+t?)  +  M3+r3, 

also  anch 

y3  — 3i£ü.y  +  u3  +  u3. 

Vergleicht  man  dies  mit  y*~—py—q>  «°  erhält  man  3mc—  —  p, 
«3  +  n3—  —  q.  Dass  man  nämlicn  statt  a  +  t?  wieder  rückwärts  y 
schreibt,  nachdem  man  eben  erst  u-\-v  statt  y  gesetzt  hat,  und 
dabei  u  und  v  doch  noch  beibehält,  erscheint  den  Schülern  immer 
als  ein  Kunstgriff.    Schreibt  man  nun  die  Gl.  4)  in  der  Form 


f  w3-f  t>8=  —  q, 


oder  gar  o  +  /J=  —  q,aß——  fe,  so  sind  die  Schüler  auf  ganz 

bekanntem  Boden  und  sehen  das  Ziel  schon  vor  Augen.  Man  kann 
also,  ehe  man  weiter  geht,  die  Frage  aufwerfen:  werden  er  und  ß, 
mithin  u  und  v  immer  reell  sein,  und  durch  den  ihnen  geläufi- 
gen Satz 

(a  +  ß*_4«/3=(«-/J)* 
»ie  jene  Frage  dahin  beantworten  lassen,  dass  «  und  ß  reell  sein 
werden,  wenn  q2  +  %   positiv  oder  Null  ist,  imaginär  dagegen, 
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wem  dieser  Werth  negativ  ist.   Ffir  alle  Fälle  aber  ist  doch 

und  u -{-v  ein©  Wurzel  der  Gleichung  .y3  +  J>y  +  y=0. 

Um  die  beiden  andern  Wurzeln  zii  finden ,  subtrahirt  man  ent- 
weder von  «lern  Ausdrucke  y2+py+q  den  W7erth  (m+ r)3+p(«+o)+9> 
welcher  Null  ist,  und  erhalt 

#3 +   =    —  («  +  p))(y*  +  («  +  r)y  +  (ii  +  r)«  +  p); 

oder  man  dividirt  y'-f/jy  +  C  durch  w — («+r),  und  ich  ziehe  dies 
letztere  vor,  weil  die  Schüler  hierbei  sicherer  gehen.  Man  er- 
hält so  den  Quotienten  y2-\-  (u  +  r)g  -\-(u-\-c)2-\-p,  und  den  Rest 
(M+r)Hp(«+»)+^  welcher  Null  ist,  mithin  dir  y3+py  +  q  das  obige 
Produet. 

Sucht  man  die  Werthe  von  y,  welche  dessen  quadratischen 
Factor  zu  Null  machen,  so  erhält  man,  uach  Berücksichtigung  von 
p  =  — 3nc, 

also  imaginäre  Wurzeln,  wenn  u  und  v  reell  sind.  Es  ist  gut. 
wenn  man  den  Grund  hiervon  dadurch  aufzeigt,  dass  man  jenen 
quadratischen  Factor  auf  die  Form  bringt : 

ty+~2-)  +3(— )  . 

Nun  wird  man  den  irreducibeln  Fall  betrachten  müssen,  und  gleich 
darauf  hinweisen,  dass  u  und  v  zwar  imaginär  sind,  dass  aber  m3 
und  r3  conjugirte  imaginäre  Ausdrücke  sind,  und  dass,  wenn 
eine  genauere  Untersuchung  auch  u  und  v  als  solche  erkennen 
liesse,  nicht  bloss  u-f  t?,  sondern  auch  (u  —  r)-frr_i  reell  sein, 

dass  also  in  diesem  Falle  drei  reelle  Wurzeln  vorhanden  sein 
würden ,  deren  Berechnung  man  sich  entweder  noch  vorbehält, 
oder,  was  ich  vorziehe,  sofort  ausführt,  indem  man  den  binomi- 
schen Lehrsatz  zu  Hülfe  nimmt.  Die  Erfahrung  hat  mir  gezeigt, 
dass  die  Schüler  kaum  irgend  einer  Keihenentwickelung  mit  ge- 
spannterem Interesse  folgen,  als  gerade  dieser.  Es  liegt  dies  wohl 
mit  darin ,  dass  sie  eine  so  lebhafte  Ueberzeugung  von  der  Not- 
wendigkeit der  Aufgabe  selbst  haben. 

Hierauf  habe  ich  gewöhnlich  erst  die  Vereinfachung  der  car- 
danischen  Formel  durch  die  goniometrischen  Functionen  vorgenom- 
men ,  und  liess  mich  dann  durch  den  Versuch ,  dem  irreducibeln 
Falle  dieselbe  Wohlthat  zu  erzeigen ,  zum  Ausdruck 
• 

V[r (cos (0  +  sin  co  V_  \ ) ] 

führen,  um  bei  dieser  Gelegenheit  von  den  imaginären  Ausdrücken 
der  Form  cos  ca -f  sin  w  V"ZIT  das  Wenige  zu  lehren,  was  man  ge- 
braucht, um  für  m  +  f  die  bekannte  Formel  zu  finden.    Für  die 
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beiden  andern  Wurzeln  ergeben  sich  die  einfachen  bekannten  Aus- 
drucke,  wenn  man  beachtet,  dass  cos60°=i,  sin  60°  =  ;  V"3  wt. 

Die  Beziehung  zwischen  den  goniometrischen  Functionen  des 
dreifachen  und  einfachen  Winkels  pflege  ich  beim  Vortrage  der 
Trigonometrie  zu  benutzen,  um  die  Gleichung  x* — pxjrQ— 0 
aufzulösen.  So  natürlich  dies  den  Schülern  erscheint,  und  so- 
viel Freude  es  ihnen  macht,  von  den  eine  cubische  Gleichung  bil- 
denden goniometrischen  Formeln  diese  Anwendung  zu  machen,  gerade 
so  wunderbar  kommt  es  ihnen  vor,  wenn  man  umgekehrt  bei  der 
Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  in  dem  Momente,  wo  ihnen 
das  imaginäre  im  Wege  steht,  die  ihnen  vielleicht  wieder  ent- 
fallene Formel 

cos3g>=-icosa>3 — 3cos<jp 

zu  Hülfe  ruft.  Diese  Art  Bewunderung  soll  die  Mathematik ,  wie 
mir  scheint,  eher  vermeiden  als  erstreben,  denn  sie  stählt  die 
Kräfte  der  Lernenden  eben  so  wenig,  als  sie  ihren  Muth  hebt. 
Etwas  ganz  Anderes  ist  es,  wenn  man  bei  der  Auflosung  der  Glei- 
chungen de»  Umstand  benutzt,  dass  jeder  positive  ächte  Bruch 
dem  Quadrat  eines  Sinus  gleich  ist,  und  die  Lernenden  dann 
sehen,  wie  in  Folge  dieser  Substitution  eine  überraschende  Ver- 
einfachung gewonnen  wird;  denn  hier  wird  der  Ausgang  von  einem 
einfachen  Gedanken  gemacht,  von  dem  man  einsieht,  dass  er 
auch  in  andern  Fällen  die  trefflichsten  Dienste  leisten  muss. 


XV. 

Heber  JPoinsot's  Methode  zur  Bestim- 
mung des  grössten  gemeinschaftlichen 
Maasses  zweier  Grössen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  dem  Journal  de  Mathemati  ques  pures  et  appli- 
'niees,  public  par  J.  Liouv  ille.  Fevrier.  1&45.  p.  48.  hat 
roinsot  eine  Methode  zur  Bestimmung  des  grössten  gemein- 
wbaftlichen  Maasses  zweier  Grossen  vorgetragen,  deren  Princip 
so  einfach  ist,  dass  es  sich  kaum  denken  lä'sst,  dass  dieselbe 
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nicht  schon  einmal  anderswo  entwickelt  worden  sein  sollte.  Poin- 
sot  bezeichnet  diese  Methode  aber  als.  neu,  und  jedenfalls  ist 
dieselbe  nicht  so  allgemein  bekannt,  wie  sie  nach  meiner  Meinung 
in  gewisser  Rücksicht  zu  sein  verdient,  weshalb  wir  ihr  hier, 
mit  mehreren  eigenen  Bemerkungen  und  Zusätzen  und  überhaupt 
in  grösstenteils  eigenthümlicher  Entwickelung ,  die  folgenden  Sei- 
ten widmen  wollen. 

Wenn  A  und  B  zwei  beliebige  gleichartige  Grossen  bezeich- 
nen, deren  grösstes  gemeinschaftliches  Maass  gefunden  werden 
soll,  so  nehme  man  die  eine,  etwa  A,  von  der  anderen  B  so  oft 
weg,  als  es  angeht.  Bleibt  dann  ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A 
ist,  so  bilde  man  das  Zweifache  %B  von  B,  und  nehme  A  von 
2B  wieder  so  oft  weg,  als  es  angeht.  Bleibt  bei  dieser  Opera- 
tion wieder  ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A  ist,  so  bilde  man 
das  Dreifache  3Z?  von  B,  und  nehme  A  von  SB  so  oft  weg,  als 
es  angeht.  Findet  man  nun  bei  der  Fortsetzung  dieser  Operation 
endlich  ein  Vielfaches  mB  von  B,  von  welchem  A  sich  n  Mal, 
wo  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  wegnehmen  lässt,  ohne  dass 
ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A  ist,  übrig  bleibt,  d.  h.  findet  man 
endlich  ein  Vielfaches  mB  von  B,  welches  von  A  genau  gemes- 
sen wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A  gleich  ist, 
und  ist  mB  das  niedrigste  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A 
gleiche  Vielfache  von  2?,  welches  es  giebt,  so  ist  der  wite  Theil 

von  A,  d.  h.       das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  der  beiden 

Grossen  A  und  B9  und  dasselbe  also  auf  diese  Weise  gefunden. 
Kommt  man  aber  bei  Fortsetzung  des  obigen  Verfahrens  niemals 
auf  ein  Vielfaches  von  B9  welches  von  A  genau  gemessen  wird 
oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist,  so  sind  die  bei- 
den Grössen  A  und  B  incommensurabe) ,  d.  h.  es  giebt  für  die- 
selben gar  kein  gemeinschaftliches  Maass. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  zuerst  annehmen,  dass  man 
bei  der  Anwendung  des  obigeo  Verfahrens  ein  Vielfaches  mB  von 
B  gefunden  habe,  welches  von  A  genau  gemessen  wird,  oder  einem 
gewissen  Vielfachen  nA  von  A  gleich  ist,  und  dass  mB  das  nie- 
drigste einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A  gleiche  Vielfache 
von  B  sei,  welches  es  giebt.    Dann  lässt  sich  auf  folgende  Art 

leicht  zeigen,  dass  der  mte  Theil  von  A,  d.  h.  ~,  das  grösste 

gemeinschaftliche  Maass  der  beiden  Grössen  A  und  B  ist.  Da 

nämlich  A  =  m~  ist,  so  wird  A  von  —  gemessen.    Weil  ferner 

nach  der  Voraussetzung  mB=nA  ist,  so  ist  J5=w— ,  und  es  wird 

folglich  auch  B  von  m~  gemessen.  Also  ist  —  ein  gemeinschaftli- 
ches Maass  von  A  und  B.  Gäbe  es  nun  ein  gemeinschaftliches 
Maass  jl#>~  von  A  und  B,  so  dass,  wenn  p  und  v  zwei  ganze 

Zahlen  bezeichnen,  A~\aM  und  B~vM  wäre,  so  wäre,  weil  nach 
der  Voraussetzung  A^mM  ist,  uM^mM,  folglich  (4<m  Weil 
aber  B  =  vM  ist ,  so  ist  ftß  =  (ivM—v .  pM—vA ,  und  es  gäbe  also 
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ein  niedrigeres  Vielfaches  pB  von  /?  als  mB ,  welches  von  <4 
genau  gemessen  wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  ^  gleich 
ist,  was  gegen  die  Voraussetzung  streitet  Daher  kann  es  kein 
grosseres  gemeinschaftliches  Maass  der  beiden  Grössen  A  und  B  als 

-  geben«  und  —  ist  folglich  das  grosste  gemeinschaftliche  Maas» 

von  A  und  B ,  welches  der  erste  Theil  unserer  Behauptung  war. 

Wenn  die  Grossen  A  und  B  coramensurabel  sind ,  d.  h.  wenn 
dieselben  überhaupt  ein  gemeinschaftliches  Maass  M  haben,  so 
jlass,  wenn  pundv  ganze  Zahlen  bezeichnen,  A—\kM  und  B-=vM 
ist,  so  ist  fiB  =  fivM=zv .  (i3i=vA ,  und  es  giebt  also  unter  der 
gemachten  Voraussetzung  immer  ein  V  ielfaches  \»>B  von  B,  wel- 
ches von  A  genau  gemessen  wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen 
vA  von  A  gleich  ist;  man  muss  folglich  in  diesem  Falle  bei  An- 
wendung des  obigen  Verfahrens  offenbar  immer  endlich  einmal  auf 
ein  Vielfaches  von  B  kommen,  welches  von  A  genau  gemessen 
wird,  oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist.  Wenn 
man  ah*o  bei  Anwendung  des  obigen  Verfahren  niemals  auf  ein 
Vielfaches  von  B  kommt,  welches  von  A  genau  gemessen  wird 
oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist,  so  sind  die 
beiden  Grossen  A  und  B  in  com  mensurabel ,  welches  der  zweite 
Theil  unserer  Behauptung  war. 

Bei  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  auf  zwei  ungleiche  ganze 
Zahlen  a  und  6  dividirt  man  mit  der  einen ,  etwa  mit  a ,  in  die  an- 
dere 6  hinein.  Bleibt  bei  dieser  Division  ein  nicht  verschwinden- 
der Rest,  so  addirt  man  zu  demselben  6  und  dividirt  in  die  Summe 
wieder  mit  a  hinein.  Bleibt  auch  bei  dieser  Division  ein  nicht 
verschwindender  Rest,  so  addirt  man  zu  demselben  wieder  b  und 
dividirt  in  die  »Summe  mit  a  hinein.  Diese  Operation  setzt  man 
so  lange  fort,  bis  man  auf  einen  verschwindenden  Rest  kommt, 
was  nach  dem  Vorhergehenden  im  vorliegenden  Falle  offenbar 
immer  endlich  einmal  Statt  finden  muss,  weil  zwei  ganze  Zahlen 
jederzeit  commensurahel  sind.  Dann  dividirt  man  mit  der  Anzahl 
der  ausgeführten  Divisionen  in  a  hinein,  und  der  auf  diese  Weise 
erhaltene  Quotient  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  das  gesuchte 
grosste  gemeinschaftliche  Maass  der  beiden  ganzen  Zahlen  a  und  b. 

Folgeudes  Schema  stellt  diese  Operation  im  Allgemeinen  dar : 

b  =  aq}  +  rlt  0<r,  <«; 
^  +  6=0^2  +  ^2»  0<r2<a; 
r2  +  6=ar/3  +  r3,  0<r3<«; 

1)  ^  r3  +  &  =  a?4  +  r4,  0<r4<n; 
u.  s.  w. 

Tm-2  +  b=uiqm-  x  \rm  - 1 ,  0  <  r„>_ ,  <fl  ; 
\  rm~  1  +  b  ~-  (14/ m. 

Weil  die  Anzahl  der  ausgeführten  Divisionen  m  ist,  so  ist 

m 

tlas  gesuchte  grosste  gemeinschaftliche  Maass  von  n  und  b. 

Verwechselt  man ,  was  natürlich  verstattet  ist ,  a  und  b  mit 
einander,  so  erhält  man  folgendes  Schema: 
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/         a  =  bql'+rl',  0<r,'<6: 

n'  +  fl^^'+V,  0<r2'<;o: 

ra'  +  a  =  fys'+r3',  0<r3'<6; 

2)  ^  r3'  +  a=6?4'  +  r4',  0<r4'<6: 

u.  s.  w. 

r'm'-2  +  a=bq'ni-  \  ! ,  0<r'm'- 1  <o ; 

Weil  die  Anzahl  der  ausgeführten  Divisionen  m  ist,  so  ist 
das  gesuchte  grusste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  b. 


m 

Weil  also  sowohl  — ,  als  auch  das  grusste  gemeinschaft- 
liche Maass  von  a  und  b  ist,  so  ist  naturlich 

3)  S  =  4. 


also  m'a  =  1116;   uod  weil  nun 


oder 


a  ,  6 

a  —  tn~Z>  0  —  fix  j 
//i  m 


a  b  , 

m  7/i 


ist,  so  müssen  w  und  m'  noth wendig  relative  Primzahlen  sein, 

weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  —  =  —   offenbar  nicht  das 

*  m  vi 

crosste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  b  sein  könnte.  Wegen 
der  Gleichung  m'azzimb  geht  aber  m  in  m'a  und  m'  in  /716  auf: 
also  muss  nach  einem  sehr  bekannten  Satze ,  weil  m  und  m'  rela- 
tive Primzahlen  sind,  m  in  a  und  m'  in  6  aufgehen,  oder  das 

grusste  gemeinschaftliche  Maass  ~=^t  der  beiden  ganzen  Zahlen 
a  und  b  ist  jederzeit  eine  ganze  Zahl. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  1)  erhält  man,  wenn  man  auf- 
hebt, was  sich  autheben  lässt,  die  Gleichung 

4)  mb=:a(ql+gt  +  f!i+qi  +  ....  +  qm); 

und  eben  so  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  2),  wenn 
man  wieder  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt,  die  Gleichung 

5)  m'a  =  b(qx'  -f  qt'  +  qj  \  qj  + ....  -f q'mi). 
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Also  ist  nach  4): 

V  W*~yi+yi  +  ys+y4  +  -  •  f  gm9 

and  nach  5): 

7,  *  «  

Nach  3)  und  7)  ist 

«  a  

m  ~~  9i  +  9t  +  7a'  +  9a  +  — •  +  y'w' 
und  nach  3)  und  6)  ist 

J>  A  

»»'~~7i  +  yt  +  9t  +  74  +  •••  •  +  y«' 

Folglich  ist  jederzeit 

8)  m^ft'+ft+fe '+y4' + 7« 

und 

9)  m'  =  9,+y2+^  +  y4+....+(7m. 
Also  ist  auch  immer 

10)  a:^=7i'  +  7»'  +  73  +  ?4 '  +  . ...  +  ?'■«' 


and  der  in  den  kleinsten  ganzen  Zahlen  ausgedruckte  Werth  des 
Brochs  £  ist  folglich  jederzeit 

9i  +  7»  +  7a  -f  74  +  —  •+  y'm' 

yi+ya+y3+y4+- •  +y»  * 

Um  das  Vorhergehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wäh- 
len wir  die  beiden  ganzen  Zahlen  77  und  91,  und  setzen  demzu- 
folge a=77  und  6  =  91. 

Bringen  wir  nun  zuvorderst  das  Schema  1)  in  Anwendung»  so 
haben  wir  die  folgende  Rechnung  auszuführen.  Die  derselben  im 
Nachstehenden  gegebene  Anordnung  hat  man  sich  für  alle  ähnlichen 
Fälle  zu  merken,  da  nach  unserer  Ueberzeugung  schon  der  grossen 
Einfachheit  der  Sache  wegen  sich  eine  bessere  nicht  finden  lassen 
dürfte. 
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77|9i|l 
77 

14 
91 

77|105|l 
77 

28 
91 

77|119|1 
77 

42 
91 

77|  133;  1 
77 

56 
91 

77|  147J1 
77 

70 
91 

n^TPTin  Hier  ist  m  =  1 1 .  Also  ist 
77|161|2  a  77 

154     — -  =  7  das  grosste  ge- 
7     raeinschaftl'ulie  Maas*  von 


91 

77J981 
77 

21 
91 


«  =  77  und  6=91. 


77|112|l 
77 

35 
91 

771126(1 

77 

49 
91 

77)14011 
77 

63 
91 

77|154;2 
154 


Das  Schema  2)  führt  zu  der  folgenden  Rechnung: 
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91|77|0 
0 

77 
77 

91115411 
9i 

63 
77 

91)14011 
91 

49 
77 

9tll*26|l 
91 

35 
77 

91111211 
91 

21 

77 

91|98|1 
91 
7 

77         Hier  int  ro'  =  13.  Also  ist 

9i;ai,o  ±t=zM=7  das  ^rVtsHte  ge 

g£  meinschaftliche  Maass  von 
77     «~77  und  6=91. 

9116T|1 
9t 

70 
77 

911 14711 
91 

56 
77 

91|133t 
91 

42 
77 

91|U9|l 
91 

28 
77 

91|105;1 
91 

14 
77 

91191(1 
91 

0 
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Im  ersten  Falle  ißt  die  Summe  der  Quotienten 

Vi  +  ^2  +  ?3  +  ?4  +  — •  +  <l*n 

=  1  +  1  +  1  +  1+1 +  2  +  1  +  1  +  1  +  1 +  2=13  =  m'; 
im  zweiten  Falle  ist  die  Summe  der  Quotienten 

?i '  +  fli'  +  te'  +  9*  +  - + 
=0+l+l+l  +  l  +  l+0+l+l  +  l  +  l  +  l  +  l=ll=wi, 

ganz  den  Gleichungen  9)  und  8)  entsprechend.  Der  Ausdruck  de« 
Bruchs      in  den  kleinsten  Zahlen  ist 

77 : 7_  11     m         +  ya'  +  fo' +y4'+....  +  y  V 
91:7— 13~"j»'~*    9i  +  98  +  93+ft  +  *— rt?»  ' 

wie  es  nach  dem  Obigen  sein  muss. 

Bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Maasses 
zweier  ganzen  Zahlen  kann  die  obige  Methode,  wie  leicht  in  die 
Augen  feilt,  in  vielen  Fällen  sehr  weitläufig  werden,  und  steht 
der  gewöhnlichen  Methode  in  jeder  Beziehung  nach.  Im  obigen 
Falle  erfordert  die  gewöhnliche  Methode  nur  die  folgende  äusserst 
leichte  und  kurze  Rechnung: 

77|91|1 
77 

14I77J5 
70 

14 
0 

Also  ist  7  das  ^rosste  gemeinschaftliche  Maass  von  77  und  91,  wie 
vorher.  Sind  die  beiden  gegebenen  Zahlen  43134  und  269087,  so 
braucht  man  nach  der  gewöhnlichen  Methode  bloss  die  folgende 
Rechnimg  zu  machen: 

43134|269067|6 
258804 

"TÖ2831 43134| 4 
41132 

~2002jl0283|5 
10010 

273|2002|7 
1911 

91|273|3 
273 

0 

Also  ist  91  das  crösste  gemeinschaftliche  Maass  von  43134  and 
'261)087.  In  diesem  Falle  wäre,  wenn  man  a=43134,  6=209087  setzt, 
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=.-,91,  m-  <lT-=474: 


WfMU] 


#m"    w       "     "  91 
6    209087    iM    ,  2M087 

Bei  Anwendung  des  »Schemas  1)  würde  man  also  474 ,  bei  An- 
lung  des  Schemas  2)  dagegen  sogar  2957  Divisionen  zu  machen 
halten .  und  die  praktische  Anwendung  der  obigen  Metbode  würde 
folglich  so  gut  wie  unmöglich  sein. 

Dagegen  bin  ich  der  Meinung,  dass  in  allen  den  Fällen,  wo 
man  durch  wirkliche  Abmessung  das  grosste  gemeinschaftliche 
Man**  zweier  geraden  Linien  A  und  H  mit  möglichster  Annähe« 
ran»  bestimmen  soll,  Poinsots  Methode  nicht  ohne  Werth  ist, 
und  vor  der  gewöhnlichen  Methode  des  Euklid  es  entschiedene  Vor- 
ige besitzt.  Man  braucht  nämlich  nur  eine  der  beiden  gegebenen 
Linien,  etwa  die  Linie  /?,  auf  einer  unbestimmt  langen  geraden 
Linie  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  an  mehrere  Male,  und 
in  einer  des  Folgenden  wegen  hinreichenden  Anzahl,  neben  einan- 
der aufzutragen ,  worauf  man  von  demselben  Anfangspunkte  an  auf 
derselben  geraden  Linie  die  zweite  gerade  Linie  A  so  oft  neben 
einander  auftragt,  bis  ein  Punkt  dieser  zweiten  Theilung  mit  einem 
Punkte  der  ersten  Theilung  entweder  völlig  genau  oder  doch  so 
genau ,  da>?s  der  Unterschied  nicht  mehr  sinnlich  wahrnehmbar  ist, 
zusammenfallt.  Findet  dies  nun,  indem  man  sich  den  gemein- 
-cta etlichen  Anfangspunkt  der  beiden  Theilungeo  mit  0  bezeichnet 
denkt,  zuerst  bei  dem  mten  Theilpunkte  der  ersten  Theilung 
Statt,  so  theilt  man  die  Linie  A  in  tu  gleiche  Theile  ein,  uud 
«e  solcher  Theil  ist  dann  das  gesuchte  grüsste  gemeinschaftliche 
Maass  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  A  und  B  entweder 
völlig  genau  oder  doch  mit  einer  so  grossen  Annäherung,  als  die 
(Genauigkeit  der  angewandten  Instrumente  und  die  zu  Gebote 
stehende  Schärfe  der  Sinne  zu  erreichen  gestatten. 

Dass  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  auch  bei  der  Aufsuchung 
des  grossten  gemeinschaftlichen  Maasses  zweier  Kreisbogen  in  An- 
wendung gebracht  werden  kann ,  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Augen, 
wenn  man  nur  überlegt,  dass  man  von  jedem  beliebigen  Punkte 
in  der  Kreislinie  an  die  ganze  Peripherie  ungehindert  willkührlich 
oft  durchlaufen  kann. 

Endlich  frägt  sich  noch ,  ob  man  auf  die  im  Obigen  entwickel- 
ten Principien  nicht  mit  Vortheil  für  die  Kürze  und  Deutlichkeit 
die  Beweise  mancher,  die  Incommensurabilität  betreffender  Sätze 
gründen  kann,  was,  wenn  es  der  Fall  wäre,  der  obigen  Methode 
jedenfalls  in  dieser  Rücksicht  zu  besonderer  Empfehlung  gereichen 
würde.  Desfallsige  Versuche  zu  machen,  überlasse  ich  den  Lesern, 
verde  denselben  aber,  wenn  sie  gelingen  sollten,  jederzeit  gern 
eine  Stelle  im  Archive  einräumen. 


> 
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Heber  eine  Auflösung  der  unbestimm- 
ten Gleichungen  des  ersten  Grades 
zwischen  zwei  unbekannten  Grössen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


An  die  in  dein  vorhergehenden  Aufsätze  angestellten  Betrach- 
tungen lässt  sich ,  wenn  man  dieselben  noch  etwas  weiter  als  die« 
in  diesem  Aufsätze  geschehen  ist  verfolgt,  die  Entw ickeluns;  einer 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  des  ersten  Gratles  an- 
schliessen,  welche  von  mir  bei  Anfertigung  des  vorhergehenden 
Aufsatzes,  der  auch  mehrere  mir  eigentümliche  Betrachtungen 
enthalt,  gefunden  wurde,  und  mir  der  Beachtung  nicht  ganz  uu- 
werth  zu  sein  scheint,  wenn  sie  auch  ollers  in  ziemlich  weitläufige 
Rechnungen  fflhrt. 

Betrachten  wir  nämlich  wieder  das  aus  dem  vorhergehenden 
Aufsatze  bekannte  Schema 

h—aqx  f-r, ,  0<r,  s,«; 
r,  +A=oy2+r2,  0<r2<«: 
r.2  +  Ä=ff^3  +  r3,  0<r3s«: 
r3  +  A  — ny4  +  r4,  0<r4<a; 

U.  8.  W. 

rm-\  +Ä  —  ar/m  ; 

so  überzeugen  wir  uns  auf  der  Stelle ,  dass  die  nicht  verschwin- 
denden Beste 

in  allen  Fällen  sanuntlich  unter  einander  ungleich  sein  müssen, 
weil ,  wenn  unter  diesen  Kesten  zwei  einander  gleiche ,  die  wir  im 
Allgemeinen  durch  tu  und  rh+i  bezeichnen  wollen,  vorkämen,  nach 
der  Natur  des  obigen  Verfahrens  offenbar  die  nicht  verschwinden 
den  Reste 


^^^^ 
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ins  Unendliche  wiederkehren  mtissten,  man  also  niemals  auf  einen 
verschwindenden  Rest  kommen  könnte,  welches  doch  bekanntlich 
jederzeit  endlich  einmal  der  Fall  sein  muss. 

Sind  nun  a  uud  //  relative  Primzahlen ,  so  ist  deren  grösstes 

gemeinschaftliches  Maass  —  (m.  s.  den  vorhergehenden  Aufsatz)  die 

Einheit,  und  folglich  m  —  a.  Also  können  offenbar  die  a— 1  nicht 
Ferschwindenden ,  sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Reste 

welche  alle  kleiner  als  a  sind,  nur  die  in  einer  gewissen  Ordnung 
genommenen  ganzen  Zahlen 

1,  2,  3,  4,  .... ,  et  1 

sein,  und  es  muss  also  unter  den  Resten 

1*1»         1*3,  1*4,  «...1*0 — l 

in  allen  Fällen  die  Einheit  vorkommen. 

Bezeichnen  wir  jetzt  denjenigen  unter  den  Resten 

**1  »  's*  >  's»  1^4,« •••  Ta — 1 

welcher  der  Einheit  gleich  ist,  durch  r*,  und  setzen  also  r*  =  l, 
*>  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen : 

b~äqx+rVi 

r3  +  b=aqA  +  r4, 
u.  s.  w. 

rk-2  +  o=-- aqk- i  +r*_ i , 

r*-i  +  6  =  ao/*  +  l; 

darch  deren  Addition  sich  die  Gleichung 

6£  =  0(^  +  02 +  03 +04+  —  +  ?*)  +  ! 

oder 

Mr—a(71+02  +  *?s  +  ?4+    +     =  1 

ergiebt 

Haben  wir  nun  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Grades 
zwischen  zwei  unbekannten  Grössen 

Aar—  ay  =  1, 

wo  a  und  6  relative  Primzahlen  sind,  aufzulösen,  so  liefern  nach 
dem  Vorhergehenden  offenbar  die  Werthe 

11* 
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x=k,  y-q{  +  ?a  +  tf3  |  </4  i  •••  r 

eine  Auflösung  dieser  Gleichung. 

Haben  wir  ferner  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Gra 
des  zwischen  zwei  unbekannten  Grössen 

bx  +  ay=i* 

wo  a  und  6  wieder  relative  Primzahlen  sind,  aufzulösen ,  so  liefern, 
weil  nach  dem  Obigen 

ist,  offenbar  die  Werthe 

xt-.A-,  y~-{qx  +  */2  +  '/3!+'/4+- «  I  ?*) 

eine  Auflösung  dieser  Gleichung. 

Ist  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Grades  zwischen 
zwei  unbekannten  Grössen 

bx  —  ay  =  —  l , 

wo  wieder  a  und  b  relative  Primzahlen  sind,  gegeben,  so  kann 
man  dieselbe  immer  auf  die  Form 

ay — 0J7=1 

bringen,  und  nun  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher  die  Gleichung 

hx — ay~\ 

bullösen. 

Soll  endlich  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Grades  ' 
zwischen  zwei  unbekannten  Grössen 

bx  +  ayz=z—  1, 

wo  auch  jetzt  a  und  6  relative  Primzahlen  sind,  aufgelöst  werden 
so  liefern,  weil  nach  dem  Obigen 

6(-*)  +  a(?,+?.2  +  ?3  +  ?4  +  -"  +  ?*)=  —  1  j 

ist,  offenbar  die  Werthe 

x=-k,  y=?i+ya  +  ?3  +  ?4  + 

eine  Auflösung  dieser  Gleichung. 

Um  das  Vorhergehende  auf  ein  Beispiel  anzuwenden,  wolle 
wir  die  Gleichung 


betrachten.  Da  hier  a  — 7,  b  — 12  ist,  so  hat  man  Behufs  der 
lösung  dieser  Gleichung  folgende  Rechnung  zu  machen: 
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7I12H 
7 

5 
12 

7(171-2 
14 

3 

7 | 15 | 2 
14 


Weil  nun  k  =. 3  und  <jy  +  r/H  rh  =  1  +2  +  2=  5  ist,  so  ist 
jt=3,  y  =  5;   und  wirklich  ist 

12.3  —  7.5  =  1. 

Für  die  Gleichung  l&r  +  7y=l  ist  nach  dem  Obigen  x  =  S, 
9  =  — 5         Auflösung;   und  wirklich  Ut  auch 

12.3-f7.(-5)  =  l. 
Mao  kann  diese  Gleichung  aber  auch  auf  die  Form 

•n>  "0(1  durch  folgende  Rechnung  eine  neue  Auflösung  der- 
i  Ii  nden  i 


12|7|0 
0 

7 
1 

12  j  14 1t 
12 
2 
1 

12  9|0 
0 

9 
1 

12 | 16| 1 
12 

4 

2_ 

12IU0 
0 

11 

_7_ 

12(1811 
12 

6 

J_ 

121131t 
12 

1 
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Also  ist  k  —  1  und 

?i+?*  +  73  +  </4  +  '/ä  +  '/«  +  </7  ^0  +  1+0  +  1+0  +  1+1^4, 

folglich  nach  dem  Obigen  x  —  —  4,  ,y  — 7  eine  Auflösung  unserer 
Gleichung;   und  in  der  That  ist  auch 

12. (—  4)  +  7.7^1.  | 

Wenn  die  Gleichung 

12*-7#  =  -l  '  | 

gegeben  ist,  so  bringt  man  dieselbe  auf  die  Form 

7y—  12ar=l,  i 

und  erhält  durch  eine  der  unmittelbar  vorhergehenden  ganz  gleiche 
Rechnung  die  Auflösung  .r  =  4,  ,y=7;   und  in  der  T*hat  ist  auch 

12.4-7.7=-l. 

Hat  man  endlich  die  Gleichung 

12a.  +  7.y  =  — 1  oder  7y+l*£r~  —  1  i 

aufzulösen,  so  findet  man  nach  dem  Obigen  leicht  die  beiden  Auf- 
losungen x  =  — 3,  ;y  =  5  und  x=  A,  y~  —  7;  und  in  der  That 
ist  auch 

12.  (-3) +  7.5=— 1  und  12.4  +  7.(— ty  =  — 1.  j 

Eine  Auflösung  der  Gleichung  \ 

15*  +  22#=1  | 
ergiebt  sich  durch  die  folgende  Rechnung: 

22|15|0 
0 

15 
15 

22|30jl 
22 

8 
15 

2212311 
22 

1 

Weil  nun  A-  =  3  und 

?i+'/*  +  '/3=0+l  +  l=2 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  a  =  3,  y~  — 2  eine  Auflösung  unse- 
rer Gleichung;   und  in  der  That  ist  auch 

15. 3  +  22.  (—2)^1. 

Eine  zweite  Auflösung  ergiebt  sich  mittelst  der  folgenden  Rechnung  . 


i 
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15|*2|1 
15 

7 

22 

1512911 
15 

14 


1513612 
30 

6 

22 

15!'28|1 
15 

13 
22 

15|35|2 
30 

5 
22 

1512711 
15 

12 

22 

15|34|2 
30 

4" 
22 

15|26|1 
15 

Tt 

22 

15|33|2 
30 

3 
22 

15|B|l 
15 

10 

22 
15|32|2 
30 

~2 
22 

15|24|1 
15 

9 
22 

15|31|2 
30 
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Also  ist  Jt=  13  und 

■ 

7l  +  7*  +  73  f  74+76  +  7«  +      +  Via 

=  1  +  1+2+1+2  +  1+2+1+2  +  1  +  2+1  +  2  =  19, 

folglich  nach  dem  Obigen  ;r  = — 19,    — 13;  und  in  der  Tbat  ist  auch 

15.  (—19) +22.13-1. 

Dass  durch  das  Obige  die  vollständige  Auflösung  der  unbe- 
stimmten Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  zwei  unbekannten 
Grossen  gegeben  ist,  kann  aus  den  Elementen  der  Algebra  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden,  und  bedarf  hier  keiner  weiteren  Er- 
läuterung. 

Es  Trägt  sich,  ob  sich  das  obige  völlig  allgemeine,  und  in 
theoretischer  Rücksicht,  wie  ich  glaube,  höchst  einfache  Verfah- 
ren, nicht  durch  zweckmässige  Abkürzungen,  deren  es  in  vielen 
Fällen  allerdings  sehr  bedarf,  für  die  ^raxis  brauchbarer  machen 
lässt.  Desfallsige  Mittheilungen  von  Seiten  der  Leser  würden  mir. 
da  anderweitige  Arbeiten  mich  zur  Zeit  hindern ,  das  Obige  noch 
weiter  zu  verfolgen ,  sehr  angenehm  sein ,  und  immer  so  bald  als 
irgend  möglich  im  Archive  abgedruckt  werden. 


XVII. 

lieber  Poinsot's  neue  De  weise  einiger 
Hauptsätze  der  Zahlenlehre. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  der  Abhandlung:  Reflexions  sur  les  principe«  fou- 
dameutaux  de  la  theorie  des  nombres.  Par  M.  Poin- 
sot,  welche  in  dem  Journal  de  Mathemati  ques  pures 
et  appliquees,  public  par  J.  l/iouville.  Janvier  et 
Fevrier  1845.  p.  1.  —  p.  101.  abgedruckt  ist,  hat  der  berühmte 
Verfasser  die  Beweise  mehrerer  der  wichtigsten  Sätze  der  Zahleu- 
lehre auf  so  eigenthümliche  und  an  sich  so  einfache  Betrachtun- 
gen gegründet,  dass  wir  durch  eine  Darstellung  dieser  Beweise, 
die  wir  im  Folgenden  zu  geben  versuchen  wollen ,  die  Leser  des 
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Archivs  uns  zu  verbinden  hoffen.  Ausser  diesen  von  Poinsot 
„Demonstration»  nouvelles  tirees  de  la  consideratiou 
de  I' ordre"  genannten  Beweisen,  aui*  die  wir  uns  in  dem  vor- 
liegenden Aufsätze  absichtlich  beschränken  werden,  enthält  übri- 
gens die  genannte  Abhandlung  noch  mehrere  andere,  neue  Be- 
weise und  eigentümliche  Untersuchungen,  deren  Mittheilung  in 
dem  Archive  wir  uns  für  die  Folge  noch  vorbehaften. 

§.  1. 

Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  denken  wir  uns  in  einer  be- 
stimmten Ordnung  und  sämmtlich  in  gleichen  Abständen  von  ein- 
ander eine  beliebige  Anzahl,  etwa  w,  Punkte,  welche  also  den 
Umfang  des  Kreises  in  n  gleiche  Theile  theilen. 

Einen  dieser  Punkte  werden  wir  immer  als  den  Anfangspunkt 
oder  den  Nullpunkt  annehmen  und  durch  0,  die  auf  denselben  in 
der  zu  Grunde  gelegten  Ordnung  aller  Punkte  folgenden  Punkte 
aber  nach  der  Reihe  durch  1,  2,  3,  4,....,  n — t,  ?i,  m  +  1, 

»  +  2  ,  2« — 1 ,  2m  ,  2«  -f- 1 ,  2m  +  2, . . . .  bezeichnen ,  so  dass 

nämlich  mit  den  durch 

0,  1,  2,  3,  4,...,  w  —  1 

bezeichneten  Punkten  respective  die  durch 

ii,  m+1,  n+2,  m+3,v..,  2m  —  1 

bezeichneten  Punkte,  ferner  wieder  die  durch 

2m,  2m  +  1,  2u-f2,  2m+3,....,  3?#  —  I 

bezeichneten  Punkte,  eben  so  wieder  die  durch 

3m,  3m  +  1,  3m  +  2,  3m+3,...,  4w— 1 

bezeichneten  Punkte,  u.  s.  w.  zusammenfallen. 

Wenn  nun  die  in  Rede  stehenden  Punkte  von  dem  Oten  an 
nach  der  zu  Grunde  gelegten  Ordnung  aller  Punkte  so  durchlaufen 
werden,  «lass  man  von  dem  Oten  zum  iten,  vom  iten  zum  2#ten, 
Tom  2*ten  zum  3iten ,  vom  3iten  zum  4tten  u.  s.  w.  fibergeht ,  so 
wollen  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  sagen,  dass  man  die 
Punkte  mit  dem  Intervalle  i  durchlaufen  habe,  oder  wir 
wollen  dies  ein  Durchlaufen  der  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle i  nennen. 

Alles  dieses  vorausgesetzt ,  lässt  sich  nun  zuvorderst  der  nach- 
stehende Lehrsatz,  welcher  als  die  Hauptgrundlage  alles  Folgen- 
den zu  betrachten  ist,  beweisen. 

§.  2. 

Le/irtalz.  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Intervalle 
>  durchlauf en  w erden  ,  so  trifft  man  immer  endlich  ein- 
mal wieder  auf  den  Nullpunkt;  bevor  man  das  zweite 
Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  ist  man  auf  keinen  Punkt 
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mehr  als  ein  Mal  getroffen;  wenn  man  das  zweite  Mal 
auf  den  Nullpunkt  trifft,  hat  man,  wenn  wir  das  jrrösste 
gemeinschaftliche  Maas»  von  n  und  t  durch  fi  bezeichnen, 

die  ganze  Peripherie  -Mal  durchlaufen;  bevor  man 
das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  ist  mit  Ein- 

71 

rechnung  des  Nullpunktes  -  die  Anzahl  der  überhaupt 
getroffenen  verschiedenen  Punkte. 

Beweis.   Bezeichnen  wir  die  ganze  Peripherie  mit  JI,  so  ist 

•5  jeder  der  n  gleichen  Theile ,  in  welche  die  Peripherie  durch  die 
n  Punkte  getheilt  wird.  Durchläuft  man  also  die  Punkte  mit  dem 
Intervalle  i,  so  geht  man  dabei  jedesmal  über  den  Theil  t—  der 
Peripherie  hinweg,  und  weil  nun 

n  n 

ist,  so  inttss  man  offenbar,  spätestens  nachdem  mit  Einrech- 
uung  des  Nullpunktes  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  n  Punkte 
getroffen  worden  sind,  jederzeit  wieder  auf  den  Nullpunkt  zurück- 
kehren, womit  der  erste  Theil  unser*  Satzes  bewiesen  ist. 

Entsprechen  die  Zahlen  ki  und  k'i,  wo  k'  grosser  als  k  sein 
soll,  einem  und  demselben  von  dem  Nullpunkte  verschiedenen 
Punkte,  so  ist  offenbar 

71 

(*'-*)»■£ 
ein  Vielfaches  mJJ  von  TT,  also 

II, 

und  folglich 

(Ar'  —  Ar)*=m«, 

d.  i.  (k' —k)i  ein  Vielfaches  von  n.  Daher  trifft  der  Punkt,  wel- 
chem die  Zahl  {k'  —  k)i  entspricht,  mit  dem  Nullpunkte  zusammen, 
und  es  rauss  also,  weil  {k—k)i  kleiner  als  ki  ist,  bevor  man 
auf  den  Punkt,  welchem  die  Zahl  k'i  entspricht,  trifft,  der  Null- 

Kmkt  mindestens  schon  ein  zweites  Mal  getroffen  worden  sein, 
ieraus  ergiebt  sich  aber  unmittelbar  der  zweite  Theil  unseres 
Satzes,  dass  nämlich,  bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt 
trifft,  kein  Punkt  zwei  Mal  getroffeu  werden  kann. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  annehmen,  dass  man,  wenn 
man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  die  ganze  Peripherie 
q  Mal  durchlaufen  habe,  so  ist  offenbar,  da  die  ganze  Peripherie 
in  n  gleiche  Theile  getheilt  ist  und  jedes  Intervall  t  solcher  Theile 
enthält,  qn  das  niedrigste  Vielfache  von  »,  welches  von  >  ge- 
messen wird.    41so  ist  *  der  gross te  aliquote  Theil  von  i,  von 
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n  gemessen  wird,  wie  sich  leicht  auf  folgende  Art  zei- 
sca  fest.  Weil  7»  ein  Vielfaches  von  i  ist,  so  sei  qn=zpi.  Dann 

ist  »=/>-,  und  «  wird  also  von  -  gemessen.  Wurde  nun  n  auch 

mj*  w0  H        se,n  «oll»  gemessen,  so  sei  m Dann  wäre 

fi=j/i\  und  <yw  wäre  folglich  offenbar  nicht  das  niedrigste  Viel- 
ehe too  n ,  welches  von  t  gemessen  wird ,  was  gegen  uas  Obige 

streitet.   Folglich  ist,  wie  vorher  behauptet  wurde,  -dergrösste 

aliquote  Theil  von  t,  von  welchem  n  gemessen  wird,  d.  h.  -  ist 

d»  pösste  gemeinschaftliche  Maass  von  n  und  i,  also  uod 

Irlich  q  =  - ,  welches  der  dritte  Theil  des  zu  beweisenden  Sat- 
m  war. 

Bezeichnen  wir  endlich  die  Anzahl  aller  verschiedenen,  bevor 
hmd  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  getroffenen  Punkte, 
mit  Eiorechnung  des  Nullpunkts  als  Anfangspunkt  der  Bewegung, 
•iurd  x,  so  ist  offenbar 

»oraas  auf  der  Stelle  x=  ^  folgt ,  wie  im  vierten  Thcile  des  zu 

Weisenden  Satzes  behauptet  wurde. 

Unser  Satz  ist  also  jetzt  vollständig  bewiesen. 


§.  3. 

Wenn  »  und  i  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  ft=  1 ,  also 
i   m  ti 

;=»  und  —  —  w,  was  unmittelbar  auf  den  folgenden  Satz  führt. 
<*  . 
Erster  Zusatz,  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle t  durchlaufen  werden  und  n  und  /  relative  Prim- 
zahlen sind,  so  hat  man,  wenn  man  das  zaveite  Mal  auf 
ien  Nullpunkt  trifft,  die  ganze  Peripherie  t  Mal 
durchlaufen,  und  bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den 
Nullpunkt  trilft,  ist  man  auf  jeden  der  n  Punkte  ein 
^al  getro ffen. 

Dieser  Satz  kann  aber  auch  auf  folgende  Art  umgekehrt  werden 
Zweiter  Zusatz.  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle i  durchlaufen  werden,  und,  bevor  man  das  zweite 
Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  jeder  der  n  Punkte  ge- 
{jo/fen  worden  ist,  so  sind  m  und  i  jederzeit  relative 
Primzahlen. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist  nämlich  offenbar  tri 
^niedrigste  Vielfache  von  ?*,  welches  von  i  gemessen  wird, 
*«lf  wenn  t*<?  und  i'n~pi  wäre,  p^n  sein,  und  daher  schon 
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wenn  man  die  ganze  Peripherie  nur  f  Mal  durchlaufen  hätte,  der 
Nullpunkt  wieder  getroffen  werden  würde,  nachdem  man  vorher 
über  nur  p ,  d.  h.  weniger  als  n  Punkte  hinweggegangen  wäre, 

was  gegen  die  Voraussetzung  streitet.    Also  ist -der  gross  te  ali- 

3uote  Theil  von  i,   von  welchem  «  gemessen  wird,  was  sich  auf 
ieselbe  Weise  wie  in  dem  ähnlichen  Falle  in  dem  dritten  Theile 
des  Beweises  des  vorhergehenden  Lehrsatzes  zeigen  lässt.  Daher 

ist  r=t  das  grösste  gemeinschaftliche  Maas  von  n  und  i,  und  n 
und  i  sind  folglich  relative  Primzahlen ,  wie  behauptet  wurde. 

Dritter  Zusatz.  Wenn  daher  bei  jedem  Intervalle, 
mit  welchem  man  die  n  Punkte  auch  durchlaufen  mag, 
bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft, 
alle  n  Punkte  getroffen  werden,  so  ist  »jederzeit  ei  oe 
Primzahl. 

Vierter  Zusatz.  Die  Anzahl  der  verschiedenen 
Ordnungen  der  n  Punkte,  weiche  man  erhält,  wenn 
man  dieselben  nach  und  nach  mit  allen  Zahlen,  die  zu 
7i  relative  Primzahlen  sind,  als  Intervallen  durchläuft, 
ist  jederzeit  der  Anzahl  der  Zahlen  gleich,  welche  zu 
n  relative  Primzahlen  und  kleiner  ais  n  sind. 

Für  jede  zwei  Intervalle,  welche  zun  relative  Primzahlen 
und  kleiner  als  n  sind,  müssen  die  Ordnungen,  in  denen  die  n 
Punkte  durchlaufen  werden,  nothwendig  von  einander  verschieden 
sein,  wie  auf  der  Stelle  in  die  Augen  fällt,  wenn  man  nur  über- 
lebt, dass  unter  dieser  Voraussetzung  die  unmittelbar  auf  den 
Nullpunkt  folgenden  Punkte  in  den  beiden  Ordnungen  offenbar 
jederzeit  von  einander  verschieden  sein  müssen.  Wenn  aber  i  zu 
ii  relative  Primzahl  und  grosser  als  n  ist,  so  ist,  wenn 

■ 

gesetzt  wird,  wo  i'<n  sein  soll,  offenbar  auch  i'  zu  n  relative 
Primzahl;  und  da  ein  Durchlaufen  der  n  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle i  augenscheinlich  ganz  zu  der  nämlichen  Ordnung  dieser 
Punkte  führen  muss,  wie  ein  Durchlaufen  derselben  mit  dem  In- 
tervalle V ,  so  ist  klar ,  dass  jedes  Durchlaufen  mit  einem  Inter- 
valle, welches  zu  n  relative  Primzahl  und  grösser  als  n  ist,  zn 
einer  Ordnung  der  »  Punkte  führen  muss,  welche  schon  früher  hei 
einem  Durchlaufen  dieser  n  Punkte  mit  einem  Inten  alle,  das  zu 
n  relative  Primzahl  und  kleiner  als  n  ist,  herbeigeführt  wurde. 
Verbindet  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhellet  die  Richtigkeit 
des  zu  beweisenden  Satzes. 


§.  4. 

Lehrsatz.  Wenn  n  mit  a  und  b  relative  Primzali I 
ist,  so  sind  auch  n  und  das  Product  ah  relative  Prim- 
zahlen. 
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Beweis.  Wenn  man  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  » 
Punkte  auf  die  aus  dem  Vorhergebenden  bekannte  Weise  anord- 
net und  dieselben  dann  mit  dem  Intervalle  a  durchläuft,  so  wer- 
den, weil  nach  der  Voraussetzung  n  und  «  relative  Primzahlen 
sind,  nach  §.  3.  Erster  Zusatz,  alle  n  Punkte  getroffen,  bevor 
man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft.  Nimmt  man  jetzt 
die  n  Punkte  in  der  Ordnung»  in  welcher  nie  hei  diesem  Durch- 
lanfen  mit  dem  Intervalle  a  nach  und  nach  getroffen  werden,  und 
durchläuft  sie  in  dieser  Ordnung  mit  dem  Intervalle  />,  so  werden, 
weil  nach  der  Voraussetzung  auch  n  und  b  relative  Primzahlen 
sind,  nach  §.  3.  Erster  Zusatz,  wieder  alle  n  Punkte  getroffen, 
bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft  Auf  der  Stelle 
erhellet  aber ,  dass  diese  beiden  Operationen  zusammen  ganz  auf 
die  eine  hinauslaufen,  wenn  man  aie  n  Punkte  in  ihrer  ursprung- 
lichen Ordnung  mit  dem  Inten  alle  ab  durchläuft,  und  man  siebt 
also  aus  dem  Vorhergehenden ,  dass ,  wenn  man  die  n  Punkte  in 
ihrer  ursprunglichen  Ordnung  mit  dem  Intervalle  ab  durchläuft, 
alle  n  Punkte  getroffen  wernen ,  bevor  man  das  zweite  Mal  auf 
den  Nullpunkt  trifft.  Daher  sind  nach  §.  3.  Zweiter  Zusatz,  n 
und  das  Product  ab  relative  Primzahlen,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


f.  5. 

Aus  dem  vorhergehenden,  für  die  ganze  Zahlenlehre  bekannt- 
lich buchst  wichtigen  Satze,  der  sich,  wenn  auch  unter  einer  etwas 
anderen  Form,  schon  im  siebenten  Buche  der  Elemente  des  Euklides 
findet,  lassen  sich  viele  Folgerungen  ziehen,  von  denen  wir  hier 
nur  die  folgenden  in  der  Kurze  hervorheben  wollen. 

Erster  Zusatz.  Wenn  «  mit  jeder  der  Zahlen  «,  A, 
c,  rf,  f, ....  relative  Primzahl  ist,  so  sind  auch  n  und  das 
Product  abede....  relative  Primzahlen. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  n  mit  a  und  6  relative 
Primzahl  ist,  so  sind  nach  §.  4.  auch  n  und  das  Product  ab  rela- 
tive Primzahlen.  Weil  also  n  mit  c  und  ab  relative  Primzahl  ist, 
ao  sind  nach  §.  4.  auch  n  und  das  Product  abc  relative  Primzah- 
len. Weil  folglich  n  mit  d  und  abc  relative  Primzahl  ist,  so  sind 
nach  {.  4.  auch  n  und  das  Product  abcfl  relative  Primzahlen. 
Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  die  all- 
gemeine Gültigkeit  unsers  Satzes  lallt  daher  in  die  Augen. 

Zweiter  Zusatz.    Wenn  n  mit  a  relative  Primzahl 

i«t,  so  sind  auch  n  und  die  Potenz  «/jederzeit  relative 
Primzahlen* 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  vorhergehenden  Satze,  wenn 
man  a=6  =  c=d=  e  =  ....  setzt. 

Dritter  Zusatz.  Wenn  die  Zahl  n,  welche  mit  jeder 
der  Zahlen  a,  b,  c,  d,  e,....  relative  Primzahl  ist,  in  dem 
Producte  aabede...  aufgeht,  so  peht  n  jederzeit  in  a  auf. 

Bezeichnen  wir  das  grüsste  gemeinschaftliche  Maass  von  tt  und 
»durch  und  setzen  a  =  k(i  und  7i=A'ft,  so  sind  A  und  X'  rela- 
xe Primzahlen.   Weil  nun 
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ceabcde....    X^abcde. . . .  Xabcde.... 

n    -    Tj.    —  r 

ist,  und  Dach  der  Voraussetzung  tt  in  ctabcde....  aufgeht,  so  geht 
auch  iL'  in  Xabcde....  auf.  80  wie  aber  n  mit «,  6,  c,  rf,  f,....  re- 
lative Primzahl  ist,  so  ist  naturlich  auch  X'  mit  a,  b,  c,  d,  e,.... 
relative  Primzahl,  und  X'  ist  folglich  mit  X,  a,  b,  c,  d,  e,....,  also 
nach  dem  vorhergehenden  Ersten  Zunutze  auch  mit  Xabcde....  re- 
lative Primzahl.  Daher  kann  X'  nur  dann  in  Xabcde...,  aufgehen, 
wenn  X'  =  l  ist.  Folglich  ist  i'=t,  also  nach  dem  Obigen  »=fi, 
und  daher  a=zkn,  so  dass  also  u  in  a  aufgeht,  wie  behauptet  wurde. 

Vierter  Zusatz.  Jede  Zahl  n  kann  nur  auf  eine  ein- 
zige Art  in  von  der  Einheit  verschiedene  Primfactb- 
ren  zerlegt  werden. 

Sei  nämlich,  wenn  sowohl  a,  6,  c,  </,....,  als  auch  al9  blt  clf 
di,....,  sämmtlich  untereinander  und  von  der  Einheit  verschiedene 
Primzahlen  bezeichnen,  und  die  ganzen  Zahlen  a,  ß>  y,  0, ....  und 

ai>  ßi>  Yi>  sämmtüch grüsser  als  Null  sind,  n  —  a 

und  n  =  alttlbl(ilclr'dl*1....;  so  lässt  sich  auf  folgende  Art  zeigen, 
dass  die  Producte 

aVcV....  und  a^b/'cJ'd^K... 

identisch  sein  müssen. 

Weil  nach  der  Voraussetzung 

und  a  grosser  als  Null  ist,  so  ist  ax°'lbJ*lcJxdl9* ....  durch  a  theil- 
bar.  Käme  nun  die  von  der  Einheit  verschiedene  Primzahl  a  unter 
den  von  der  Einheit  verschiedenen ,  unter  einander  ungleichen  Prim- 
zahlen fli  ,  by,  cx,  a\,....  nicht  vor,  so  wäre  a  mit  jeder  der  Zah- 
len ax,  ox,  cx,  «1,....,  also  nach  dem  vorhergehenden  Zweiten  Zu- 
sätze auch  mit  jeder  der  Potenzen  öi"1,  bj*1,  cjx,  a\^1,  ,  und 

folglich  nach  dem  vorhergehenden  Ersten  Zusätze  auch  mit  dem 
tt     3     v     S  v 

Producte  at  'b^'c/'di1....  relative  Primzahl,  konnte  folglich  natür- 
lich in  diesem  Producte  nicht  aufgehen,  was  gegen  das  Obige 
streitet.  Also  muss  die  Primzahl  a  unter  den  Primzahlen  o., 
clt  dt,....  vorkommen.  Auf  dieselbe  Art  muss  aber  überhaupt 
jede  der  Primzahlen  a,  b,  c,  d,..  unter  den  Primzahlen  alf  bt,  cx, 
di,....,  und  ebenso  umgekehrt  jede  der  Primzahlen  Oj,  bx,  clt  dl,:- 
unter  den  Primzahlen  a,  b,  c,  d, ....  vorkommen,  woraus  sich  un- 
mittelbar ergiebt,  dass  die  beiden  Producte  abed...  und  aL 6, ^ bi- 
lden tisch  sind.  Also  konnte  eine  Verschiedenheit  der  einander 
gleichen  Producte 

oVc''/.. ..  und  ax 0 " bx^ex y  1  <//'.... , 

in  denen  wir  nun  a  —  alf  b~bXf  c—c^,  d  —  dx,  u.  s.  w.  zu  setzen 
berechtigt  sind,  nur  in  einer  Verschiedenheit  der  Exponenten  « 
und  «j,  ß  und  ßx ,  y  und  yt,  5  und  dj,u.  s.  w.  begründet  sein.  Wäre  aber 
z.  B.  «>«!,  so  würde  sich  aus  der  Gleichung 
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a'/A^  =  ala'blß>cj',lit'  

d»  Gleichung 

- 

a'-'ifSd'  =  b/'cS'd*'  , 

wo  o— at  >0  ist,  ergeben,  und  das  Product  b/lc^xil^1...»  würde 
abo  durch  a  theilbar  sein.  Weil  aber  die  von  der  hinheit  ver- 
schiedene Primzahl  a  unter  den  von  der  Einheit  verschiedenen 
Primzahlen  6,  c,  rf,....  oder  t>x,  cx ,  dx,....  nach  dem  Obigen  nicht 
vorkommt,  so  ist  a  mit  jeder  der  Zahlen  bx ,  cXt  dx,....,  also  nach 
dem  vorhergehenden  Zweiten  Zusätze  auch  mit  jeder  der  Potenzen 

bfx,  r/1,  c//1,..  .,  und  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Ersten 

Zusätze  auch  mit  dem  Producte  b^1  cxri  rf/1        relative  Primzahl, 

bon  also  in  diesem  Producte  natürlich  nicht  aufgehen ,  was  gegen  das 
Obige  streitet.  Daher  ist  a=.al9  und  ganz  eben  so  ß=ßx,  y=yi,  d=ä,, 
n.  s,  w.  Weil  nun  a—ax ,  b=zbx ,  c=cl ,  d—dY ,  u.  s.  w.  und  a=ccx ,  ß=ßi , 
*/=7i*  u.  s.  w.  ist,  so  sind  die  Producte 


«VcV....  und  a^bfW1*?1 


•••• 


identisch ,  und  die  Zerlegung  der  Zahl  n  in  von  der  Einheit  ver- 
schiedene Primfactoren  ist  folglich  immer  nur  auf  eine  Art  mög- 
lich, wie  bewiesen  werden  sollte. 

n 

Fünfler  Znsatz,   Wenn  die  Wurzeigrusse  Va  durch 

keiue  ganze  Zahl  ausgedrückt  werden  kann,  so  giebt 

es  auch  keinen  dieser  Wurzelgrosse  gleichen  Bruch. 
»  x 

Wäre  Va=- ,  wo,  wie  anzunehmen  offenbar  verstattet  ist,  x 
y 

und  y  relative  Primzahlen  sein  sollen,  und  der  Voraussetzung 
des  Satzes  gemäss  y  grösser  als  die  Einheit  angenommen  wird, 

•so  wärea=(  -  I  =  — ,  und  foblirh  — ~ayn~l ,  also  — eine^anze 

Vy/    y  y  y 

Uh\.  Weil  aber  x  und  w  relative  Primzahlen  sind,  so  sind  nach 
dem  vorhergehenden  Zweiten  Zusätze  auch  x*  und  y  relative  Prim- 
zahlen, und  —  kann  also,  weil  y  grösser  als  die  Einheit  ist,  offen- 
bar keine  ganze  Zahl  sein,  was  gegen  das  Vorhergehende  streitet, 
r  olglich  kann  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nicht  V«  =  ~ 
<*io,  wie  behauptet  wurde. 

Lehrsatz.  Wenn  x  und  n  relative  Primzahlen  sind, 
«Ddp  die  Anzahl  der  Zahlen  bezeichnet,  welche  klei- 
ner als  n  und  "mit  »  relati  ve  Primzahlen  sind,  so  ist 
^  —  1  immer  d  u  r  ch  w  t  h  e  i  I  b  a  r  o  d  e  r  e  i  n  V  i  e  I  f a  ch  es  v  o  n  n. 

Beweis.  Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  ordne  man  n 
Punkte  auf  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Art.    Diese  ?i 


Punkte  durchlaufe  man  mit  dem  Intervalle  x,  so  trifft  man.  weil 
nach  der  Voraussetzung  n  und  relative  Primzahlen  sind ,  nach 
§.  3.  Erster  Zusatz,  auf  alle  n  Punkte,  bevor  mau  das  zweite  Mal 
auf  den  Nullpunkt  trifft.  Nun  nehme  man  die  n  Punkte  in  der 
Ordnung,  in  welcher  sie  jetzt  getroffen  worden  sind,  und  durch- 
laufe sie  von  Neuem  mit  dem  Intervalle  x ,  so  trifft  man,  weil 
nach  der  Voraussetzung  w  und  x  relative  Primzahlen  sind,  uacb 
§.  3.  Erster  Zusatz,  wieder  auf  alle  n  Punkte,  bevor  man  das 
zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft.  Setzt  man  aber  dieses  Ver- 
fahren auf  dieselbe  Art  weiter  fort ,  so  erhalt  man  dadurch  offen- 
bar ganz  dieselben  Ordnungen  der  w  Punkte,  welche  man  erbalt, 
wenn  man  dieselben  nach  und  nach  mit  den  Intervallen  x,  x%>  j:3, 
x4. ....  durchläuft.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  xy  und  nach 
§.  5.  Zweiter  Zusatz,  also  auch  die  sämmtlichen  Potenzen  von  x 
mit  n  relative  Primzahlen  sind ,  so  kann  nach  §.  3.  Vierter  Zusatz. 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Ordnungen  der  w  Punkte ,  welche 
man  auf  die  obige  Weise  erhalt,  nicht  grosser  als  p  sein,  und  es 
muss  folglich  immer  eine  Ordnung  der  n  Punkte  wiederkehren. 
Die  erste  wiederkehrende  Ordnung  der  n  Punkte  muss  aber  uoth- 
wendig  die  erste  ursprungliche  Ordtiung  derselben  sein,  weil  offen- 
bar ganz  aus  denselben  Gründen ,  aus  welchen  eine  spätere  von 
der  ersten  ursprunglichen  Ordnung  verschiedene  Ordnung  wieder- 
gekehrt sein  sollte ,  schon  früher  die  erste  ursprüngliche  Ordnung 
selbst  wiedergekehrt  sein  musste. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Anzahl  der  auf  die  obige  Weise  er- 
haltenen verschiedenen  Ordnungen  der  n  Punkte  durch  so  ist 
P'<P'  ^eon  a"er  p'<.p  ist,  so  lässtsich  auf  folgende  Art  leicht 
übersehen ,  dass  p  jederzeit  ein  Vielfaches  von  p'  sein  muss. 
Denken  wir  uns  nämlich  eine  beliebige  unter  den  auf  die  obige 
Welse  erhaltenen  säramtlicb  unter  einander  verschiedeneu  p'  Ord- 
nungen der  w  Punkte  nicht  vorkommende  Ordnung,  so  führt  diese 
Ordnung,  wenn  man  auf  dieselbe  das  nämliche  Verfahren  wie  vor- 
her anwendet,  natürlich  auch  auf  p'  sämmtlich  von  einander  ver- 
schiedene Ordnungen ,  welche  aber  nothwendig  auch  sämmtlich  von 
den  ersten  unter  einander  verschiedenen  p'  Ordnungen  verschie- 
den sein  müssen ,  weil ,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre ,  wie  leicht 
erhellen  wird,  die  ersten  Ordnuugen  in  den  beiden  Systemen  noth- 
wendig identisch  sein  müssten,  was  gegen  die  Voraussetzung 
streitet.  Gäbe  es  nun  noch  eine  weder  in  «lern  ersten,  noch  in 
dem  zweiten  Systeme  vorkommende  Ordnung  der  n  Punkte,  so 
würde  diese,  weun  man  sie  dem  obigen  Verfahren  unterwirft,  auf 
dieselbe  Weise  wie  vorher  wieder  zu  //  weder  in  dem  ersten, 
noch  in  dem  zweiten  Systeme  vorkommenden,  unter  einander  ver- 
schiedenen Ordnungen  führen.  Setzt  man  diese  Betrachtungen 
weiter  fort  und  überlegt ,  dass  nach  §.  3.  Vierter  Zusatz,  p  "die 
Anzahl  aller  überhaupt  möglichen  Ordnungen  der  n  Punkte  ist.  so 
ist  ersichtlich ,  dass  »  ein  Vielfaches  von  p'  sein  muss ,  und  daher 
pzzzmp'  gesetzt  werden  kann. 

W7eil  nun  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  nyw  die  n  Punkte 
mit  dem  Intervalle  xv'  durchläuft,  deren  ursprüngliche  Ordnuim 
wieder  herbeigeführt  wird ,  so  muss  die  Potenz  xp'  offenbar 
nothwendig  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  ;/ 
gleich  sein.     Durch  successive  Multiplication  oder  auch  mittelst 
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des  Binomischen  Lehrsätzen  erhellet  aber  sogleich,  dass  dann 
auch  jede  Potenz  von  xp'.  und  folglich  auch  ( xP')m  - x mP\  d.  h. 
oacb  dem  Obigen  xP ,  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen 
too  »  gleich,  oder,  was  dasselbe  ist,  xP—  1  durch  n  theilbar  oder 
mo  Vielfaches  von  n  ist,  wie  behauptet  wurde. 


§.  7. 

Wenn  n  eine  in  nicht  aufgehende  Primzahl  ist,  so  sind  x 
and  n  relative  Primzahlen,  und  die  Zahlen 

i,  2,  3,  4,  5,...,  w-1 

ffiod  offenbar  alle  Zahlen,  welche  kleiner  als  n  und  zu  n  relative 
Primzahlen  sind.  Da  nun  n  — 1  die  Anzahl  dieser  Zahlen  ist.  so 
erttebt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  unmittelbar  der 
f<j|<*ende  Satz. 

Zusatz.  Wenn  n  eine  in  x  nicht  aufgehende  Prim- 
zahl ist,  so  ist  xn~ i  —  1  jederzeit  durch  n  theilbar. 

Ist  z.  ß.  .r  =  12,  «  =  7,  so  ist  12«- 1=20851)83 und  (12Ö-1) :7 
-426569. 

Dieser  wichtige  und  merkwürdige  Satz  wird  bekanntlich  in 
der  Zahlenlehre  Fermat's  Satz  genannt. 


J.  8. 

Lehrsatz.  Wenn  «,  b.  c,  i/,  e,f>  //>■••  die  sa'mmt- 
liehen  Zahlen  sind,  welche  kleiner  als  n  uud  zu  7t  rela* 
tive  Primzahlen  sind,  so  ist  immer  die  eine  der  bei- 
den Grössen 

nbcdefg ....  + 1 

durch  7i  theilbar  oder  ein  Vielfaches  von  ti  ,  wobei  wir 
»grosser  als  die  Einheit  annehmen. 

Beweis.  Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  ordne  man  auf 
die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Art  7t  Punkte,  und  durch- 
laufe dieselben  mit  dem  Intervalle  a ,  so  werden ,  weil  nach  der 
Voraussetzung  a  und  n  relative  Primzahlen  sind,  nach  §.  3.  Erster 
Zusatz,  alle  ti  Punkte  getroffen,  bevor  mau  das  zweite  Mal  auf 
den  Nullpunkt  trifft.  Durchlauft  man  nun  die  n  Punkte  in  der 
neue»  Ordnung,  in  welcher  sie  jetzt  getroffen  worden  sind,  nach 
und  nach  mit  jeder,  der  Zahlen 

17,  b .  c,  i/,  c,  ff  ff,.... 

d.  h.  mit  jeder  Zahl ,  welche  kleiner  als  ti  und  zu  n  relative  Prim- 
zahl ist,  als  Intervall,  so  erhalt  man,  wenn  p  die  Anzahl  der  obi- 
gen Zahlen  bezeichnet,  alle  n  verschiedenen  Ordnungen  der  n 
Punkte,  welche  nach  §.  3.  Vierter  Zusatz. '  jetzt  überhaupt  nur 
mißlich  sind.  Ganz  zu  denselben  Ordnungen  muss  man  aber 
offenbar  geführt  werden,  wenn  man  die  7t  Punkte  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Ordnung  mit  den  Intervallen 
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aa,  ab,  ac,  ad,  ae,  af,  ag,..., 

welche  nach  §.  4.  sämratlich  zu  n  relative  Primzahlen  sind,  durch- 
läuft. Wenn  man  also  die  n  Punkte  in  ihrer  ursprünglichen  Ord- 
nung mit  den  Intervallen 

aa,  ab,  ac,  ad,  ae,  af,  ag,.,., 

durchläuft,  so  erhält  man  nach  dem  Vorhergehenden  p  sämmtlich 
tou  einander  verschiedene  Ordnungen  der  n  Punkte ;  und  da  nun 
nach  §.  3.  Vierter  Zusatz,  überhaupt  nur  p  verschiedene  Ordnun- 
gen der  7t  Punkte  in  ihrer  ursprünglichen  Ordnung  möglich  sind, 
so  muss  unter  den  p  verschiedenen  Ordnungen ,  welche  man  erhält, 
wenn  man  die  n  Punkte  in  ihrer  ursprünglichen  Ordnung  mit  den 
Intervallen 

aa,  ab,  ac ,  ad,  ae,  af,  ag,,,.. 

durchläuft,  jederzeit  noth wendig  die  erste  ursprüngliche  Ordnung 
der  h  Punkte  selbst  vorkommen.  Also  muss  unter  den  obigen 
Producten  immer  eins  vorkommen,  welches  einem  um  die  Einheit 
vermehrten  Vielfachen  von  n  gleich  ist.  Wäre  dieses  Product  aber 
das  erste  Glied  der  obigen  Reihe,  nämlich  aa,  und  wäre  also 

aa  —  Ini  +  i, 

so  wäre 

a(n—a)  =  an  —  aa=  (a—k)n—\ , 

und  folglich  das  Product  a(n — a)  einem  um  die  Einheit  verminder- 
ten Vielfachen  von  n  gleich,   n — a  ist  offenbar  kleiner  als  n,  und 
kann  nicht  gleich  «sein,  weil,  wenn  n  —  er=a  wäre,  n=2a  wäre, 
und  daher  n  nur  dann  mit  a  relative  Primzahl  sein  konnte,  wenn 
a—  l  wäre;   dann  wäre  aber  «=2,  welchen  Fall  wir,  weil  in  dem- 
selben die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes  auf  der  Stelle 
erhellet,  auszuschliessen  berechtigt  sind.     Ferner  fallt  leicht  in 
die  Augen,  dass  n  —  a  jederzeit  mit  n  relative  Primzahl  ist,  weil, 
wenn  n — a  =  kfi,  n  =  kp,  wo  u  grosser  als  die  Einheit  sein  soll, 
wäre,  offenbar  a=(X'—X)ji,  und  daher  a  mit  n  nicht  relative  Primzahl 
sein  würde.   Hieraus  sieht  man,  dass  n— a  jederzeit  in  der  Reihe 
der  Zahlen  b,  c,  d,  e,  f,  g,..„  vorkommen  muss,  und  es  erhellet 
nun ,  dass  sich  die  Zahlen  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g  immer  so  zu  Produc- 
ten mit  zwei  ungleichen  Factoren  untereinander  verbinden  lassen,  dass 
jedes  dieser  Producte  entweder  einem  um  die  Einheit  vermehrten  oder 
einem  um  die  Einheit  verminderten  Vielfachen  von  it  gleich  ist. 
Leicht  lässt  sich  endlich  auch  zeigen ,  dass  unter  diesen  Producten 
nicht  zwei  von  der  Form  ab  und  ac ,  wo  a,  b,  c  unter  einander 
ungleich  sein  sollen,  vorkommen  können.    Sollte  nämlich  mit  Be- 
ziehung der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 

ab z=  qn  ±  l ,  ac=q'n±\ 

sein  können,  so  wäre 

a(b-c)-(q-q')n, 
und  folglich  «r(o— c) ,  also  nach  §.  5.  Dritter  Zusatz. ,  weil  nach  der 
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Voraussetzung  n  und  a  relative  Primzahlen  sind,  6— c  durch  w 
tbeiibar,  was  ungereimt  ist,  da  unter  den  gemachten  Voraussetzun- 
gen das  nicht  verschwindende  6 — c  offenbar  kleiner  als  das  die 
Einheit  ubersteigende  n  ist.   Sollte  aber 

ab=  qn-\-  \ ,  ac  =  q'n  —  1 

sein  kunneo,  so  wäre,  wie  aus  dem  Obigen  sich  Unmittelbar  er 
giebt,  a  +  c  —  n,  also  c=n  —  a,  und  folglich 

ab=qn  +  t,  a(n — a)  =  q'n — 1, 

also,  wenn  man  addirt: 

<i(n— a+6)  =  c(n— («— b))  =  (q  +  q')n. 

Daher  wäre  a(n — («— 6)),  und  folglich  nach  §.  5.  Dritter  Zu- 
satz., weil  nach  der  Voraussetzung  n  und  a  relative  Primzahlen 
sind,  n  —  (a — 6),  also  auch  a — b  durch  n  theilbar,  was  ganz  aus 
denselben  Gründen  wie  vorher  bei  6— c  ungereimt  ist. 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen ,  so  ergebt 
sich  auf  ganz  unzweideutige  Weise,  dass  man  jederzeit  das  Pro- 
duct  abcdefg....  auf  eine  solche  Weise  in  lauter  Producte  mit 
zwei  Factoren  zerlegen  kann ,  dass  jedes  dieser  Producte  mit  zwei 
Factoren,  durch  deren  Multiplication  in  einander  das  Product 
abcdefg,. .•  entsteht,  entweder  ein  um  die  Einheit  vermehrtes  oder 
ein  um  die  Einheit  vermindertes  Vielfaches  von  n  ist,  woraus  fer- 
ner durch  successive  Multiplication  auf  der  Stelle  folgt,  dass  immer 
das  Product  abcdefg....  selbst  entweder  ein  um  die  Einheit  ver- 
mehrtes oder  ein  um  die  Einheit  vermindertes  Vielfaches  von  n 
ist,  oder  dass  immer  eine  der  beiden  Grossen 

abcdefg....  dt  1 

dnrch  st  theilbar  sein  muss,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


§.  9. 

i 

i 

Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  sind 

1,  2,  3,  4,  5,...,  w  — 1 

die  sämmtlichen  Zahlen,  welche  kleiner  als  n  und  mit  n  relative 
Primzahlen  sind.  Kommt  nun  unter  den  Producten  mit  zwei  Fac- 
toren, in  welche  sich  auf  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
bekannte  Art  das  Product 

1.2.3.4.5....(m— 1) 

zerlegen  lässt,  das  Product 

x(n — z)  =  qn  —  1 

vor,  so  ist 

**— 1  =  (o>-i)  (*+l)  =  (*-q)n , 

12* 
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und  es  muss  also  die  in  dem  Producte  (x — l)(:r+l)  aufgehende 
Primzahl  n  entw  eder  in  x — 1  oder  in  x+\  aufgehen.  Geht  aber  w 
in  .r— 1  auf,  und  ist  also  x —  l  =  f/;w,  so  ist 

x~f/n  + 1. 

Wäre  nun  q'  >0,  so  wäre  x^>v,  was  gegen  die  Voraussetzung 
ist,  und  es  ist  folglich  </ —  0,  also  x  =  l.  Geht  ferner  n  in 
x  f  t  auf,  und  ist  also  x  +  i  —  q"n*  so  ist 

x=n—  l  +  (?"  — 

Wäre  nun  q"*>l,  so  wäre  — 1,   was  gegen  die  Vorausset- 

zung ist,  und  es  niiiss  folglich,  weil  in  diesem  Falle  offenbar  q" 
nicht  verschwinden  kann,  ^"  =  1,  also  ar— n  —  1  sein.  Folglich 
ist  entweder  z—\  oder  x  =  n  —  l.    Für  x—\  ist 

;r(w — x)  =  1 .  (n — 1) , 

und  für  x=7i  —  1  ist  auch 

x{n  —  x)  —  1 .  (•/*—  1) , 

so  dass  also  immer 

x  (» — x)  =  1 .  (n  —  1) 

ist.  Nimmt  man  hierzu,  dass  offenbar,  wenn  n — /•  irgend  ein 
Glied  der  Reihe  2,  3,  4,  5,...,  n  —  l  bezeichnet,  niemals 

—  *)=,/"/* +  1 

sein  kann ,  und  dass  sich  also  1  mit  keiner  der  Zahlen  2,  3,  4,  5,...., 
n-l  zu  einem  Producte  verbinden  lässt,  welches  einem  um  die 
Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  v  gleich  ist,  so  wird  leicht 
erhellen,  dass  unter  den  Producten  mit  zwei  Factoren,  in  welche 
sich  auf  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  bekannte  Art 
das  Product  1.2 .3.4.... (« —  1)  zerlegen  lässt,  immer  das  Product 
l.(w  —  1)  =  l.n—l  vorkommen  muss,  dass  aber  jedes  andere  die- 
ser Producte  einem  um  die  Einheit  vermehrten  vielfachen  von  n 
gleich  ist,  woraus  sich  ferner  mittelst  successiver  Multinlication 
sogleich  ersieht,  dass  das  Product  1 .2.3.4.5.... (« —  1)  immer 
einem  um  die  Einheit  verminderten  Vielfachen  von  n  gleich ,  oder 
dass  jederzeit  die  Grosse 

1.2.3.4.5....(w— 1)  +1 

durch  7t  theilbar  ist,  welches  uns  zu  dem  folgenden  Satze  fuhrt: 
Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  ist  die  Grosse 

1.2.3.4.5....(/t— 1)  +  1 

jederzeit  durch  n  theilbar.  i 

Dieser  wichtige  und  merkwürdige  Satz  wird  in  der  Zahlen- 
lehre bekanntlich  Wilsons  Satz  genannt. 


Digitized  by  Google 


ISI 


XVIII. 

Die  Epochen  der  Geschichte  der 
Menschheit;    eine  historisch -philoso- 
phische Skizze 

VOD 

Dr.  E.  V.  Apelt, 

ausserordentlichem  Professor  zu  Jena. 
Erster  Band.  Jena.  Hochhausen  1845  *)." 


Die  L«eser  des  Archive«  werden  sich  vielleicht  wundern ,  hier 
die  Anzeige  eines  Werkes  zu  finden,  das  dem  Titel  nach  nicht 
unter  diejenigen  zu  gehören  scheint,  welche  in  demselben  besprochen 
zu  werden  pflegen.  Gleichwohl  ist  dasselbe  der  Mathematik  und 
Physik  sehr  nahe  verwandt,  in  so  fern  es  das  Verhältniss  betrach- 
tet, in  welchem  die  genannten  Wissenschaften  zu  dem  Ganzen  un- 
serer wissenschaftlichen  Erkenntniss  überhaupt  stehen  und  den  im 
Verlaufe  der  Geschichte  hervortretenden  Einfluss  schildert,  wel- 
chen die  fortschreitende  Ausbildung  der  Naturwissenschaften  (im 
weitesten  Sinne)  auf  die  geistige  Cultur  ausgeübt  hat  und  noch 
ausübt.  Am  meisten  macht  sich  dieser  Einfluss  da  geltend,  wo 
wir  es  mit  geschichtlichen  Ueberlieferungen  zu  thun  haben,  die 
nach  unserer  jetzigen  Kenntniss  der  Naturgesetze  viel  von  ihrer 
sonstigen  Glaubwürdigkeit  verlieren  müssen.  Seit  die  Naturwis- 
senschaften aufkamen ,  haben  die  Wunder  aufgehört  und  die  Weis- 
sagungen sind  verstummt;  der  teleskopische  Blick  hat  das  schein- 
bare Dach  des  Himmels  durchbrochen,  hinter  welchem  sonst  der 
fromme  Glaube  die  Wohnung  der  unsterblichen  Geister  suchte, 
jenes  Firmament  der  Alten,  das  man  als  die  gemeinschaftliche 
Gränze  der  sichtbaren  Körperwelt  und  der  unsichtbaren  Geister- 


')  Schon  aus  Archiv.  Thl.  1.  Nr.  und  Nr.  XXXIV.  ist  bekannt 
und  ersichtlich,  dtiss  auch  ausführlichere  .Anzeigen  wissenschaftlicher, 
in  das  Gebiet  des  Archivs  einschlagender  Werke  in  diese  Zeitschrift 
•elbst,  nicht  bloss  in  den  Literarischen  Bericht,  aufgenommen  werden 
sollen.  Obgleich  nun  rorliegendc  Anzeige  von  ihrem  unterzeichneten 
Herrn  Vf.  mir  für  den  Literarischen  Bericht  zugesandt  war ,  so  habe  ich  es, 
des  interessanten  Inhalts  derselben  wegen,  doch  vorgezogen,  sio  dem 
Archive  selbst  einzuverleiben.  (*. 
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weit  zu  betrachten  gewohnt  war;  die  grossen  astronomischen  und 
geologischen  Perioden,  welche  man  durch  das  Studium  der  Natur 
kennen  gelernt  hat,  haben  den  harmlosen  Erzählungen  der  Väter 
von  den  vergangenen  und  künftigen  Zeiten  Anfang  und  Ende  ge- 
raubt; die  Naturgesetze  endlich  haben  den  vertraulichen  Umgang 
aufgehoben,  in  welchem,  jenen  Sagen  zufolge,  das  Menschenge- 
schlecht mit  höheren  Wesen  stand  *). 

Aber  nicht  nur  die  geschichtlichen  Ueberlieferungen ,  selbst 
die  eigenen  religiösen  Ueberzeugungen  und  ewigen  Hoffnungen 
scheint  der  Naturalismus  der  Physik  zu  bedrohen.  Was  soll  uns 
ein  Gott  bei  einer  Welt,  die  den 'Gesetzen  der  Mechanik  gehorcht? 
Diese  Gesetze  sind  selbstständig,  werden  mathematisch  erkannt 
und  erleiden  eben  desswegen  keine  Ausnahme;  die  Gottheit  bliebe 
nur  ein  müssiger  Zuschauer,  d,er  den  Gang  der  Bewegungen  in 
keiner  Weise  willkührlich  ändern  kann.  Was  soll  uns  die  Frei- 
heit da,  wo  es  nur  die  eiserne  Notb wendigkeit  des  Naturgesetzes 
giebt,  wo  selbst  das  Leben  in  der  organischen  Welt,  dieses  grosste 
aller  physikalischen  Räthsel,  nach  und  nach  unter  die  Herrschaft 
eben  der  Kräfte  gerat h ,  welche  den  Krystall  formen  und  den  Ge- 
stirnen des  Himmels  ihre  Bahnen  zeichnen?  Wo  endlich  soll  das 
Jenseits  sein,  auf  das  wir  hoffen,  da  der  Raum  mit  der  ganzen 
Gesetzmässigkeit  der  Geometrie  sich  ins  Unendliche  hinauserstreckt 
und  keine  Gränze  gedacht  werden  kann ,  die  da*  Diesseits  von  dem 
Jenseits  trennte? 

Diess  sind  die  Fragen,  welche  als  letzte  Konsequenzen  der 
Mathematik  und  Physik  sich  uns  aufdrängen  und  mit  deren  histo- 
risch-philosophischer Entwickelung  sich  der  Verfasser  des  oben 
genannten  Werkes  beschäftigt.  Zuvörderst  giebt  er  uns  eine 
Uebersicht  der  Culturgeschiclite  im  Allgemeinen,  ein  Bild,  dessen 
schönste  Partie  die  Zeichnung  der  griechischen  Weltansicht  aus- 
macht, in  welcher  noch  physikalische  und  religiöse  Ideen  in  fried- 
licher Vereinigung  ein  ästhetisches  Ganzes  bilden.  Der  Blick  der 
Griechen  reichte  nur  über  das  Mittelmeer  und  Vordernsien  und 
verlor  sich  ringsum  im  Unbegränzten.  Die  menschliche  Einbil- 
dungskraft ist  von  selbst  geschäftig,  den  leeren  Raum  auszufüllen 
und  das  lückenhafte  Bild  zu  ergänzen.  Dichterische  und  religiöse 
Phantasieen  des  Volks,  philisophische  Ansichten  der  Denker  und 
geologische  Muthmassungen  vereinigten  sich ,  den  fehlenden  Stofi 
herbeizuschaffen,  dem  die  Einbildungskraft  leicht  eine  passende 
und  ästhetische  Form  verleihen  konnte.  Aber  schon  die  ersten 
geographischen  Entdeckungen  änderten  dieses  Bild.  Soweit  auch 
der  Blick  des  Menschen  vorwärts  gedrungen  war,  überall  fand  er 
die  Erde  vom  Meere  umflossen,  und  so  konnte  leicht  der  Gedanke 
entstehen ,  dass  ausser  der  bekannten  Zone  noch  andere  Länder- 


*)  M.  8.  ,,  A  n  t  i  -  O  ri  o  n  zum  Nutzen  und  Frommen  des  Herrn  ron 
Schaden**  von  dem  nämlichen  Verf.  Diese  Brochüre  ist  gerichtet  gegen : 
Antwort  auf  den  Angriff  eines  Herrn  E.  Apclt  in  der  neuen 
Jenaischen  Li  terato  rzcitnng  von  Dr.  v.  Schaden  (Privatdozenten  an  der 
Universität  zu  Erlangen) ;  dieser  „Angriff'*  ist  nämlich  eine  höchst  origi- 
nelle Kecension  des  Orion  des  Herrn  v.  Schaden,  welche  auch  in  oer 
„Antwort**  des  letzteren  abgedruckt  ist.  Ref.  erinnert  sich  nicht,  etwas 
Ergötzlicheres  gelesen  zu  haben,  als  Herrn  v.  Schadens  mystisch- 
astronomische Träume  und  die  Polemik  gegen  seinen  Rccensenten. 
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Bissen  jenseits  des  Oceans  vorbanden  wären.  Unbemerkt  schmol- 
zen die  geographischen  Vorstellungen  von  dem  Vorhandensein  an- 
derer bewohnbarer  Zonen  mit  der  religiösen  Idee  einer  anderen 
Weit  zusammen  und  zogen  sich  in  den  ätherischen  Duft  dichten- 
<her  Phantasieen  zurück.  Der  Garten  der  Hesperiden,  das  Elysium, 
die  glückseligen  Inseln ,  das  Paradies  der  Christen  sind  geogra- 
phische Phantasiegebilde,  welche  aus  religiösen  Ideen  entstanden 
int!  hier  bestimmter,  dort  unbestimmter  an  eine  gewisse  Oertlich- 
tot  gebunden  waren. 

Die  grossen  geographischen  Entdeckungen,  namentlich  die  Erd- 
umsegelungen ,  haben  diese  Phantasiegebilde  zerstört;  die  Dich- 
tung wurde  von  der  Anschauung  verdrängt,  die  mythische  Kosmo- 
n&phie  verwandelte  sich  in  physische  Geographie.  Die  letzte 
Folge  hiervon  war  die  Flucht  der  guten  Geister  von  der  Erde. 
(He  seligen  Gefilde,  die  schon  anfangs  über  den  Ocean  zurückge- 
wichen waren,  erhoben  sich  von  der  Erde  zu  den  Wolkerisitzen 
und  flüchteten  unter  die  Sterne. 

Aber  auch  von  da  sind  sie  vertrieben  worden.  Die  Gesetze 
Kepplers,  des  Ersten,  der  die  Natur  richtig  zu  befragen  ver- 
gebt und  dem  sie  antwortet,  zerbrechen  die  krystaJIenen  Sphären 
«ler  Alten  und  rauben  den  Planeten  ihre  Führer;  Newton  zeigt. 
«Um  die  Kraft,  welche  in  den  Tiefen  der  himmlischen  Räume 
^aitet  und  die  Planeten  in  ihren  Bahnen  führt ,  keine  andere  ist. 
als  die  Schwere  an  unserer  Erde.  Die  Geheimnisse  schwinden 
au*  der  Sternenwelt,  die  fortschreitende  Theorie  greift  sogar  in 
«'misten  Fällen  der  Beobachtung  vor  und  Laplace  krönt  das  ruhm- 
wröihg  begonnene  Werk  mit  der  Mechanik  des  Himmels.  So  zer- 
störte die  Astronomie  sogar  im  Bau  des  Himmels  den  architekto- 
nischen Zauber  und  das  Land  der  Verheissung  schwand  aus  den 
Räumen  des  Aethers.  Wohin  auch  das  Fernrohr  den  Blick  des 
Menschen  trug,  überall  folgte  ihm  die  Notwendigkeit  des  Calcüls. 
Kaum  verweigernd  einer  ätherischen  Welt.  Die  Mechanik  des 
Himmels  hat  des  Aristoteles  Lichtwelt  der  Gestirne,  den  Himmel 
unserer  Väter  zertrümmert  und  uns  dafür  ein  Weltgebäude  mas- 
senhafter schwerer  Körper  geschenkt.  Die  schützenden  Engel  des 
Menschengeschlechts,  alle  Genien  und  gütigen  Feen  verliessen 
dessen  Gesellschaft  uud  wanderten  in  das  Land  der  Sage  oder  der 
I 'ich  tum;. 

Diess  ist  eine  ungefähre  Skizze  der  vier  ersten  Kapitel  des 
Haches,  bei  der  sich  ftef.  zum  Theil  der  Worte  des  Verl.  bedient 
bat  Im  fünften  Kapitel  (II.  4.)  giebt  er  uns  eine  historische  Dar- 
stellung der  verschiedenen  Stufen  religiöser  Ausbildung  im  Völker 
lfhen  und  ihres  Verhältnisses  zur  Philosophie  und  Naturwissen- 
schaft Eine  sehr  schätzenswert  he  Zugabe  bildet  der  Anhang, 
welcher  drei  bemerkenswerthe  Aufsätze  enthält:  I.  Erläuterun- 
zmi  über  die  Epicykelntheorie  und  das  Verhältniss  der  drei  Welt- 
systeme; II.  Kepplers  Mysterium  cosmographicum und  III.  Kepp- 
lers Induktion  zur  Entdeckung  der  Mahren  Gestalt  der  Planeten- 
bahnen.  Iu  diesem  Anhange  zeigt  sich  der  Verf.  als  guter  Ken- 
°*r  der  Mathematik,  was  um  so  bemerkenswerter  ist,  als  sich 
Philosophie  ungefähr  seit  dem  Anfange  dieses  Jahrhunderts 
Mathematik  zu  schämen  scheint  und  namentlich  die  sogenann- 
ten Philosophen  mancher  Schulen  auf  unsere  Wissenschaft  mit 
p'«er  Geringschätzung  herabblicken ,  wie  sie  nur  aus  grober  Iguo- 


Digitized  by  Google 


184 


ranz  darin  entstehen  kann.  Jener  Anhang  hat  das  Verdienst,  ettio 
zwar  gedrängte,  aber  vollständige  Uehersicht  über  die  Arbeiten 
Kendlers  zu  geben,  wovon  man  selbst  in  den  grösseren  astrono- 
mischen Lehrbüchern  kaum  mehr  als  eine  Notiz  tindet.  Hierbei 
hat  der  Vf.  Keppler  mit  Hecht  gegen  La  place  und  Delambr« 
in  Schutz  genommen,  die  ihn  wie  einen  Schüler  Newtons  beur- 
theilen  und  seine  Spekulationen  Tiber  die  Kosmophvsik  und  die  Welt- 
harmonie für  blosse  Träumereien  halten,  welcfie  mussig  neben 
seinen  astronomischen  Forschungen  einhergehen  und  dieselben  öfter 
beeinträchtigt  haben;  in  der  That  sind  sie  aber  die  Quelle  sei- 
ner grossen  Entdeckungen,  indem  gerade  die  mystische  Naturan- 
sicht die  Erfindungskraft  Kepplers  leitete.  Den  eigentümlichen 
Gedankengang  desselben  theilt  uns  der  Verf.  in  %  der  heutigen 
Sprache  der  Mathematik  mit. 

Diese  Anzeige  möge  hinreichen,  um  die  Mathematiker  und 
Physiker  auf  ein  Werk  aufmerksam  zu  machen,  das  sie  des 
bescheidenen  Titels  wegen  leicht  i ibersehen  könnten.  Der  zweite 
Band,  welcher  u.  A.  die  historische  Entivickelung  der  Entschei- 
dung jenes  Streites  zwischen  dem  Naturalismus  der  Physik  und 
den  religiösen  Ideen  enthalten  wird,  soll,  wie  es  heisst,  dem  ersten 
rasch  nachfolgen.  Möge  derselbe  ein  seinem  Inhalte  nach  eben  so 
gediegenes  und  seiner  Form  nach  eben  so  ansprechendes  Ganze* 
bilden,  wie  der  erste. 

Jena.  Schlö  milch. 


Auflösung  rtes  Kepler  sehen  Problems 
nach  HTewton,  verglichen  mit  der  Jetzt 
noch  gebräuchlichen  numerischen 

Auflösung. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Wolfers, 

astronomischen  Rechner  an  der  K.  Sternwarte  zu  Berlin. 


Jeder,  welcher  sich  auch  nur  mit  den  ersten  Theilen  der  theo* 
rischen  Astronomie  beschäftigt  hat,  kennt  das  Problem,  wovon 
hier  die  Rede  sein  soll.  Die  Gleichungeu ,  welche  zwischen  den 
einzelnen  Grossen  stattfinden,  werden  in  der  neuern  Zeit  gewöhn- 
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lieh  auf  dem  kurzern  analytischen  Wege  hergeleitet  und  aul  dem- 
selben gelangt  man  zu  den  verschiedenen  indirecten  Auflösungen, 
da  eine  directe ,  der  Natur  der  Sache  nach ,  nicht  möglich  ist. 
Wenn  so  auch  die  analytische  Darstellung  vollkommen  genügt,  um 
die  in  der  theorischcMi  Astronomie  vorkommenden  Aufgaben  zu  losen, 
so  glaube  ich  doch,  dass  es  für  manchen  Leser,  welcher  New- 
tons Principia  niathematica  philosophiae  naturalis  nicht 
keont.  interessant  und  vielleicht  auch  lehrreich  sein  wird,  die  syntheti- 
sche Weise  kennen  zu  lernen,  auf  welche  Newto  n  zu  denselben  Resul- 
taten gelangt  ist,  die  noch  heute  gelten.  Ich  werde  daher  hier 
einige  Sätze  aus  Abschnitt  VI.  des  ersten  Buches  jenes  Werkes 
m'rttheilen  und  die  Resultate  mit  den  Ausdrücken  von  Gauss 
in  der  Theoria  motus  corporum  coelestium  vergleichen. 

Zuerst  zeigt  Newton  in  einem  Lehnsatze  durch  Raisonncment, 
das«  keine  elliptische  Figur  existire,  deren,  durch  beliebige  gerade 
Linien  abgeschnittener  Flächenraum  allgemein  mittelst  Gleichun- 
gen dargestellt  werden  könne,  welche  in  der  Zahl  ihrer  Glieder 
und  Dimensionen  begrenzt  sind.  Er  schneidet  daher  den,  der  Zeit 
proportionalen  Tbeil  der  Fläche  einer  Ellipse  mittelst  einer  geo- 
metrisch irrationalen  Curve  ab,  und  zwar  folgendermaßen. 


§.  1. 

» 

Auf  nabe.  Ein  Korper  bewegt  sich  in  einer  Ellipse, 
man  soll  seinen,  einer  gegebenen  Zeit  entsprechenden 
Ort  in  derselben  finden. 

Auflösung.  In  der  Ellipse  APB  (Taf.  II.  Fig.  3.)  sei  A 
der  Hanptscheitelpunkt,  5  der  Brennpunkt,  O  das  Centrum  und  P 
der  zu  findende  Ort  des  Körpers.  Man  verlängere  OA  über  A 
hinaus  bis  G,  so  dass 

OG:OA=OA:OS 

wird,  und  errichte  hierauf  GH  perpendikulär  auf  A G.  Hierauf 
beschreibe  man  aus  O  als  Mittelpunkt  und  mit  dem  Radius  OG 
den  Kreis  EFG ,  lasse  den  letztem  auf  der  geraden  Linie  GH  als 
Basis  fortrollen ,  so  dass  der  Punkt  A  die  gestreckte  Cvcloide  A1J 
beschreibt.  Ist  diess  geschehen,  so  nehme  man  die  Linie  GK  in 
dem  Verhältniss  zur  Peripherie  GFE  des  Kreises  an,  in  welchem 
die  Zeit,  worin  der  Körper  den  elliptischen  Bogen  AP  zurücklegt, 
zur  ganzen  Umlaufszeit  in  der  Ellipse  steht.  Errichtet  man  nun 
auf  GH  das  Perpendikel  KL,  welches  die  Cvcloide  in  L  schnei- 
det, und  zieht 

LP  parallel  GK, 

so  ist  der  Durcbschnittspunkt  P  der  erstem  mit  der  Ellipse  der 
verlangte  Punkt. 

Man  beschreibe  nämlich  aus  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius 
OA  den  Kreis  AQB,  so  dass  dieser  und  LP  sich  in  Q  schneiden, 
und  ziehe  die  Linien  SQ  und  OQ,  endlich  fälle  man  von  S  auf 
die  Richtung  der  letzteren  das  Perpendikel  SR.  Der  elliptische 
Sector  ASP  ist  alsdann  proportional  dem  Kreissector  ASQ.  Ver- 
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längert  man  nämlich  QP  bis  zum  Durchschnittspunkt  W  mit  AB 
und  setzt  die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  =a,  die  halbe  kleine 
=  6;  so  ist 

ASP+  SPW:  ASQ  +  SQ  1F=  6:  a , 
SPW:  SQ  W=  PW:  Q  W=  b:a, 

also  ASP:ASQ  =  b:a  oder  ASP=-.ASQ. 
Es  ist  aber 

ASQ- OQA—OQS=  JO#.  QA—\OQ.RS, 

•  mithin,  da  \OQ  gegeben  und  constant  =  la  ist,  der  Flächenin- 
halt von  APS  proportional  dem  Unterschiede 

QA  —  RS. 

Nun  ist  aber  RS:s\u  AQ=  OS:  OQ 

=  OS:OA 
—  OA:OG 
=  AQ:GF; 

also 

AQ—RS:  GF—b\üAQ=zAQ:  GF=  OS:  OA 

und 

AQ-RS=%2  (GF-8\b  AQ). 

Der  Flächeninhalt  des  Sectors  ASP  ist  demnach  proportional  dem 
Unterschiede  GF—  sin  AQ,  d.  h.,  nach  der  Gleichung  der  Cycloide, 
der  Linie  GK. 


§.  2. 

Zusatz.  In  der  Darstellung  des  vorigen  Paragraphen  kann 
man  dieselbe  Gleichung  wiederfinden,  welche  in  der  Theoriamotus 
zwischen  der  excentrischen  und  mittlem  Anomalie  aufgestellt  ist. 
Setzt  man  nämlich  wie  dort  OA  —  a  und  ausserdem  OS=a.e, 
W.  QOA=E;  so  wird  aus  der  Proportion  OG:  OA—OAiOS 

e 

Ferner  wird 

GF=  OG.E=-.E,  «in  AQ^a  sin  E: 

c 

also  der  Sector  ASP  proportional 

a(E — cainE). 
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Sector  ist  aber  der  Zeit  proportional ,  welche  der  Körper 
gebraucht  hat,  um  vom  Perihel  A  bis  zum  Punkt  P  zu  gelangen; 
folglich  ist  auch  diese  Zeit  proportional 

JE—  esinJS. 

Dass  man  aus  der  vorliegenden  Figur  auch  alle  die  Relationen  her- 
zten könne,  welche  in  der  Theoria  motus.  pag.  8.  zusammenge- 
stellt sind ,  ersieht  man  leicht  folgendermassen.  Fügt  man  zu  den 
bereits  eingeführten  Bezeichnungen  noch  hinzu: 

c  =  sing>,  al.e2  =  a2  —  6*  oder  o*  =  a2  —  a2c* 
d.  h.  b—  ttcosgp, 
SP=r  und  W.  ASP—o; 


so  wird 

also 

Ferner 


j$IF=  —  rcosr  =  iSO-f  O  IF=ae—  acos£, 
rcose  =  a(cos£J—  e),  wie  Nr.  IX.  a.  a.  O. 


P  W^=  r  sin  v  =  -aQ  W  =  a  cos <p  sin  £,  wie  Nr.  VII I . 

.SP*=r*=ÄJF4+PJF* 

=  a*  (cos     +  sin  g>a — 2c  cos  £  +  cos  <p*  sin  ) 
oder  r=a(l — ecos£),  wie  Nr.  III.  u.  s.w. 

Wegen  der  Uebereinstimmung  der  vorstehenden  Gleichungen 
mit  denen  in  der  Theoriamotus,  muss  also  auch  die  dortige  Glei- 
chung zwischen  der  mittlem  und  excentrischen  Anomalie 

M=E — csio  E 

hier  stattfinden.    Da  ferner  nach  §.  1. 

ASQ=\  OQ .  (QA  -  RS)  =  £a*  (£—  e  sin  E) 

tod 

^  SP=  jLlSQ  =  Ja*  cos  9  (£—  e  sin  £) ; 

wird  auch 

ASP=  \a*eoa<p.kt*'i+lt   (Theor.  mot.  pag.  6.) 

=  .  vT+£=  i/rrrfp. 

^5P  ist  also  der ,  in  der  Zeit  t  beschriebene  Sector. 

§.  3. 

Anmerkung.  Wegen  der  schwierigen  Construction  dieser 
Corte  (der  Cycloide)   ist  in   der  Praxis  zweckmässiger  eine 
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Oonstniction  anzuwenden,  welche  der  Wahrheit  »ehr  nahe 
kommt. 

Man  suche  einen  bestimmten  Winkel  B,  welcher  sich  zu  dem 
Winkel  57^29578  =  2062f)4'',808,  den  ein  dem  Radius  gleicher 
Dogen  unterspanut,  verhält,  wie  die  Entfernung  Sfi  (Taf.  II.  Fig.  4.)  bei- 
der Brennpunkte  von  einander  zur  grossen  Axe  AB.  Ferner 
suche  man  eine  Linie  L,  welche  sich  zum  Radius  verhält,  wie  AB 
zu  SH.  Hat  man  beide  einmal  gefunden,  so  löst  man  die  Aufgabe 
durch  folgende  Analyse.  , 

Nach"  irgend  einer  Methode  oder  Conjectur  bestimme  man  den 
Ort  P  ziemlich  nahe  und  Hille  von  ihm  auf  die  grosse  Axe  das 
Perpendikel  PR ,  so  erhält  man  die  entsprechende  Ordinate  QR 
des  um  die  Ellipse  beschriebenen  Kreises  AQB  aus  dem  Verhält- 
niss  beider  Axen  der  Ellipse,  und  es  ist  alsdann 

QR=AC.smACQ. 

Aus  dieser  Gleichung  lindet  man  den  Winkel  ACQ,  welchen  man 
nur  nahebei  durch  Rechnung  zu  bestimmen  braucht.  Man  kennt 
ferner  auch  den  der  Zeit  proportionalen  Winkel ,  welcher  sich  näm- 
lich zu  300°  verhält,  wie  die  zur  Beschreibung  des  Bogens  AP 
erforderliche  Zeit  zur  ganzen  Umlaufszeit  Dieser  Winkel  sei  =AT. 
Hierauf  bestimme  man  die  Winkel  />,  E,  t\  G,  //,  «/,  etc.  aus  den 
Proportionen : 

D:B  =  sin  ACQ :  Radius ; 

E :  2V-  A CQ  >  D  =  L :  L  +  cos  A  CQ,  T  jenachdem  A  CQ  $  90°; 

F:B  =  s\n(ACQ -+  E) :  Radius ; 

6 ':  iV—  A  CQ — E  +  F  =  L :  L  +  cos  (A  CQ  +  E) , 

T  jenachdem  ACQ  +  E ^ 90° ; 
H'.B  —  sin  {ACQ  +  -E-f  C) :  Radius ; 
J:iV—  ACQ-E~  G  +  Il=L:LT™*{ACQ±  E+G), 
T  jenachdem  ACQ  +  A'+  6' £90°; 

U.  S.  W.   f.  I 

Man  kann  auf  diese  WVise  beliebig  fortfahren ,  utid  nimmt  man 
zuletzt  den  Winkel 

ACq  =  ACQ  +  E+G r-f  J+etc, 

so  ergibt  sich  aus  seinem  Cosinus  =  Cr  und  der  Ordinate  pr, 
welche  letztere  aus  der  Proportion 

pr:sin  ACq  —  bxa 

bekannt  wird ,  der  verbesserte  Ort  p  des  Korpers. 
Wird  in  einem  einzelnen  Falle  der  Winkel 

iV—  ACQ  +  D 

negativ ,  so  muss  bei  E  überall  das  Zeichen  4*  in  —  und  umgekehrt 
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—  in  -f  verwandelt  werden.  Dasselbe  gilt  von  den  Zeichen  der 
Winkel  O  und  J >  wenn  respective 

N—ACQ—E+F  und  X-ACQ-E-C  +  U 

negativ  werden. 

Die  unendliche  Reihe 

ACQ+E+G+J  hetc 

convergirt  übrigens  sehr  schnell,  so  dass  man  kaum  jemals  über 
das  zweite  Glied  E  hinaus  zu  gehen  nftthig  haben  wird.  Die  Rech- 
nung gründet  sich  auf  den  Satz,  dass  der  Flächenraum  ASP  uich 
reroäft.  wie  der  Unterschied  zwischen  dem  Bogen  AQ  und  dem 
Perpendikel  von  .S  auf  CQ. 


§.  4. 

Zusatz.  In  dem  Verfahren,  welches  Newton  nach  dem 
vorhergehenden  Paragraphen  autgestellt  hat,  ist  vollständig  dasjenige 
enthalten,  welches  man  in  der  Regel  gegenwärtig  bei  nume- 
rischen Rechnungen  anzuwenden  pflegt.  dasselbe  ist  im  Berli 
oer  astronomischen  Jahrbuch  von  1838.  pag.  281.  darge- 
stellt und  daselbst  zugleich  gezeigt  worden,  dass  es  mit  dem  in 
Her  Theoria  motus.  pag.  11.  mitgetheilten  identisch  ist.  Von  der 
Übereinstimmung  des  erstem  Verlahrens  mit  dem  im  vorigen 
Paragraphen  enthaltenen  überzeugt  man  sich  leicht  folgend« 
Setzt  man  der  früher  eingeführten  Bezeichnung  gemäss: 

B^^u-rco-e".  wo  co ~  206264".8: , 

ACQ=E'. 
Aß  1 

e 

Et=  /iE-, 


«>  wird 


D  —  c"  sin  E ; 
±(M-E  +  e''8\nE')     M-E'  +  eUmE* 


l-fcosE'  1  +  eco*E' 

+  jenachdem  E'  $  90°. 
Wir  haben  bereits  oben  die  Gleichung 


-M  =  E— *sin  E 
a'2 


^trachtet.     Da  nun  der  Flachenraum  ASP  proportional  der  Zeit 
also  nach  dieser  Gleichung 
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E — esinE 

ist;  so  folgt,  weil  AQ=a.E  und  das  Perpendikel  von  S  auf 
CQ  oder 

S  F=  SC .  sin  SCQ  =  ae  sin  E , 

also 

AQ-Sr=u(E— esinE-), 
dass  auch  ASP  proportional  dem  Unterschiede 

AQ—SV 

sein  wird. 


Welche  liage  muss  man  einem  Stahl- 
stabe geben,  damit  er  das  Maximum 
der  magnetisirenden  Wirkung  eines 
kreisförmigen  electrisehen  Stromes 

erfahre? 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Dippe, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  Fridericianum  zu  Schwerin. 


§•  1 

Zu  der  Beantwortung  dieser  Frage  wurde  ich  geführt,  als  ich 
das  in  Pogg.  Ann.  LXIl.  S.  249.  beschriebene  Verfahren  zur  Mag- 
netisirung  einiger  Stahlstäbe  anwandte.  Es  fiel  mir  dabei  nämlich 
eine  Stelle  im  Repert  der  Physik  von  Dove  und  Moser  ein 
fl.  S.  '263.),  wo  ein  von  Barlow  beschriebener  Versuch  als  fast 
fabelhaft  klingend  bezeichnet  wird.  Jene  Stelle  heisst:  „So kräf- 
tig ist  die  Wirkung  einer  Spirale,  dass,  wenn  eine  kleine  Mag- 
netnadel (or  bar)  in  sie  so  hineingelegt  wird,  dass  sie  auf  dem 
untern  Theile  der  Windungen  ruht,  diese  Nadel  im  Momente  der 
Verbindung  der  Spirale  mit  der  galvanischen  Kette  aufspringt,  und 
in  der  Axe  der  Spirale  den  Gesetzen  der  Schwere  entgegen  schwe- 
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bend  bleibt.  Diese  Erscheinung  zeigt  sich  selbst  bei  senkrechter 
Stellung  der  Spirale,  und  man  sieht  auf  diese  Weise  einen  schwe- 
ren Korper  ohne  materiellen  Zusammenhang  mit  andern  Körpern 

fehalten  durch  eine  unsichtbare  Kraft  nie  die  fabelhafte  Statue 
es  Dinochares." 

Ich  wiederholte  nun  diesen  Versuch  mit  meinem  Magnetisir- 
c\ linder,  einer  Spirale  aus  30  Fuss  Kupferdraht,  welcher  auf  einen 
hohlen  hölzernen  Cy linder  von  1  Zoll  Höhe,  1J  Zoll  innerem  Durch- 
messer und  geringer  Wanddicke  gewickelt  war,   und  den  Strom 
eines  Platin-Zink-Elements  leitete^  und  fand  die  Beschreibung  al- 
lerdings mindestens  ungenau.     Eisenstäbrhen  wie  Magnetnadeln 
blieben  ruhig  auf  dem  untersten  Theile  der  Windungen  liegen, 
wenn  die  Axe  der  Spirale  horizontal  lag.     Hielt  ich  ein  Eisen- 
Stäbchen  mit  dem  einen  Ende  an  die  innere  Wand  des  Cylinders, 
so  wurde  es  im  Momente  der  Schliessung  der  Kette  lebhalt  nach 
innen  gezogen,  so  dass  es  zu  beiden  Seiten  gleich  weit  aus  dem 
Cyünder  hervorragte,  blieb  aber  wiederum  auf  dem  untersten 
Theile  der  inneren  Wrand  liegen.    Als  ich  die  Axedes  Cylin- 
ders vertikal  stellte,  schwebte  der  Stab  in  dem  Cylinder  in  verti- 
kaler Lage,  aber  immer  sich  an  die  Seitenwand  anlegend, 
und  jeder  Versuch ,  denselben  in  der  Axe  des  Cylinders  frei 
schwebend  zu  erhalten,  war  vergeblich,  eben  so  vergeblich,  als 
weno  Jemand  versuchen  wollte,  einem  Magneten  seinen  Anker 
gerade  in  der  Entfernung  darzubieten,  in  welcher  die  anziehende 
Kraß  des  Magneten  und  die  Schwere  des  Ankers  im  Gleichgewicht 
sind,  so  dass  der  Anker  frei  in  der  Luft  schwebte. 

Diese  Versuche  nun ,  sowie  der  Umstand ,  dass  die  Dicke  eini- 
ger von  den  zu  magnetisirenden  Stäben  bedeutend  geringer  war 
als  die  innere  Weite  des  Cylinders  führten  mich  zu  der  obigen 
Frage,  deren  Beantwortung  für  die  vorteilhafteste  Benutzung  sol- 
cher Spiralen  zum  Magnetisiren  nicht  unwichtig  ist.  Da  ich  weder 
in  Pog  Mendorf  fs  Annalen ,  noch  in  Gehlers  Wörterbuche, 
poch  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  Auskunft  fand,  so  versuchte 
ich  selbst  die  Beantwortung,  und  theile  diesen  Versuch  hier  mit. 


§.  2. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  wir  uns  auf  den  Fall 
beschränken,  wo  der  Stab  mit  der  Axe  des  Cylinders  parallel  ist, 
so  wie  dass  wir  statt  des  spiralförmigen  Drahtes  uns  die  Periphe- 
rie eines  Kreises  als  Leiter  des  electrischen  Stromes  vorstellen. 

Als  bewiesen  wird  vorausgesetzt: 

1)  Ein  geradlinigter  electrischer  Strom  wirkt  vertheilend  auf 
ein  ausserhalb  liegendes  magnetisches  Theilchen  in  einer 
Richtung,  welche  auf  der  durch  dies  Theilchen  und  den 
Leitungsdraht  gelegten  Ebene  senkrecht  ist. 

2)  Denkt  man  sich  mit  dem  Strome  schwimmend  und  das  mag- 
netische Theilchen  anblickend,  so  wird  in  der  bezeichneten 
Richtung  der  Nordpol  links,  der  Südpol  rechts  bewegt. 

3)  Die  Wirkung  eines  jeden  Elementes  des  Stromleiters  ist  der 
Lange  dieses  Elementes  direct,  und  dem  Quadrate  des  Ab- 
stand es  dieses  Elementes  vom  magnetischen  Theilchen  um- 
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Nun  ist 

cos BDA  =  AD^AB>™*J>AB    r—r' coh <p 

t*B  ~-      ÜB  ' 

and 

cos<p-f-r'2}* , 


\r2—2rr^fdoH<p-\-r,2\i 


VVird  djeser  Ausdruck  integrirt  und  das  Integral  von  <p?=0 
R«non»»en,  so  er^It  man  die  gesaramte  Wirkung  des 
\  pisstromes  auf  den  PunM  ß,  und  kann  nun  die  Veränderungen 
.;ls^.en, n eiche  iui t  Mosern  Werthe  vorgehen,  wenn  man  die 
TA"  P"nktes  ^  >fTder  Ebene  des  Kreises,  also  r,  sich  ver- 

zu      ,S*       '  ?^^n  von  vorne  herein  auch  den  Fall  ins  Auge 
^rhalf*11/  *    £Jj^>'r  wird,  das  magnetische  Theilchen  also  aus- 
iTaMi  r-    ß ^reit^es t  aDer  d°CH  »n  «einer  Ebene,  etwa  in  Bf 
in  K  '  lg*  JP>  VieSU  Man  ziehe  von  B  die  Tangenten  BM,  B'L  an  . 
^irU^r*  verlängere  ^^1  bis  zur  Peripherie  in  P;  dann 

«ifdas     if*ne^e  un(l  in  entgegengesetztem  Sinne 

1^  •  j.  "Jj^netische  Theilchen  in  /F,  und  zwar  ist  die  von  LPM 
KrwsÄhvJr  er*heihin£  des  Magnetismus  gleichartig  mit  der  von  dem 
I .  jKne  bei  dem  innerhalb  des  Kreises  liegenden  Punkte  B 
fieentJr1  ^ertnei'unS>  die  von  dem  Bogen  MCL  ausgeübte  ist 
&m  pJ?egengesetzte.  Ueberwiegt  die  letztere ,  so  kehrt  sich  in 
Zinkte  B'  der  Südpol  dem  Beschauer  zu ,  während  in  B  der 
ait/°'  zugewandte  Pol  ist.  Da  in  L  und  M  die  Tangenten 
i^Teii  Verbindungslinien  B'L,  B' M  zusammenfallen,  so  ist  die 

Miesen  Punkten  auf  B'  ausgeübte  Wirkung  Null. 
*  Unser  Differential  (1)  wird  nun  für  alle  Punkte  auf  MCL  ne- 
v  jv,  weil  r — r'cos<p  negativ  wird,  dagegen  für  alle  Punkte  aul 

fJM  positiv,  in  L  und  M  dagegen,  wo  q>  —  arc (cos ~ p) ,  wird 

Jisselbe  Null.  Die  Integration  zwischen  den  Gränzen  0  und  2jt 
fcfert  uns  die  algebraische  Summe  der  Wirkungen ,  mithin  die 
bsultirende  Wirkung  der  Grösse  und  Richtung  nach.  Es  ist  näm- 
Ich  die  Wirkung  des  ganzen  Kreises  offeubar  das  Doppelte  der 
W  irkung  des  Halbkreises  CLP,  mithin 

r  . 

—2tt    f*(f=7T  w  —  arc  ( cos  ~7i) 


^r*y—2n    s*(f=«r  /^<p  =  arc  (cos  =pj      f*?  —  *  \ 

IdW^I  <IW^'2  J  /  dW  +/  dW  ( 

'  9=0    J  y  —  \  *J  v-r.o  *J  <p  —  arc  ( co« —  —)) 


§.  3. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Integration  der  Gleichung  l) 

(r1— 2rr'cos9)+r'3) 
Th.il  VD.  13 


I 
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Dieselbe  u ird  sich  ausführen  lassen ,  wenn  man  im  Stande  ist, 
den  Werth 

1 


.1 

i'ivi 


(r*—2rr' cos  <Hr'2) 


in  eine  nach  Potenien  von  cosg>,  oder  noch  Resser  in  «taegji 
den  Cosinus  der  Viedlachen  von  q>  geordnete  Reihe  zu  entwickelt 
Denn,  wenn  man  hat  \ 

=  JSfc  B  cos  <p  \  Ccos2qp+#  cos3qpf... 


(r*— 2rr,cos9  +  r/2)4 
so  wird 


3 —  {       — -  Ar  cos  m  —  ^ 
(r*  —  217-'  cos  <p  +  r'«)*      (  _  f  >  con  ™  - cos 

und  wenn  man  hier  überall 

cos  p<p .  cos  <j>  =  i  cos  ( p  + 1)  <p  +  i  cos  (p 
setzt,  so  erhält  man 

— ™? — r=  {ilr__iA0 

(r*— 2IT'c08<p^-r'*), 

+  (/*?•  g — r)cos<p 

+  (Cr  — —t^r')  cos  2(p 

f  (|>r  ^— r')  cos  3? 

u.  s.  w. 

Mithin  ist 

dW=  crdg>  { (Ar  —  4ÄQ  +      —  ^y^O  cos  <p 

+(<>  -  r)  cos  2<p  +  (Z>r  -  — ^V)  cos  3<p. 


also  das  Integral 


W=  er  (Ar — \Br)  9>  +  er  (ßr  ■ 


A+C 


r)fA\\y 

+  \cr(Cr  —  £t-r')sm<2(p 

+  irr  (Dr  —  -y-V)  sin  3^ 
+  u.  s.  w. 
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Da  die«  Integral  zwischen  den  Gränzen 

(p~0  und  (p  =  27i 

Werth  *  "°  re',UCirt  "ich  au''  den  ■«»«*  «i" 

1  3)  W=z  2crn(Ar-iBr'), 

welchem  ,lie  (Jössen  A  und  Ä  „och  bestimmt  werden  müssen. 

y  .8.4 

Die  Bestimmung  der  Coeflicienten  A  und  B  iresrhiphf  ,inMh 
*  Ausführung  der  Entwicklung  geschiefit  durch 

£  (r»-  'irr-  cos  »  +  r'*)"  «  =  .4 + Äcos  „  +  Ccos  2<p+...., 

*  am  »schnellsten  nach  dem  binomischen  Lehroat™  i.n^  -l 
*ÄÄ.fä!.ife',!te'  J«  Cosinus  sich  Uföh 


- 


on 
ren 


f  deren  Windungen  che  Darstellung  von  Lacroix  in /  «TsSm 

r?i*VU  Ca,,C^  di«*"»*i^et  du  calcul  inte't  ,7 
1112.  ff.  mir  als  Wegweiser  gedient  hat.  »»legrai. 

Bezeichnet  man  durch  i,  so  hat  man 


F 


cosg)=:  ^  , 

e  die  bekannte  Bedeutung  hat.   Dann  ist 

4)  r2  — 2rr  cos <p  +  r'2^r2— rr' (e^  +e~ itp) + ,'2 

-(r^rV>)(r-rV~'>) 
=  (r'-rel>)(r'-r<f-,>). 

Nehmen  wir  zunächst 


* 

r2— 2rr  cos  9  -f  r  *  =  (r — r *)  (r-  r'e  ~  '>) 

«Urni  Ist 

<r*— 2nr'  cos  9,  -f  r'*) ~  m     (r  -  rV>)  ~  m.  (r  -  rV  -  f>)  -  * , 
nach  dem  binomischen  Lehrsätze 


+      1.2.3       VrV  *       *  - 

13* 
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r'  —ia.»iim+l)/r'\*—2iif 
.  m(m+\)(m+*)  fr'V  -top 

+  TTO — W  c 

Multinlicirt  man  diese  beiden  Reihen  mit  einander,  und  setzt 
man  in  dem  Resultate  überall  wieder  cl<f +e~~ltf>  =  2  cos  <p  und 
e^-fif" pifp  —  Zcospy,  so  erhält  man 

U      o  A'Y  j<m  (m4-l)\ Vr'V,  /i»(m+1)(iii.+2)\ Vr'y 
+         2~J  1.2.3     ;  Vr>"| 

,    )         r'         /m+lN/r'V    /m(m+l)V  "'+2 
»r--  +2(mr-  +  ^.(^f +(^9  ~ (7>>co^ 

(-f  Pcos2g>  +  Qcos3(p  -f  jßeos4g>.... 

wo  die  Coefiicienten  P,        /?         nicht  entwickelt  sind,  da  wir 

ihrer  zu  unserer  Aufgabe  nicht  bedürfen.    Rezeichnet  man 

die  Reihe  l  +  m2.^-J  (j )  .»  mit  « 

( u.  die Reihe2(wi  /-+m2 .  - J  +(-"T;yi )  •  3~ (7/  >ra^ 

1 

so  hat  man 

(r2_ 2rr' cos 9)  +  r  2) ""  m  =  r ~~ 2m  ( a  +  ß cos  <j>... } .  - 

und  da 

(r2— 2rr  cos  <p  -f  r'2)~"  *  =  A  4     cos  tp  +  Oos  2<p.... 
sein  sollte,  so  hat  man 

1 

7)  il  =  £  iiodJfc=£, 

1 

wenn  man  in  den  Reihen  0)  statt  //t  den  Werth  5  substituirt,  um! 
a  und  0  dann  berechnet.    Sobald  aber  -  nicht  ein  sehr  kleiner 

Bruch  ist,  convergiren  die  Reihen  in  6)  nur  langsam,  wcsshalb 
man  so  unmittelbar  nicht  zum  Ziele  kommen  kann. 

Jene  Reihen  convergiren  nun  viel  schneller,  wenn  man  in 
denselben 

m  —     i  ; 

setzt,  mithin  (r2  —  2rr' cos  <p  +  r'2)  *  =  r(a -f  |5cos<p....)  gewinnt. 
Könnte  man  aus  den  Coefficienten  dieser  Reihe  die  Coefficien- 

ten  der  Entwickeluns  von  (r2— 2rr'coscp+r'2)  *  herleiten,  so  würde 
die  oben  erwähnte  Schwierigkeit  vermindert  sein. 
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§  5. 

Dies  wird  sich  thuo  lassen,  wenn  man  aus 

(r*_  2rr'cos  y  +  r'2) "  m  -  r  ~~2m  (« -f  /3cos  p + y  cos  29?....) 
kfrculeiten  weiss: 

S)  (r8— 2rr'cos<p  +rÄ)-(»+»>— r-2(«^  D(ffl  +ßt  co8<p-\-ylcoa2<p.t)f 

sodass  man  «j ,  ßlf  ylM.  als  Functionen  von  a,  /3,  y....  erhält. 
D*on  alsdann  kann  man  auf  dieselbe  Weise  von  — (m-fl)  zu 
— (*  +  2)  übergehen,  mithin  von  3  zu  i — 1,  von  da  zu  4 — 2  oder 
Nun  ist  aber 

(r*-2rr'cosV+r'*)-<""  '»  =(^?'H^ )— ' 
^       '  r2 — 2rr  cos<p-f-r2 

■Hain  auch 

/-xn.     ,  a  .  2m(a-|-#co8a>-f  y cos 2a?...) 

rtW- 1)  (oi  +  A  cosg>  +  y,  cos2<p...  =  \    o~' .— 

r*— zrr  cosqp-f-r* 

uad  wenn  der  Nenner  weggeschafft  w  ird : 

r-*  {a,  (r2^-  rj2)  +    (r2  +  r!2)  cos  9  +  yt  (r2 + r^)  cos  2<p.... 

— 2er, rr  cos  9; — 2A rr  cos  <p  cos  9 — 2yi rr  cos  2<p  cos  q>.. .. } 
= et  -f  0  c  os  <p  -f  y  c  os  2  9  +  5  cos  3o? . . . . 

Setzt  man  in  dieser  Entwickelung  statt  cos pq>.  cos  q>  seinen  Werth 

i  cos  (p  +  l)(p  +  i  cos  (p— 1)9 , 

imd  bringt  man  dann  alle  Glieder  auf  eine  Seite ,  so  erhält  man 

(«1  iX1 + r'2) — ft  rr'  —  r2a) 

1 

+  (A  (r2  +  r'2)  —  2«,rr'  —  y^rr' — r20)  cos  9 
+  (yi  (r2+r'2)— ftrr'— ^rr'— ^€08205 
-f- u.s.w.  =0. 

Wes  giebt  zur  Bestimmung  der  CoefGcienten  a, ,  ßif  yl   die 

l«ew  hungen 

«1  (r2 + r  2)  —    rr'  —  r2«=0, 
A  fr1+r'*)  —  2atrr yxrr  -  r*ß = 0, 
7i  (r2  +  r'2)-Arr'-tflrr'-r2y=0J 
u.  s.  w. 

^arch  deren  Auflösung  man  erhält : 

y)  Pi—  ^7  • 
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10)  y,^fc(r*  +  r,*)~,2"'rr,~r^, 

II.  8.  W. 

Es  können  also  die  Coefficienten  ßlf  yly  6l....  der  Entwicke- 
lung  von  (r2— 2rrcog<jp-f  r'2)— (m+  l>  durch  die  Coefficienten  der 
Entwicklung  von  (r2-— 2rr  cos  9  +  r'2)~~m  ausgedrückt  werden,  wenn 
oer  der  erste  der  gesuchten  Coefficienten,  nämlich  er,, 
bekannt  ist.  Diesen  zu  ermitteln  wird  nun  unsere  nächste  Auf- 
gabe sein. 

Konnten  wir  die  Relation  finden,  welche  zwischen  den  Coeffi- 
cienten «,  ß,  y,  ö....  der  Entwickeluug  von  (r2 — 2rr  cos  9  +  r'*)~ m 
besteht,  so  muss  dieselbe,,  nach  Substituirung  von  m+1  statt  in. 
auch  gelten  für  die  Coefficienten  alf  ßly  yl9  der  gesuchten 

Entwtckelung.  Liesse  sich  z.  B.  y  durch  er  und  ß  ausdrücken,  so 
hätten  wir  auch  yx  durch  at  und  px  ausgedrückt,  und  da  auch  die 
Formel  10)  uns  y,  als  Function  von  ax  und  ßt  liefert,  so  gieht  uns 
die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  von  yl  den  Werth  des 
Coefficienten  «j. " 

Nehmen  wir  nun,  um  jenen  Zusammenhang  zwischen  den  Coeffi- 
cienten a,  ß,  y....  aufzufinden,  von 

(r2  — •  2rr'  cos  9  -f-  r'2)r~m = r  ~~  2m  (a  -|-  ß  cos  9  -f  y  cos  2<p.. ..) 

die  Logarithmen,  und  darauf  das  Differential  nach  9,  so  kommt 
zunächst 

2fftrrsiny  ß  sin  9  -fr  2y  sin  2y  -f  36"  sin  3y.. . 

r2 — 2rr'  cos  9 + r'2    «  +  0  cos  9  +  y  cos  £9  +  ö  cos  39..." 

Wenn  dann  die  Nenner  weggeschafft,  statt  sinqp.cosjxp  und 
statt  cos  9.  sin  »qp  ihre  Werthe,  nämlich  4sin(f?-|-l)9— isinMi;— 1)9 
und  l  sin (p  +1)9 -f  \ sin  (/>  —  1)9,  gesetzt,  und  alle  Glieder'  aul 
eine  Seite  geschafft  werden,  so  erhält  man 

{ 2mrr'a— (m — 2)rr'y  —  (r2  +  r2)ß }  sin  9 
+  { mrr'ß  —  (w— 3)rr'd— 2(r2+r'2)y}  sin29 
+  Psin  39+  Q  sin  49  + ...  —0. 

Der  Coefiicient  von  sin 9,  den  wir,  wie  die  übrigen,  gleich 
Null  setzen  müssen,  liefert  uns 


(m  —  2)rr' 

Vertauscht  mau  m  mit  wt  +  1  und  «,  0,  y....  mit  ,  ^ ,  y4....,  so 
hat  man  ' 


1 

* 
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13)  Ki  =  -   


Setzt  man  nun  die  beiden  Werthe  von  yl  in  10)  und  13)  gleich, 
so  erhält  man  eine  Gleichung  für  «i ,  ßx ,  und  aus  derselben 

4;/irr'g1-f-(m--l)ra/? 
14)  Ä  -        m^-lr,*)  ' 

Allein  es  war  nach  9)  auch 

i 

„     i»,(r*+r'g)  — er* 
ft=  ^  • 

folglich  kann  man  beide  gleich  setzen,  und  erhält  eine  Gleichung, 
in  der  c,  die  einzige  Unbekannte  ist.   Daraus  ergiebt  sich 

(y/y  —  l)rr'/3  +  m(r2  -f  r  *)q 
15)  Wir=r  '  i»(rWT  ' 

aod  wenn  dies  berechnet  ist ,  aus  9)  oder  14)  auch  ft . 


{.  7. 

Nun  verfahre  man ,  wie  6.  5.  schon  angegeben  ist,  indem  man 
auf  dieselbe  Weise  von  der  Entwickelung 

(rs—  2rr  cos  <p  +  r'58) -  (■•  f  l>  —  r~  *(»M- 1  >  {«j  +  cos  gj+ft  cos 2g>... } 
zu  der  Entwicklung 

(r* — 2rr'  cos  <p  +  r  2)  -  <m  +  2 )  ~  r  ~  4  <m  +  *>  {o^ -f /St  cos  qp + ya  cos  29...! 
übergeht.    Man  erhält  nach  Analogie  von  15),  9)  und  14) 

f7v  Ä  «2(r2  +  /*)-glr* 
1/)  p.2—  ^  ' 


1  & *         4(w^l)yy^  +  mrgft 

1»)  r*-—m+iHw)  ' 


lu  unserni  Falle  sollte  nun  m  =  —  «  gesetzt  werden,  damit 
>«f2— £  werde,  und  aus  der  Entwickelung 

(ra— 2rr'co.s<p  f  r*)*  -  r(«  |  |9cosg>  +  ycos2<y>...) 

'Jie  Entwicklung 

(r2 — *2rr'  cos  <p  -J  r'a)    *  =  r    '  («2     ß2      9  +  y*  cos  2<p. . .) 
hervorgehe. 


200 


Führt  man  dies  aus,  so  erhält  man  aus  15)  u.  9),  16)  u.  17) 

al  —  (y2  r'2)         •  r  f 


10) 


\ßi=  ^  > 

(r* +/*)«!  —  rr'ßj 

Pz=  • 


Jetzt  braucht  man  nur  in  den  beiden  letzten  Werthen  überall 
statt  «i ,  ßl  die  durch  die  beiden  ersten  Formeln  gegebenen  Werthc 
zu  substituiren  und  die  Reductiooen  auszuführen,  um  folgende, 
sehr  einfache  Werthe  zu  erhalten: 


ar* 


20)  «t— — ri2^2>: 

21)  ßi  =  jjr~?*f' 

- 

Es  sind  mithin  von  der  Entwicklung 

22)  (r3— 2rr  cos<p+r'2)~*  =  r~3{t^+focosp-f  y2cos2<)p...l 
die  ersten  Glieder  gefunden. 


.  8« 


Die  Lösung  unserer  Aufgabe  hatten  wir  davon  abhängig  gemacht 
(cf.  §.  3.),  dass  für 


(r2— 2rr  cosy-f  r2)5 


die  Reihe 

A  +Bcosq>+  Ccos2(p.... 

gefunden  würde.  Dies  ist  in  §.  7.  geschehen,  wenn  wir  die  Paren- 
these auf  der  rechten  Seite  von  22)  auflösen ;   mithin  ist 

oder  mit  Benutzung  der  Formeln  20)  und  21) 

**)  ^(,2^2)2* 
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Unser  Integral,  welches  die  Gesaramtwirkung  des  kreisförmi- 
gen Stromes  ausdrückt,  war  nach  §.  3. 

W=2cnt(Ar— \Br); 

dieser  Werth  verwandelt  sich  jetzt  in 

25)  |T=2cr**^^. 

Drückt  man  die  Entfernung  r  in  Theilen  des  Halbmessers  r  aus, 
setzt  man  also 

r—pr, 

so  verwandelt  sich  25)  in 

*>>  W"  r  *(l-p*)*' 

Die  Reihen  aber,  welche  wir  der  Kürze  wegen  mit  er  und  ß  bezeich- 
net haben ,  sind 

<m    -ij*  ülL  4,    1-1-3»        1.1. 3». 5* 
a  — 1+22^  +22.4aP  +2a.42.62^  +22.4*.64.8*'1 

1  11  1  1  34 

28)  0  =  2  (— +  ^ .  Jp3 + 2574*.  Ü/J5 + 2*7457^  "  fr7"") ' 

indem  man  in  §.  4.  Nr.  6)  nur  wi=— J  und  -  =  p  zu  setzen  hat 

Für  71  =  0,  d.  i.  r'  =  0,  also  für  den  Mittelpunkt  des  kreis- 
förmigen Stromes,  ist  a  —  X  und  0=0,  mithin  reducirt  sich  das 
Integral  auf 

2crc 
r  * 

was  der  bekannte  Ausdruck  für  die  Einwirkung  des  Kreisstromes 
anfein  in  seinem  Mittelpunkte  befindliches  magnetisches  Theil- 
chen  ist.  Diese  Einwirkung  ist  nun  ein  Minimum  im  Vergleich 
mit  derjenigen,  welche  alle  andern  Punkte  innerhalb  des  Krei- 
ses erfahren.   Denn  die  Berechnung  des  Integrals  20)  giebt ,  wenn 

n  ACIC 

wir  den  gemeinschaftlichen  Factor  weglassen : 

für  den  Mittelpunkt  des  Kreises  1,000000 

für  t'  =  jUt  dagegen   1,000075 

r'^r.    .    !   1,007572 

r'  =  T*ör   .  1,245020 

„  r'  =  ,V   3,9256 

r'=r   unendlich  gross. 

Es  wächst  also  die  Wirkung  vom  Mittelpunkte,  wo 
sie  ein  Minimum  ist,  bis  zur  Peripherie  des  Kreises 
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continuirlich,  and  würde  bei  gehöriger  Annäherung 
an  die  Peripherie  über  alle  Gränzen  hinaus  wachsen, 
wenn  ein  Leitungsdraht  von  unmerklicher  Dicke  einen 
starken  electrischen  Strom  leiten  konnte. 

Für  das  Magnetisiren  ergeben  sich  dann  folgende  Regeln : 

1)  Hat  man  nur  Stahlstäbe  von  constanten  Dimensionen  zu 
magnetisiren,  so  gebe  man  dem  Magnetisircvlinder  eine 
solche  Weite,  dass  der  Stab  so  eben  in  demselben  sich  hin 
und  herziehen  lässt.. 

2)  Ist  die  Dicke  des  Stabes  geringer  als  die  innere  Weite  des 
Clünders,  so  bewege  man  den  Stab  so  in  dem  Cylinder 
hin  und  her,  dass  er  die  innere  Seitenwand  immer  berührt, 
und  lasse  diese  Berührung  nach  und  nach  jeder  Seite  des 
Stabes  zu  Theil  werden. 

Ferner  ist  aus  dem  Bisherigen  offenbar,  dass  bei  gewöhnlichen 
Electromagneten  der  Magnetismus  in  der  Oberfläche  des  Eisens 
ohne  Vergleich  stärker  entwickelt  wird,  als  in  dem  Innern. 

}.  9. 

Es  ist  von  Interesse,  auch  die  Intensität  der  Einwirkung  eines 
Kreisstromes  auf  einen  ausserhalb  des  Kreises  in  seiner  Ebene 
gelegenen  Punkt  zu  untersuchen.  Die  bisher  gefundenen  Formeln 
scheinen  diesen  Fall  nicht  mit  zu  umfassen,  weil  die  Reihen  für 
a  und  ß  in  §.  8.  nicht  convergent  bleiben ,  wenn  p  >  1  gesetzt  wird. 

Nun  sind  wir  aber  bei  der  Entwickelung  von 

(rl — 2rr  cos  cp-\-  r2) ~~ 1 

in  eine  Reihe  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  <p  im  §.  i. 
von  der  Betrachtung  ausgegangen,  dass 

ra — 2rr  cos  tp  +  r  2  =  (r — rel<f)  (r — re  t<p) 

gesetzt  werden  könne;  es  wurde  aber  dort  schon  bemerkt,  dass 
mit  demselben  Recht 

r* - 2rr' cos <p -f  r*  =  (r  - rei<f>) (r  -  re  ~ i<f) 

gesetzt  werden  kann.  Man  kann  also  in  der  ganzen  Entwickelung 
r  mit  r  vertauschen  und  wird  dies  thun,  wenn  r>r  ist,  das  mag- 
netische Theilchen  also  ausserhalb  des  Kreisstromes  liegt.  Dann 
hat  man  zur  Berechnung  des  Integrals 

welches  die  Intensität  der  magnetisirenden  Wirkung  angiebt,  die 
Formeln 

™       *  ,  V^V  .  11  /»Y     t -1.3*  /ry 

30)  ^=2J—  i-p  +  gä- +2ä74i«o(}? 
31)  ^  =  ^2_ly^a, 
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dos  Integral  nimmt  jetzt  die  Form  an 


crrr  -f-  jfa'r 
öd)  W—lcrn.  ^a^^Y- 

r  1 

Setzt  man  jetzt  aisor  =  — .r,  mit  />  einen   ächten  Bruch 

i*  ^? 

li*izeirhnend .  so  ergeben  sich  für  «  und  ß  aus  29)  und  30)  diesel- 
ben Reihen ,  welche  wir  im  §.  tt.  Nr.  27)  und  28)  erhalten  haben. 
Man  kann  also  jeden  der  dort  für  a  und  ß  erhaltenen  Wcrthe  un- 
mittelbar benutzen ,  um  die  Einwirkung-  des  Stromes  auf  einen  aus- 
serhalb liegenden  Punkt,  dessen  Abstand  vom  Mittelpunkte 

.    ,  1 
r  =  -.r 

V 

ist,  zu  erfahren.  Das  Integral  33)  nimmt  durch  die  Substitution 
von  y  statt  r  die  Form  an 

Die  Ausführung  der  Rechnung  giebt,  wenn  wir  wieder  den 
gemeinschaftlichen  Factor  weglassen: 

4  für  p =0 ,    also  r  —  oo    die  Grosse  der  Vertheilung  =  0, 

„  ;^=toö,  „  r=100r  „  „  „  „  =—0,0000005 
»  P=i\,>     »  r'=10r     „      „      „  „        = — 0,000505b 

n  P=?o>     »  r  ~2r      „      „      „  „  =-0,08622 

.,  p  =  T°0 ,     „  r=ilr     „  „         „  =—2,227. 


Das  negative  Vorzeichen  deutet  an,  das«  die  Pole  des  mag- 
netischen Theilchens  ausserhalb  des  Kreises  die  entgegengesetzte 
Lage  haben. 

Besonders  bemerkenswert!]  ist  die  Vergleichung  der  für  r'--0 
und  r'=2r  gefundenen  Werthe,  wonach  die  Einwirkung  eines  Kreis- 
stromes aui  einen  um  den  Radius  von  der  Peripherie  entfernten 
ausserhalb  liegenden  Punkt  beinahe  9  Procent  derjenigen  Wirkung 
beträgt,  welche  der  Mittelpunkt  des  Kreises  erfährt. 


8- 

ich  habe  das  Integral  noch  für  einige  andere  Werthe  von  n 
berechnet,  und  lasse  die  Resultate  in  Verbindung  mit  den  §.  8. 
nnd  §.  9.  gegebenen  hier  folgen,  indem  ich  die  Entfernung  r  als  Ab- 
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stand  vom  Mittelpunkte,  den  von  dem  Factor  —  befreiten 

t 

Werth  des  Integrals  als  magnetische  Vertheilung  bezeichne. 


Abstand 

Magnetische 

vom  Mittelpunkte. 

»  criiieiiuii^. 

o 

1 

SB 

IU» 

1,0076 

1,0288 

1,0731 

TO» 

14413 

1  0« 

1,2456 

Ar 

1  0» 

1,4105 

TrirT 

To» 

1,6922 

Ar 

2,2569 

vor 

3,9256 

r 

• 

unendlich  sross 

lir 

-2,227 

Hr 

-0,7896 

l?r 

-0,3621 

ür 

-0,1776 

2r 

-0,08622 

2^r 

—0,03891 

-0,01502 

5r 

-0,00419 

tOr 

-0,00051 

XXI. 

Allgemeine  Sätze  für  eine  Theorie  der 
höheren  Differential  -  Quotienten. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlümilch, 

Privatdocentcn  an  der  Universität  zu  Jena. 


Man  kann  von  der  Theorie  der  höheren  Differenzial  -  Quotien- 
ten ohne  Uebertreibung  behaupten .  dass  sie  den  unvollständigsten 
Theil  der  Differenzialrechnung  bildet,  welcher  einer  Begründung 
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ans  allgemeinen  Principien  noch  gänzlich  entbehrt.  In  der  That 
ist  Air  dieselbe  bin  jetzt  weiter  nichts  geschehen ,  als  «lass  man 
Partie  ganz  specieller  Funktionen,  wie  z.  ß. 

1  x  e* 

,etc. 


behandelt  und  bald  durch  diesen ,  bald  durch  jenen  Kunstgriff,  wie 
ihn  eben  die  Natur  der  Funktion  zuüess,  die  Form  der  höheren 
DifferenziaJ-  Quotienten  bestimmt  hat.  Diese  Betrachtungsweise 
bringt  aber  den  Nachtheil,  dass  man  zu  keinen  allgemeinen  Geset- 
zen gelangt,  die  auf  alle  solche  Funktionen,  welche  die  Veränder- 
liche auf  die  nämliche  Weise  enthalten  (z.  B.  als  Quadrat,  als 
Exponent  von  e  etc.)  gleichförmig  anwendbar  waren.  -—  Der  hier- 
aus entspringende  Mangel  an  Zusammenhang  lässt  sich  nun  da- 
durch beseitigen,  dass  man  die  Differenzial-Quotienten  sehr  allge- 
meiner Funktionen,  wie  z.  B. 

fix1),  f\c*),  u.  dgl., 

welche  die  obengenannten  Ausdrücke  als  spezielle  Fälle  enthalten, 
zu  entwickeln  versucht.  Der  Anfang  eines  solchen  Calcüls  sähe 
etwa  so  aus : 

rfi£w-V(*'), 

i£gp = i(i^-i)<^-8)**- Vc*1) +3i»a-i)^2i~3r(^) 

+  l'jr8l-a/*(**), 

U.  K.   f.  *) 

F.lieoso  leicht  fiudet  man 

I 

df{e*) 


(hr 


*)  Die  Symbole  /'(x  ),J"(x  )  etc.  bezeichnen  hier,  dass  man  erat 
Funktion^  eine  Veränderliche,  etwa^,  leihen,  nach  dieser  schlecht- 
hin (alt  wäre  sie  unabhängig)  difterenziren  und  nach  geschehener 

Differentiation  y  —  J'  setzen  solle.    So  wäre  z.B.  für f(y)=ly, 

'<r)=p  rcr)— ^  und  f{*k)=^v  ^^*i>=-^' etc-™«»» 

fer  Sinn  jener  Bezeichnung  völlig  erhellt. 
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da:' 

U.  8.  W. 


Es  ist  nicht  schwer»  die  allgemeine  Form  zu  entdecken,  unter 
welcher  diese  Gleichungen  stehen.   Bezeichnen  wir  nämlich  mit 

nun  u 

A\  ,  A%,  A$y.,.*  Aa 

constante  Coeffizienten,  so  ist 

(1"f{xl)     *     ;_„       j   .  5    2JI—  n,,,,  Ax  , 

=  4  *     riß) f  (*  )  +  

und 

ijnftp*}       n  n  n 

=  ^  *VV)  +  A*e**t*(e*)  +  Aie**f»(e*)  + .... 


(1) 


(2) 


wohei  natürlich  die  CoelTizienten  A  in  der  zweiten  Gleichung  an- 
dere Werthe  haben,  als  in  der  ersten.  Aber  eben  diese  Werthe 
zu  finden,  ist  das  Schwerste  an  der  ganzen  Betrachtung,  da  die 
Rekursionsskale,  welche  man  leicht  für  die  Coeffizientcn  verschie- 
dener Ordnungen  finden  kann ,  zur  independenten  Bestimmung  -der- 
selben nicht  ausreicht.  Durch  eine  eigentümliche  Methode  indes- 
sen ist  es  dem  Verfasser  geglückt ,  diese  Schwierigkeiten  zu  heben 
und  die  Resultate  seiner  Untersuchungen  sind  die  folgenden  S5tze. 
denen  ihre  synthetischen  Beweise  folgen  mögen. 

I.  Lehrsati. 

'.  Für  die  Bestimmung  irgend  eines  in  der  Gleichung 

^gi=  ^  j  A,  xW)  +  k  *"*/•(**>  +  •••  +  £    V<">  <**)  1(3) 

n 

vorkommenden  Coeffizienten  Ap  gilt  die  Formel 

n        1.2..  .71     

Ap  =  f^ff^K^)«— (P— +       ^)«Pa— ...  +  ^»Pj»-ii  (4) 

wohei/?i,  p%,  etc.  die  Binomialkoeffizienten  des  Expo- 
nenten p  und  (pl)n>  (p— 1A)«,  etc.  den  jedesmaligen  raten 
Coeffizienten  der  Exponenten  pX,  p — 1A,  etc.  bezeichnen. 

r 

Beweis. 

Da  die  Formel  4)  für  n  =  t  ein  Resultat  liefert,  welches  mit 
der  früheren  direkten  Formel  für  J ^    übereinstimmt,  so  haben 
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wir  bloss  zu  zeigen,  dass  dieselbe  für  die(w+l)te  Ordnung  gilt,  wenn 
sie  für  die  nte  richtig  ist.  Differenziren  wir  zu  diesem  Zwecke 
die  Gleichung  (3),  inaera  wir  sie  in  der  Form  von  Nr.  (1)  benut- 
zen, so  kommt 

^J^- = ix-n)X     .  r  (J)  +(at-n)  a*x     i  r 

+  (3A— w)  J53  + 
+  A^  jr  «        i  f  (.r*)+  A,52  :r         1  r(xl )+•••• 

+  (3A-r)  ^3  .r*  V"(**)+~+  AJ,  jr«Ä -fiiar'VC*2)  +  —j 
und  wenn  wir 

(Ap— n)  Jt  =  ^ , 

n  n       nl  1 

n         n  «i+i 

(3A— w)^3+A^=^3, 


überhaupt 


( p  A — n)Ap  +  xir  -  i  =  A1P  (5) 


setzen, 

n 

Vermöge  der  Gleichung  (5)  ist  hier,  wenn  die  Werthe  von  i4p 
und  Ap-i  nach  Nr.  (4)  entwickelt  werden, 

*fi  1  2  ?i    

AP  =  (pA— n)         ((/>A)„— (p—lA)«^  +  (/>— 2A)«p,—  I 

1.2.. .71 


*  *  1 . 2...(p— 1) { (P-U>*  ~  (P— (y-1)!  +  (P— &)*  (P— 1)»—  - 1 
oder 

»-H       1.2...?t     )pA— n,  pl—n,  x,N 

t^^^A)«^- .. ..  +A(^=lA)ft-. A(^=2A)B (p-lh  +...|  (7) 
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Nun  ist  überhaupt 


,      (p— rk)n  ?>r— 1  (/>— rXU  (;»— l)r- , 
=  <P=»V  'pr-A(p-l),-,j 

71+1   

Nimmt  man  nun  in  der  Gleichung  (7)  je  zwei  untereinander 
stehende  Glieder  nach  dieser  Formel  für  r==0,  1,  2,....  zusammen, 
so  ergiebt  sich 

X  =  ~  f.2.W.^^  *  (P*)*  f 1  ~  (P^u)n  f  i  Pi  +  (P— 1  —I- 

Setzt  man  aber  in  der  Gleichung  (A)  n  +  1  für  n9  so  erhalt  man 
das  Nämliche;  es  gilt  also  das  ßildungsgesetz  der  Coeffizienten 
für  die  (?i+l)te  Ordnung,  wenn  es  für  die  7/te  richtig  ist,  w.  z. 
b.  w. 

Anwendungen. 

» 

Setzt  man 


£p  =  1 . 2...7I  ( ( pl\ -  ( f» -1  A)„  />,  +  ( ;,-2A)„  p2  - . . . }  (8) 
so  wird  nach  (4) 

n  1  R 

^  =  1.2. 3.../^' 

folglich  nach  (3) 

■+ro^*MA-(*1)+  +o^5«-*-/w(**)  | . 

unter  welcher  Form  das  Theorem  zu  den  elegantesten  Anwendun- 
gen führt. 

1)  Es  sei  , 

I 

so  wird 
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/(.)(y)=^-l)...(f^p+l)g±^; 

folglich 

1 . 2...P         (**) "  —  1.2.3...P       £' (a+^}, 

Bringen  wir  diess  in  der  Gleichung  (9)  für  p  =  l,  2,  3,...»  in 
Anwendung,  so  ergiebt  sich: 


(10) 


ein  durch  seine  Allgemeinheit  und  Eleganz  bemerkenswert hes 
Theorem. 

2)  Es  sei 

also 
und 

t»o  wird 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  es  zwei  spezielle  Fälle  giebt,  in 
welchen  sich  die  Reihe 


(pl)n  —  (p— U)n/?i  +  (/>— 2X)„p2-..., 
n  » 

welche  zur  Bestimmung  von  An  oder  dient,  summiren  lässt. 
Man  findet  nämlich  für  X  =  —  1: 

»       .    ,v  1.2.3...»  .  .    Jv  1.2...(k — 1) 

and  daher  nach  Nr.  (3) 
Theil  VU.  14 
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+ dVw  G) +  + itw^*'  S)  I 

oder  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Reihe 

■ 

^h^—  x1"'     W  '  '  W 

r 

Ferner  findet  man  für  X=  +  2: 

n  1.2.3...« 


und  daraus  für  p  =  1 ,  2, . . . .  w : 


oder  bei  umgekehrter  Anordnung 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

_  (2  jr)»  /W      +  2 .  n2  (2*)«-*       1  >  (*2) 

+  3 . 4 .  w4 (2ar)»-4 /<—«)  (*2)  +  4 . 5 . 6 . n6 (2*)»-  6/(*~3)       +•  -   ( *3) 

wovon  die  in  Archiv.  Thl.  IV.  S..364.  etc.  gegebenen  Formeln  nur 
spezielle  Fälle  sind. 

II.  Lehrsall. 

Für  die  Bestimmung  irgend  eines  in  der  Gleichung 
vorkommenden  Coeffiziente n  AP  gilt  die  ForWel: 
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^=r^-rl/»"-(/'-t)»p,+(p-2)»p1-....±i«p^-ij...  (15) 

Beweis. 

Diferenzirt  man  zu  Behnf  des  Beweises  von  n  auf  n  -f  1  die 
Gleichung  (14),  so  wird 

=\Ake*f  (e*)  +  24,         (e*)  +  3i3  e»T  (e*)  + ... 

+4  e2*r/(^)+^2«3*r,(^)+- 

Setzen  wir  dagegen 

#/n+i  »-M  fi+ 1  n+l 

I 

uod  vergleichen  diese  CoefRzienten  mit  den  vorigen,  so  ist 

A1  =  iJl, 

nf  l         n  n 

=  24a  -f-  4  ? 
nf-1        n  n 

■«3  =  34  -|-  4j , 
etc. 

überhaupt  für  ein  ganzes  positives  p : 

n+  Inn 
Ap—pAp+Ap-!, 

n  n 

d.  h.  vermöge  der  Werthe  von  Ap  und  Ap—  i: 

-f  (P-I)n  -  (P-2)«  +  (/i-3)-  - ....  |. 

Nimmt  man  je  zwei  unter  einander  stehende  Glieder  mit  Hülfe 
des  Satzes 

pr—  (/>— l)r- 1  =  (/>— l)r 

zusammen ,  so  wird 

« 

X - 1  2  >P" " (p-*)n 0>~')i  +(^-2)»(^-l),-...t  (16) 

Man  hat  aber  bekanntlich 


(p— 1),=^-^,., 

foignch 

14* 


■ 
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.und  mithin  durch  Anwendung  dieses  Satzes  für  p  =  0,  1,  2,  

%  =  o:.^  ^" + 1  -  o^-t)n+ 1  />i + (p-2)«+  1  p«-.»  }•••  (i7) 


was  das  Nämliche  ist,  als  wenn  man  in  der  Formel  (15)  n-fl  für 
n  gesetzt  hätte.  Das  dort  ausgesprochene  Bildungsgesetz  ist  dem- 
nach richtig. 

Anwendungen. 

Setzt  man 

J^=p»-.(p-l)Vx+(/>-L2)«/?a-   (18) 

so  wird 

£g^=  J-Äi«*/'  («*)  +      *»  ««*/•  («0  +073*.  •»*/"(»■)+- 
 +1-5—  Ä»e«/W(e*)....  (19) 

1  •  4. ..71 

was  für  die  Anwendung  bequemer  ist. 

1)  Fflr  ft)  =  *•+*)>  »"so  fWs)^'^^ (-t* 

und 

erhalten  wir 

2)  Für  f(y)  =  {a+yY-  findet  sich  eben  so  leicht 

••+'-Ä-(5+p)  1  <21> 


also  z.  ß.  für  ft=  —  1: 

rf»(fl+e*)-*    _-- 1_  j  »  »  / _V 
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Man  kann  leicht  noch  einen  anderen  etwas  symmetrischeren 
Ausdruck  linden ,  wenn  man  in  (20)  w*-f  1  för  n  setzt  und  bemerkt, 
dass 

* 

ist   Man  bat  dann 

Aus  der  Vergleichung  von  (16)  und  (17)  folgt  aber 

i{p-+i-(^-l)-+ip1+(p-2)»+ipa-....j 
=Pn- (P~l)n  (P-Di  +  (P-2)»  (p-I)a , 

«1.  i. 

jjjk1 = -  (p-1)«  (p-l),  { (/>-2)»  (/>-!)*- .... 
und  wenn  wir  zur  Abkürzung 

pKt~Jp 


J,=p*-(p-l)»  (p-lh  +  (/>-2)-  (jj-l),-....  (24) 

Nach  Nr.  (23)  ist  nun  für  die  hierdurch  bestimmten  Werthe 
der  CoefBzienten  J: 

rf»  j    e*_  j     "  / _ef  \    «  /  rx   V     J  / V 

...  ±Mi  v«qp^y    •  (-5) 

Nimmt  man  x  negativ,  «  =  —1  und  bemerkt,  dass 

e~*  1  l 

—  l  +  e-*~  —  e*  f  1~     e*  —  \ 

i*t,  so  erhält  man 

n        S     \  \nf| 
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Die  Gleichungen  (25)  unc|  (26)  stimmen  mit  den  Resultaten  des 
Herrn  Malmsten  *)  tiberein,  wenn  man  statt 

n 

n,  J>y  Jp 

setzt :  ' 

t,  k ,  a, 

erscheinen  hier  aber  nur  als  spezielle  Fälle  der  allgemeineren  For- 
mel (14).  Man  kann  ebenso  leicht  die  von  La  place  und  Euler 
entwickelten  Formeln  aus  denselben  ableiten.  Für  die  wettere 
Ausführung  dieses  Gegenstandes  verweise  ich  auf  mein  hald  er- 
scheinendes Handbuch' der  Dißerenzial-  und  Integral-Rechnung. 


XXII. 

Ucbungsaufgaben  für  Schüler. 


Wenn  ein  Kreis  und  eine  Ellipse,  deren  Gleichungen 

(*-«)'  +  (y-#2=r2  «nd  (j)" +(£)*==! 

sind ,  sich  in  vier  Punkten  schneiden ,  so  ist  das  Product  der  Ent- 
fernungen der  vier  Durchschnittspunkte  von  der  Hauptaxe  der 
Ellipse  jederzeit  eine  constante  Grösse,  nämlich  der  Grösse 

b*  \  («M  aHP  -  r*)*- ia*  ««  I 

gleich. 


Die  Gleichung  einer  Parabel  zu  linden,  wenn  zwei  berührende 
Linien  derselben  als  Coordinatenaxen  angenommen  werden. 


Wenn  von  einem  ausserhalb  eines  Kreises  liegenden  Punkte 
P  zwei  Tangenten  PA9  PB  an  den  Kreis,  und  eine  dritte,  den 
gegen  den  Punkt  P  concaven  Bogen  AB  in  C  schneidende  gerade 


*)  Archiv.  Theil  VI.  S.  45.  und  Theil  III.  S.  41. 
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Linie  PC  gezogen  sind,  so  schneiden  sieb  jederzeit  die  durch  C 
10  den  Kreis  gezogene  Tangente,  das  auf  die  Linie  PC  durch 
ihre  Mitte  errichtete  Perpendikel  und  die  durch  die  Mittelpunkte 
der  beiden  Tangenten  PA ,  PB  gezogene  gerade  Linie  in  einem 
90(1  demselben  Punkte. 


Wenn  man  eine  Reihe  Gleichungen  von  folgender  Form  hat : 

a  =  a, 
a  +  x  —  aux, 

a-[-3x=zaa19a22(h , 
u.  s.  w. 

einen  allgemeinen  iudependenten  Ausdruck  der  Grosse  an\  l  zu 
linden,  und  überhaupt  eine  weitere  Untersuchung  der  Reihe 

ö,  <lj  ,  fl.jj»  a3  t  04,  ....  Gfi-}-i  ,  .... 

ainistelleii. 


Die  Summe  der  Quadrate  der  Cosecanten  der  drei  von  den 
Spitzen  eines  sphärischen  Dreiecks  auf  die  gegenüberstehenden 
Seiten  desselben  gefällten  Perpendikel  ist  der  Summe  der  Qua- 
drite  der  Cosecanten  der  Halbmesser  der  vier  Kreise  gleich, 
welche  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  (oder  deren  Verläugerungen) 
beriibren. 


Man  soll  durch  gewähnliche  Buchstabenrechnung  beweisen,  dass 

( V'  \  AfI2  +  & 2  -f  A  Bs*)  ( p l 2  +  A9l  2  +  Br  1 2  f  A  Bsf) 
=  (VPi  T  Bn\  l  A  Bssi  )2 

+  -Hpfi  +  Uth  T  Brsy  T  BsrJ* 
+  B(prl  +  Aq,i±TPl±Aun)* 
\AB (pSl  —  qr x  ±  rqY  T  spi )2 

ut,  dass  also  das  Product  zweier  Grössen  von  der  Form 

p*+Aq*  +  Br*+ABs*, 

A  und  B  constante  Grössen  bezeichnen ,  immer  wieder  eine 
«rtese  von  derselben  Form  ist.    Für  A  =:!  und  B~=  1  ist 
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(Pa + 1* + r*+ **)  (?!*+  yiH  ri2  +  H*> 

+  (P7i+Wi:Ft,*iT«'4)a 

d.  h.  das  Product  zweier  Summen  von  vier  Quadraten  ist  wie- 
der eine  Summe  von  vier  Quadraten.  Bloss  zur  Uebung  erster 
Anfänger  in  der  Buchstabenrechnung  werden  diese  längst  bekann- 
ten aber  wichtigen  Sätze  hier  wieder  aufgenommen. 


Arithmetischer  Satz. 

Es  ist  immer: 

l  —  a(«+6)+Ä(6+ä)' 
I  abc  ach 


o(a+6)  (a+Hc)  T  a(a+c)(a+c+6) 

,  6ac  bca  

+  6  (6+a)  (6+a+c)  +  6(6+c)  (6+c  +a) 

j  ca6  cba  

+  <c+a)  (c+a+6)  +  c  (c^Xc+Ha)' 

*  abed  bacd 

~  a(a+6)  (a+6+c)  (a+6+c+rf)  +  6(6+«)  (6+a+c)  (6+a+c+rf) 

,  abdc  6atfc  

+ a(a+6)  (a+6+rf)  (,,+6+rf+c)  +  6(6  f  «)(6+a+c0  (6+a+d+c) 
,  «c6rf  j  6ca<Z 


a(a+c)  (a+c+6)  (a+c+6+rf)    6(6+c)  (6+c+a)  (6+c+a+</) 

ac*/6   6ccfo 

+  «(a+c)  (a+  c+d)  («+c+rf+ty  +  6(6+c)  (Hc+d)  (6+c+rf+a) 

,  adbc  •  bdac  

^  a(a+rf)  (a+rf+6)  (a+rf+6+c)  +  6(6+d)(A+d+«)  (6+d+a+c) 

,   odcb  ,  bdca  

^  a(a+d)(a+d+c)(a+d+c+b)  +6(6+<0(H^+c)(6+rf+c+a) 
^_  ca6rf  ,  dabc 


c(c+a)  (c+a+6)  (c+a+6+iQ  d(d+<*)  (d+a+6)(d+«+6+c) 
.  Cfld6     rfac6 


c(c+a)  (c+a+rf)  (c+a+rf+6)  T  </(<*+«)  (d+a+r)  (d+  a+c+6) 
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 cbad  dbac  

+  *(<?+6)  (c+6+a)  (c+6+a+rf)  +  d(d+b)  (d+6+a)  (rf+Ha+c) 

 cp<fa  dbca  

+  c(c+6)  (c+H<0(c+6+rf+o) +  d(d+b)  (d+Hc)  (d+HH-a) 

 cdab  dcab  

+  c(c+</)(c+d+«)  (c+d+a+6)  +  rf(rf+r)  (</+c+a)  (rf+c+a+6) 

 cr/6a  dcba  

+  c(c+d)  (c+rf+6)(c+rf+6+a)  +  d(d+c)  (rf+c+6)  (rf  fc+o+a) ' 

U.  8.  W. 


Man  soll  das  sich  hieraus  ergebende  allgemeine  Gesetz  allge- 
mein beweisen.; 


XXIII. 

Miscellen. 


Der  Akademiker  Chasles  hat  bei  einem  Buchhändler  in' 
Paris  ein  handschriftliches  Werk  von  Desargues,  einem  der 
ausgezeichnetsten  Mathematiker  des  17ten  Jahrhunderts,  aufgefun- 
den:  Brouillon- projet  des  coniques. 


Academie  des  sciences  de  Paris. 

(Seance  da  21  jaillet  1845.) 

Geometrie.  —  M.  Chasles  lit  une  note  eur  quelques  pro- 
prt&es  des  arcs  e*gaux  de  la  lemniscate. 

La  lemniscate  est,  comme  on  sait,  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires  abaissees  du  centre  d'une  hyperbole  equilatere  sur 
m  tantjentes  a  cette  courbe.  En  outre,  (es  rayoos  vecteurs  de 
b  lemniscate  et  de  l'hyperbole  issus  du  centre  cemmun  des  deux 
wurbes  et  de  meme  direction  ont  leur  produit  constant.  Ces  deux 
propriet^s  de  la  lemniscate  sont  connues  ainsi  que  lasuivante  qu'il  . 
**t  necessaire  de  rappeler :  Le  rayon  vecteur  ou  sa  normale,  menes 
par  un  point  de  la  lemniscate,  d&erminent  sur  rhyperbole  deux 
poiats  qui  sont  situes  sur  une  meme  ordonnee,  c'est-a-dire  que 
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le  point  ou  la  normale  touche  l'hyperbole  est  sur  la  mdme  ordon- 
nee  que  le  point  oü  le  rayon  vecteur  rencontre  l'hyperbole.  —  Cela 
pos4,  les  rayons  vecteurs  nienes  aux  extremites  d'un  arc  de  la 
lemniscate  etant  prolonges  comprennent  un  arc  de  l'hyperbole ,  et 
les  normales  aux  deux  rayon«  vecteurs  touchent  Thyperbole  en 
deux  points  qui  determineut  un  deuxieme  arc  e'gal  au  premler. 
Chacun  de  ces  deux  arcs  peut  etre  coosidere  comme  le  correspon- 
dant  de  Tarc  de  la  lemniscate.  11  y  a  entre  les  arcs  de  la  lemniscatc 
et  leurs  correspondants  sur  l'hyperbole  cette  relation  que  donne  un 
calcul  tres  simple:  ä  deux  arcs  egaux  de  la  lemniscate  corres- 
pondent  sur  l'hyperbole  deux  arcs  dont  la  difference  est  rectifiable. 

C'est  par  suite  de  ce  theoreme  que  les  proprietes  des  arcs  de 
l'hyperbole  dont  la  difference  est  rectifiable  donncnt  lieu  ä  des 
proprietes  des  arcs  egaux  de  la  lemniscate.    Voici  ces  proprietes. 

Quand  deux  arcs  dune  lemniscate  sont  egaux,  les  normales 
aux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  aux  extreiuites  de  ,ccs  arcs 
formen t  un  quadrilutere  circonscriptible  au  cercle.  —  Etant  pris 
sur  une  lemniscate  plusieurs  arcs  egaux  entre  eux,  si  par  les  ex- 
tremites de  chacun  de  ces  arcs  on  mene  les  normales  aux  rayons 
vecteurs  uui  aboutissent  ä  ces  points ,  et  qu'on  prenne  le  point  de 
concours  ae  ces  normales,  tous  ces  points  de  concours  seront  sur 
une  hyperbole  decrite  des  memes  foyers  que  l'hyperbole  equilatere 
(jiii  a  servi  a  former  la  lemniscate. 

Ce  theoreme  fournit  une  construction  tres  simple  pour  deter- 
miner  sur  la  lemniscate  des  arcs  egaux  ä  un  arc  donne,  et  par 
consequent  des  arcs  multiples. 

Si  a  partir  d'un  point  de  la  lemniscate,  on  prend,  de  part  et 
d'autre,  deux  arcs  egaux  entre  eux,  mais  d'une  largeur  quelconque, 
et  que  par  les  extremites  de  ces  deux  arcs  on  mene  les  normales 
aux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  en  ces  points,  le  lieu  gdome» 
trique  du  point  de  concours  de  ces  deux  normales  sera  une  ellipse 
decrite  des  memes  foyers  que  l'hyperbole  equilatere  correspondantc 
a  la  lemniscate. 

Par  chaque  point  d'une  lemniscate  on  peut  mener  un  cercle 
tangent  ä  la  courbe  en  ce  point  et  passant  par  le  centre  >lela 
courbe.  Ces  cercles  donnent  lieu  a  quelques  proprietes.  —  Etant 
pris  sur  une  lemniscate  plusieurs  arcs  egaux ,  si  par  les  extremites 
de  chacun  d'eux  on  mene  les  deux  cercles  tangeuts  a  la  courbe  en 
ces  points  respectivement  et  passant  parle  centre,  le  point  d'inter- 
section  de  ces  deux  cercles  aura  pour  lieu  geometrique  une  espece  de 
lemniscate  qui  sera  le  lieu  des  pieds  des  normalen  abaissees  du 
centre  de  la  courbe  sur  une  hyperbole  non  equilatere.  —  Etant 
pris  sur  une  lemniscate  deux  arcs  egaux,  si  par  leurs  extremites 
on  mene  quatre  cercles  tangents  ä  la  courbe  en  ces  points  respec- 
tivement et  nassant  tous  quatre  par  le  centre  de  la  courbe,  ces 
quatres  cercles  seront  tangents  ä  un  nieme  cercle. 


In  dem  Journal  des  savants.  Mars  1845.  befindet  sich 
ein  Aufsatz  von  V.  Cousin  über  Roberval,  bekanntlich  einen 
der  ausgezeichnetsten  Mathematiker  des  17ten  Jahrhunderts,  au* 
welchem  ich  folgende  Stelle  entlehne,  die  wohl  in  einer  vorzog 
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lieh  der  Beförderung  des  mathematischen  Unterrichts  gewidmeten 
Zittschrift  zweckmässig  einen  Platz  finden  dürfte.  Ausserdem 
«rthalt  der  Aufsatz  noch  manches  andere  Interessante,  jedoch  mehr 
io  philosophischer,  aJs  in  mathematischer  Riicfcsicht. 

Roberval,  qui  avait  tonte  sa  vie  professe*  les  mathenui- 
tiqaes,  avait  employe*  ses  dernieres  annees  de  rediger  ses  cours 
«ras  le  nonis  d'Elements  de  geometrie.  Nous  n'avons  point  ä  nous  occu- 
ptr  de  cet  oiivrage ,  qni  n'a  jamais  tfte*  publik  et  dont  le  mann- 
Script  subsiste.  Apres  la  mort  de  R  ob  er  Tal,  en  1675,  Lahire, 
(i«positairc  de  ses  papiers  et  de  ses  dernieres  volonte«,  revit  le 
travail  de  son  ami ,  et  y  mit  une  preface  ou  il  nous  apprend 
•juel, avait  e*te  le  dessein  de  Ro nerval  dans  la  compositton  de 
ccs  Elements.  Cette  preface  de  Lahire ,  ainsi  que  l'avant  -  propos, 
errit  tout  entier  de  la  main  de  Roberval,  sont  vraiment  deux 
pieces  interessantes  et  qui  ne  sont  point  4trangeres  ä  la  philo- 
Sophie.  Le  but  de  Roberval  avaitete  de  ramener  la  geometrie 
&a  plus  petit  nombre  possible  de  principe«  ou  de  de*tinitions,  de 
dooner  aes  de'monstrations  de  tout  ce  qui  peut  e*tre  demontre*, 
ineme  des  propositions  qu'on  a  coutume  de  considerer  comme  tnde- 
nonstrables.  jLeibnitz  aussi  s'est  plaint  souvent  qu'on  n'ait  pas 
ete  assez  loin  dans  lanalyse  des  prineipes,  et  il  n'a  cesse  Cappe- 
ler ('attention  des  ge'ometres  philosophes  sur  la  nlcessite  de  lais- 
ser  le  moins  dhypotheses  possible  dans  les  fondements  des  seien- 
ce«  mathematiques.  Roberval,  avant^Leibnitz,  eut  la  memo 
peosee  et  «e  proposa  de  donner  ä  ses  Elements  de  geometrie  un 
caractere  particulier  de  rigueur  et  d'evidence  philosophique.  II 
»attacha  plus  ä  la  solidite  qua  l'elegance,  et  travailla  surtout  )>our 
les  esprits  difliciles.  „M.  de  Roberval,  dit  Lahire,  ayant  fait 
pro/ession  des  sa  jeunesse,  d'enseigner  les  mathematiques  en  public 
et  ea  particulier,  et  ayant  continue  ces  exercices  penaant  plusieurs 
anaees  et  jusqu'au  temps  d'une  vieillesse  fort  avancee,  Ion  peut 
dire  que  jamais  homme  n'a  eu  plus  de  moyens  de  connoitre  et  la 
diference  des  geVies  qui  s'appjiquent  ä  cette  science,  et  quelles 
*>nt  les  methodes  les  plus  universelles  et  les  plus  assurees  dont 
■>n  peut  se  servir  avec  succes.  C'est  a  ce  propos  qu'il  nous  a  dit 
Qoe,  parmi  cette  infinite  de  differents  esprits  qu'il  avoit  enseigne's, 
u  en  avoit  remarque"  particulierement  de  deux  sortes  qui  lut  avoient 
donne*  beaueoup  de  peine ;  dont  la  premiere  etoit  de  ceux  qui  ad- 
metteot  les  propositions  avec  trop  de  facilite,  et  qui,  sans  beau- 
eoup s'arreter  ä  examiner  si  les  demonstrations  que  Ion  leur  en 
£alt  sont  legitimes  en  tontes  leurs  parties,  passent  outre,  et 
prttendent  par  ce  raoyen  de  s'avancer;  Tautre,  au  contraire, 
etoit  de  certains  esprits  pomtilleux  et  opiniAtres,  qui  s'arretent 
partout  et  trouvent  des  difficultes  sur  fexplicatinn  des  theore- 
mes  que  Ton  demontre,  et  meine  sur  celle  des  premiers  princi- 
pe« qui  ne  se  demontrent  nas;  et  qu'ensuite,  apres  une  Observa- 
tion de  plusieurs  annees,  iaite  avec  beaueoup  d'application  sur  les 
wrees  <1e  ces  deux  especes  d'esprits,  il  disoit  que  les  premiers 
rtufcsissotent  rarement  dans  l'etude  de  la  mathematique ,  la  plus- 
s'en  degoiltant  aisement  avant  que  d'arriver  ä  la  niäditation 
connoissances  plus  eleve'cs,  et  que  ceux  mime  qui  continuoient 
de  sV  apptiquer  devenoient  le  plus  souvent  chimeriques  et  vision- 
uaires  dans  leurs  inventions,  faisant  ä  touts  coups  des  paralogis- 
mes  dans  leurs  raisonnements,  et  ne  pouvant  discerner  la  faussete 
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de  ceux  qu'ils  trouvolent  daos  les  ouvrages  des  auteurs.  II  ajou- 
toit  que  la  plus  grande  partie  de  ceux  qui  ont  pretendu  avoir 
trouve  la  quadrature  du  cercle,  le  mouvement  perp&uel  et  la  reso- 
lution  des  autres  prob  lerne«  de  cette  nature,  e*toient  des  esprits 
de  cette  premiere  espece.  II  mettoit,  au  contraire,  dans  la  seconde 
la  pluspart  de  ces  grands  genies  qui  ont  produit  de  si  belies  cho- 
ses  dans  les  mathejnatiques,  parce,  disott-il,  que  cette  humeur, 
qui  pardit  dans  les  commencements  trop  scrupuleuse  et  importune, 
venant  ä  se  meurir  avec  le  teraps  et  avec  le  jugeiuent,  se  change 
pour  l'ordinaire  en  ce  soin  et  cette  application  studieuse  qu'il 
laut  avoir  pour  bien  examiner  les  raisonnements ,  pour  bien  con- 
nditre  la  ne'cessite  de  la  conclusion  dans  les  pr^misses,  et  pour 
ne  se  point  laisser  öblouir  au  brillant  de  l'apparence  specieuse 
d'un  paralogisme.  Cest  donc  pour  cette  sorte  d  esprits  qu  il  a  pr£- 
tendu  composer  cet  ouvrage,  dans  lequel  il  a  tasche*  ue  s'expü- 
quer  d'une  maniere  a  ne  laisser  aucun  doute,  ä  applanir  tout  ce 
qui  peut  faire  naitre  des  scrupules  dans  Tesprit  de  ceux  qui  com- 
ineocent,  a  fuir  les  expressions  qui,  pouvant  avoir  divers  sens, 
deviennent  obscures  et  Iquivoques,  ä  faire  le  moins  de  suppo« 
sitions  qu'il  luy  a  e*te  possible,  et  a  dömootrer  universellement 
tout  ce  qui  peut  dtre  demontr^,  posant  pour  un  principe  inebrao* 
lable  en  mathematiques  que  rien  n'y  doit  passer  pour  vrai  qui  ne 
soit  demontre,  s'il  le  peut  6tre." 


In  den  Blättern  für  literarische  Unterhaltung.  1845. 
Nr.  7t,  Nr.  72  und  Nr.  73  finden  sich  in  einem  interessanten 
Aufsatze  über  Claudine  von  Tencin  *)  folgende  d'Alembert 
betreffende  Stellen: 

„Viele  Biographen  der  berühmten  Frau  haben  dem  f Tedächt- 
nisse derselben  einen  unvertilgbaren  Makel  durch  die  Behauptung 
anzuhängen  gesucht,  dass  dieselbe  den  schuldlosen  Zeugen  ihres 
Verhältnisses  mit  Destouches"  (Chevalier  und  Provinzial-Conv 
missair  der  Artillerie)  „auf  der  Treppe  der  Kirche  St.  Jean  le 
Hond  seinem  Schicksale  preisgegeben;    mit  allen  Zeichen  der 


*)  War  im  Jahre  1681  zu  Grenoblc  geboren,  ward  Nonne  im  Klo- 
ster Montfleuri  bei  Grenoble,  in  welchem  jetzt  die  Congrcgation  der 
Damen  von  St.  Pierre  einer  Erziehung  junger  Mädchen  vom  Stande  vor- 
«teht,  später  Chanoinesse  der  Abtei  Neuville  bei  Lyon,  ward  später  mit 
Bewilligung  de«  Pabstes  ihre«  Gelübde«  entbunden,  lebte  dann  unter  dem 
ihr  von  den  Parisern  beigelegten  Namen:  „la  jolie  chanoinesse  *' 
in  Paris  und  starb  als  Marquise  v.  Tencin  am  4ten  December  1749  an 
der  Brustwassersucht,  nachdem  sie  an  den,  nicht  auf  ihren  Wunsch,  son- 
dern von  ihrer  Familie  entsendet,  mit  den  Tröstungen  der  Religion  an 
ihrem  Bette  erschienenen  Priester  die  folgenden  Worte  als  ihre  letzten 
gerichtet  hatte:  Mein  Vater,  ich  bin  jung  und  hübsch  gewe- 
sen; es  ist  mir  oft  gesagt  worden,  und  ich  habe  dir 
Schwäche  gehabt,  es  stets  zu  glauben;  nun  richten  Sic  und 
versagen  Sie  mir  Ihren  Segen  nicht!  —  Dies  war  die  Mutter 
d'Alentberts. 
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Wahrheit  ausgestattete  Documente  rechtfertigen  aber  Claudine 
reo  Ten  ein  gegen  den  Vorwurf  einer  so  vollständigen  Verleug- 
nung alle»  natürlichen  Gefühls ,  und  der  historisch  erwiesene  Um- 
stand,  dass  wenige  Tage  nach  der  Geburt  des  Kindes  von  unbe- 
bauter Hand  eine  jährliche  Pension  von  1200  Fr.  für  dasselbe 
assgesetzt  ward,  kann,  sollte  man  meinen,  allein  als  eine  vollgül- 
tige" Widerlegung  der  obigen  Anschuldigung  betrachtet  werden. 
Eis  scheint,  dass  das  Kind  einem  Polizeicommissair  mit  dem  Auf- 
frage übergeben  ward ,  eine  Amme  für  ^dasselbe  zu  suchen ,  und 
dass  dieser  es  bei  der  Frau  eines  armen  Glasers  unterbrachte, 
welche  es  erwiesenermaassen  mit  der  Zärtlichkeit  einer  Mutter 
aufzog.  Das  Kind  aber,  das,  so  von  seinen  Aeltern  verleugnet, 
in  der  Hütte  eines  armen  Handwerkers  ein  dürftiges  Asyl  fand, 
war  bestimmt,  durch  den  Glanz  seines  Genies  das  Dunkel  seiner 
Geburt  zu  überstrahlen;  der  Sohn  Claudinens  von  Tencin 
uod  des  Chevalier  Destouches  war  d'  A  lern  her  t." 


Claudine  war  reich  und  Öffnete  ihr  Haus  jetzt  *)  allen  lite- 
rarisch und  artistisch  berühmten  Personen  des  loten  Jahrhunderts, 
em  Hofstaat,  welcher  den  unvergänglichem  Eigenschaften  dieser 
an  Weibrauch  gewohnten  Gottheit  neue  Huldigungen  darbringen 
konnte.  In  den  Zusammenkünften  der  gelehrten  Welt  bei  der 
Maruuise  v.  Tencin,  in  welchen  Montesquieu,  Marivaux, 
Piroo,  Duclos  und  viele  Andere  gewöhnliche  Gäste  waren, 
führte  der  ehrwürdige  Fönten  eile  den  Vorsitz.  Nur  Eine  Zierde 
khlte  später  diesen  Cirkeln,  d'Alembert,  welcher  sich  durch 
>«pe  \orrede  zu  der  „Ency clopädie"  als  einen  der  grössten 
Geicter  des  Jahrhunderts  angekündigt  hatte,  d'AlembeVt,  den 
j*ine  Mutter  jetzt  aus  demselben  Gefüllte  den  Stolzes  zu  sich 
rief,  aus  dem  sie  früher  ihn  als  hülfloses  Kind  von  sich  gestos- 
*en.  Der  Philosoph  aber  soll  auf  die  Anträge  einer  Annäherung, 
welche  Frau  von  Tencin  ihm  machte,  geantwortet  haben: 
Madame,  je  n'ai  pas  d'autre  mere  que  la  vitriere  qui 
n'a  nourri".  Und  d'Alembert  bewies  durch  die  That ,  dass 
Üese  Worte  seine  Ueberzeugung  waren,  indem  er  die  ihm  von 
verschiedenen  Hufen  und  Akademien  gemachten  glänzenden  An- 
läge von  der  Hand  wies  und  30  Jahre  seines  Lebens  an  der  Seite 
seiner  Adoptivmutter  hinbrachte. 


Einige  Bemerkungen  über  die  Wörter  „Variation, 

variabel"  u.  s.  w. 

Von  Herrn  Doctor  G.  Strauch, 
Lehrer  der  Mathematik  zu  Muri  im  Kanton  Aargau. 

Erstens.  In  jedem  Lehrbuche  über  Algebra  kommt  ein 
Kapitel  vor  mit  der  Ueberschrift  „Permutationen,  Combina- 

*)  Dies  bezieht  sich  natürlich  auf  eine  spätere  Seit  des  Lebens 
C'tadinenH  in  Pari«. 
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tionen  und  Variationen".  Was  man  unter  diesen  Variationen 
zu  verstehen  habe,  ist  jedem  Leser  dieses  Aufsatzes  bekannt. 
Der  IVanie  Variation  kommt  aber  auch  in  der  höheren  Analyst* 
vor.  Die  beiderlei  Variationen  haben  aber  nicht  das  Allergeringste 
mit  einander  gemeinschaftlich.  Zuweilen  findet  man,  dass  man  den 
in  die  Algebra  gehörigen  Variationen  noch  ein  Eigenschaftswort 
beifügt,  und  sie  kombinatorische  Variatione n  nennt;  da- 
gegen die  in  die  höhere  Analysis  gehörigen  Variationen  bat  man 
ganz  ohne  Eigenschaftswort  gelassen. 

Zweitens*  Die  Aenderungen,  welche  eine  Funktion  erlei- 
den kann ,  sind  von  zweierlei  Art ;  denn  entweder  kann  man  den 
in  der  Funktion  enthaltenen  veränderlichen  Grössen  Werthände- 
rungen beilegen,  das  ursprüngliche  Wesen  der  Funktion  sejbst 
aber  ungestört  lassen ,  oder  man  kann  irgend  eine  Funktion  in  eine 
ganz  andere  Funktion  übergehen  lassen. 

A)  Aenderungen  der  ersten  Art.   Es  sei 

1)   y  —  q>x 

gegeben,  wo  x  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann,  und  x 
gehe  über  in  (x+h)\  so  bekommt  man 

II)  y  +  Dy=<p(x  +  h), 

und  man  sagt  hier:  y  ist  eine  Funktion  mit  einer  variabeln 
(veränderlichen)  Grösse.    Man  sagt  noch  ferner: 

a)  Die  Grösse  x,  welcher  man  jede  beliebige  Werth än dernng 
(ar  +  Ä)  beilegen  kann,  ist  die  unabhängige  Variable 
oder  auch  die  absolut  unabhängige  Variable. 
6)  Die  Grösse  y,  deren  AVerth  änderung  abhängig  ist  von  der 
Werthänderung  (ar  +  A),  ist  die  abhängige  Variable. 

Es  sei  ferner 

III)  y=<p(x,w) 

gegeben,  wo  sowohl  x*sl\h  auch  w  jeden  beliebigen  Werth  anneh- 
men kann,  und  x  und  w  gehen  bezüglich  über  in  (ar-f-A)  und 
(«c-f  k)\   so  bekommt  man 

IV)  iy  +  Dy  =  <p[(x  +  h),(w+/c)], 

und  hier  sagt  man:  y  ist  eine  Funktion  mit  zwei  variabeln  (ver- 
änderlichen) Grössen.'   Man  sagt  noch  ferner : 

a)  Die  beiden  Grössen  x  und  w,  welchen  man  jede  beliebige 
Werthänderung  (x  +  h)  und  (ic-f-A)  beilegen  Kann,  sind  die 
unabhängigen  Variabeln  oder  auch  die  absolut  un- 
abhängigen Variabeln. 
6)  Die  Grösse  y,  deren  Werthänderung  abhängig  ist  von  den 
Werthänderungen  (x  +  k)  und  (to+#),  ist  die  abhängige 
Variable. 

Es  sei  ferner 

V)  y-(p{xt  w) 
gegeben,  während  noch  gleichzeitig 

VI)   wr=fx  \ 
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bestehen  soll ;  so  kann  hier  nur  x  jeden  beliebigen  Werth  anneh- 
men, «lagegen  der  Werth  des  w  ist  abhangig  vom  Werthe  des  x, 
wü  Gleichung  VI)  stattfindet.  Wenn  nun  x  in  (x  +  h)  übergeht, 
»  geht  Gleichung  VI)  über  in 

%  VII)   w  +  k=f(x  +  h), 

dntb  welche  Gleichung  vorgeschrieben  ist,  wie  die  Werthände- 
nog  (tc-f  k)  abhängig  ist  von  der  Werthänderung  {x+h),  Glei- 
dnmg  V)  geht  über  in 

VUI)  y+Dy=<p[(x  +  h),  («>  +  *)] 

and  hier  sagt  man : 

o)  Die  Grosse  y  ist  die  abhängige  Variable. 

b)  Die  Grosse  x  ist  die  absolut  unabhängige  Variable. 

c)  Die  Grosse  w  ist  die  relativ  unabhängige  Variable, 
eben  weil  sie  wohl  von  y  unabhängig  Jst,  während  sie  von 
x  abhängt. 

Es  ist  unnöthig,  diese  Betrachtung  auf  noch  zusammengesetz- 
tere Fälle  auszudehnen.  Diejenigen  Zweige  der  höheren  Analy- 
*is,  welche,  wenn  die  in  einer  Funktion  befindlichen  Variablen 
«oe  Werthänderung  erleiden,  die  aus  diesem  Verfahren  folgenden 
Ergebnisse  untersuchen  und  anwenden  lehren,  sind  der  Differenzen- 
kaikol  und  der  Differentialkalkul. 

B)  Aenderungen  der  zweiten  Art.   Es  sei 

IX)  y  =  (px, 
ond  diese  Funktion  gehe  über  in 

X)  y\Ay~^x. 

Hier  ist 

XI)    Ay—tyx —  <px 

nod  den  Ausdruck  Ay  oder  den  gleichbedeutenden  (q>x — <px)  pflegt 
mao  Variation  (besser  aber  Gesammt Variation)  zu  nennen. 
Es  sei  lerner 

XII)  y=9(x,w) 

and  zugleich  sei 

XIII)  w—fx9 
so  das*  Gleichung  XII)  gleichbedeutend  ist  mit  folgender 

XIV)  y=y(xtfx). 
Wenn  nun  to=fx  Übergent  in 

XV)  w  \  Avo  —  Fx  y 
so  geht  dabei  die  Gleichung  XII)  oder  XIV)  über  in 

XVI)   y  +  Ay  =  9(x,Fx). 

Den  Ausdruck  Ay  oder  den  gleichbedeutenden  \<p(x,  Fx) 
~t(x,fx)]  nennt  man  auch  hier  Variation  (besser  aber  Gesammt- 
Variation). 

Es  ist  nicht  nothig,  diese  Betrachtung  auf  noch  zusammenge- 
setztere Fälle  auszudehnen.   Derjenige  Zweig  der  höheren  Analy- 
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sig,  welcher,  wenn  eine  Funktion  in  eine  ganz  andere  Funktion 
übergeht,  die  daraus  folgenden  Ergebnisse  untersucht  und  anwen- 
den lehrt,  wird  Variationskalkul  genannt. 

Drittens,  Ist  es  nun  gieichgiltig ,  dass  das  Wort  „Varia- 
tion" schon  in  der  Algebra  und  dann  wieder  im  höchsten  Zweite 
der  Analysis  vorkommt,  und  so  zur  Benennung  von  zweierlei  Din- 
gen gehraucht  wird,  die  nicht  das  Allergeringste  mit  einander  ge- 
meinschaftlich haben  ? 

Wenn  man  das  in  Gleichung  III)  vorkommende  w,  welchem 
man  die  ganz  willkürliche  Werthänderung  (tu-f  k)  beilegen  kann, 
eine  variable  Grösse  nennt;  ist  es  dann  gut,  dass  man  auch  das 
in  Gleichung  XII)  vorkommende  w—fx,  welches  in  Fx  übergeht, 
ebenfalls  eine  variable  Grosse  nennt? 

So  gewiss  es  höchst  fatal  ist,  wenn  in  einer  und  derselben 
Wissenschaft  durch  ein  einziges  Wort  zwei  ganz  verschiedene 
Begriffe  bezeichnet  werden;  so  gewiss  ist  es  nöthijg,  dass  hier 
abgeholfen  werde.  Wo  aber  abzuhelfen  sei,  darüber  kann  keiu 
Bedenken  stattfinden. 

Ein  Begriff,  welcher  schon  einem  früheren  Zweige  einer  Wis- 
senschaft angehört,  kommt  auch  in  den  späteren  Zweigen  vor; 
dagegen  ein  Begriff,  welcher  erst  einem  späteren  Zweige  ange- 
hört, kommt  in  den  früheren  Zweigen  nicht  vor.  Der  tenninus 
technicus,  wodurch  ein  einem  früheren  Zweige  der  Wissenschaft 
angehörender  Begriff  ausgedrückt  wird,  kommt  also,  auch  in  den 
späteren  Zweigen  vor;  dagegen  der  terminus  technicus,  wodurch 
ein  einem  späteren  Zweige  einer  Wissenschaft  angehörender  Be- 
griff ausgedrückt  wird ,  kommt  in  den  früheren  Zweigen  nicht  vor. 

Ausserdem  ist  es  Thatsache,  dass  es  viele  Lehrbücher  über 
Differential-  und  Integral  -  Kalkül  giebt,  in  denen  keine  Spur  des 
sogenannten  Variations  -  Kalküls  vorkommt. 

Man  thut  also  am  besten ,  dem  höheren  Zweige  der  Analysis, 
dem  sogenannten  Variationskalkul,  einen  anderen  Namen  zu  geoen. 
der  so  gewählt  ist,  dass  sich  für  die  daselbst  vorkommenden 
Wörter  „Variation"  und  „variabel"  die  entsprechenden 
Namen  von  selbst  ergeben ;  denn 

1)  Dadurch  wird  in  die  früheren  Zweige  der  Mathematik  nicht 
die  geringste  Störung  gebracht;    und  auch 

2)  Diejenigen  Lehrbücher  über  Differential-  und  Integral -Kal- 
kül, welche  nichts  von  dem  sogenannten  Variations- Kalkül  enthal- 
ten, werden  von  dieser  Namensänderung  nicht  im  Geringsten 
berührt. 

Nachdem  nun  die  Zweckmässigkeit  und  beziehungsweise  die 
Nothwendigkeit,  dem  sogenannten  Variationskalkul  einen  anderen 
Namen  zu  geben,  dargethan  ist,  fragt  sich:  welches  Wort  soll 
man  wählen? 

Es  wäre  dringend  nöthig,  ein  Wort  vorzuschlagen. 
Dieses  müsste  aus  der  Lateinischen  Sprache  entnom- 
men sein,  damit,  wenn  dessen  Zweckmässigkeit  von 
anderen  Nationen  anerkannt  wird,  sie  es  bequem  auch 
in  ihre  Sprache  aufnehmen  können.  Ich  habe  zwar  schon 
selbst  ein  Wort  gewählt,  bin  aber  bereit,  ein  zweckniässigeree. 
wenn  eins  vorgeschlagen  wird,  sogleich  anzunehmen. 
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Zur  sphärischen  Trigonometrie. 

Von 

Herrn  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  nnd  Physik  an  der  höheren  Bürgerschule 

zu  StMheim  bei  Heidelberg. 


Dr.  Anton  Müller  hat  in  seinem  Buche  „Die  allgemein- 
sten Gesetze  der  sphärischen  Polygonometrie  und  die 
allgemeinsten  Gleichungen  der  gauchen  Polygone. 
Heidelberg  bei  Groos.  1836"  zwischen  den  Seiten  und  Win- 
keln eines  sphärischen  Dreiecks  19  Gleichungen  aufgestellt.  Wir 
«ollen  im  Folgenden  diese  Gleichungen  auf  einem  dem  dort  betre- 
tenen ähnlichen  Wege  ableiten  und  dann  zeigen,  dass  eigentlich 
Dar  sieben  Gleichungen  bestehen  und  die  übrigen  12  aus  ihnen 
abgeleitet  sind. 

Wir  suchen  im  Folgenden  die  Relationen,  die  zwischen  den 
elwtien  und  den  Flächenwinkeln  einer  dreiseitigen  körperlichen 
Ecke  bestehen,  da  von  einer  solchen  aus  leicht  auf  ein  sphärisches 
Dreieck  geschlossen  werden  kann. 


§.  1- 

Es  sei  PAlAtd%  (Taf.  III.  Fig.  1.)  eine  dreiseitige  körper- 
liche Ecke;  man  nenne  die  Winkel  AlPA2  =  <h>  A%PA*—at> 
AiPAl  —  ai;   bezeichne  ferner  den  Neigungswinkel  von  A^PA^ 

Jud  AiPA2  durch  den  von  A%PAZ  und  AZPAV  durch  ataz, 

pod  deo  der  Ebenen  A*PAX  und  Ax  PA2  durch  a^ax.   Man  nehme 
ro»  Innern  der  Ecke  willkührlich  einen  Punkt  O  an  und  (alle  von 
'hm  ms  Senkrechte  auf  die  Ebenen  der  Ecke ;    OQv  senkrecht 
AlPA%;   OÜ%  senkrecht  auf  AtPA9;    003  senkrecht  auf 
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A3PAX.  Man  lege  durch  OOx  und  002  eine  Ebene,  welche  die 
Kante  PA2  in  A2  schneidet,  so  steht  PA2  senkrecht  auf  dieser 
Ebene;  desgleichen  steht  PAX  senkrecht  auf  der  durch  OOv 
und  OOb;  PA3  auf  der  durch  002  und  OO,  gelegten  Ebene. 
Diese  drei  Ebenen  bilden  abermals  eine  Pyramide.  Ihre  Linien- 
winkel sind  0,002=180-^,  02003  =180— «2^3,  O300x 

=  180—0^0! :  ihre  Neigungswinkel  sind  A1O1A2—l0Q—al,  At02Ai 
^180—  a2,  A303Ax=\m-az. 


S-  2- 

Da  in  dem  Vierecke  PAxOxA2:  OxAxP=W,  0,4^=90. 
A2PAx=ax ,      OxA2  — 180  —  w, ,  so  findet  man : 


Dergleichen 


/MÄ  =  PA2  cos  «1  f  A2  Oi  sin  «, , 

AiÜl—  PA2»\nal-A2OicoBal.  c 

PA2  =  /M3  cos  <?2  +  4S  sin  w2 , 
4b  02 = PA3  8ina2  —  A3Oicosat 


(1) 


C2) 


und 


PA3  —  PAX  cos  <?3  +  Ax  Os  sin  «3 , 

A303=zPAx  sinn3  —  4^3cos«3-  * 

Man  uberzeugt  sich  leicht,  dass  diese  Formeln  auch  gölten, 
wenn  die  Winkel  ax ,  n2 ,  o3  stumpf  sind ;  nur  rauss  man  die 
Linien  PA*,  PA2%  PA3,  im  Falle  sie  auf  die  andere  Seite  von  P 
fallen,  als  hier  angenommen  ist,  als  negativ  betrachten. 

Eben  so  findet  man  aus  dem  Vierecke  A2Ot002,  da  OOtAi 
=  0^^  =  90,  OxA202^=a^2,  O,  002  =  180- 


A2  Oi  =  A2 02  cos  «,  «2  +  O  02  sin  ax  a2 , 
O  O,  =  ^2  02  si  n  «j  «2  —  ^  ^2  cos  n-,^2  • 

■ 

Dergleichen 

A3  02—A3 03  cos  a2a3  -f  003  sin  f/203 , 
OOa  =  A3  03  sin  a2a3  —  003  cos  n2«3 " 


(4) 


(5) 


und 


At  03=AX  Oj  cos  ^3«!  f  OOi  sin  , 
003  =  AX  04  si  n  r/^  —  O  Oi  cos  . 


Auch  diese  Formeln  gelten  allgemein ;  nur  müssten  Linien ,  die 
auf  entgegengesetzte  \Veise  fallen,  als  hier  angenommen,  als  ne«a« 
tiv  betrachtet  werden. 
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* 

Diese  sechs  Formeln  sollen  nun  zur  Herleitun^  der  gesuchten 
Sätze 


< '   * .1  ■ 


§3.  . 
Mao  setze  in  (1)  den  Werth  von  AtOj  aas  (4),  so  findet  man; 
PJ1=P^cosfli-f-4aÖaco8.ai«29inii,  +  OG2  sin  axa^ sina, , 


(8) 


(V) 

Ax  O,  =       si  n  oi  — -d2  02  cos  <?!  «2  cos  «r  i — O  02  si  n  «,  a2  cos  . 

In  (7)  setze  man  die  Wertbe  von  PA2  und  A2Ü2  aus  (2),  so 
erbSlt  man : 

PAi=PA3  [cosa1cosd2+  coscr^sin^sin^] 

i 

+^3  02[co8al8ina4S)~-cosa2,cofiala2(iinal]  f  002 sin       sin  alt| 
Jt  0!=P^3  [sin/ijcosoa-  cosaj  cosaA  cr2sinff.>] 

+4302[sinfl1sinff24-COSa1n2COSnlC0Sa2]  — 0(>28m<,lfl«  C08O|. 

Mao  setze  in  (8)  für  A3Ü2  und  OÜ2  ihre  VVerthe  aus  (5): 
PAi = PAi  [  cos  at  cos  %  +  cos  ai  at  sin  aj  sin  a2  ] 

+^jW|[co«a1sina2cosa2a3— cosflf2sinf/icosrt1fl2cosff.2rtj-f-sinrt1(i2sinn1sinrt2«3j\ 

+003[cosa1sin<72sinfl2rt3— siufrjcosf^cos/fir^sina^— 8ina1sina1r72cosa2ff3l,l 

4  0, = PJj  [sin  tf]  cos  rt2  —  cos  ax  cosa^j  sin  az]  1    (  (»*) 

+^3Qj[8ino18infl2cosa2^3+cosff1cosff2cosa7''2cosfl2a3— siooiO^cosOiSina^]! 

40(^[«iilÄlSu1a2siniF2^^os«1cos^c«sff7^sino^,  f  coso, sinaTaaCosäsOj].  / 

Hierin  setze  man  für  PAZ  und  ^03  ihre  Werthe  aus  (3),  so 
erhalt  man: 

=  PAi  [co8a1cosa2cosaz + cosa^s*! n«, si na2cosas ^cos^ sioa2cosa2a38ina3 
—  cos  a2 sin  crj  cos  crj r/2 cos  r#2ö3  sin  f/3  -f-  sin  at  sin  tfj*^  sin  n2«3  sinn3 j 
+4  03 [cos«! cosöasi na3  ^-cosr^  «2si  n at  sin«2si n«3 — cosrij si n^cos^o, coso3 f  ( 10) 
-f  cosc^sinöicos^djgcos^ffjcos^  —  sin«1hiii«1a2sinfl2a3cosfl3  ] 
f  00,  [cos  Oi  sino2  sino^— si  noA  cos^cos«!  «2si  ua^ij —sini/t  sinaTflaCosr?«^]- 

^O^P^j  [sinc^cosotcosos — cos«i  cosffi  «2si  nfl2cos«3  -f  sinaj  si  n^cosa^sinaa  \ 
+  cosai  cosA^cosa^cosff^ajsiuas  —  sio/i^cosO]  sinogOsStna,].  I 
+^i03[8inaiCO8<z28incf3  — cosffiCosffiff2sinff2sina3 — sinf/jsiu^  vo*n2a3  cos«^    *  ) 

—cos«!  cosa2cos<V72coscr^3Cos«3+8i  nfl^cosi?!  sinfv/scosög]. 
1 ÖÖ3  jVm<f,  suiajsinoaA,  -fcOsfti  cosfi^costti  f^sina*    -f-cosr^  sin«!  cr2cosa  2a  3  ] . 
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Id  die  Gleichung         setze  man  für  AxO%,  OD»  ihre  Wertbe 
(6),  so  erhält  man: 

Ax  O^p^i^inflicosfljcosaj^os^siiiffa^^acosaifla+sin^sinojsinajcosfl^«, 
-+ cosfl!  cosogsina,  cos«1  aacosa2  a  3  —  eiocri  <iacosei  si  i»asaasina,] 
+AX  O1[sino1cosossioa8cos€r^ai  —  costficosaio^sin^sinascosaaa! 

— ßui^siija^coso^oacosaacosrtjöj— coe^cosoacos^oacoßa^acosöacas^j«,] 
-f-  sina|atcosa1sina^a8cosaJco64i^a1-|-sino18inaftsin  a%a%  sina,^ 

+  cos^1co8ff2co8a1a2f'naartJ8ina,al4-co8«1sina1o2coscr2a8s,naiaJ  I 
-|-  OO,  [sinc^cosa^sina,  sina^«!—  cosff1cosfl1'a4s,'no2s»n<!rts»Da»<,i 

/  — sm«!  sirm.,co8<72a3cosa,sirmJa1 — cos^cos^cos«!  <7-2cosf7.la3co8fl3  8in«,<j, 

^  *-N      •      .      .  ^ 

+8100^20080,  sit)r/2a3cosa3sina3o, — sin^sin^sina^ajCosaaa! 

— cosa1costf2rosa,a28infl2«3C06aIa, — cosfljsinff^cosflaascosaj^j. 


gesetzter  Ordnung  in  der  Figur  vorschreitet  Diese  Gleichungen 
leiten  sich  leicht  aus  den  aufgeführten  ab,  w 


§•  4. 

Eine  Reihe  Gleichungen  erhält  man,  wenn  man  in  entgegen 

t    Diese  Gleicl 
wenn  man  statt 

P4,,PAvPAt,4lOl^,O^i0„OOu0Ov0O,^l0l^tO^,O1 
respective  setzt: 

P^P^PA^O^O^O^OO^OO^OO^O^O^O, 
und  statt 

«1  ,   «2»    «3  >   «lOl»  «««3> 

setzt: 

/«-S  /"V 

«s>  "a»  «l»  «»aa»  «aöi» 

Setzt  man  diess,  so  wird  man  folgende,  den  frühern  analoge  Glei- 
chungen erhalten: 

Aus  (1): 

PAi=zPA3  cosa3-f  A3Ot  s\na3.  (t2) 

Aus  (7): 

PAi=PA3  cos a3+A%Ot  cos a2a3  sin  a3  +  OÜ% sin a£a3  sin <r,.  (13) 
Aus  (8) : 

PAt=:PA2  [cosa,  cos  a2  +  cos  0,0»  sin  a,  sinaj 

+^ÄOt(co8«3«inw2— cosotco8a^siimi]+0018in«7fl28in«J.  *  4* 
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(9): 

Pi,  srRAj  [cos  «,  cos    +  cos  <r2«i  sin  «,  sin  aj 

\  ^Ojfcosa.sin^jCüsa^— cosa2siDO,cos%a,  cosa^+sinajajsinajsin  a^a^f  (15) 
-f  [cosajsiu^sina^— sioa^cosaiCosa^siDa^^inajSinaa^cosfl!«^] 
Aas  (10): 

^=P^1[cos«3co8a1costf1+coso^38ina,8iDö4cosai+cosaa6iDa5lcosö1^siDa1' 
— cosfl^sinaiCOSö^aaCosajaaSiortj-l-sinajSittfT^aaSinf/^i.Hina,] 

r  4  0,  [cosa,  cosa2sinci1^osat?,sinaB6inassinai  —  cos«,  sina9  cos^a,  cog  at  \ 
•+cosa*siDatco8a«a3cosaiascosai — 8inaä8\Datai8iQalatcosa  ^ 

+ÖQ|[cosaJsiDmsina1'at— 8\aatco&atcosa^a38ioa^at— sinai8inaaa3cosa,'at]. 


§.  5. 

Aus  den  bis  jetzt  erhaltenen  Gleichungen  kann  man  nun  schon 
das  Folgende  entnehmen. 

Bezeichnet  man,  zur  Abkürzung,  in  der  Gleichung  (10)  den 
Koeffizienten  von  PAX  mit  h,  den  von  40,  mit  k,  den  von  OOs 
mit  w,  so  ist 

PAX  =  PAth  +  ^0,*  +  OO.w.  (10) 

Nun  haben  wir  aber  über  die  Lage  des  Punktes  O  gar  keine 
bestimmte  Voraussetzung  gemacht,  sondern  ihn  lediglich  im  In- 
nern der  Pyramide  vorausgesetzt.  Nehmen  wir  nun  an,  er  liege 
in  der  Fläche  PA1A^9  so  ändert  diess  an  den  Winkeln,  die  in  (10) 
Torkommen,  nichts,  sowie,  wenn  O  in  Ö3  vorausgesetzt  wird,  nichts 
an  der  Länge  von  PAt  und  Ax  Oa.  Aber  alsdann  ist  OO3=0  und 
folglich 

PA^PA^  +  A^k.  (17) 

Diese  Gleichung ,  da  sie  in  einem  einzelnen  Falle  besteht,  wird 
allgemein  bestehen  müssen ,  da  die  in  (17)  und  (10)  vorkommenden 
Grossen  durchaus  die  gleichen  sind.  Setzt  man  also  (17)  in  (10), 
«o  wird  man  haben : 

«WißiDatsinataj — sina,cosa2cosa1a2sinata,-MSina18ina]atcosata3=0.  (I) 

Verlegt  man  nun  den  Punkt  03  in  Ax ,  so  wird  an  den  in  (17) 
vorkommenden  Winkeln  nichts  geändert,  nur  wird  ^,O3=0,  also 

PA^PAih,  (18) 

woraus  A  =  l  und  aus  (17)  A=0  folgt.    Also  hat  mau  noch: 
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» 

l=cosa  i  cosa2cosa j  +cosa^a*si  na  t  s\naicosa^cosal  sina9cos<Mi3sina  i 
— cosa,sin«,cosa^co8a,atsina9Tf  sina,sina,  at8inaaa,siaa,.  (11) 

1 

i 

^    0=cosrt,  co8era8inä3-fcos<i]  a2smals\naisma3--c(wal&ma)tcosataicosa  3 

+sin«1cosaaCosa^«cosa^3cosa3— sinffiSina^sinfiafljCöSffa.  (III) 

Diese  drei  Gleichungen  drucken  nun  bestimmte  Beziehungen 
zwischen  Linienwinkeln  und  Fliichenwinkelo  der  dreiseitigen  Ecke 
aus.    Sie  sind  als  allgemeiner  Ausdruck  einer  Reihe  von  Beziehun- 
gen, zu  betrachte».    So  drückt  (III)  Relationen  aus  zwischen  Oj, 
\     öo,'  03  und  den  zwei  dem  ersten  und  letzten  (<ii  und  Oj)  gegen- 
:  Ö herliegenden  Flächenwinkeb»;  sie  wird  also  auch  noch  bestehen, 
i     wenn  man 

II  .  ^  ^ 

vertauscht  mit 

Achnliches  gilt  von  den  andern  zwei  Gleichungen. 

Untersucht  man  die  Gleichung  (11),  so  sieht  mau  zuerst»  dass 
der  Koeffizient  von  PAX  "Null  ist,  indem  er  aus  (III)  entsteht, 
wenn  man  die  eben  erwähnte  Vertauschung  vornimmt.  . 

Man  findet  dann  wie  oben: 

■       •  - 

l=siua1cosa2sin«8cosa,aJ — cosa^osa^^sin^cosa^s  sin  at 

— sina^lnoacosaatfjcosfiacosa^i;,— coso1cös«)tcosfllfi,cosa,cacos«BcosaaoJ 

4-sinfl^acosff1sina9fficosa3cosa3^14-8ino1siim2sina^3sina^rtl 

4-cosaicos«2Cosrt,«1sina2«jsnw3rt,-fcosa,6ina,«2cos«.zrt1sina-la,. 

11  *     -  i  -  4     •  •  -  . 

Q==sin<z1cosa2sroaasinrt3fli — cosrt1costf1ffa$intf.isinrt3sinrt3tf1 

— sinalsino2cosaz«3cosa3sina3a1— cos«,cosn2cosalöIcosa>aaco8«3sibÄ^«1 

-fsinaiacCOsaisina2a8cosr73sina3ai — siör^siuajsiort^aacosa^ 

— cosajcaaaaceaa^asmaTa^cdSflili,^^ 

I  \  f  I  .  ■  V  -  i«  ■  * 

■  i  *     *  *  '        )  1  ■  '''Ii  "I  '    "  * 

Untersucht  man  die  Gleichung  (16) ,  so  sieht  man ,  dass  sie 
identisch  ist  nach  (H) ,  (III)  und  (I) ,  wenn  man  vertauscht ; 

«i,>  ffa,  «3>  tti^  a^  : 

mit 

«3?  a2az,  axa2. 

Diese  Gleichung  giebt  also  nichts  Neues. 

Aus  (12)  folgt  ein  Werth  von  PAV ,  der  dem  in  (9)  gleich  ge- 
setzt werden  kann.  Beachtet  man  die  Gleichung  (I),  so  ergiebt 
sich  daraus  auf  die  oben  angeführte  Weise : 
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cosa3=cos/i  j  cosa2-f  cos«  x « 2  sina  i  sina .  (VI) 

iSioa^cos«^— cosrt^sina^osa^acosa.^ 

-f-sinat  at  sin  at  sinaaas .    (VI  I) 

Eben  so  findet  man,  wenn  man  die  Werthe  von  PAX  aus  (13) 
nod  (8)  gleich  setzt  und  (VI)  beachtet: 

cosa^a3sin<z,==cosaisino* — cosfi2cosa^a2sinai.  (VIII) 

sina^jSinrt,  =slna,rc1sinrt1.  (IX) 

Vergleicht  man  die  Werthe  von  PAX  aus  (14)  und  (7),  so 
erhält  man  (VI),  (V),  (IX);  durch  (15)  und  (1)  aber:  (1),  (VII),  (VI). 

J.  6. 

Setzt  man  ferner  in  die  Gleichungen  (1),  (7),  (8),  (9),  (IT), 
(11)  die  Werthe ,  wie  sie  für  die  andere  Folge  in  §.  4.  bezeichnet 
wurden ,  so  erhält  man  : 

AiOi  =  PJ«sinöj  —  ^3Oacosff3.  (18) 


^,  Oa=P^3sina3 — A3  Oacosa^cosctj — Oü2sina«a3cos<i,.  (19) 
J10,=PJÄ[sina.,cosrta— cosa3cosaaa3sinria] 

-f-J, 04[sina3sinflra-|-cosa2aacos<i3co8€ra]—  OOasina2fl.,co8rt j.  (*20) 
^.O^^jKinajCosa^— cosrt,cos«21i»sina,] 
+J>0,[siDaJ6inrt2cosrtiaa+cosaJco8rt.icosrt1Ia3cosalrt:,-~8in«artacosa38inaIrtÄJ 
+001l8ina38inoasin«2rt,-fcos«<,cosaaa  sinatas-f cosn3sina2a3cosaiaaJ.  (21) 

.4 ,  Qj=PA ,  [sin«3cosa,  cosa, — cosa  jcosa^a  3sInascosa  i  +sina3sina2cos«^a.1sin<i , 
-Kosa3cosa1cosaaa3cos<i1aasuui1 — sinaaa3cosa3siuaiasSina,  | 
+ Al0l[s\naicoBa%8\nal — co8aJcos<i1ais\na2s\nal~^\naisina.2co8axaiCOsal     y  ('*-) 

-cosa3cosaacosaaa3cosö1a2cosff1-fsinaio3cos«3  siim^cosaj 
+00l[8ina3sina1»sin(i1fla+cos«3cosffacosaaa3sin«1a9H-cosaasina2«3cosa1f/1]. 

V^^^itsinagcosajcosox— cosajCosaaajSinflaCosrtg+sinßasinajCosffiOaSina, 

+  ^i0,[sina3cosflasind1co6a]  a,— cosa  co sa^a, sin a^sina^cosa^a, 
-sinft  sinaacosajffacosrtjcosajfij— cosa3cosa4co8«2a3cosol<i4cosajC08a3rti 
+8inoaaJco8ttJ8iiia1aacos«1cosri1rtJ4-sinfl3siiifi28in^/4sinrt3Tt1 
+cosa 8cosa2coscr2a 3si na!  «2si na5 f  cosa usi na^«  a cosa^si n «Ja ,  ] 
+ÖOat8inrtJcostf2sin«lri,<,— cosa^cosrt^ajsin^sinfttsinoiaa 
^in«38ina2cosrtl<iaco8«1sin«1«J— cosadcosoacosaaö3coso1a4cosaisinr/J7i3 

~cosa3cosa2C08a2aisinnl((ico8a^ai~co8a38ma2a5cosal02Cosala3], 


(23) 
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Diese  letztere  Gleichung  ist  nach  (IV),  (V),  (III)  identisch,  giebt 
also  nichts  Neues. 

i 

§•  7.  1 

■  4 

Da  die  Flächen  im  Punkte  O  ebenfalls  eine  Pyramide  bilden, 
in  deren  Innenn  der  Punkt  P  liegt,  so  gelten  alle  Sätze,  die  wir 
im  Vorstehenden  für  die  erste  Pyramide  abgeleitet  haben ,  auch 
för  diese  zweite.   Man  wird  die  neuen  Sätze  finden,  wenn  man  statt 

PAliP^PA%tAt0uAA0%tAl0^00li00i900syAl0ltA20t9Afit 

setzt: 

OOuOO^OOi^O^ 0^l0uP4tpAvPAktA*0u0i4%fl>Ax ; 
und  statt 

«i»  o«,  «„        %ot,      aast,  «3«i 

setzt: 

18Q-a^a2,  ldO-a^a»  180-«^,  180-a*,  180-a„  180— 

Setzt  mau  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (I)  bis  (IX),  so 
erhält  man  aus  (I),  (IV),  (IX)  Gleichungen,  die  durch  einfache 
Vertauschungen  zusammenfallen  mit  denen,  aus  welchen  sie  abge- 
leitet sind;   indem  man  vertauscht 

- 

«i»       «*>  «faÖ3»  «3fli 

mit  (res».) 

>  v  /"—» 

fla>       «l»  «i«!» 

"l>  «3>  «2rt»> 

««,  «i,  fl„  Oiffa,  n»«i  ^ 

was  man  offenbar  darf. 

Die  6  andern  Gleichungen  geben  folgende  neue  Beziehungen: 

1=— cos<fi<i2Cos<i2a»co8«»fli  -tcosffgsinai  02sin<r2a.,cosa  \ 
^cos^^sino^n^cosaasina^^cosasaAsina^cosii^cosa^siuaTai)  W 

ö— co8ö,  f/4co8^rt3Kinaaa,—  cofcrtasmfl1a28inCT4flr4sinu7a*i  \ 
]  coanLa.£tiina2a 3co8a ^co^a ta ^sina^cosa^a^cosafCosa ^cosa^i}  (XI) 
-|  sindi  a«isüi«tsina4cosa  4«i .  ■ 
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-siDa1a^ina2dicosa3Cosrt3a18inrt1^osfl1^coSGt?Jco«asco8ajC08a^a18iDrt1 
fjiofljcosfl!  a^sinajcosa^sino,  -f sinO] aUin  a.^jsinrtacos«^ 
^^1a1cusalaJ€08rt38inaJcosa1^o8<i1a,8iDa1co8a3co8a1. 

-cosajai  =  cos  a^.  cos  a»a,— cosa,  sin  ^a,  sin  a,a*.  (XIII) 

Ma^=cosa^a,8ioaia,co«aÄ+cosa^a38inaiatco8aacosaa  /VtmTx 

^  (XIV) 

+sina1sina1aa8inaJ. 
co8aJ8ioa1a1==cosa1a28lnasa8-|-co8<i2aaco8aa8iDa1A2.  (XV) 

§.  8. 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  des  §.  6.  die  Wertbe,  wie  sie 
zu  Eingang?  des  $•  7-  angegeben  wurden,  so  findet  man: 
Aus  (18): 

AlOi  =  OOi  sin a$ai  +^104cosa,o1. 

Setzt  man  diesen  Werth  von  ^O.  dem  in  (11')  gleich,  so  findet 
mar«  die  Gleichungen  (III)  und  (XIV)  und 

eoMjflj^si  naj  co8atsinag— cos^cosa!  a^sinoasi  n  a  3 — si  noasinfftco8«2«  3  cos^  j 

— cosaxcosascosa^cosa^cos^+sioa^cosatsina^ascosets.  j 

Aus  (19) : 

4  O,  =  OOs  sia  a^  —  As  O,  cosajeosa^+P^ssinasCosa^.  ' 

Diess  dem  Werthe  von  -^Ot  in  (9)  gleichgesetzt,  giebt  (VIII), 
(XIV)  und 

-cosa,  cosfl3ai=sina1  sinojcos  a^aj+cosa!  cosa^cosa^a^osa^ 

— *sina^asC08a18inff2a3.  (XVII) 

Aus  (20)  folgt  ein  Werth  von  AxOXi  der,  dem  in  (8)  gleich- 
gesetzt, führt  zu  den  Gleichungen  (VIII),  (XV)  und 

wa^«ina^~cosasco803aicosasaa==sina18inas4^^i^co8a1cosa2.  (XVIII) 

Aus  (21)  folgt  ebenfalls  ein  Werth  von  A^O*,  der,  verglichen 
mit  dem  in  (7),  zu  den  Gleichungen  (Vll),  (XVII),  (XV)  föhrt. 

Endlich  ergiebt  sich  aus  (22)  ein  Werth  von  A1Ol,  der  ver- 
glichen mit  dem  in  (1)  zu  (VII) ,  (XI)  fährt  und  zu  ' 

cosa^ina^cosa^sina^i!  f  sina^sinajaflCOS^cosa^o,  \ 
+8ina7assinc^co8<«tcosa^a-^os<i^1cosrt7^cosaacosa,cosa1^a}  (XIX) 

— sio  tf3  cos  a^ttf  sin  a%  cos  aLai. 


(XVI) 
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Hiermit  ist  die  Reihe  der  Untersuchungen  geschlossen  und 
als  Resultat  haben  wir  19  Beziehungen  erhalten ;  diese  gelten 
eben  so  gut  für  ein  sphärisches  Dreieck,  als  fär  die  körperliche  Ecke. 


«  f 


§.9. 

Bezeichnet  man  die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks 
(in  Graden)  mit  a,  b9  c\  die  drei  gegenüberliegenden  Winkel  mit 

A,  B,  C,  so  hat  man  statt 

alt  rt2,  «3,  tixa%,  a«fis,  a^ax 

zu  setzen 

a,   b,    c>     C,      J,  B; 
und  man  erhält  somit  folgende  19  Gleichungen: 

l=sinacos6sinccos2? — cosacosCkinfoosZfsinc 

— sinasin6cos  Jcosrcos  B — cosacosfrcosCcosilcosccos  B 
-|-8inCco8rt8ini4cosccosi?-f-8inrtS!n68in^sinJ? 
-fcosncos6co8Csin^8in/?fcoeasinCco8>4öinZ?. 

Grs— smCcos  <4sinZ?sina — cos  CcosAsin^sin/feina 

— sinCsin/fcosccosZteina  +  cosCcos^cos&cosccosiJsino 
+  sinÄcos  CmnccösBa\na  -f  sin  CsinAslnccom 
— co8Ccos^cos6sincco8ö-f  cosCsin6cosccoso. 


(1) 


(2) 


0=sinaco86sincsin2? — cosacosCsin^sincsinü? 

— sinasin6cos4cpscsln2?  —  cosacoefcos  Ccos^cosasioZ? 
4-sinCcosasinyJcoscsin/?~sinasin6sin,4co82?  ( 
—  cosacosbcosCsmAcosß —  cosasln  Ccos^cosZJ. 

cosa=  sin  Cco8MnB.+  sin  Csin  Jcosccos#  +  sin  jBsin^cos^cos  C 
—  cos/?cos/lcosrcos6cosC--sinccos/isinÄco8C 


cosB  =  sioacos^sioc — .cosacosCsinfcinc — sinasin^cos^lcosc 
— cosacosÄcosCcosrlcoßc +sio2lto8iico8CSiaC. 


(5) 


i  '  (  /0^  c«s«ico868iiM^cosCbina8in6sinc^co8a8io/M;osylco8c 
-hsinacosAcos  Goos  Atom  ~  «nasin  CsinAcosc. 

Oer  cosCcosylsin/?—  cosÄsin  Csln^sin^ + cosCsin/icosccos  J? 
+  sin  Cco8^cos6cosccos/?+sin  Csin^sinccosÄ. 

1  t=cos«cos6cosc  -f  cosCsinrtsinicosc  -f  cosfisin&cos^sinc 
'    —  cosftsinacosCcos^sinc  f  sinasiuCsin^sinc. 
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+ccsJsinCco8Äco»csinÄ+8inCfeii)*»!nesinÄ.  ^ 

-cosc€osB=s\nas\nöcosA^oBacosbco8jicosC^co6aamAfAnC.  (10) 

siaifsin^ — co8ccosBcosA = sinasino  -f-  cos  Ccosacoso.  (1 1) 

anc=cosasroocös^--- cosÄsioflcos/lcosC+siDcsin^sinC.  (12) 

anB = cos  Csin^cosc + cos^sin  GScosAcosc+sinösinosiii  C.  (13) 

0=  cososinosin/4  —  sinncosocos  CsinA  —  sinasin  Ccos^.  (14) 

cos  .4  sin  c = cos  a  sin  6  —  cos  £  cos  C sin  «.  H5) 

-cos       cos  ,4  cos  C— cos 6  sin  ,4  sin  6\  (16) 

coa  csin  B  =  cos  Csin  A  +  cos  4.sin  Ccos  6.  (17) 

cos  c=  cos  « cos  & -f-  sin  a  sin  o  cos  C,  (18) 

sin  J  sin  c  =  sin  a  sin  G  (19) 

Diese  (19)  merkwürdigen  Relationen  finden  in  jedem  sphäri- 
schen Dreiecke  statt.  Da  aus  drei  gegebenen  Stücken  die  drei 
jodern  müssen  gesucht  werden  können  und  von  diesen  dreien  immer 
Sio.  und  Cos.  gesucht  werden  muss ,  so  sind  6  Gleichungen  zur 
Auflösung  nöthig.  Da  aber  diese  Gleichungen  nicht  vom  ersten 
Grade  sind,  so  ist  eine  weitere  siebente  nöthig,  um  die  Bestim- 
mungen unzweideutig  zu  machen.    Im  Allgemeinen  werden  also 

ein  sphärisches  Dreieck  sieben ,  alle  Winkel  umfassende, 
wesentlich  verschiedene  Relationen  Statt  haben  müssen.  Dies  wol- 
len wir  im  folgenden  Paragraphen  betrachten.  Wir  bemerken  hier  nur, 
das«  die  vorstehenden  19  Sätze  alle  wahr  sind,  wenn  man  vertauscht 

a,  b,  c,  A,  B,  C 
mit  b,  c,  a9  B,  C,  A 

oder  c,  a,  b,  C,  A,  Ü 

oder  a,  c,  b,  A,  C,  B 

oder  c,  by  ö,  'G  B,  A 

oder  bf  a,  c,  B,  A,  C. 


'I 

r 


I 


§.  10. 

Die  sieben  Gruudgleicbungen,  von  ,  denen  wir  im  9  ge- 
brochen,  sind  offenbar  (1),  (2),  (3),  (4)F..(5)„.(10,  (H).  ,  Ans  ihnen 
leiteo  sich  alle  anderen  ab.  Aul  folgende  Art. kann  man  alle  12 
anderen  erhalten. 

Man  roultiplizire  (5)  mit  cose  und  addire  (10),  so  erbalt  man 
«De  Gleichung,  die  aus  (6)  entsteht,  wenn  man  a  und  c  vertuu»tbt; 
(6)  folgt  also  aus<5)  und  (10). 


Digitized  by  Google 


236 

Multiplizirt  man  (4)  mit  cos/?,  wechselt  in  (10)  a  nnd  c  und 
addirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  die  (7)  giebt,  wenn  man  B 
und  C  vertauscht ;   (7)  folgt  aus  (4)  und  (10). 

Multiplizirt  man  (4)  mit  sin  a  und*addirt  (*2),  so  erhält  man  (12). 

Multiplizirt  man  (5)  mit  sin  J?  und  subtrahirt  (3),  so  erhält 
man  (13). 

Multiplizirt  man  (10)  mit  cos  c  und  addirt  (5),  so  erhält  man  (15). 

Multiplizirt  man  (10)  mit  cos/?  und  addirt  (4),  nachdem  a  und 
c  gewechselt  wurden,  so  erhält  man  (17). 

Multiplizirt  man  (13)  mit  cbsc  und  subtrahirt  (17),  so  erhält 
man  (14). 

Setzt  man  den  Werth  von  cos  a  sin  b  cos  A  —  sin  a  sin  A  sin  C 
-f-sin  a  cos  A  cos  ^  cos  C  aus  (12)  in  (0),  so  erhält  man  (18). 

Zieht  man  die  Werthe  von  sin«  und  cosa  aus  (12)  und  (18) 
und  setzt  sie  in  (1) ,  so  erhält  man  (9). 

Multiplizirt  man  (7)  mit  sin/?  und  (9)  mit  cos  B  und  subtra- 
hirt, so  findet  man  (16). 

Setzt  man  in  (1)  die  Werthe  von  sin 2?  und  cos/?  aus  (1$) 
und  (16),  so  erhält  man  (8). 

Setzt  man  aus  (13)  und  (16)  die  Werthe  von  sin  B  und  cos  B 
in  (11)  und  beachtet  (18),  so  erhält  man  (19). 

Die  Ordnung,  in  der  also  die  Gleichungen  des  §.  9.  zu  folgen 
haben,  ist: 

■  • 
(1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (10),  (11)  -  Grundgleichungen. 
(6)  abgeleitet  aus  (5)  und  (10); 


(7) 

»9 

»» 

(4) 

(10) ; 

(12) 

* 

t> 

>» 

V) 

• 

»t 

(4);  1 

(13) 

»» 

»» 

(3) 

»» 

(5); 

(15) 

»» 

»» 

(5) 

>> 

(10); 

(17) 

»» 

»» 

(4) 

»» 

(10); 

(14) 

» 

J> 

(13) 

t> 

(17); 

(18) 

» 

*t 

(6) 

y* 

(12); 

(9) 

1» 

>» 

(1) 

** 

(12)  und  (18); 

(16) 

»» 

»» 

(7) 

>* 

(9); 

(8) 

» 

»» 

(t) 

t> 

(13)  und  (16); 

(19) 

>» 

(11) 

» 

(13)  und  (16)  und 

Dadurch  ist  nun  thatsächlicb  nachgewiesen ,  dass  jene  19  Glei- 
chungen nicbt  lauter  Grundgleichungen  sind.  Aber  es  hat  Doctor 
A.  Müller  neue,  sehr  schone  und  symmetrische  Relationen  auf- 

§estellt.  Wir  übergehen  hier  die  Anwendungen,  da  sie  nicht  im 
wecke  des  gegenwärtigen  Aufsatzes  liegen.  Nur  wollen  wir 
noch  zeigen,  wie  die  Gaussischen  Formeln  unmittelbar  abgelei- 
tet werden  können,  nicht  zu  gedenken  der  Schaar  neuer  Sätze,  die 
durch  Kombination  der  19  Gleichungen  gewonnen  werden  könnten. 
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§•  11 


Die  Gleichung  (16)  giebt 

— cos  C=  cos  A  cos  B — cos  c  sin  A  «in  B. 

Addirt  man  nun  die  Gleichungen  (18),  (11)  und  diese  Gleichung, 
so  erhält  man 

cos  c  -f  sin  A  sin  1?  —  cos  c  cos/1  cos  2? + cos^cosJ?— stnAsinBcosc = 
cos  a  cos  b  -f  sin  «  sin  b  cos  C + sin  a  sin  6  +  cos  a  cos  6  cos  C—  cos  C 


cosc+cos(^— i?)— cosccos(il— Ä)=cos(a—  *)-f  cosCoos(a-A)— cos  C 
also  auch 

1 — cos  c — cos  (A  —  B)  +  cos  c  cos  ( A — 2?)  =  1  —  cos  (a — b) 


(1  -  cos  (A — i?))  (1 — cos  c) = (1  -  cos  (a  -  &))  (1  +  cos  Q , 

d.  i. 


1  +co8C^sflco86+sinasin6cosC+sinasinHcosflrcosocos  C 
=1— cos^cosß+sin^sinßcosc+cosc+sinilsinZ?—  cos^cosäcosc, 

d.i.  ;     '     ■  "• 

l-H?oRC-fcos(«— Ä)+cos(a— 6)cosfel+cosc— cos(J+Z?) 


oder 


— cos  Ccos  (a—  b)  -f  cos  C 


0(1« 


wler 


—cos  c  cos  (A  +  B) 


oder 


(1  +  cos  (a-b))  (1  -fcos  O  r=  (1  —  cos     +  £))  (1  +  cos  c), 


voraus 


sin— 5— 


=r  COS 


2 

■ 


.  cos 
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Aus  denselben  drei  Gleichungen  zieht  man  ferner: 

1  —cos  C—  cosacoso— sinasin6cos  CfsinosinA+cosocosocos  C 

— 1+cos^cos/?— sin^sin/fcosc— costt+sin^siniff—cos^coslfcosc 

oder  .  ,       .„.,..,   tl  ,  ,      >  .  . .  . 

(i  -  cos  (o  -I-  6))  <  t  —  cos  €)  p=  (1  •+  Pos  (4  +  /?))  (1  -r  cos  c), 
woraus 

sin-ä-.sin^-=cos— g—.sinj.  (Q 

Endlich  aus  den  nämlichen  drei  Gleichungen: 

l-^sC+cosacosHsina8m6cosC^inasin6---cosffCOS*cosC 
=l-fcos^cosiB—  sin<dsinl?cosc-|-cosc— sin^sinjE?-f-cos<<4G08#cosc, 

woraus  t  ( 

(1-cosC)  (l+cos(a-f  6)) = (l+cosc)  (l+cos(.4+Ä)) , 
d.  i.  endlich 

cos sin  ^=± cos— .cos^,  (Z>) 
welches  die  vier  Gaussischen  Formeln  sind. 

'    «Vi  *. 


n  vi   


Uel>er  die  in  dem  Aufsatze  Theil 
]¥r.  Vft  aufgelöste  geodätiseli 

Aufgabe. 

Von 

.  dem  Herausgeber. 


Die  in  dem  Aufsatze  Thl.  III.  Nr.  VII.  aufgelöste  geodfitische 
Aufgabe,  für  welche,  wenn  man  sie  aus  einem  rein  geometrischen 
Gesichtspunkte  nuflasst,  auch  Herr  Oberlehrer  Seydewitz  an 
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dem  Gymnasium  zu  Heiligen  Stadt  in  dem  Aufsatze  Theil  III. 
Kr.   WA.    eine   Auflösung    durch    Construetion   gegeben  hat, 
scheint  mir  für  die  Praxis  nicht  unwichtig  zu  sein  und  zuweilen 
eine  vortheilhafte  Anwendung  in  derselben  au  gestatten.  Und  wenn 
mir  nun  auch  jetzt  noch  die  a.  a.  O.  gegebene,  eine  doppelte  An- 
wendung des  gewöhnlich  nach  Pothenot  benannten  Problems  in 
Anspruch  nehmende  Auflösung  gerade  für  die  Praxis  die  Zweck- 
massigste  zu  sein  scheint,  so  will  ich  doch  jetzt  im  Folgenden 
norh  eine  analytische  .  die  Anwendung  des  P ot h en o tschen  Pro- 
blems nicht   voraussetzende  Auflösung  dieser  Aufgabe  geben, 
welche  mir  nicht  ohne  Interesse  zu  sein  scheint. 

Es  seien  also,  indem  wir  uns  jetzt  theilweise  einer  anderen 
Bezeichnung,  als  in  dem  Aufsatze  Tbl.  III.  Nr.  VII.  bedienen,  M 
und  Mx  zwei  Punkte,  deren  Lage  aus  einer  früheren  Messung 
bekannt  ist.  Man  kanu  aber  keinen  dieser  beideu  Punkte  von  dem 
andern  aus  sehen.  Dagegen  sieht  mau  sowohl  von  M,  als  auch 
ron  SL  aus  drei  andere  ihrer  Lage  nach  unbekannte  Punkte  M'9 
.  Mt  \  und  misst  in  M  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
WMM?,  M  MMJ,  Mx'MMJi  in  Mx  die  180°  nicht  übersteigen- 
den Winkel  M'MXMX',  M'Mx3h'  MX'MXM%'.  Ist  es  dann  möglich, 
noch  die  drei  Winkel  Ä.'JTJf,',  M*'J1X'M',  M'M%'MS  des  durch 
die  Punkte  M',  Mt',  bestimmten  Dreiecks  M' Mx 'M% '  zu  mes- 
sen, so  kann  man  die  Lage  der  drei  Punkte  M',  3fx,  M%'  bestim- 
men, wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Wir  legen  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
zum  Grunde  und  bezeichnen  in  Bezug  auf  dasselbe  die  bekannten 
Coordinaten  der  Punkte  M  und  Mx  respective  durch  x,  y  und  xx, 
j[i ;  die  unbekannten  Coordinaten  der  Punkte  M',  Mx,  respec- 
tive durch  x,  y;   xx,  xt'  y2'. 

Durch  den  Punkt  M  denken  wir  uns  ein  dem  primitiven 
Systeme  paralleles  Coordinatensystem  der  £17  gelegt,  und  bezeich- 
nen in  Bezug  auf  dieses  neue  System  die  Coordinaten  der  Punkte 
N,  Mi,  M./  respective  durch  |%  rj' ;  ;        v\2  \   so  haben 

wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  fol- 
genden allgemein  gültigen  Gleichungen:  ,  , 

Lx'—X+%,     y=y+ri'>,  •  * 

Die  von  den  Linien  MUT,  MM{\  MM%\  welche  durch  o.  Ci-P« 
bezeichnet  werden  sollen,  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
i  eingeschlossenen,  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  £ 
an  durch  den  rechten  Winkel  hindurch  von  0  bis  300°  gezähl- 
ten Winkel  wollen  wir  durch  cp,  q)+ct,  9>-fß  bezeichnen,  wo  a  und 
ß  sich  immer  aus  den  gemessenen,  180°  nicht  übersteigenden 
Winkeln  Ä1'MMX',  M'M$l%'  leicht  werden  finden  lassen  und  daher 
jederzeit  als  bekannt  zu  betrachten  sind.  Dies  vorausgesetzt,  ist 
»ffeobar  in  völliger  Allgemeinheit: 

2)   i  £i  =p|cos(9ff0,  ^i'=Pisin((jp+a); 
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also  nach  1) 

i 

3)  |  aV^+fccosto+cr),  yi'=3rt-o,sin(g>+a); 

und  folglich  durch  Elimination  von  o,  plf  p,: 

^  4»ioqp— ycosgp  ==  a:  sinp—y  cosg> ; 

4)  j  arsin(g>+a)— ycos(9)+a)  =  ,r'sin(p+a)— y'cos<9>+a); 
arsin(9>+/3)-ycos(9)-|-/?)  =  ^sin(g)+/3)-.#y'co6((p+j5). 


Die  von  den  Linien  J!f',  MxMx'f  MXM'  welche  durch  0',  ox, 
oa  bezeichnet)  werden  sollen,  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten 
Axe  eines  .durch  den  Punkte  gelegten,  dem  primitiven  Systeme 
parallelen  Systems  eingeschlossenen,  ganz  auf  ähnliche  Art  wie 
vorher  die  Winkel  9,  «p+a,  q>+ß  genommenen  Winkel  wollen  wir 
durch  <px,  (px+ax,  «ft+ft  bezeichnen,  wo  ax  und  ßx  sich  immer 

S/Cif  «U/8  {l?n1r^n!eSSenJen',1?)0  nicht  ^steigenden  Winkeln 
tTt   1  J  9  ß!  werden  finden  lassen  und  daher  jederzeit  als 

^fÄ£*  IT  ten  8iud-  »'««vorausgesetzt,  erhält  mau  ganz 
auf  ähnliche  Art  wie  vorher  die  Gleichungen: 

z*=*i  +P«'cos(9l  -f  ft),  y t'=yi  +^/sin(91  -f ßx ); 
aus  denen  sich  ferner  durch  Elimination  von  o',        p/  die  Gl  ei 


I  d^sin^j^hcos?!  =x'e\n<fx— y cos?,  ; 
6)  I  ^sinfo+cr,)— yicos^^)  ==^'810(9! +«1)~y1'Co6(^1-f«1); 

ergeben. 


Punkt  M'  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  parallelen  Systems 
eingeschlossenen,  ganz  wie  vorher  die  Winkel  y,  9  +  a,  9+ /Sund 
9y  9i+A  genommenen  Winket  durch  y,  V»  +  v    wo  v 

offenbar  immer  aus  dem  gemessenen,   180°  nicht  übersteiUn,?™ 
Winkel  MX  MM;  des  Dreiecks  M'MX'M.*  leicht  U„u  en  w 
kann;   so  hat  man  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher  die  Glei- 
cnungen : 

?    |  ^i'=a:'  +  rco8^, 
.yi'  =  y+r8in^  * 

und 


Digitized  by  Google 


241 

<  y.'=y+risin(^+y). 
Weil  aber 

r :  rj  = sin  M'M;^^ :  sin  3FM%'M9' 


ist,  und  die  Winkel  des  Dreiecks  M'M^l^  gemessen  worden  sind, 
so  ist  das  Verlnil  tniss 

r  ~  siniW'j7;jy/ 

Letonnt,  und  wir  können  folglich 

9)  rj^i-, 

wo  ß  eine  bekannte  Grösse  bezeichnet,  setzen  ,  wodurch  die  Glei- 
chungen (8)  in  die  folgenden  (ibergeben: 

10)  j  *a'  =  a:'  +  ftrcosW;+y)» 

Nach  4),  6),  7),  10)  haben  wir  also  die  zehn  folgenden  Glei- 


J8\ü<p — ycoB<p  =  x  sin<p  —  ycosy  . 

Jsinfa+a)— ycos(*+«)  =  xx'  sin  fa+«)  -y/cosGp+cr) , 
**in(<f+ß)-ycos(<f+ß)  =  aV  sin  (y+fl-y,'cos(H-ffi ; 
JTj  sin    —  yi  cos  Vi  =  x'  »i  p  Vi  —    cos  <y  j  , 

^siü^+of,)— //icos^i+a,)  ~  a*,' sin^-h*,)— ^  cos^+fti) , 
'i«n(Vl+ft)— jfjCostTi+ftJ—ar.'sin^i+Ä)— cosfo-f  ft): 

a-j'rrrar'  +  rcost^, 

.r2'  =  ar'  -f  ftr  cos  (t|> + y) , 

zwischen  den  zehn  unbekannten  Grössen  x,  ?/';  a*,',  y^ ;  x^, 

r.  9,  9i,  ^;    aus  denen  diese  zehn  unbekannten  Grössen  bestimmt 

«erden  müssen. 

Eluninirt  man  aus  diesen  zehn  Gleichungen  die  vier  unbekann- 
te Grossen  x{$         x^t  ;/4';  so  erhält  man: 

(x—x^Bintp—ty — y')cos<f, 

(x — ar^siuCy+a)— (y— -y)cos(95-fcr)-frsin(y— yH-a), 
(.t— x>in(y4-/3)==(y-y)cos(rl-ft+^ßin(y— ^+^--y); 
(a-j— a/)sinrfl  =  fa—  y )cos<ri , 

(X!— aOsinOpi+cr, )  =  — #  ^osfa+t^-Hvsinfa,  — v-H'i)» 
(a!—  ar')8in(9l+|31)  =  (y1-y)cos(9'1+Ä)+/*rsin(y1—  «^-fft— y); 


II) 
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welche  sechs  Gleichungen  bloss  noch  die  sechs  unbekannten  Gros 
sen  x' ,  y',  r,  <p,  tpl9  y  enthalten. 

Aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  des  ersten  der  beidci 
Systeme,  aus  denen  die  Gleichungen  11)  bestehen,  folgt  leicht: 


j  (ar— 30sincc  =  rcos9>sin(<r— V+«), 
I  (y—tf)  sin  a  =  r  sin  y  sin       H"«) ; 

und  eben  so  folgt  aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  desselben 
»Systems : 

t  (x~~  «^0  »in/3=ftr  cosy  sin  (<p — — y) » 
(  {y—  y)sinj3  =  fArsiu9>sin(9  —  y)- 

Auf  ähnliche  Art  ersieht  sich  aus  dem  zweiten  der  beiden 
Systeme,  aus  denen  die  Gleichungen  1J)  bestehen: 

*  (^x— .y)sin«i=rsiny1sin(y1  — v  +  «i); 

und 

fo— a;')  sin    =  ftr  cos  ^  sin     —  V  +  ft  —  y) * 


oder 


15)   |  (^l•~a;)8,nPl  =  ^trcos^Sln^l""v'i"Pl"~y;, 

*  (#1  —  v) sin ft  =  f*r sin vi 8111 (?i — ^ + ft  —  y)- 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber: 

.  sina_      sin  (y — V>-\-cc) 
l  si~n0~  ftsin(y — V+ß — y)' 
16)  j  sin«,_    sinC^-H«,)  , 


17) 


sin(y — y-r-«)  sing 
sin(«p  — v      — y)     ^sin  /3 ' 

sin  (tfi  — y'-f«i)  sin  etx 

sin  (y,  -^H-  ßi  —  y) ^  «in  ft; 


und  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  ferner: 

sin  c  si  n  ß  —  fi  si  n  u  si  n  (ß—y) 
tang      y) — cog  u  siQ  ^  _  p  sin  a  cos 

*8)  j  sin  crt  sin    —  fi  sin sin  (ft  — y) 

tang(n-y)--  cogai  dnft -psinafccostfk-y)" 

Berechnen  wir  die  HuHswinkel  co,  «'  und  g>i,  mittelst  der 
Formeln : 

fisin(jS— y)  ,        ftcos  (ft— y) 

tonSM  =  l^üsln0  '  ^S^-      sin?  '  ; 

19)  *              fisin(ft-y)      ^    ,  Mcos(ft-y). 
^g^cot^sinft'  =  sTuft"' 
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m  ist 

20)  \  cos(«-ö>osa> 9 

\  tangfa- y) =-  8iD  fa-^i) cos  «■  ' 
V      öm    w  cos(a,-Wl')cos< 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

21)    qr—y^e,  0=^; 


22) 

oder 


tane  8 =  —  8'nflfS'pft— 'ftsin  «  sin  (/5— y) 
8  cosasinß  —  psinacos^^-y' 

fa    e  _     fi''P«i      ft  -ft  sin  er,  sin  (ft~ y) 
cos a,  sin  ft — ft  sin  ai  cos  (ft  — y) ' 

(  tincfl-     sin  (g— o)  cos  o* 
)      ö  cos(a-.a>')cosw, 

tance-  sinK-^i)cosa)/ 

X        °  COSfo— .(»/JcOSCö,  ' 

»erhalten  die  Gleichungen  11)  folgende  Form: 
(x— xOsin?  =  (y— y>os? , 

(x— aOsinfo+or)  =  (y—y)  cos  (y+or)  -fr  sin  (a+ö) , 
.24)  I  (*— ^>in(9+/?)  =  (y— y^cos^ft+^rsinC/J— y+e); 
:r)sin  yi  =  (y!— y)  cosy, , 
(x1—a:')s\Q(<pl+al)  =  (yl—v')  cosfo+tf^+rsinfa  +0,), 
(xj— x)  sinfo+ft) = (^i— yOcosfe  +ft  )+mr  sin(ft— y  +0, ). 
Ans  diesen  Gleichungen  folgt: 

r  _  sin  (y-f «) — (y— ?/ )  cos  (yfg) 

sin(«  +  0)  9 

sin  fo-fOx) 

r  =  t*^)  8»n  (y-frj3)  —  (y-y^)  cos  (y+jg) 
ftsin  (/5 — y+0)  » 

r_  (*!  — X ) si n  (y t -t-ft )— (y,  — y ') cosfa + ft ). 
f*sin(ft  —  y+02). 

Setzt  man  sowohl  die  beiden  Werthe  von  r  in  25),  als  auch 
<u«  beiden  Werthe  von  r  in  26)  einander  gleich  und  verbindet  mit 

16* 


25) 


26) 
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den  hieraus  sich  ergebenden  Gleichungen  die  erste  und  vierte  der 
Gleichungen  24);  so  erhält  man  die  vier  folgenden,  die  unbekann- 
ten Grossen  x',  y',  <p,       enthaltenden  Gleichungen : 

x')  sin  y> = (y — y')  cos  q> , 
{xx  —  x')  sin  9)1  =  (yt  —  y')  cosg>j , 
1  (:r — #')  sin  (ofi+Öi)  sin  (y>+«)  —     — x')  «in  («+0)  sin  (<px  -\~at ) 
"  J  =  CSf — 3f*>  8m  (ai + 6i )  cos  (9  "HO  —  O/i  -  y ) si  n  («+  ö)  cos     +  «| ) . 


«D(ft-y+e1)8in(9+ft-(*1  -^intf-y+^siiifo  |  ft ) 
=  (V-#)«»n(A-y+®i)™s(^  -fft). 

Bestimmt  man  aus  der  ernten  und  zweiten  Gleichung  a'  und 
so  erhält  man,  weil  nach  21) 

28)   (p  —  <pl  =  G  —  &l 

ist : 

[  /  _  (^sin  y— y  cos  y)  cos  yt  —  (xt  sin  y^  —  yx  cos  yi )  cos  y 

j  ,     (j sin  y— y cos y)  sin  yt  —      sinyt  -  yt  cosyjsiny 
[V  sin  (0-0.) 

Bekanntlich  ist  aber 

2  sin  y  cos  y,  =  sin  (y — yt )  +  sin  (y +y, ) 
=  sinCÖ-ÖO+sinCy+y,), 

2  cos y  sin  y j  —  —  sin  (y — y i )  -f  sin  (y  |  y , ) 
=  -  sin  (0-0,)  -f  sin(y  f  y,), 

2 sin  y  sin  yt  —    cos  (y  — y, )  —  cos  (y-|-yt ) 

—  cos(0  -  0, )  -cos  (y +y , ), 
2  cos  y  cos  y *  =    cos  (y — y, )  -f-  cos  (y  -\  y , ) 

—  cos(0— 0,)  f  cos(/+y,); 

folglich  nach  29) : 

(ar+ g,  )si  11(^—6»! )-(y     ,  )cos(6> )  j(.r- jr,  )sin(y 4  y , )— (y—.¥i  )cos(y  f  y , 

2sin(ö— WA)  " 
(jr-3-1)cos(^-fe/I)i(yit?/|)sio(^-r>1)— (j^QcosCy+y!)— (y^fcinfo+y , 

28in(«-«,)  "  1 

Aus  der  ersten,  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  27)  er- 
halt man,  wenn  man  zuerst  y — y'  und  yl — y\  dann  x — x'  und 
xk — x'  eliminirt,  ohne  Schwierigkeit  die  beiden  Gleichungen: 
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31) 


(jr— jr')  sin  et  sin  («A  -f  02 )  cos  y, 
=  (a^  — x')  sin    sin  (a-f  0)  cos  y , 
(y— y)  sin  «sin  (oi-f      sin  yx 


und  eben  so  leicht  erhält  man  aus  der  ersten,  zweiten  und  vier- 
ten der  Gleichungen  27)  die  beiden  Gleichungen : 

[     (*—x) sin  ßs\n  (ßt— y+ÖJ cos yt 

I  (y— y)s\nßs\u(ßl--y+8i)s\nipl 
\  =(yi— y')sinftsin(/J--7+ö)sin9. 

Aas  31)  folgt. 

[  sin  a sin  (^-f-^)  cos  ^ — .ri  sin«!  sin(«-f0)cosy 

33)  |  sinasin^-t-Ö^cos^!— sina1sin(a-|-Ö)cosf/) 

)  /  _  jj »in  sin  (c?i +®i )  sin    — yxsin  ux  sin  (ct-|-0)sin  y 
sin  a  sin       Ö^sin  7i —sine»!  sin  (cr-fö)  sin  y  ' 

und  aus  32)  erhält  mau : 

,  _j?ginff«in(ft1 — y+Qjcosy^ a^sin  ßx  sin(ß— y \ ß)  cos  y 

*  —      •    3  5 — 75  T" 2T"\  r  "  a  — ; — ~ra   .   ' 


3i) 


sin  ß sin  (flt— y~r-01)cos  y,  —sin  ßt  sin  (ß— y+0)cosy 

,  y  sin  0  sin     — y-f-öl)sin  y4 — #1  sin/5|  sin(/3 — y-f  0)sin  y 

*  ~   sin  0  sin  (ft  — yfö1)sin  y,  —  sin  ßt  sin  (jS— y  f  0)  sin  y 


35) 


Setzt  mau  die  beiden  Ausdrücke  von  x'  aus  30)  und  33)  ein- 
ander deich,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen, 
wenn  der  Kurze  wegen 

<A  =  sin  ersin  K+O^        #,)  sin  (<9— ö, )+(//—  yx  )cos(rv— <9,) } , 
)ß=r  sinc^  sin  («+^{(0:—^)  sin  (0— €>,)— (y^)  Cos(9— Ojl . 
|  C—  sin  et  sin  («£  -f-  #j ) , 
kZ)  =  sin  cfi  sin  (a  +  Ö) 

• 

gesetzt  wird ,  die  Gleichung : 

Jcosy*  f  2?cosy     .        .  .  .       v  . 
%)  Ccusy^/Jcosy  =  ) 81,1      Vi )  -  C'/-^i )  c 0  *  (y  |  y , ) . 

Weil  aber 

y— y,-:0— öj. 

,Tn*  folglich  offenbar 

J7)  i  y,=J(v>-fy,)--Ke--*i) 
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ist,  so  ist  nach  36) 

38)  (^-^Jsin^+^J-^-yJcos^+g)!) 

(A+B)cosj(&— QQcosUy+yiHC^—  fl)amS(g—^)giPt(rfyt) 
^(C"-/>)cosKö-Öl)cosi(9+9l)+(C+/>)sini(0-©1)sin4(9+9l) 

oder 

39)  (j:— a.1)sin(9)+91)— (y—yjcosb+vi) 

(^4-g)cosKQ-H9i)+(^-2?)sioUQ^i)tangUy^-yi) 
-(C-/>)cosi(ö--ö1)+(CT+/>)siüi(ö— ©OtangUy-hp,)* 

Weil  nun  aber  bekanntlich 

.  /  .    x  2tangUy-fyi) 
sin(9+yi)-q^T(^^ 

■    x    1— tangKy+7i)2  • 
cos(9+9l)-r+tang4(y+9i)a 

ist,  so  wird  die  vorstehende  Gleichung : 

2       xx)  tang  Uy-f  9i)  -  (y-ffi)  1 1— tang  Ky-f-yt)»} 
W)  1  +  tangJOH-yi)2 

_  Q4+,g)  cos  1(9 — fy)  4-  (^-ZQ  sin  1  tang  Uyf  9i) 

- (G-Z>)  C08 1(0-0^  +  (C+Z>)  sin  Üö-öj)  tang }(yW 

und  enthält  unter  dieser  Form  bloss  noch  die  eine  unbekannte 
Grösse  tang^qp-f-qpx). 

Ordnet  man  diese  Gleichung  gehurig,  so  erhält  sie  folgendo 
Gestalt: 

41)  0  =  M+Ä  +  (G-D)(y-y1)}co8l(©-öl)  j 
+{(4— Ä)sinUö— öi)— 2(C—  /))(*— arOcosKö— er)  \ 

+(C+Z>)(y-y1)sin?i(ö-©1))tangi(9+9>i) 
-fK^+^cosKö-©!)— 2(C+Z))(tf-*Os>»'(0-- Oj) 

-(C,-/>)(^-y1)cosi(©-Ö1))tangi(9>-H1)^ 
-f  { ^4— -  (C+Z>)  (y— jy!>]  sin  Jtangifo+yi)3. 

Es  ist  aber,  nie  man  leicht  findet: 

A  +  B  +  (C-D)(y-yi) 
=  sin  «  sin      1 9j  i(x— .r^  sin  (O— (9j)  +  (y  -yj  (1  +  cos  (0— <9, )) } 

-f  sin  ax  siu  (<*+#)  \(x— xt)  sin  (6>— f^)  —  (y— y,)  (1  J-  cos  (ö— ©t))  f 
=2sinasin(«H-0i)!(^-^i)s»ni(ö— yi)cosi(0— O^eos^O-H?,) 
+2sina1sin(a+6>)  {(o:-ar1)sini(0-01)-(y-^1)cosi(ö-0,)|  cosi(ö-^i)- 

und  auf  ähnliche  Weise: 
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^-Ä-(C+/))(y-^) 
=sin  a  sin  fa+^i)  {(*— a^)  sin  (6>— Gx) — (y— yA)  (t  —  cos  (0—^)) } 

—  sio  «j  sin  (cc-f  0)  ((.r — xx)  sin  (ö— ö|)  -|-  (y — ^)  (1 — cos(0 — 0i)) ) 
=2siDasin(c1^)i(x-x1)cosU^-Ö1)^(y--y1)sini(0— *i))sin.}(*— 

— 2siDo1sin(a+0){(^-^1)cosK©^i)+(y-yi)siDKö--öi)}sini(d— Ö!>. 

Ferner  ist,  wie  man  leicht  findet: 

-,ffl8S,Dhw  l  +  (y-yi)(l+cos(0-01))sinj(e-01)  J 

-sii.«  sin(a+0^  i(^i)(«in(®-ÖI)sin.H0-0i)-2cosi(0-0,))) 

=-2sin«sin(a1+01)  {(*— ar^cos  }(0— 0i)— (y-yi)«ini(0— ©i)}  cos  J  (0—0,)* 
+2sina1sin(«+0)  { (*— .r,)  cos  J(0-0i)+(y— tfi)sin  >(0— ©i))  cosi(0-0i)*, 

und  auf  ahnliche  Art 

tf-T#)cosi(<=>— 0i)— 2(C+Z))(ar-ar1)8ioi(0-0i)-(C-/))(y-1y1)cosi(0-01) 

(*-*,) (sin  (0-0!) cos  ;(0_0,)-2 8^(0-0,))) 
-CV-^i)  (1-008(0-0,)) cos  i  (0-0,)  j 
i(x— x1)(sin(0-01)  cos  >(0— 0,)-2sm  £(0— 0,))] 

+  8*10  Cf!  8in(«+0)  I  +  (1_cog  (0—0^)  cos  i  (0-0^ 

=-2sioasin(ff,-f*>i)  ( (*— xt)sm  i(0-©i)+(y- Vi)  cos  1(0— ©i)|8ini(0-^)» 
-2sina1sin(a+0){(x— xOsin^O— 01)-(y-y1)cosU0--0i)}sin.K0— 0i)2. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

42)  K—  sin  «sin  («,+0,)  {(*— *,)sini(0—  0,)+(y— #i)cosi(0-0i)l 

+8ina1sin(a+e){(^-x1)8ini(Ö-01)-(y-^,)cosi(e-0,)} 

und 

43)  /,==sin«sin(«1+01){(jr-o:1)cosi(0-Öi)--(y-yi)sini(e-e1)} 

—  sin«,  sin(a+0)l(:r— *,)  cos  i(0—  0i)+(y— yi)sin;(0-0,)) ; 

so  ist 

A  +  i?+  (C-/>)  (y-y,)  =  2Ä-C0S  4(0-0, , 
^  -  B-(C+Z>)  (y-y,)  =2Zsin  «0-0,) ; 
l.4-^sini(0-01)-2(C-/>)(o:v^1)cosi(0~01)+(C+/>)(y-y1)si 

——IL  cos  i  (0—  ©i)3, 
(^cosUÖ-ÖO-^Gf^^^sinK©-©,)^^^)^^^©-^) 

=  — 2A/sini(0-0i)2. 


—  s'ma  sin  (er,  +  0,) 
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Führt  man  diese  Ausdrucke  in  die  Gleichung  41)  ein,  so  wird 
dieselbe  : 

44)  0=  Kcos  U<9— 

-Leos  fy)2 tang  £(?  +  9i) 

-Kam  *(@— ®i)2  tang  £(9+91)* 
+Lsin  iCÖ-Ö^tang  i(9>+9i)3, 

oder 

45)  0=ÄT — L  tang  \(<p-\-<Pi) 

-tangUe-eO^tangUH-Vi)2  l#-Irtangi(9>+9>i)! , 

oder 

4t»  0=  {1  -  tang  J(&-A)2 tang  i(g>+9>i)2l  (*-£tang  J(«P+<Pi)} > 
oder 

47)  0  =  (l -tang  i(ö-öi) tang i(9+9l)} 

XU +tang  Ke-ej  tang  1(9+9*)) 

XtJST-LtangiC^i))^ 

Diese  Gleichung  des  dritten  Grades  zerfällt  also  in  die  drei 
folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades! 

1  -  tang  1(9-9,)  tang  4(9+9,)  =0, 
1  +  tang  Uö— 9J  tang  i  (9+9^  =  0, 
#-£tangJ(9+9i)=0; 

aus  denen  sich  die  drei  folgenden  Werthe  von  tang  i(g>+9i)  ergeben: 

Icoti(ö-^x) 
-coti(^) 
X 

Wir  wollen  nun  die,  absolut  genommen,  kleinsten  Werthe, 
welche  9  und  9X  in  Folge  der  Gleichungen  22)  oder  23)  haben 
können,  respective  durch  ö  und  St  bezeichnen.  Dann  ist,  wenn 
n  und  Wj  zwei  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, nach  den  genannten  Gleichungen  allgemein 

49)  9  =  ü+nn, 

und  folglich 

50)  0  —  9l=z$-*6l+(n  —  »1)». 
Also  ist  nach  35),  wie  man  leicht  findet,  wenn  der  Kurze  wegen 
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J^sinersin^-fdi)  \(x— ar,)sin(d— ^H-ty— gh)cos(d— d,  )| , 

6"=8inasin(a,  -J-d^) , 
Z)'=sin«i  sio(ff -H) 

gesetzt  wird: 

52)  if  =  J'(-l)»,  #=£'(^-1)».,  C=C'(-1)%  />=!>'(— 1)". 
Setzen  wir  nun  zuerst 

tang  =  cot  ' 

oder 

tang  i(9>+<Pi)  =  tangi  {*—  (G-0,) }, 

so  ist,  wenn  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
bezeichnet: 

i(9>+9>i) =(*  +  i)^ — ; 
und  weil  nun  nach  28) 

Kg>-9i)  =  J(e-*i) 

ist,  so  ist 

■ 

also  nach  50) 
und  folglich 


55) 


sing>  =  (— «1)*,  cosg>  =  0; 

sin^^C— 1)*-*+».  .cosC5—tf1)Jcos9l=(— 1)*-«+».  .sin^-dj. 


Zur  Bestimmung  von  af  und  y'  hat  man  nun  nach  31)  und  35) 
die  folgenden  Gleichungen: 

C{x~x')  COS  (fi  =  D(xx — X*)  COSqp  , 

also  nach  52) 


5G)  J  C'(ar— ^,)cos9J1  =  (-l)»-«i.JD,(.Ti--^Ocos9), 

Führt  man  aber  in  diese  Gleichungen  die  Warthe  von  sin  q>, 
cos 9,  siuq^,  cos 9!  aus  55)  ein,  so  erhält  man: 
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(- 1)*-»+«. .  C(x-x')  sin  (<S—6X)  =  0 , 

.  C(y-V )  cos         =  (—1)*+»-»» .  Witti-S') ; 

d.  i. 

j  C^tf-*')  sin  (ä— 6^=0, 
57)  e(y-y)co.(*-A)=Är<3r1-3FO; 

aus  welchen  Gleichungen      und      bestimmt  werden  müssen, 
keine  Schwierigkeit  hat. 

Zur  Bestimmung  von  r  wurden  sich  aus  dem  Obigen  verschie- 
dene Ausdrücke  ableiten  lassen.  Nach  der  zweiten  der  Gleichun- 
gen 12)  ist  aber  z.  B. 

')  sin  « = r  sin  <p  sin  (p— t|>+a) ; 

und  weil  nun  nach  21),  49)  und  54) 

58)  <J>=(*~ n+i)»-5, 

also 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

59)  (y-y)sin«=(-l)H».rsin(«+o), 

mittelst  welcher  Gleichung  r  bestimmt  werden  muss.  Da  r  stets 
eine  positive  Grösse  ist,  so  lässt  sich  mittelst  dieser  Gleichung 
auch  beurtheilen,  ob  k\n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist 
Hat  man  r,  so  ergiebt  sich  tx  mittelst  der  aus  9)  bekannten 
Formel : 

60)  TX  =  pr\ 


und  zur 
nach 


ur  Bestimmung  von  xx>  y/  und  x^>  ya'  hat  man 
7),  8),  58)  die  folgenden  Gleichungen: 


endlich 


61) 


xx'  =  x'  +  (- 1)*-» .  r  sin  d', 
yi'=y-K--l)fc-».rcos<5; 


und 


62) 


Weil  aber 


ist,  so  ist 


, jr2'  =  af  +  (—  1)*^-" .  rx  sin  (d-y) , 
ya'       +  (— l)*-".fk  cos(*— y). 

t^=(-i)-*»=i 

(-!)*-*=(- 1)H«; 
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md  folglich 


»  U'  =  ^+(- «**••  n sin (*-y), 
(yI'=/+(-l)i+"-rlco8(«-y); 

welche  Formeln  keine  Zweideutigkeit  zulassen,  weil  man  nach  dem 
Obigen  weiss,  ob  k+n  gerade  oder  ungerade  ist. 
Setzen  wir  ferner 

tang  = —cot  \(S- 

oder 

tang  =  tang  { { (ö— ex)  -  n } , 

so  ist,  wenn  wieder  Ar  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet: 

4(9>+9>i)  =  (*-l)*+»<*-*); 
uofi  weil  nun  nach  28) 

ist,  so  ist 

65)  9.=(A-i)*+(e-e1),  «=(*- i)»; 

ilso  nach  50) 

66)  9=(*+»-»i-J)*+(o--aI),  9i  = 

und  folglich 


67) 


siu<p=— (— 1)*+»»-«! .cos(ö— d^),  cos(jp=(— .sin(5— f5|) ; 


Vm  ^  = — (—1  )*,  cos  9x  =  0. 


Znr  Bestimmung  von  x1  und  y'  hat  man  nun  nach  31)  und  35) 
die  Gleichungen 


C  {x—x')  cos  <px  —  D(xx — x')  cos  9 , 

c  iy-y') sin  9i = Ayi-^y')  sin  ? ; 

nach  52) 


08) 


(  x>cos 91  =  (—  l)"-n» .  />'  (J?!— x1)  cos 9 , 

t  C(y^«nfi=(--l)--"».JD'(3ri-y)wD». 


Fuhrt  man  aber  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  sin  q>, 
cos  9,  sin^i,  cosqpj  aus  67)  ein,  so  erhält  man 


■ 
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0=(—  1)* .  D'fa-af)  sin  (ö-dj , 
-  (-  D' •  C'(y-Hy')  =  -  (-  1)*.  />'CVi— 3f  )  cos  (d-d^) ; 

d.  i. 

D^—z')  sin  (0—00  =  0, 

)  cos  =  CO/-*') ; 

aus  welchen  Gleichungen  ,r'  und  bestimmt  werden  müssen,  was 
keine  Schwierigkeit  bat. 

Zur  Bestimmung  von  r  kann  man  wieder  die  Gleichung 

(y — y)  sin  a  =  r  sin  9  sin  (9— i|/+c*) 

benutzen.   Weil  aber  nach  21),  49)  und  66) 

70)  ^(ä-iu-J)»-*!, 

also 

9  — i/» + «  4-  ^  +«75 

ist,  so  ist 

71)  (y_ y')  sin  «  =  —  (- 1)*-". .  r  cos  (tf— )  sin  («+*) , 

mittelst  welcher  Gleichung  r  bestimmt  werden  muss.  Weil  r  stet* 
positiv  ist,  so  weiss  man  auch,  ob  h — Wj_  gerade  oder  ungerade  ist. 

Hat  man  r,  so  ergiebt  sich  rt  mittelst  der  aus  9)  bekannten 
Formel : 

72)  r,  =  fir; 

und  zur  Bestimmung  von  x{t  yL'  und  xj,  y%  hat  man  endlich  nach 
7),  8),  70)  die  Gleichungen: 

(  xl'  =  x'  +  (-l)k-n>-r8inöl, 
(?/i'=y-(-D^n'.^osdi; 

und 

x2'  —x'  +  (- l)*-"1  •  »*i  sin (#i-y) , 

ya' =y — (—  !)*-"•  •  n  cos  Wi-y); 


74) 


wo  keine  Zweideutigkeit  bleibt,  da  man  nach  dem  Vorhergehen 
den  weiss,  ob  k — »t  gerade  oder  ungerade  ist. 
Setzen  wir  endlich 

tong  Ifo+tt  )  =  p 
so  ist  nach  35),  42),  43),  wie  man  leicht  findet: 

.  ,    .    (Cf D)(x~xx) sinU^i)  MC-D) Q/-/A)  cosU^, ) 

tang.iw-^n^)  Cüi»  (<9-6)1)-(C+/>)  (y-yi)«i»4(e-0,  )* 

und  nach  50)  ist 
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M  nun  71  —  »!  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

(C+Z>)Gr— jr^ini  (e-*j  )+(C-Z))(y-y,)  cos  }(0— ök) 

={£'(-1)».  -f />'(—l)»  I  (*— sin^— a,) .  (-l)i<«,> 
+  lC'(-i)«.-/>'(-l)»  |  (y-y^cos  .  (-1)«— •» 

and 

(C- D) (.*—*,)  cos  «0-0,)  -  (C+Z>)  (y-y,)  sin  i(^-öi) 

=         i)«.  —  />'(-!)«  j  (ar-arJcoaKÄ-a,)  .  (- 1)«— 

— {£'(-!)■■  +  />'(—  1)»  i  Cy— yi)  «ini(5-^)  .). 

Weil  aber  in  diesem  Falle 


also 

ist,  so  ist 

( C+  />)  (ar-.T, )  sin  1(0-0,  )-f(C-  />)  (y-yi)  cos » (©-«, ) 

=  (£'+/>') *i) «in  «*-*,) .  (— l)i(»f  «,) 
+  (C-/>')(2f-?/i)  cos  i(*-oi) .  (-  ».) 

od  ' 

(£-/>)  (ar— a*)  cos  ;(0-©i)  -  (C+Z>)  (y  -yi) 

=  (C-Z>')  (x-^cos  i(*-oi) .  (- 1 

-  <C+  />/)0/-^i)«i»  S(*-*i)  •  (-  i)*(n+n<> ; 
-w     ,/  A    ,  (^^^^^OsinU^i^c^-^Cy-y^cosU^^) 

"}  taD3 ■Wf>™'-  (C/-i^)(a:-^1)cosKa-ai)-(t/+//)(y-y1)sini(d-ö1)- 
Wenn  ji — »/j  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  kann  man 

*tzen,  und  es  ist  dann 

i  C+Z>)(*— )sln  Kö-ej+t  C-/))(y-y,  )cos  ■  (©-0, ) 

— ._  { C'(-t)»,  +Z)'(-1)")       jtj) co«K*-*i) .  (-1)K»-M-  i ) 

f  \  C  (-1 )».  -  ZJX- 1 )»}   -yi)  sin  KMO .  (-        + 1 ) 
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(C-  D)  (x-sj  cos  t  (0-01)-(Cf/>)         sin  i(0-^) 

=  \  C(—      — />'(—!)»}  (ar— x{)  sin  «d— *i)  -  (— 1)4^-^+» 

+ |C(- 1)»*  +  D '(- 1)«}  (y-^^cosK*-^)  •  (—  1)««— 

■ 

Weil  aber  in  diesem  Falle 

£l£=(_i)~,=--i, 

also 

(—1)"  =— (—DÄ* 

ist,  so  ist 

(C+Z>)  (x-xt)  sin  1(0-0!)  +  (C-D)  cos  £(0-0!) 

= -  (C-Z>0  (ar-tf, )  cos  itf-d,) .  (-  i)K" + ■»  +  • ) 
+(C+/>')(y-yi)sini(^i).  (-l)K»+*»  +  i> 

und 

(C-  Z>)  {x-xx)  cos  U0-0J  -  (C+  D)  (y-^)  sin  1(0-0!) 

=  (C'+IX)  (ar-a^siu  i(*-Jk)  •  (—!)«■+■•  + 1> 
+(C'-ZX)  (y-j^)  cos  i(*-A)  •  (-1)««+ + 1  > ; 

also 

7ö)tan8i(H-9i)-  (C'+Zy)(x-^)sinUö-tf1)+(Cv--Z>')(y-y1)cosH*--4)• 

Bezeichnet  man  den,  absolut  genommen,  kleinsten  Werth, 
welchen  die  Formel  75)  für  \ (9+  $>,)  liefert,  durch  t;  so  ist,  wenn 
X  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet: 

77)  i(<p+yi)=i+A«; 

und  weil  nun  bekanntlich 


ki<P-9i) =i(©-©i)  =  K^i)  +  U*-»i)* 

■ 

ist,  so  ist 

<P = *+  U*-*!)  +  U + i  (*-*!) }« , 
_  i(d-di)  +  U  -  K*-«i) 


78) 


wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  in  diesem  Falle,  wo  n— w1  eine 
gerade  Zahl  ist,  i(n~»i)  e*ne  ganze  Zahl  ist. 
Also  ist 


79) 


sin  <p = (-  1)*+««-".).  ßin  y  +  } 
cos  9  =  (- 1)^+»^-" 1  >.  cos  |£  +  J  (d-tf, ) }  ; 
sin  9l  =  (-  sin ||- -  J  (<S-*i) }, 

cosg*  =  (-l)A~*(n~~ni).  cos{i-i(d-di) }. 
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Bekanntlich  hat  man  aber  nach  dem  Obigen  zur  Bestimmung 
tod  x  und  y  die  Gleichungen : 

C   — x)  cos  tpi  —  (—  l)»~ni .  I/fa-t-af)  cos  q> , 

c  bt—y) sin  *Pi = (—  l)"-"'  •  &(y\—y)  »»n  9» ; 

oder,  weil  in  diesem  Falle: 

(- 1)»-».  =  1 

ist: 

C'(x— JTx)  cos  tpi  =  /J^i  — **)  cos  9> , 

C(y-y) sin  9>i  =  &(y\—y) sin 

Fuhren  wir  nun  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  sing?, 
w<p,  sinqpj  ,  cos  9^  aus  79)  ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

|  r(ar-y)cos{i-K^i))=^i-^)cos{i-f  i(oVi)l, 
(  CCv-y')«n  U-J(*-oi)|  =  myx-ff)  sin  {£+ 10-*,)} ; 

aus  denen  x  und  ?/  bestimmt  werden  müssen,  was  nicht  die  ge- 
ringste »Schwierigkeit  hat. 

Zur  Bestimmung  voi£r  benutzen  wir  wieder  die  Gleichung 

i  (lt~ ?/)sin«=rsing>sin(<p  —  i|/+a). 

Weil  aber  nach  21),  49)  und  78) 

81)  *  =  i-;(«+^)  +  U-i(Ji+»i)lJf, 

also 

9  —  if>  +  a  =  «  +  #  -f »  jc 

itt,  so  ist 

(jr-y)  sin  «t  =  <-  !)*+«"-"■)+".  rsin  («*J)sin  |i+  5(«-«,)|. 
Es  ist  aber 

=(_l)HK''"».)t  (-i)~w— (_i/-^n+rt»), 

and  folglich 

82)  (y-y) sin  a  =  (-l)*"~"i(n+n,).  r  sin  (a  +  d)  sin  |i  + 

Da  r  immer  positiv  ist ,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung, 
ws  welcher  r  bestimmt  werden  muss ,  zugleich ,  ob  A— -£(it-Hti) 
?erade  oder  ungerade  ist. 

Wenn  man  r  hat,  so  findet  man  rt  mittelst  der  Formel 

83)  r^fir  ; 
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und  amr  Bestimmung  von  x{,  y{  und  x^f  y%  erhält  man  die  fol- 
genden Gleichungen: 

j  ar1'-y+(-  l/-i(n+,").rco8(/-i(3+«1)l, 
(  y1'=y  +  (-l)i-J(B+n'>.r8in(i-i(W,)l; 

und 

|  ^'  =  ^  +  (-i)^K"+Bl).r1co8|Hr-l(Wi)l, 

j  yi  =  y  +  i(w+" 'W«  ti+H(W,)l ; 

wo  eine  Zweideutigkeit  nicht  vorhanden  ist,  weil  man  nach  dem 
Vorhergehenden  weiss,  ob  ^--£(71+1^)  gerade  oder  ungerade  ist 

Bezeichnen  wir  den,  absolut  genommen,  kleinsten  Werth,  wel- 
chen die  Formel  76)  für  IOp+^i)  liefert,  durch  f4;  so  ist  nach  75) 
und  76) 

cot  d  =  —  tang  i. 

Jenachdem  nun  V  positiv  oder  negativ  ist,  ist  der  absolute 
Werth  von  i— \n  oder  i+\n  nicht  grösser  als  \n\   und  weil  nun 

cot  (f  =F  \n)  =  —  tang  i 

ist,  so  ist  offenbar 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  i 
positiv  oder  negativ  ist. 

Ueberhaupt  ist  nun  wieder,  wenn  Ai  eine  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet: 

87)  i(9>+9i)  =  »i  +  Ai», 

und  weil  bekanntlich 
oder 

ist,  so  ist 

08)   j  9'  =  'i  +  i(Ä-di+7C)  +  lÄi  +  i("-"i-*l)jT? 
(  <3Pi  =  'l  —  +  Ui  —  -1):  * ; 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass,  in  diesem  Falle,  wo  n—vx  eine 
ungerade  Zahl  ist,         Mi  — 1)  eine  ganze  Zahl  ist. 
Also  ist 
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(  «oV=    (-l/'+^-^-^.costü  +  Ktf-i,),, 

CO89 = -  (—  i/>+ *C»-»i -i)  8in  ^ +{(a_a,)| ; 

e\DVl  =  _(_l),«-i("-».-1)  coslij-Ka-i,)! , 
co8%=  (-l/'-^—'-^.sinlH-Ki-«,)); 
«in  nach  86) : 

sin  9  =  ±  l-l)l*+Kn-»*-l\ «in  |if  4(d-^) } , 
cos  tp  =  ±  i-l).  C08  (f+t  (J-dj)  j ; 

sin  tpl  =  T  (-l/* -M»-»i -1)  8in  t*— !(*— , 

cos   =  ^  (— 1/>  -K»-»i-0.  cos  u— ^i)  I ; 

"o  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind ,  jenachdem  t 
positi?  oder  negativ  ist. 

Zur  Bestimmung  von  x'  und  y*  haben  wir  bekanntlich  die 
Gleichungen : 

C{x—x)  cos  q>x  =  (—  l)*-"» .  /^(arj— aO  cos  9 , 
C(3f-j0  sin  9j  =  (~  1)— . .  IKfo-jO  sin  tp ; 

r*ler,  weil  in  diesem  Falle 

> 

(-i)«-,=~t 

ist,  die  Gleichungen : 

C(x — x')  cos  g>i  = — B(pC\ — )  cos  tp , 
C(y— y)  sin  9>2  =  —  &  fa—y')  »in  9. 


dr  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  sin  g)  ,  cos  9: 
an  9i,  cosqpj  aus  90)  ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

91) 


l  C(x-x')  cos  |t-i(*-4i)}  =  U  (xx -x')  cos  {t+|(a-^)l, 
(  «in  U -  Jtf-dJ}  =  U  fr-y')  sin  tf+  '(o^)} ; 


«eiche  von  den  Gleichungen  80)  nicht  verschieden  sind.  Die  Be- 
jöjamung  von  x  und  %f  mittelst  dieser  Gleichungen  unterliegt 

Zur  Bestimmung  von  r  benutzen  wir  auch  jetzt  die  Gleichung 

(y  —  tO     «=r  sin  tp  sin  {tp  —    -+  a). 

aber  nach  21),  49)  und  88) 

,92)  i^=t1-i(a+6V-»)+(Ä1-i(»+»1-»-l)}*, 

Theil  VTJ.  11 
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ist,  so  ist  t;  _ 

(,/-;/)  «in  «  -  +  (- 1)*'+ K"-"-1»".  .sinCa+^sintr+i^)! , 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  z«  nehmen  ist,  jenachdem  i 
positiv  oder  negativ  ist.   Es  ist  aber 

(_  j/i+K»-»i-l)+»  _  (-  ^i+K«-»  .->).  (_  1)» 
=  (^l)^+^-Ä'-1).(-irn  =  (-l/1""l(n+ni+1)' 
und  folglich 

93)  (y-^sin  «  =  j-(-l)A»-W"+n,+1^r8in(«-M)sio|i-1-i(«-«i){, 

immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  n  ie  vorher 

Mittelst  dieser  Gleichung  ist  r  zu  bestimmen,  und  da  nnmi 
positiv  ist,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  zugleich,  ob 
gerade  oder  ungerade  ist.  „  '  V: 

Wenn  man  r  hat,  so  findet  man  rt  mittelst  der  tonnet 

94)  r^pr  ; 

und  zur  Bestimmung  von  xx' ,  fr  und  :r,\      hat  man  die  Formeln : 

■ 

,1'=a?'_(-_l)a^"-*-,,1+l).r«nlt1-l(a-rt)l, 

rcost?» — K^+^i)}; 

und 

^  =  .r-  _(_  l/t-^+«.+l>  r  Sin  {/1+y-.i(d+^)| , 

oder  nach  86) : 

j!,'  =  y  ±      1/'  -*<"+"• f  °.  r  cos  t«-  }(«+*,)  »• 

*>  j  ^=sy±(-i)1.-««+-+1>.r8».U-.i(W,)h 

"<««♦'  '  I  '  J 

und  '  v     »Ii J  


♦■  .  ..  i  i 

■ 

wo  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdem 
positiv  oder  negativ  ist«         ,  «*■    i  _  •  , 
Eine  Zweideutigkeit  kann  nicht  Statt  finden,  weil  man  naci 
dem  Obigen  weiss,  ob  Aj-JCn+nj+l)  gerade  oder  ungerade  isl 
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Aus  den  Gleichungen  82)  und  93),  welche  für  r  offenbar  ganz 
deoselben  Werth  liefern,  erhellet,  dass 

(_!/-!("+».)  UDd  ±(_1)J,-!(«+»,+i)) 

wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem  t 
positiv  oder  negativ  ist,  stets  gleiche  Vorzeichen  haben.  Und  da 
Dan  auch  die  Gleichungen  83)  und  94)  för  rj  ganz  denselben  Werth 
liefern,  so  erhält  man  offenbar  auch  für  xl ,  yi  und  x^,  ya'  aus 
den  Gleichungen  84),  85)  und  95),  96)  ganz  dieselben  Wertne. 

Daher  führen  überhaupt  die  Formeln  75)  und  76)  ganz  zu  den* 
selben  Werthen  von  x',  y  XiVft'?  <z%'>  1  und  man  braucht 
also  in  allen  Fällen  bloss  die  erste  dieser  leiden  Formeln  anzu- 
wenden, d.  b.  bloss  , 

h.«  ,  ._,_(^+^(^.)'''"i(*-*.)+(C,-iy)(y^-.y1)cogS^-<,) 
t»g,(f+iP,)-(t,_^_^)co^(4^i)_<c,+/^^i),.lnJ(i_^) 

oder,  wenn  der  absolute  Werth  von  i  nicht  grösser  als  \it  ist,  bloss 

»/;  fangt-. (6v_/^)(^^)cöS.(ö-d1)-(r+//)^^1)6iu;(d-d1) 
zu  setzen. 

Diese  Gleichung  kann  man  auch  auf  die  Form 

<J8)  tangi=   ff-l-lr  

bringen;  und  berechnet  man  nun  die  Hülfswinkel  SL  und  Slt  mit- 
telst der  Formeln 

r  ■ 

99)  tang&=|£^L,  tang  ^rr^^tangitf-^) ; 

90  erhält  man  nach  einem  bekannten  goniometrisehen  Satze : 

100)  tangi=tang(.a-r-£1)- 


Mittelst  dieser  Formeln  kann  t  ohne  Schwierigkeit  gefunden 
werden.   Hat  man  aber  t,  so  werden  mittelst  der  aus  dem  Obigen 
bekannten  Formeln  auch  die  gesuchten  Coordioaten  x,  y  ;  a/,  yv'\ 
yt'  leicht  gefunden,  was  nun  keiner  weiteren  Erläuterung 


■         .•  "i        ■  ■  »■ 

•    ■■    *         ■  .  »  |  n*,t   J  «  I       *  -•' 

17  * 
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Schreiben  des  Herrn  Professor  Spei- 
chen an  der  Ecole  müitaire  Bclgiquc 
zu  Brüssel  an  den  Herausgeber. 


Je  viens  maintenant  completer  ce  que  j'ai  deja  eu  l'bonneur 
de  vous  communiquer  sur  un  cas  particulier  de  I'attraction  de» 
points  materiels  par  un  centre  fixe,  ä  l'occasion  de  quelques  pas- 
sages  de  l'ouvrage  de  Mr.de  Pontöcoulant.  La  discussion 
roulera  principaleraent  sur  la  proposition  32.  Nr.  264.  page 
103.  T.  I.  de  la  me^canique  d'Euler,  intitulee:  Mechanica  sive 
motus  scientia  analytice  exposita.  Petropoli.  1736; 
et  surtout  il  s'agira  de  redresser  quelques  inexactttudes,  qui  se 
trouveiit  exprimees  aux  Nr.  269,  270  ,  271,  272  ,  273,  relatifs  ä  la 
proposition  citee. 

Dans  ce  qui.  suit  je  supposerai  le  texte  latin  de  l'auteur  devanl 
fes  yeux  des  lecteurs,  et  au  besoin  je  pourräis  le  transcrire  et 
le  communiquer.  Mais  comme  cela  ne  nous  senible  pas  necessaire, 
je  me  bornerai  ä  traduire  l  enoncc  latin  du  probleme  qui  forme  le 
point  de  derart  d'£uler,  et  de  notre  1 


:  • 


Soit  C  un  centre  de  forces  qui  attire  d'apres  "f 
a  loi  d'une  puissance  quelconque  des  distao-  | 


L 


1 

ces;  8*i  un  corps,  d'abord  au  repos  en  un  point 
A,  vient  ädtre  attire  par  ce  point  C9  on  de  man  de 
quelle  sera  s_a_vitesse  en  un  point  quelconque 

de  Tespace  AC1 

Pour  nous  conformer  le  plus  que  possible  aux  notu- 
tions  meines  du  texte,  supposons  le  mobile  dejä  arrive  de 

A  en  P  et  faisons:  AP^x,  AC~a,  CP=y,  partant 
o  —  x=zy. 

L'energio  attractive  sera  censee  en  raison  de  la  niem*  puissance 
des  distances,  et  Ton  designera  par  f  la  distance  ä  laquelle  le 
corps  tendrait  vers  le  centre  C  avec  une  force  e*gale  au  poids  p 
qu'il  aurait,  s'il  6ta\t  place  äla  sur  face  terrestre;  v  de*ootera  la 
vitesse  du  mobile  en  P  entre  A  et  C,  et  u  sa  vitesse  variable, 
quand  il  est  arrive*  en  Q,  au  dessous  du  centre  C,  si  toutefois  ce 
cas  est  possible«   On  aura  d'apres  ces  notations : 


TC 

Q 
B 
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d*x        (a— (a— jr)«   .  4  _ 

~df*—9- — ^5 —  ou  *dv=.g  .  - — -~~  ,dx  entre  /l,C; 

dp    9'    f*      ouudu=z—g.     ^  .da;; 


x  designant  dans  ces  den*  dernieres  Iquations  Ja_distance  du 

mobil«  a  son  point  de  derart,  c'est-a-dire  la  ligoe  AQ,  tandis  que 

dans  Je  lr  cas  x  =  AP. 

Si  Von  integre  la  valeur  de  cdo  et  que  Ton  deterroine  la  con- 
«tante  d'apres  la  condition  de  p=0,  pour  ar=0,  on  obtiendra. 

equation ,  qui  devient  identique  an  resultat  d'EuIer,  si  Ton  convlent 
avec  loi  de  mesurer  la  vitesse  par  la  racine-quarräe  de  la  hauteur 
dde,  ce  qui  revient  a  prendre  pour  unitö  de  vitesses  la  quantite 
ig  ou  le  double  de  )*acc4le>ation  de  la  pesanteur  terrestre.  Mais 
remarquoos  en  passant  que  plus  tard  dans  sa  mecanique  des  corps 
rigides  l'auteur  a  renonce*  a  cette  maniere  de  mesurer  les  vitesses 
pour  etabKr  des  Conventions  aujourd'hui  plus  g^neralement  adop- 
tees  et  plus  comroodes ,  quoiqu  un  peu  plus  lonsues. 

En  integrant  la  valeur  de  udu  ötablie  plus  naut,  on  a 


equatiou  dans  laouelle  la  constante  amenee  par  Integration  exprime 
evidemment  la  vitesse  du  mobile,  parvemi  au  centre  d'attraction 
meme.  Mais  cette  vitesse  doit  se  oeduire  aussi  de  la  raleur  de  v, 
en  y  prenant  y=0,  ce  qui  donnera  parconsequent : 

Constante  =  "lg .  fo^y» » 


n         an+i — (x — a)n+l 
et  partant :   tt»=ty .  («+ty» 


Aiuii  la  plus  grande  valeur  de  x^a  est  xzzz2a,  de  sorto.que  le 
mobile  se  meut  d'un  mouv erneut  rectiligne  alternatif  de  A  en  C  de 

C  en  JS  pour  Cßzzz  CA ,  et  puis  de  ß  en  A,  et  qu'U  a  des  vites* 
»ee  eeales  de  part  et  d'autre  du  centre  d'attraction  C;  c'est  ce 
qoe  demontre  la  comparaison  des  valeurs  de  v,  w.  Mais  hi  le  mo* 
Wie,  arrive*  une  In  roisen  C,  se  trouvait  repousse*  de  C  en  Q, 
c  est-a-dire  si  la  force  centripete  contimnüt  ä  aßfir  snr  lui  dans  le 
meine  sens,  les  accroisscments  ehernen  tui  res  au,  dx  seraient  de 
meme  signe  au  dessous  de  C,  et  Ton  aurait  des  lore: 

a»+  i  +  jx-gy+i 

Ainsl  la  vitesse  du  mobile  irait  constamment  en  croissant 
4«  Cvers  Q,  depuis  sa  valeur  en  C  jusqu'ä  l  iuüni;   et  un  tel 
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resultat  etait  evident  d'avance.  Mais  dann  ce  qui  preceae  nous 
avons  suppose  w  +  1  positif;  voyons  ce  qui  a  lieu  pour  le  cas  con- 
traire  de  n  +  1  negatif.    En  posant  alors  «  +  l  =  — m,  m  etant  un 


nombre  positif»  on  aura: 


fm+x 

71^  Const. +2ff.  J^^yii'  '.  - 

*         i  ■  i 

Remarquons  d'abord  que  confonnement  aux  notations"  la  plus  fälble 
valeur  de  %  est  ici  x~a;  or  en  prenant  x=afi  il  laut  qu'on 
retrouve  fa  vitesse  qui  anime  le  mobile  en  C,  et  <jui  devfent  in- 
finie  dapres  la  valeur  de  v,  etablie  pour  ?i-fl  positif  ou  negatif. 
On  aura  donc:  gd=go -|-cotist.  et  cette  egalite  se  trouve  vraie  pour 
une  valeur  finie  quelconque  de  la  constante  qui  semble  ainsi  rester 
inconnue  et  iudeterminee.  Mais  si  Ton  considere  que  la  vraie  valeur 
de  la  vitesse  acquise  en  C  n'est  pas  seulement  £  ou  qd,  inais  bien 

2fr.-—   |/t  am  '  >  e*  <lue  CeS*  ce|*e  valeur  totale  qu'il  faut 

ecaler  a  ce  que  devient  a*  pour  x  =  a,  on  obtient  reelleraent,  en 

3a  /»f  i 

ne  negligeantplus  le  fini  par  rapport  IfllnQrtt:  Const.  =  -; 

et  cette  valeur  donne  pour  u2: 


tu/  1   .  iV 


amJ* 

equation  qui  exprime  le  veri  table  mouvement  da  point  materiel  et 
aimonce  qu'il  y  a  reel  leinen  t  un  mouvement  reetil  igne  alternaUf 
com  nie  pour  le  cas  de  m+1  positif.  Du  reste  la  necessite  du  mou- 
vement alternatif  se  conc oit  directement  et  sans  aucuo  calcul,  soit 
que  lattraction  se  fusse  d'apres  la  raison  directe  soit  quelle  ait 
heu  d  apres  la  raison  inVerse  d'une  certaine  puissance  de  1*^1  oie- 
nement;  en  effet  dans  le  lr  cas  le  mobile  se  precinite  sur  Te 
centre  C  avec  une  vitesse  finie  de  C  vers  Q,  et  la  iorce  alors 
nulle  de  ce  point  C  ne  saurait  hri  eolever  cette  vitesse  instantane- 
ment.  Dans  le  second  cas  le  mobile  se  preeipite  avec  une  vitesse 
infinie,  et  la  force  du  centre  guoiqu  infinie  alors,  ne  saurait  de- 
taruire  cette  vitesse  de  C  vers  Q  d'tme  maniere  brnsque  et  instan- 
tanee  et  encore  moins  saurait- it  la  reproduire  eu  sens  contra ire 
de  C  vers  Ai  cela  est  aussi  evident  par  la  loi^e  consünuite,  qu'U 
est  evident  quuae  force  finie  ne  Saurait  im  primer  inst  antauemont 
une  vitesse  Ii  nie  a  une  i  nasse  finie.  ReUiarquons  en.  ore  quo  dans 
le  cas  qui  nous  oceupe  leS  fornuues  generaleS  ri.i  r<li ',  r/iv-  </(Lc, 
etc.  ne  soht  plus  applicables  au  passage  du  mobile  par  le  centre 
nt  pour  ses  positions  infiniment  Voisiues  en  deca  et  au  de  la  de  ce 
point ;  puisque  dans  cette  etendue  de  positions  la  force  infiniment 
grande  de  C  imnrime  et  enleve  eusuite  au  mobile  des  degres  de 
vitesse  finis  ä  cbaque  coup. 

L'hypothese  sur  lanuelle  nous  avons  base  l'existence  de  la 
vitesse  u  et  de  la  formale  urff4=.  ..  n'est  donc  pas  meme  sujette 
a  la  moindre  difficulte.  r 
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11  Doos  reste  encore  ä  exarainer  le  cas  special  oü  la  force  du 
ceorre  est  simplem  cot  en  raison  inverse  de  la  distance;  ce  qui 
donoe  n  -f- 1  =  0.  Mais  ici  encore  nous  ferons  une  Operation  ana- 
\o%w  a  celle  des  autres  cas  deja  examines,  c'est-ä-dire  que  nous 
■e  devons  pas  nous  eo  tenir  aux  equations  entre  quantites  finiee, 
obtenues  d'uae  maniere  generale,  roais  qu'tl  faut  remonter  ä  l'equa- 
tioo  differentielle  raeme  qui  exprime  le  movement  pour  un  instant 
Or  on  obtient  ici  imm&liatement : 

.  udu=-g.f.{—yr 


Kirtant:  «2  =  Const.  -  2<7 .  / .  log  (<r — a)  =  2o/log  (  a) .  Soit 
«o  la  vitesse  avec  laquelle  le  mobile  quitte  le  centre  C  pour  de* 
acendre  de  C  vers  Q.  On  aura  dooc: 

u\  =  C—  2g ./ .  log  (*— «) , 

poüim  que  Ton  fasse  dans  cette  derniere  öquation  ar=a.  Mais 
on  rrouvera  de  raeme : 


.      ,     ««0=2?. /".log.^), 


powvu  que  Ton  fasse  dans  celle -ci  y =0.    En  substituant  cette 


valeur  on  plutot  cette  forme  de  «90  dans  l  autre,  on  a 
%/-log(^)=— 2^/*  •  log  (orr-a)  +  Const, 
wjuatioD  qui  donoe :   Const  =  2g.f . log . (* \~a\ 

y 

D'ailleurs  la  distance  nulle  ou  infiniment  petite  x — a  est  mesu- 
ree  de  C  vers  Q,  et  la  distance  null«  ou  inüniment  petite  y  est 
mesurec  de  C  vers  A  eo  sens  contraire»  Mais  couune  ce  soot 
des  quantites  absolües,  aitendu  que  les  signep  (+— *)  oot  etepris 

d  aBotd  ea  consia<Sration,  le  rapport  Wutefoliil  estdeter;- 


Je  dis  de  rilus  qu'il  est  egal  * 
ä  une  distance  entre  Af  (X 


Yuaite.   En  effet  si  lattraction  cessait  ä  une 
y~d,  penr  recommencer  quelques  iustants  plus  tard  apres  que  le 
mobile,  qui  alors  descendrait  evidemment  vers  le  centre  eten  des- 
sous,  serait  ä  une  distance  au  dessous  de  se  point  egale  ä  &=zc — a, 

äff 

la  constante  de  ce  nouveam  mouvement  setait:  2g f.  log  Gy) ;  et 

comme  rien  n'erapeche  de  prendre  l'arbitraire  6* = ä ,  quelque  petite 
uae  soit  cette  derniere,  on  aura  pour  le  cas  ou: Taetion  du  centre 
C  n'est  pas  suspendue,  Const  =  2gf. log a;  de  la  on  conclut: 

*  »     4  J         4      i  (  * 

■  * 

«»=20./.log(~), 
taodtsque  pour  le  mouvement  entre  A,  C  on  trouve  aisement: 
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Or  comme  cette  valeur  de  m=0,  pour  4?  =  2a,  il  y  aura  eucore 
ici.up  mouvenieot  oscillatoire  de  part  et  d'autre  du  centre  dattraction. 

Si,le  mobile.,  par  venu  en  C,  continue  a  etre  poussä  par  Ja  force 
du  centre*  suivant  AC  prolong©  Ter«  QB,  o*  aura: 

dx 

udu =#./.  (^37^) ;  u*=z2gf .  log (x — a) -f Const 

En  determinant  la  constaote  comme  prec£demment  on  trouve 
quelle  est  iofroie,  de  sorte  qu'au  dessous  du  ceotre  la  vitesse  se 
compose  de  deux  parties,  dune  vitesse  infinie  et  dune  vitesse 
finie  qui  augmente  de  plus  en  plus,  mais  dont  les  aocrolssemeote 
vont  sans  cesse  en  diminuant.  Or  c'est  lä  ce  que  Ton  con^oit  eo- 
core  iraraediatement  et  sans  faire  intervenir.le  calcul. 

Montucla  s'est  egalement  trompe  au  sujet  de  l'attraction  des 
points  mateViels.  11  prätend  d' apres  Newton  (histoire  des  math. 
t.  II.  p.  447.  et  448.)  que  dans  le  cas  d'une  attraction  en  raison 
inverse  du  quarre*  de  la  distance  le  mobile  ne  descende  pas  au 
dessous  du  centre,  tandisque  pour  cetui  de  la  raison  inverse  simple 
il  lui  attribue  un  mouvement  alternatif. 

Profi tous  de  la  presente  occasion  pour  expliquer  un  pnfteodu 
paradoxe,  remarque  par  D'Alembert  et  qui  se  rapporte  en  entier 
a  la  matiere  präcedente.  Voici  en  resume*  ce  qu'expose  l'auteur  (opus- 
cules  math.  t.  4.  p.  62):  „un  point  mate>iel  A  est  attire*  par  un 
centre  C  en  raison  inverse  du  quarrt  de  la  distance:   on  aura 

d  apres  l'auteur  et  dans  les  notations  admises : 

... 

*v  *w  \  ,  * 

Or  si  on  snppose  atec  lui  qu'au  dessous  de  ce  centre  la  force 
centripete  ne  change  pas  de  signe,  il  s'ensuit  que  comme  x  est  alors 
plus  errand  que  a,  la  valeur  de  e  ott  u  devient  ima^inaire ,  ce  qui 
est  clit-il  assez  paradoxe,  puisque  la  vitesse,  .qui  est  infinie  au 
centre,  doit  ensuite  augmenier  encore,  car  lorsque  le  mobile  a 
passe"  ce  point,  il  recott  de'  noüveaux  coups  dans  le  meme  sens 
qü'aupacavant -  >  >-..-.\-r 

D'abord  nous  remarquerons  que  Fequation  en  uh  qui  a  e'te 
ötablie  ci-dessus  donne  en  genenrt: 

'>  1 

y/  'a — x 

Si  Ton  veut  avoir  la  vitesse  v,  entre  A,  C,  on  peut  dlterminer  la 
constante  par  la  condition  de  »=0,  ar=0  a  la  fois;  cequi  donne 
en  effet  la  raleur  de  v2  de  la  formule  (A).  Mais  si  Ton  veut  avoir 
la  vitesse  du  mobile  pour  tine  posItion  Q  inferieure  a  C,  la  prtf- 
c4deote  determination  de  la  constante  devient  vicieuse;  car  dans 

Tequation  u*  =  Const  -  1gf* .  j~  il  n  est  plus  permis  de  la 
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determiner  d'apres  !a  conditKoo  de  u=0  ou  r=0  et  jr=0  a  la 
fois;  puisuue  dous  savons  qu'au  centre  C,  oü  x=a,  cette  vitesse 
est  intime.  Nommant  donc  »i  cette  valeur  infinie  de  ti,  od  doit 
avoir: 

Nommant  de  meme  vt  la  vitesse  acqutse  par  le  mobile  arrlve*  de 
A  eo  C,  on  aura  encore: 

1    '  "  -         -  1 

Maisöle*  cfaaotit^s  »,  ;  s«nt  Identiquement  tot  «enies ;  ce  qui 
doonera: 

On  voit  donc  par  lä  que  C  a  uoe  valeur  infioie  4#/*.Q,laquelle 
est  äquivalente  ä  Sej'.    Si  Tonsubstitue  cette  valeur,  on  trouvera: 

«■=2».»—         Amsi  an  dessous  du  centre  la  vitesse  du  mobile 
*         — a 

dejä  infinie  augmente  de  plus  enplus;  imais  eile  n'atteindra  jamals 
la  iimite  infinie  vtY 2*  ^e  calcul  n'est  donc  pas  necessairement  en 
d*7aat ,  comme  le  declare  D'Alembert,  et  au  contraire  il  donne  tout 
ce  quil  doit  donner;  desque  Ton  n'admet  pfus  gratüitement  que 
fa  ?itesse  du  mobile  puisse  £tre  exprime'e  par  une  seule  et  meme 
formule  avant  et  apres  le  centre  d'attraction,  et  que  la  constante  ar- 
bitraire  dofve  avoir  une  valeur  qui  resujte  de  e  =  0,  ,*==0  ^  lafois. 


2  M 


V.T..  ..  11       \   t.»       •'.*..  *  "     ••'•^O''     «.I       '.•■'Ii  r»     .'i        I  -  •  ' 

♦ 


[ 

I.      hu,  •'!.»!       .1  -m;   r  ;*:.■       n  >.u  <  »'» 


In  quaestionem  a  Celefo.  A.  OSpel  in 
T.  VI.  pag*  33.  propositam  complete 

solvendam. 

Aue*.  iW-  E.  G.  Bjoriing, 

ad  Academ.  Uusal.  Docens  Mathcs. 

i 

'».J  ff*:  \V*  'u  '  •    ■  .   ,  r.s  .'  ;    i'  !'  J 

•?i'»/u<  .1        .it.         /*■>■»  '>:ri'*#      *.  Iii»  i  .-|* '       •»     «  t,     ;.•*»  :-*> 

l.  Cel.  GOpei  |,  c  ambas  has  foraulas  *) 


(1)....  l-*(n-t)i  +(n-2),^(*-3)i  +etc. 
:     (ua<iue  ad  primuni  tennloum  evanescentemj  =  >,' 

J  f 

-ii         ;  ■         ;  :    •••<  :<.     ■    1 1-.»»        •  j        .  }  :«■♦!« '  »         ;  .  •   .  ü 

(2)..!.l  V(*+l)i  -2  »9  +3.  (n-1).  +4.(fc-2)4^etc.  (osque  ad....) 

sin(„  +  l£ 

=1  «n+lfc  cos  (n-l^H  — i 

8in3 

probandas  sistit.  Quae  aüTeTffTtmr  nonnisi  speciales  sint  casus, 
profecto  abs  re  haud  erit  universale  boc  edere  demonstrandum 

/  Theorema.  **) 

m  mm 

Denotantibus  F0(=l),  Ft,  Ft,  etc.  numeros  m'ordi* 
nis  figuratos,  nempe 


*)  LocO  citato  hae  formnlae  aliter  paullulum  deseriptae  *ont  mi  fa- 
cillirao  usque  negutio  in  hanc  forraara  simpliciorcm  acque  ac  generali 
nostrac  tt)  raajis  conaentaneam  redueuntur. 

**)  Not  quid  cm,  qaae«tione  ipsä  Cel'  Göpel  addacti,  naper  admo- 
dwra  Theorema  itith.uc  deroonstravimas  nee  profecto  hac  uti  occaaione 
demonstrationis  nostrac  in  medium  heie  proferendae  supersedusemu«,  ni«i 
forte  res  alii  cuidam  operi  nostro  in  Novii  ActU  Reg.  Socict.  Scicnt- 
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,  ,>»o,(>»+l)i,  (m+y%,  (m+3),,  e^. 

atque  n  numerara  integrum  quemlibet,  habetur 

dnm  tt'^a?  est  auf  0: 

,  (I)  ».  1 .  ^  (*+ — +  jP,(«-f  »t-  2)w+9  -  etc. 

(usque  ad  primum  terminum  evanescentem)  =  \ 

'=0  sin£ 


I  dum  vero  m  irapar:  * 

-^^rr )  5   1 — _  «m'  •  •  r 

•  *  ein? 


3 

■  1  f» 


•m  SjS  hab«ntur  «•  FT-  posito  success.  m=0,  1,  2,  3  formulae 
'Hae  (1)  et  (2)  ac  praeterea 

1 .  («+2)a — 3(n+l),  +  6w4 10(«— 1)6 -f  etc.  ±r 


sin!T  sin(n-fl)*J 
=  i.  (»+2),— +2(»-|-I)1co8(»^f)|+9. 


(4)....  1 .  (it+3)9  -4(n+2)4-  10(fi+l)B+  20/>ö  -etc.  = 


=  l{(n^),cos(7t-2)J-f 2(»+2)a  '— 

3  sin- 


r 


ö"'3  R 

1  Quod  cumTheorema  (uti licet probari)  etiamsi  «=0  fu& 
"t,  saltem  nisi  eodem  tempore  m=^0i  valet;  corollarii  instar  e* 
w  coonequitur  haben,  p  denetante  num.  integrum  =aut>m, 

dum  m  par  est  aut  0: 

— ^  

Ff  »iL  (T.  XII.)  dodonl  »eraeript»  mnncxz  onset  quodaramodo.  Tjpw 
lpttur  tandem  in  To.  aequenti  impressam  Theorcraati*,  do  quo 
demonstrationem  in  hoc  „Archiv  o"  condendara  ofTeromua, 
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(tt)....pm-Fl(p— i)»+,  +  F,(|»-2)1.+,— etc.  (nsqne  ad 

prunum  term.  evaneac.)= 

* 

dam  vejro  m  impar: 

mfl  /■  *m— i  m 

f=0  610- 

•  feie  h&beohir  ex.  gr.  posito  success.  m=0,  1,  2,  3,  loco  for- 
mularam  (1)  —  (4),  istae: 

8lD(p+l)| 

1  -  (P-Di  +  (P-2*.  + etc.  =  -  • 

'  pt  -  2(p~t)< + 3^-2), + 4<p-3).  +  etc. 

.  eln^! 

=  _5.|p,C08(p+l)f— 


B3 


*  -  3(p-l>,  +6(p-2)4- 10(p-3),  +  etc. 

shi(;j-H)£  sin|>+2)| 

>  ,  sin-  «in 3 

-     -     -  i        I-      .  ;  ; 

p% — 4(^-l)4  +  10(p-2)6  -  20(f>-3)« + etc. 

.•  i  t  _  «...  i  -         ■  ■,  ■ ,  ■•  •'•  "}  <    i:1  i  J8lp^-  •  •.(»  .tt7  iim  »  I 

stn(/>+l)- 

.  +^(p-2),cos(^2)|.-  V.  * 


V 
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ä.  Ex  hac  tandem  fonnola  (II)  habentur,  potrito 
<lae  hae  numerorum  figuratorum  relationes: 


1°)  dum  m  nnm.  est  ioteger  par: 


71 


2   li=^  £  sin(m-fl+0 

i=(-y-   nr^ 

.  ^?f<f-'  CO«  (m— 1  +0  5.1 


(III)^  ^    2°)  Vun»  w  }mP*r  *8':  41  '  '  '* 

!  =  (->)  •  .  Ls»  ^co8(m+l+.-)f. 


■  ' 


S      3'  "'" 


9T  >  • 


1 1    '  ■  *  r  i    .  ,  '    T- . 1    '  .  1 1  f  1     .  ?*       '    t  . 

Nota. 


Memioisse  juvabit,  nümeros  m*  brdinis  fi£uratos (m  mim.  iwt. 
aotO)  J 

. »*o»  ,  (m+tyt*  etc.  |. 

coSfficientes  esse  potentiarum  ipsius  x  in  evoluta  tunctione 

(1  -*)-<-* »); 
cotfficientem  vero  ipsius  .r*  in  evoluta  functione 

ipsum  conficere  merabrum  prius  aequationis  nostrae  (I). 
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Ueber  die  Integrale 


rcoabac^  nna  f* oczlnbac^ 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlö  milch, 

Privotdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


Man  kann  die  Werthe  der  beiden  obigen  Integrale  leicht  mit- 
telst des  von  Laplace  vorzüglich  angewendeten  Kunstgriffes  ent- 
wickeln, welcher  darin  besteht,  dass  man  dieselben  in  irgend  eine 
Relation  zu  bringen  sucht,  die  sich  durch  die  Bemerkung,  das» 
das  zweite  aus  dem  ersten  durch  eine  DüTerenziation  abgeleitet 
werden  kann,  in  eine  Oiflerenzialgleichung  verwandelt,  durchbiegen 
Integration  man  dann  die  Werthe  der  Integrale  bekommt.  Diese 
Methode  las  st  sich  Wen  in  folgender  sehr  einfacher  Weise  an- 
wenden« 

Sei  zuvörderst  1       u  :'  -  ■■' 


/»*  ceste;  _ 


(D 


so  folgt  durch  beiderseitige  Differenziation  nach  f,  welches  als 
unabhängig  veränderlich  angesehen ! wird  J  , 


dt=~JQ  ^w^-  <*> 

Um  nun  noch  eine  zweite  Beziehung  zwischen  den  beiden  frag- 
lichen Integralen  zu  entdecken,  wenden  wir  uns  an  die  identische 
Gleichung  -  ^ 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  dadurch  Oberzeugt,  dass 
man  auf  der  rechten  Seite  Alles  auf  den  gleichen  Nenner  x*— a* 
bringt  und  dann  die  Funktionen  sin  t(x— a)  und  sin  zerlegt. 
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Wir  multipliziren  diese  Gleichung  mit  dx  und  integriren  sie  zwi 
i*chen  den  Gränzen  x=0,  ar=oo.   Es  ergiebt  eich  so 

%cos  atl     x<1__a%dx — 2o  sin  «rf/  xr__n*dx 
/>«sin*(*-«)^  .f  r*8\nt(x+a)dXf 

>der  unter  Benutzung  det_  Gleichungen  (1)  und  (2) 


h'v'  ?,K  ^cosaf.^-2«sinflf.tt  \  "ü,1  :"~  ' 


(3) 


Konnte  man  nun  hiefden  Wertn  der  rechten  Seit*  luVsieh  ausfin- 
dig machen,  so  wäre  das  Problem  der  Entwicklung  des  Werthes 
tod  u  auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differenzials-Ieichung 
Eoröckgeführt.  Es  hat  aber  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  den 
Werth  der  rechten  Seite  von  Nr.  (3)  zu  finden.  Setzt  man  näm- 
lich in  dem  erste«  dieser  Integrale  x^et^y  und  im  zweiten  *+o^=*. 
so  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

f**mty,    ,  /»»sink. 
oder  durch  Zerlegung  -*\> 

J^a    y    * V+«  y    H  V+«  1  ' 

und  da  in  einem  bestimmten  Integrale  nichts  auf  die  Wahl  des  In- 
tegrationsbuchstabens ankommt: 


Man  hat  aber  weiter 

.  - 

und  wenn  man  im  ersten  Integrale  y=-z.  im  zweiten^:  setzt : 

oder  durch  Vertauschung  der  Integrationsgränzen  im  ersten  Inte- 
gral, wodurch  dasselbe  positiv  wird, 

/+«sintor,     ~  /*+asinfe,  t 
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Substituireii  wif  dies«  in  Nr.  (4),  so  ist  jetzt  der  Werth  der  rech- 
ten  Seite  in  (3)  gleidh 


Wo  *  J  +0     2         \       J  o  * 

Man  kennt  aber  die  Formel 


J0  —,lx^r 


:' ;  i 


Setzt  man  darin  x—ti$  so  erhält  man  unter  der  Voraussetzung 
eines  positiven  t  *)* 

"'<      .  f;^=i 

upd  mithin  ist  der  Werth  der  rechten  Seite  von  (3)  =  w.  So  wird  nun 
,     — cosof.^— a8ina<.ii=^. 


Um  diese  Differenzialgleichung  zu  integriren,  setzen  wir 

u  =  cosai.r,  (5) 

wo  v  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  /  bedeutet,  wodurch  sich 
ergiebt 

dv  y  '*  st 

—  cos  at (cos  at .  ^  — osin at .  v) — asin  oleosa* . v  =  ^  » 


«  » 

« 


oder  einfacher 

-cos«a/.J=|, 
mithin 

n  p  dt  if  tan  o<  — 

9 — Vcossor"'^~+t" 

indem  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet.    Nach  (5)  ist  nun 

'   .      .  .    -  w« 

7t 

tt= — ^  sin  <rt+  C  cos  at , 

oder  nach  Nr.  (1) 

93    COS/4"  »  * 

^ — ^pOx  — — 2j8in«/-f-Ccosa<;  (6) 


und  ebenso  ist 


*)  Für  negative  t  werden  nämlich  die  fntegrationsgränzen  :  0  und 
—  oc  statt  0  and  -fce. 
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^coso/— aCsmat , 


folglich  nach  Nr.  (2) 


xi_a&x  —  2  cos    -f a  C'sin  a<.  -  (7) 

Cm  noch  die  Constante  C  zu  "bestiminen ,  setzen  wir  in  (6)  f =0, 
woraus  »ich  ergiebt  & 

Nun  ist  aber 

folglich  ^,is.        i  .  . 

/»X 

s=0. 


Benutzen,  wir  dieses  Resultat  für ;  die  Gleichungen  (6)tuid  (7) 
and  schreiben  zugleich  6  Jfur  *,  so  ist, jetzt:,  u 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  man,  in  der,  ersten  Gleichung  a 
okht  =0.  nehmen  darf,  *weU  für  diesen  fall  4fc  Vesiimraung  der 
CooÄtante  Sick  ano>flt.  • ,  fcs  tfir^  dann 

1    J     •»    '•  v     1      i  :  IT    lulf.  :  -  ü  ),.    ü  )  :t'»1l.' 


and  also  nicht  mehr  =0.  Ebenso  darf  man  6  (das  frühere  t)  nicht 
negativ,  nehm**,  «v eil  die  Formel  ;j  ,  -  (  j 

t  v  i  .     /"Uin/z  ,      TT  . 

i  »  •!  V.l.         'Ii  'I  ■■. 

•i.w  •  .t."  '  -\-.\<t/, .*.■■$>.*   '  "  ■  tu      »  •  l  i.' 

(Ür  i^gatire  «ihre  Gültigkeit  yeriiert     •     =  , 

»     .     »«  m  i    :  .  t     .       1  i  i  '   ;»  ,i  I 

.    ■•><.  >  vi!'.;-. ..  ji 

.    ;    j  :  m  .  I  n '  "  ^  .TTi!^^^^^^^  '4>-'; 

<  „\  •!;   '       »  •      i   r   .   •  •  "ir 

TfceÜ  VH.  W 
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r  ...  i.i»  i. 


Metrische  Relationen  im  Gebiete  der 
perspektivischen  Projektion. 

Herrn  Doclor  Ö.  S  chi  o  ni  i  1  ch , 

PrtvAldoccntrn  an  der  Universität  «n  Jena. 

<">  'Die  geome^crrerr  S&z* V  2«  vctfch'en tlürcH'^Wtt^ 
hing  der  perspektivUöK  Projektion  'verAchiedehei1  GebiWe 
gelangt,  beziehen  sich  fast  durchgängig  aui  die  Lage  verschiede- 
ner Punkte,  Linien  u* s*-W.  gegen  einander,  vf eiliger  dagegen  aul 
metrische  Relationen.  In  «Ter  fhat  lst  <Ke  harmonische  Propor- 
tion das  einzige  Verhältniss,  welches  durc^  Projektion  nicht  ge- 
stört wird  (die  Projekten,  «iiier  harmonisch  getheilten  Geraden  ist 
wieder  eine  harmonische  uihV  ähnlich  für  den  harmonischen  SVrahl- 
büschel),  während  alle  übrigen  Verhältnisse  durch  Projektion  mehr 
oder  mliinVr  £^ntle¥^^T/e^4eh;  '•Wes^'  V^ddrtin^lj  fi^  aber 
«oft  ebetoswelmiietiet  'nls  therkvfüT^iJe*  ^iaitrr;  so  da»s°es  tfcSt 
ohne  Interesse  sein  dürfte,  "dleseW1  Eirund  tor  StcN  gariirf  fefeMteb- 
taren  Gegenstand  näher  zu  betrachten. 

ld*»in  \\  '♦Tjilnil  HfifO  vN  ifrfii  f  s r  l» !    .0—  iiforu  tiriin  r».lr.  nun 

Es  mögen  VW  und  uw  (Taf.  Ifl. .  Fiscal)'  zWei  auf  etnm^leVsertk- 
rechte  Ebenen  sein,  die  wir  kurz  mit{/£)  und  (<•)  bezeichnen  wollen. 
Ist  nun  ausserhalb  derselben  ein  fester  Punkt  O  und  in  (E)  ein  be- 
liebiger Punkt  P  gegeben,  so  ist  offenbar  der  Punkt  />.  in  welchem 
der  Projektionsstrahl  OP  die  Ebene  (e)  schneidet  «  die  Projektion 
des  Punktes  P  für  O  als  Prbjettiönscentrtim.  "1ir'  x  *"S'«n 

Um  die  Lage  der  Projektion  p  näher  zu  bestimmen,  ziehen 
wir  die  Perpendikel  OV  aui  {E),  Oo  auf  (e),  Vv  und  or,  und  set- 
zen OV—oü=u,  Oo=Vv~t.  durch  welcne  Constauten  die  Lage 
des  Projektionsmittelpunktes  (/bestimmt  wird,  ferner  PM=vT~Ä 
und  vM-PT=^  F.  L  esen  wir  ferner  durch  die  Punkte  O,  V,  P 
eine  Ebene,  so  schneidet  diese  (e)  in  der  auf  (£)  senkrecht  ste- 
henden Geraden  Np.  Setzen  wir  noch  die  zu  bestimmenden  Coor- 
dinaten  des  Punktes  P,  Np  =  x,  No=y,  so  ist: 

";  H7  Ji-.ii  1 


Digitized  by  Google 


<L  L 


woraus  man  findet 
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PM.MN=Vt.tN , 

*  . 


.Nun  ist  auch 
cLL 


f  F 


Vt.PM^VN.PN, 

*  ■  » 

t:X=VN:Pfc, 

* 

t+X:Xr=zVN+PN.PN 
-VP.PN. 


1  .  . 


Au.  *  OrP<si±pW  flies*  aber:  , 

FPiPN—OFipN 

JHbstituirt  man  dies«  Proportion  in  die 

folglich  .  ^  ! 

Aus  des  beiden  gefundene»  Formeln:  1  ! 

uX  \iu  i  ; 

"!  i  *Tfl"  .»:!•   .i  .    .  • 


kann  man  leicht  auch  die  umgekehrten 

u-x> 


,  '  «  «»  ■      1         Ii    .J     '  • 


'  .V1      i«»     *  »  . 


— 0? 


(4) 

ableiten,  und  zwar  (3)  an*  (1)  und  dann  (4)  au«  (2)  und  (3). 

Mit  Hülfe  der  Formeln  (1)  und  (2)  kommt  man  von  den  Gebil- 
den der  Ebene  (Ey  auf  die  der  Ebene  (e)  und  durch  die  folgenden 
(3),-  (4)  von  diesen  auf  jene.  Bemerkenswert h  ist  noch,  dass  in 
dem  Ausdrucke  für  x  die  Ordinate  F  nicht  vorkommt  Lauen 

18* 
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wir  daher  bei  unveränderten  tt,  U  X  bloss  Y  sich  ändern,  so  wird 
P  alt»  Endpunkt  von  MP  eine  Gerade  beschreiben,  welche  der 
Grundlinie  mn  in  der  Entfernung  flfP  parallel  läuft.  Dabei  wird 
sich  nun  nach  Formel  (2)  y  "ändern ,  r*aber  nach  Formel  (t)  x  immer 
constant  bleiben,  d.  h.  der  Endpunkt  p  der  Geraden  x  wird  eine 
Gerade  beschreiben,  welche  der  mn  in  der  Entfernung  jV»  paral- 
lel geht.  Also :  die  Projektion  meiner  Parallelen  zur  Grundlinie  ist 
wieder  eine  solche  Parallele.^  ,  .  \> 

Um  nun  auch  die  Projektionen  anderer  Geraden,  welche  der 
Grundlinie  nicht  parallel  laufen ,  sondern  einen  beliebigen  Winkel 
mit  ihr  machen,  aufzufinden!  brauchen,  wjr  bloss  die  Projekt  loneti 
zweier  auf  ihr  liegender  Punkte  aufzusuchen  und  die  gefundenen 
durch  eine  Gerade  zu  verbinden.  Denn  man  übersiebt  leicht,  da*** 
die  Projektion  einer  Geraden  selbst  «ine  Gerade  sein  muss. 

Es  schneide  nun  die  Gerade  CP  (Taf.  III.  Fig. 3.)  dieGrundlime 
mn  unter  dem  Winkel  PCM=  <p,  wobei  wir  C  als  Anfangs-,  P !  a#* 
Endpunkt  der  Geraden '.betrachten*  so*  ist  C'.die  Projektion  seiner 
selbst,  weil  dieser  Punkt  beiden  Ebenen  (£)  und  (e)  zugleich  an- 
gehört, und  es  handelt  sich  folglich  bloss  noch  um  die  Projektion 
p  des  Endpunktes  der  Geraden.,  dessen yCoordipaten  .  A',  und Y  wir 
jetzt  durch  den  Winkel  <p  auszudrucken  habend  Setzen-  wir  dem- 
nach Cc  —  k,  CP—z,  fo,[»\:  ^  .  y  <\  .k\  \ 

MPzzzz  X—z  sin <p ,  Mv—  Ir=/--f-2cos<p. 

ftnreh  die^e  SbbstltutioTien'  erhält  mnr»  aussen  Formeln  1(1)  «*-  W  z 

wzsift^    /.  :/•  I  ^  ut 
X  ZZZZ  -r—t  .        =  M  —  T~.  :  > 

f  +  rsinqp  r  +  isin<p  ;  ,i 

1k  y  ti  cos  (p  J  u         //  —  f2coty 
y~  *  +  zsin9  T  Aising)  ' 

Lassen  wir  jetzt  z  ins  UncuuMich*,,\<ti<i*>eu|,):  d»  h.,rdiP><tL#M?  :<^f» 
in  s  Unendliche  fortlaufen,  und  gehen  zur  G ranze  für  2=00  über 
so  erhalten  wir  /  \, 

ar=r«,  y—  tcotq>,  (5) 

d,  h.  geometrisch,  die  Projektion  eines  unendlich  entfernten  Punk- 
tes liegt  aul  einer  durch  o  zu  mn  parallel  gelegten  Geraden,  «lern 
sogenannten  Horizont,  und  die  Projektion  der ;  unendlichen  Gera- 
den CPQ  ist  die  endliche  Oerade  Cq.  Der  riinki  )/  wiM1  gefun- 
den, wenn  man  aus  O  eine  Parallele  zu  CQ  zieht,  welche  dem 
Horizonte  im  Punkte  q  begegnet. 

Es  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  in  den  Formeln  (5)  das  anfangs 

? ingeführte  Ä==6V  nicht  mehr  vorkommt,  dass  mithin  diese  Ent- 
ernung  auf  die  Lage  des  Punktes  q  gar  keinen  Einfluss  hat. 
Ziehen  wir,  daher  in  verschiedenen  Entfernungen  Cd,  Cp,  C"r,  etc 
die  Gerade*  "CQ,  CQ,  CO",  etc.,  so  müssen  die  Projektionen 
derselben  die  Gerndeji  Cq±  Co,  CS'q,  etc.  sein,  d*>  h.  die  Pröjek« 
tioneti  einer i  lieihe  von  Paralleliinien,  welche  die  Grundlinie  Unter 
einem  beliebigen  W  inkel  >  ü  sehneiden,  bilden  einen  Strahlbüschel 
dessen  Mittelpunkt  im  Horizonte  liegt  w 

«  ! 
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•  Satt  srllt  unfcli  unijrtkthrt.   ^h»m(  matt  nfcmlicli  fcwde^n 

Formeln  <3)  und  (4)  ±*=ti,  so  werden 'A^  r=2oo,  so  ctW  <Jer 

Endpunkt  t)  der  Geraden           im  Unendlichen  Hegt:  ioglettih* 

ist  Aber  auch       •      i-»Hm  •».,.        ,;j      ..          .       ,  ,P.  ,  • 

A'     tx     tu  f 

-¥>=  —  =  —=-.  (Ii) 
*     uy    uy  y 


Wenn  also  -  —  -~  =  tan  Oo»= tan <p  gesetzt  wir«},  so.  ist  auch 

p-.tan^,  mithin  W.  PCM^Qqo,  Zieht  man  iWnacn  MieWg* 
Urnen  qC,  t/V',  etc.  und  CQ\\CQ\\  €Q?  etc.,  welche  die 
fouudlinie  sämmtlich  unter  dem  Winkel  9  =  ArctanTS^hucydei^sn' 

kann  man  wieder  die  letzteren  als  Projektionen  der  ersteteto  ansehen. 

Unter  den  Wertheh,  welche  (p  haben  kann,  sind  lie^oudcrs1 
weTvou  Wichtigkeit.  !   •  •  v   •  Tr 

Für  97=90°  erhalt  man  uamlich  uach  (5)      1 ; '  '  ;.' 

,jr=:tt,  t/==0.  < 

Diese  x  and  y  sind  die  Ooordinaten  des  Punktes1  0 ,  welchen  man 
in  der  Perspektive- den  Augenpunkt 'zu  nennen  pflegt ;  alsoe  die 
Projektionen  aller  Geraden ,  welche  auf  der  Grundlinie  senkrecht 
stehen,  vereinigen  sich  Im  Augenpunkte.  -> 

Ferner  ist  für  9=450 

■  ■  ..*» 


x~Uy  y~t. 


Durch  diese  Coordioaten  wird  eiu  Punkt  v  bestimmt,  welcher  auf 
dem  Horizonte  in  der  Entfernung  ov~Oo=^t  liegt.  Man  nennt  ihn 
«Jeu  Distanzpunkt.  Also:  die  Projektionen  aller  Geraden,  welche 
die  Grundlinie  unter  einem  halben  Hechten  schneiden ,  vereinigen 
sich  im  Distanzpunkte. 

Bieratis  ergiebt  sich  das  gewöhnliche,  sehr  bekannte  Verfahren 
zur  Aufsuchung  der  perspektivischen  Projektion  eines  gegebenen 
Punktes.  Man  denke  sich  zünäcbst  die  Ebene  (£)  (Taf.  Hl.  Fig.  4.) 
am  90°  nach  unten  zu  um  mn  herumgedreht,  so  dass  sie  mit  der 
Verlängerung  von  (e)  zusammenfällt,  sei  ferner  o  der  Augen-,  t> 
der  Distanzpunkt  und  in  der  Ebene  (E)  der  Punkt  P  gegeben,  des- 
sen Projektion  p  gesucht  wird,  so  verfahre  man  tolgendermassen. 

Man  falle  von  P  auf  die  Grundlinie  mn  die  Senkrechte  PM 
und  mache  MP=zMP.  Daraufziehe  man  nach  dem  Augenpunkte 
die  Gerade  Mo,  nach  dem  Distanzpunkte  die  Gerade  Pv,  so  ist 
der  Durchschnitt  p  beider  Geraden  die  gesuchte  Projektion  des 
Paukt  es  P.  '  Denn  die  Gerade  Mo  ist  die  Projektion  der  ins  Un- 
endliche verlängert  gedachten  JHP,  Pv  die  der  ebenfalls  ins  Un- 
endliche verlängerten  PM;  folglich  der  Durchschnitt  von  yVound 
Pv  die  Projektion  des  Durchschnittes  von  MP  und  PM,  d.  h.  des 
ftinktes  P. 

Diese  Construktion  lässt  sich  eben  so  leicht  umkehren ,  wenn 
man  nämlich  P  sucht,  sobald  p  gegeben  ist.  Man  zieht  dann  die 
Geraden  op  und  tpy  verlängert  sie,  bis  sie  die  Grundlinie  mn  in 
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M  und  P  schneiden,  errichtet  dann  in  M  eine  Senkrechte  auf 

um,  und  nimmt  MP=  MP',  so  ist  der  Punkt  P  gefunden,  dessen 
Projektion  p  sein  soll.  Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir 
nun  verschiedene  metrische  Relationen  untersuchen,  welche  zwi- 
schen den  Gebilden  der  beiden  Ebenen  (£)  und  (e)  statt  finden. 


§•3.  . 

Es  sei  in  der  Ebene  (e)  ein  Viereck  abcd  (Taf.  III.  Fig.  5.) 
eben,  dessen  Gegenseitendurchschnitte  p  und  q  heissen  mögen, 
ehmen  wir  die  Linie/79  a*s  Horizont  und  ziehen  beliebig  die  Grundlinie 
tn\\pq,  so  müssen,  wo  man  auch  den  Augenpunkt  o  in  pq  anneh- 
men mGge,  die  Linien  ab  und  cd  die  Projektionen  solcher  Geraden 
sein,  welche  In  (E)  einander  parallel  laufen,  weil  sich  der  Durch- 
schnitt p  von  ab  und  cd  auf  dem  Horizonte  befindet.  Das  Näm- 
liche wird  auch  von  den  Linien  ad  und  bc  gelten,  so  dass  also 
die  Figur  ABCD  in  (£),  als  deren  Projektion  man  sich  abcd 
denken  kann,  durch  parallele  Gegenseiten  oegränzt  wird,  d.  h«  ein 
Parallelogramm  ist.  Diess  gilt  für  jede  Distanz  ov ;  legt  man  aber 
dem  in  CE)  be6ndlichen  Parallel o^rramme  besondere  Bedingungen 
auf,  so  bleibt  auch  die  Distanz  nicht  mehr  willkührlich ,  wie  man 
sogleich  sehen  wird* 

1)  Man  verlangt,  dass  das  Parallelogramm  ABCD  ein  Recht- 
eck werde. 

Es  sei  der  Augenpunkt  o  willkührlich  zwischen  p  und  q  ge- 
nommen, op  —y ,  oq—y9  die  erst  noch  zu  bestimmende  Distanz 
ov  =  U  W.  CAD  =  <p  und  W.  Ä  CD  =9',  so  ist  nach  Formel  (6)  und 
dem  Folgenden 

t  t 

y  =  tan  9,-7= tan  0/. 

Da  aber  ABCD  ein  Rechteck  sein  soll,  so  muss  qp'=90° — tp 
sein,  mithin: 

.     }^H„        -  ■: 

woraus  man  durch  Multiplikation  erhält: 

r 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  zwar  o  beliebig  genommen  werden 
darf,  dass  aber  dann  die  Distanz  ov  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  op  und  oq  sein  muss.  Beschreibt  man  also  Aber  pq  als 
Durchmesser  einen  Halbkreis,  so  ist,  för  o  als  Augenpunkt,  die 
Ordinate  oi  =  ot>  genommen  die  nöth ige  Distanz  und  v  der  Distanz- 
punkt. 

2)  Soll  ABCD  ein  Rhombus  werden,  so  müssen  sieh  die  Dia- 
gonalen AC  und  BD  rechtwinklich  schneiden.  Setzen  wir  wieder 
die  unbekannte  Distanz  ov~t,  fo  =  v,  qo  =  y'9W,B,J/E=rUund 
W.  &BE=f,  so  ist  ähnlich  w'ic  früher  9 
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—  =  tan  t//,     =  tan  U»  ; 

y       w  y 


«od  da  ^/  =  90°—  ip  sein  maas: 


■  •  •   *  *  i 


folgt.  Wenn  also  o  beliebig  auf  fg  genommen  wird  ,  so  muss  die 
Distanz  os=or  die  mittlere  Proportionale  zwischen  fo  und  go  sein. 
Besc  hreibt  man  also  über  fa  als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  so 
ist  für  jeden  beliebig  zwischen  /  und  g  genommenen  Augenpunkt 
o  die  Ordinate  a*  die  Distanz,  also  v  der  Distanzpunkt ,  wenn  oo 
=oi  gemacht  wird. 

3)  Soll  endlich  AB  CD  ein  Quadrat  werden,  so  müssen  beide 
bisher  gefundenen  Bedingungen  gleichzeitig  statt  finden.  Fällt  man 
also  von  dem  Durchschnitte  t  beider  Halbkreise  über  pq  und  fa 
eine  Senkrechte  so  auf  den  Horizont,  so  ist  o  der  Augenpunkt  und, 
nenn  oc  =  os  genommen  wird,  v  der  Distanzpunkt. 

Hat  man  in  jedem  Falle  Augen  -  und  Distanzpunkt  bestimmt, 
so  lassen  sich  nun  leicht  nach  dem  am  Ende  des  vorigen  Paragra- 
phen  gezeigten  Verfahren  die  den  gegebenen  Punkten  a,  o,  c,  a 
entsprechenden  A,  ß,  C,  D  auffinden.        1  *      .  » 

i 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  den  perspektivischen  Projektionen 
des  Kreises  beschäftigen.  Zu  grösserer  Einfachheit  setzen  wir 
voraus,  dass  der  Mittelpunkt  des  zu  projizirenden  Kreises  in  (E)  auf 
der  verlängerten  Augenhöhe  liege  (Taf  IV.  Fig  1.)  und  dass  der 
Kreis  die  Grundlinie  mn  berühre.  Nehmen  wir,  wie  bisher,  die 
Augenhöhe  und  deren  Verlängerung  zur  Absei ssenachse  und  den 
Durchschnitt  derselben  mit  der  Grundlinie  mn  zum  Anfangspunkt 
der  Koordinaten,  so  ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises  in  (E) 

r*=2Äjr— x*,  (7) 

wobei  R  den  Halbmesser  desselben  bezeichnet. 

Um  jetzt  die  Gleichung  der  Projektion  unseres  Kreises  zu 
finden,  brauchen  wir  bloss  aie  Gleichungen  (3)  und  (4)  in  Anwen- 
dung zu  bringen,  durch  welche  statt  der  Coordinaten  X,  Fin  (E) 
die  neuen  Coordinaten  Jf,  y  in  (e)  eingeführt  werden  Wir  erhal- 
ten dann 


nach  einer  leichten  Rednction: 


Digitized  by  Google 


280 

-  » 

oder  auch  . , 

>2Rt+(*r  2Ru  -l 

Man  erkennt  hierin  sogleich  die  Gleichune  einer  Ellipse,  nur  er- 
sieht man  nicht  sogleich  die  Grösse  und  Lage  der  Achsen.  Diese 
bestimmt  man  durch  folgende  Vergleichung.  Rechnet  man  'm  einer 
Ellipse  die  Coordinaten  von  einem  der ,  Endpunkte  der  kleinen 
Achse  an,  wobei  diese  die.'Abscissenachse  ist,  und  bezeichnet  die 
Crosse  Achse  mit  «,  die  kleine  mit  b,  so  erhält  man 

Nimmt  man  dagegen  die  grosse  Achse  als  A^seisöenachsc  und 
inen  ihrer  Endpunkte  als  Anfangspunkt  der  Coordhiatetl,  so  hat 
mn  für  die  nämlichen  Achsen  a  und  b:  '  "  ' 

V  ,  ■■  '••      »  '  - •■"'».  6*      ■   •  i  j-.j;  •  i  . 

'  '  :t..  *    ;  -  '        'i   •.  .  \     ;t  -i  •  •;•  -nr*>      •  •  ■         !i'f"  i 

Beide  Formen  gehen  in  eine  «Iber  ,  Wehn  fc=d±=f ,  also'  die 
Ellipse  »ein  Kreis  ist   Da  uün  för  beide  Fotmen         ist,  So  kflti- 

nen  wir,  den  Quotienten  p  oder      mit  0  bödmend,  s*  sageii : 

1)  Ist  q>t,  so  ist  die  kleine  Achse  der  Ellipse  die  Abscis- 
senachse  und  ihr  Endpunkt  der  Anfang  der  Coordinaten. 

2)  Ist  g=l,  so  ist  die  Ellipse  ein  Kreis. 

3)  Ist  y<t,  so  ist  die  grosse  Achse  der  Ellipse  die  Abscis- 
senachse  und  ihr  Endpunkt  a>r  Anfang  der  Coordinaten. 

,'■  Diese  Criterien  können  sehr  leicht  auf  die  Gleichung  (8)  ah- 
gewendet  werden  ,  wenn  , 


e 

man 


genommen  wird. 
-   1)  Ist  nämlich  q  >  1 ,  also 


•  .1 


so  sind  die  Abscissen  auf  der  kleinen'  Arh^e  gerechnet.  Da  uu  ii 
unsere  Abscissen  in  der  ftichtung \; Ab  gezählt  werden;  so  folgt, 
dass  die  kleine  Achse  der  entstandenen^Ellipse  in  die  Gerade  Äo 
fallt,  mithin  die  grosse  Achse  der  Grundlinie  tori  parallel  liegt. 

Die  Werthe  der  Achsen  selbst  sind  sehr  leicht  zu  bestimmen ; 
man  erhält  nämlich  durch  Vergleichung  der  beiden  Formen  (8) 
und  (9)  '  v,' 

,      Rh       n  _   m  ms 

^lR+t' a    W+i'        *"  (ll> 

Besondere  Merkwürdigkeiten  bietet  dieser  Fall  nicht  dar;  da- 
gegen bedürfen  die  Fälle  (2)  und  (3)  einer  näheren  Ansicht. 
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Seil  die  Projektion  des  gegebenen Jfeife». 4) . fv^er,,  ^; 
kreis  werde.  ,  so  inuss  ^  Gl<Mok^ 

3^*-*-**  (12) 

zurückgehen,  in  welcher  r  den  Halbmesser  des  neuen  Kreises 
bedeutet,  oder,  was  das  Nfimliche  ist,  der  Quotient,  welcher  im 
vorigen  Paragraphen  >/  genannt  >^de,'  mu^  ^l\eTnl'  Wir^he* 

il8°  :  .t  *••*«>. |  rr*i  •dtrj,"i»<»at  9)111        |>]  j  |jh»l  — 

jfctt  '  ••'    •    ll\  il!   T'?'   »».•i!.,r)Tj^i!o'l  0>it'l    ?»•  »MI  Tf|'i|-»rl  ^ 

-.*--,,  >        *i  .«pH  J  »•»!»       •illn*#*»/'j  »>ii.w  tl  »tlUt  hihi  Inn»/ 
□od  durch  Vergleichung  von  (8)  mit  (12)     (Ul  „,l(>  ,,L|||  (W 

wodurch  die  Grosse  des  neuen  Kreises  bestimmt  ist.  Werfen  wir 
oan  noch  einen  Blick  auf  die,  Gleichung  (13).  !  Wir  hatten  gefragt, 
anter  welchen  Umstanden,  oj  h.  für  welches  Verhältniss  zwischen 
Augenhöhe  und  Distanz,  die  Projektion  eines  Kreises  wieder  ein 
Kreis  werden  könne.  Diese  Frage  beantwortet  uns  die  Gleichung 
(19),  welche  zwar  die  Augenhöhe  und  Distanz  nicht  urmiittel bar, 
aber  doch  eine  Relation  zwischen  beiden  giebt,  welche  eine  dersel- 
ben «illkiihrlirh  anzunehmen  gestartet.  Jene  Relation  ist  aber 
nichts  Anderes,  als  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hynerher, 
worin  R  die  Halbachse,  u  die  Ordinalen,  t  die  Abscissen  (rem 
.Scheitel  aus  gezählt)  bedeuten.  Der  geometrische  Ort  des  Projek- 
nonscentri  O  ist  also  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  den 
Halbmesser  des  zu  projtzireuden  Kreises  zur  Achse  hat,  oder  mit 
anderen  Worten  (Taf.  III.  Fig.  6.)  s 

Wenn  das  Projektionscentrum  auf  einer  gleichseitigen  Hvner^ 
Hei  fortrückt,  deren  Ebene  senkrecht  durch  Ä  auf der  Ebene  UW 
seht  und  deren  Halbachse  =  CA  ist,  so  bleibt  die  Projektion  des 
ran  i '  mit  CA  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreises  in  der  Ebene 
nie  immer  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  nach  Formel  (14)  gefun- 


§.  0. 


Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  dritten  der  in  §.  4.  betrachteten 
Fälle,  wenn  nämlich  das  dortige  ? <1,  mithin  vermöge  des  Wer- 

tbes  vod  4jf  .  '<!''  »ei  »  '  • 

•  •  »'  '«   •   I  .  i  t  .  ".»1  <••     <         •  •  * .  ( •  •     11*1   •  '»  •  /»••  II 

st   W  ir  erhalten  dann  durch  Vergleichung  von  (8)  und  (10) 
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a=whtb2=mn9  (l5) 


V 


und  hier  liegt  die  grosse  Achse  in  der  Augenhöhe»  folglich  die 
kleine  der  Grundlinie  parallel.  Dieser  Fall  ist  reich  an  schöne» 
analytischen  Beziehungen.   80  erhält  man  z.  B.  aus  dem  Obigen: 

m   —  —  . .  ■ 

•  .*l    ,♦»..•!.  Ml         1  »•!•'>■/    li       («MM«»;   •  :  <ii;v 

aber  ^  ist  der  halbe  Parameter  der  Ellipse;   nehmen  Wir  Hin 
=  Jp,  so  folgt  jetzt  die  interessante  Proportion: 

u:t=R:}p,  (16) 

aus  welcher  man  leicht  eine  Construktion  der  in  (e)  zu  zeichnen- 
den Ellipse  ableiten  kann.    v,  .  Vl\«  »tf 

Nennt  man  cdie  lineare  Excentricität  der  Ellipse  c  =  y  a*— 6* 
so  undet  man  aus  (15)      -!»  ,,,! '  ?"»dr  -noV  iSW;  Li.- 

C  ' 

:      .r.'  >üu+*Btf#^W^& *,i?>  '»'»"ft," 

n-.'l  1.  u\  ...  \  1  ■  :      w,s:  .;•  ./  i,;,«ftr  .t.-v-  •-  ■.'>  - 

■  ■         ■       •*■      *      #    1 '  •  1" 

An  diese  Formeln  wollen  wir  noch  folgende  Betrachtung  ansehfiessen. 

.Nimmt  man  in  Bezug  auf  unsere  Ellipse  In  (e)  di«  durch  den 
Augenpunkt  gelegte  Horizontale  als  Polare  an,  So  ist  der  zugehö- 
rige Pol  nichts  Anderes»  als  die  Projektion  des  in  (£)  gegebenen 
KreismUtelpunktes.  Alle  durch  diesen  gehenden  Linien  werden 
nämlich  von  demselben  und  dem  Kreise  in  drei  Punkten  gexclivul- 
te»,  welche  mit  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der  (geraden  ♦in 
System  hannonisch  liegender  Punkte  ausmachen.!  Die  Projektion 
einer  harmonischen  Geraden  ist  aber  wieder  harmonisch  uW  heilt. 
In  (c)  aber  entsprechen  der  vou  dem  Kreise  in  (E) -durchschnitte- 
nen Geraden  eine  von  der  Ellipse  gescbiutteoe  Gerade»  dein  uoend- 
lieh  entfernten  Punkte  ein 'Punkt  auf  der  Mm'uontalen,  welcher 
mit  jenen  zwei  Punkten  der  Ellipse  in  einer  Geraden  liegt,  felglich 
muss  auch  dem  letzten  der  harmonischen  Punkte,  d.  h.  dem  Kreis 
mittclpunkte,  derjenige  Punkt  in  (i?)  entsprechen,  welcher  der  vierte 
harmonische  zu  den  drei  schon  gefundenen  ist,  iL  Ii.  der  harmo- 
nische Pol,  mithin  ist  dieser  die  Projektion  des  Kreismittelnunk- 
tes  in  (£). 

Man  könnte  nun  die  Frage  aufstellen,  ob  es  nicht  möglich  sei, 
das  Projek^onsccntruui  so  zu  lege 9,  dass  der  Pol  mit  einefln  der 
Brennpunkte  zusammen  fallt.  Hierauf  ist  die  Antwort  folgende;* 

Nennen  wir  x  die  Entfernung  des  harmonischen  Poles  von  der 
Grundlinie  mit,  so  lässt  sich  dieselbe  mit  Hülfe  der  Gleichung  (1) 
finden,  wenn  man  bemerkt,  dass  für  den  harmonischen  Pol_ X—K 
ist.   Wjr  toben  also  ; 
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Rh  - 
=  W+i 

Soll  nun  der  harmonische  Pol  mit  dem  Brennpunkte  (es  kann 
diess  nur  der  obere  sein)  zusammenfallen,  so  muss  x  a  \  r  wer- 
den, woraus  durch  Substitution  der  Werthe  von  x  und  «  +  c  aus 
(17)  folgt: 

oder  <;  -fr  y, 

i.  h.  Weil  die  Unke  Seite  *A'V 

in  -Ii  »Mi  / 

» 

oder  durch  Transposition 

}U  '    .  »LA 

*  ••  »j1  '  •  •  hmi  1        .  >'i.i<S 
'    *.»»'-.   •        i  t  • 


and  mithin 

tt=Ä+f,  *=tt-Ä,  (18) 

gewuu  ein  überraschend  einfaches  Resultat  t 

r  .Will  man  also  einen  gegebenen  Kreis  so  projiziren,  dass  in 
der  entstehenden  Ellipse  ein  Brennpunkt  mit  dem  harmonischen 
Pol  in  Bezug  auf  eine  noch  zu  bestimmende  Gerade  zusammen* 
falle,  so  hat  man  folgendes  Verfahren  zu  beobachten  (Taf.  IV. 
1.) : 


einen  beliebigen  Pnnkt  A  des  gegebenen  Kreises  lege 
man  eine  Tangente  und  ziehe  von  dem  Mittelpunkte  C  die  Senk- 
rechte CA.  Auf  ihrer  Verlängerung  Aber  A  hinaus  nehme  man 
eine  tStrecke  Ao^AC  beliebig  und  o  als  Augenpunkt.  Hierauf 
mache  man  Ac  —  AC,  ziehe  durch  o  eine  Senkrechte  auf  4o  und 
nehme  auf  ihr  or=oc,  so  ist  c  der  zugehörige  Distarizpunkt.  Pro- 
jizirt  man  mit  Hülfe  beider  Punkte  den  Kreis  in  (£)  auf  (e),  so 
erhält  man  eine  Ellipse,  deren  Brennpunkt  c  zugleich  der  Pol  in 
«™»  auf  or  als  Polare  ist. 


lli«i*«l  "»":  'i!Jttli;«llll*li1  n,*»h  lim  !.•*!  »»llv  ?mn.  vrl  vi|v  mm  l!» 

•l'tft  '»  |  ',.  >Mlf(|  IM   .  tl'lfli.'tM'»»,;!"  1 1*5-»--.  •»|«lt,1  Vi*i  IT»'!  '*>»•'> 

»»««H  •»  j      }.,ni   »,  hu/  «>.!h'»'7  v>l>  il«»il|f Jf d-niib  fcn '."!«» #i    .1  1 

:  lyh>1 

 \'  1  %\£ 


Einige  neue  Beweise  von  Ii ehrsätzen 
aus  der  »leine ntar- Stereometrie. 


Von 

Herrn  Professor Dr-  fteVsel  zu  Marburg. 


i 

* 

Die  Lehre  vom  Rjuni.inh.-iU  der Korper  ist  bekanntlich  auf  den 
Satz  gegründet  /  dass  zwei  (trelsdtfgeVPyramideri  von  gleichen 
Grundflächen  und  gleichen  Höhen  gleichen  Kauminhalt  haben.  Die 
lirweise  dieses  Lehrsatzes,  welche  bisher  bekannt  sind, 'sind1  aber 
solche,  die  mehr  in  das  Gebiet  der  höhern ,  als  in  das  der  Elemen- 
tarmathematik gehören,  sogenannte  Exhaustionsbeweise.  Einer 
von  diesen  Beweisen  ist  der  in  den  G er I  i  ng sehen  Ausgaben  der 
reinen  Mathematik  von  Lorenz  enthaltene. 

(  .  Aufmerksam  gemacht  durch  G  q  u  s  * ,  dass  es  wünsch enswerth 
sei,  diesen  Beweis  durch  einen  mehr  elementaren  zu  ersetzen, 
dass  man  bis  jetzt  nicht  einmal  einen  elementaren  Beweis- für  den 


Satz  besitze,  dass, .dreiseitige  Pyramiden,  die  einander  gegeqbild- 
lieh,  gleich  sind,  d.  h,  sich  wie  rechts  und  links  verhalten»  gleichen 


n  zi    —  — 

Mittheilung  darüber  ist  die  Veranlassung,  dass  auch  ich  mich  mit  dem 
fraglichen  (»egenstand  beschäftigte,  da  der  von  Gerling  gefun- 
dene Beweis  mir  ein  zu  conipUcirter  zu  sein  schien.  —  Ith  halte 
es  für  angemessen,  das  bei,  dieser  Gelegenheit  von  mir  Gefundene 
dem  mathematischen  Publikum  vorzulegen.  t,t$.yt 
. .  Ich  setze  voraus,  das«  folgende  Sätze  bereits  bewiesen  seien ; 

1)  ParaÜelepipede,  welche  gleiche  Grundflächen  und  gleiche  H  üben 
haben,  sind  gleich  gros«., 

•2)  Ein  gerades  dreiseitiges  Prisma  ist  die  Hälfte  eines  Parallele- 
pipeds,  dessen  Grundfläche  doppelt  so  gross  als  die  des  dreiseiti- 
gen Prismas  ist  und  dessen  Höne  gleich  der  des  Prismas  ist. 

3)  Jedes  schiefe  dreiseitige  Prisma  (Taf.  IV.  Fig.  2  A.)  lässt  sich 
umwandeln  in  ein  gerades  (Taf.  IV.  Fig.  2  B.)  von  demselben  Quer- 
schnitt und  ebenso  grosser  Länge  der  Seitenkante. 
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Bs  tat  büdiohi: .«  !  ,">d  •"•  dr.  v»h  n*»**tiiil(l*i)l  «»;••  f»u*i   *\  itc« 

j't«f?  iv.'F%.  $a.  wi-v«  ifjjj  jT«r.'  hW'W§.  4«.  ri,,|^a  -  > 

j  Raumstück  a+ JiiilnwHfidt  6  v'm  1  I^um^cik^^liauiustutk^i 
weil  <?CS2g,  und  bSSZb,  istM  Iii  v»d«; '»Iii/*!  ir  !?*>#rs  ml    .Itul  in!..  I 

Vergleiche  Ger  Hb gs  Ausgabe  von*  Lorenz.'"'»  n«ri  (um  I  ii 

-  • /!  •  iSl- 1!*»*> if  ,l\  »i  r#  b.ü  K\  ..'>'  «i'jii'ii  i  »i:1  .1  ivif»n*»il->MTj- '•«•» 
4)  Zwei  dreiseitig«  Prismen  von  gleichen  Grundflächen  und 
irleichen  Höhen  sind  gleich  gross',  sowohl  nHiiiK  'wenn  in  beiden 
Prismen,  eine  der  paralkd^rramraatiscireh  (Settel)  Fi  ;rcheftr  ah*  auch 
dann,  wenn  in  beiden  Prismen  die  dreieckigen  Flächen  als  die 
Grund  dächen  betrachtet  Werden.  "< 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  in  vielen  Werken  unvollständig, 
weil  darin  der  dritte  Satz  fehlt,  auf  den  er  sich  gründet.  In  der 
Gerling  sehen  Ausgabe  von  Lorenz  Ist  er  vollständig. 

An  vorstehende  Sätze  reihen  sich  folgende,  zum  Theil  früher 
abzuhandelnde  Lehren  an. 

-h1.j  i-  '-Ii,  Vi  /*!  •*:  ji! ;  tyA  fhui   *\  tv.»X  Ai<-  •'  . 

§.  1.    JE.rkJ-ärung;    ^vei  ähnliche  gerade  Linien  Aß  und  ab, 

die  einander  parallel  sind,  sind -von  g  U-  i  che  r  K  ich  t  ir'n  g  der  äh#7 

liehen  (gleichnamigen)  Enden  (was  durch  (AJ$!)#(aJß)  bezeich- 
net wenlen  knnn)>  '.wenn  sie  mit  (ler .  Vcrblhdungsllme  Aa  der  Aa- 
fangsjuinWe',1Wnei;e'''OcgiMiifinkel  /f/lound^  baA  Inf  den. 
die  au  T  ei  n  prlbl'Selte  von  An  fte^eri  lind'eifrarider  zn  zwei 
rechten  WlnftfeWrer^;eeV/''also  ndr'flaW  gleich  sind;  wenn  sie 
rechte  AXlhkeTsmdT  sie  'sinrt  aber  fön  Vri  (gegen  g'eseUte  r 

Richtung  der  ähnlichen  Enden  (was  durch  (52?)#(«o)  be- 
xeicbndt  werden. kann),  wenu  sie  liiit  Aa  u  Le  i  che  t'n»nere*Wech  - 
•  elwiuifcrfJijfrite  O'n* '  ftiUl«  In-UeHi  I  Siehe;  Tat  tY,  *  ig.  Ä  und 

Fig.  4.  .llßduivMpOÜ 

Erklärung:.  A  e Ii  n  1  i  ob e'd r ei^ertti'ge.PjirniAi den 
> im I  solche,  die  sich  so  /,usamuieiistellen  lassen,  dass  jede  ivau- 
tethnio  der  einen  parallel  ist   mit  einer  ihr  entsprechenden  k;ui. 

Irnlime  dj'f  .Itiderli.       .  . ,  .  . .  ,    .  ,     ,  •  ,    ,     j  ,  |  ,  QU 
Sie  hei&sen  e be nn  1 1 d  f|  cli  ähnlich  (('erreiche  r.i  y:  und 

|  v.:.  in  l  .il.  IX\Fte.Öa)„  wenn  dabei  je  zwei  einander  ent*|«recJieiule 

dudiebe»  Kantenlinien  auch  gleiche  Richtung  ihrer  ähnlichen 

Fullen  haben:  >ind  dagegen  die  Uichttingeri  ihrer  ähidichen  Enden 

»nt^eiren^esetzt .  so  helssen  die  holden  Pvrarhideu  £e  gö n  Ii  1  l'fl- 

lirfl  ahnJirbc  (vergleiche  cn/z  und  r,.r,//,:,  in  Taf.  IX'.  Fi:*,  h). 

sj.  :l.    L  e  h  r  sa/bz.    Sind  zwei  drgiaeltiuc. Pyramiden  einer  und 

lerselben  «I ri 1 1«- n  ebenbildlich  ähnlich  oder  sind  heide  einer  und 

derselben  dritten  ge^ennHiUicn  ähnlict.  so  sind  heide  einander  seihst 

,     i'iii'  1     1    !•  1  '"in   '» rni  m 

ebenbildlich  ähnlich. 

Den  eis.    Werden  die  drei  verglichenen  Pyramiden  P,  P,  P 

1    :  a  3 

in  solche  Zusammenstellung;  gehraeht,  dass  ihre  ähnlichen  Kanten- 
linien  einander  parallel  sind.  &0  ist  im  ersten  Falle  jode  Ka  nteulinie 
rolä  P  parallel  mit  den  entsprechenden  Kantenlinien  von  P  und 
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von  P9  und  die  Richtungen  der  ähnlichen  Enden  sind  gleich,  so 
dass  auch  jede  Kantenlinie  von  P  parallel  ist  der  ihr  entsprechen- 
den'Kantenlinie  von  P  und  mit  ihr  gleiche  Richtung  41er  ähnlichen 
Enden  hat.    Im  zweiten  Falle  aber  ist  jede  Kantenlinie  von  P  paral- 

s 

lel  und  von  entgegengesetzter  Richtung  der  Enden,  mit  den  ihr 
entsprechenden  Kantenlinien  von  P  und  von  P,  weshalb  jede  Kan- 
tenlinie von  P  parallel  ist  der  ihr  entsprechenden  Kantenlinie  von 

P  und  mit  ihr  gleiche  Richtung  der  ähnlichen  Enden  hat. 

•    »    i.    .1  .'  •  '  .        '  •      #.»•>..••  "i   .  Ivid  r»j  •:   » .:  . 

i.  Erklärung.  Sind  zwei  dreiseitige  Pyramiden  //  und 
ß  (Tal.  IV.  Fig.  1)  einander  ebenbildlich  ähnlich  und  es  ist  eine 
Kantenliuie  cty,  der  cineu  an  Lange  gleich  der  ihr  entsprechen- 
den Kantenunte  *',.//.,  der  andern  (mithin  jede  Kantenliuie  der 
einen  an  Lange  gleich  der  ihr  entsprechenden  Kanteulinie  der 
andern),  so  Int  jede  ein  Ebenbild  der  andern. 

•  rtj.  UMTuSkl  •diol'thlimtirxd 

§.  5.  Zusatz.  Jede  dreiseitige  Pyramide  ist  ihrem  Eben- 
bilde anKtirnerinhalt  gleich  gross.  —  Beide  lassen  sich  nemlich  in 
congniente  Zusammenstellung  versetzen.  | 

6.  0.  E  r  k  I  a  r  u  n  g.  Sind  zwei  dreiseitige  Pyramiden  (Taf.  IV. 
Fig.  »S.)  einander  gegeubildl'u  Ii  ahnlich  und  es  ist  eine  Kantenliuie 
vij  (Irr  einen  an  Länpe  gleich  der  entsprechenden  Kantenlinie  c,t/, 
der  andern  (mithin  jede  Kantenliuie  der  einen  gleich  der  entspre- 
chenden Kantenlinie  der  andern),  so  heisst  die  eine  ein  Gegen 
b  ilu  der  andern. 

-•mI  Rki>)atH&tv)  rtotul*  Httn)  ii  1 1i n  i  u o  d  »i  I  ud  »1  »o!»  v'in!t!kf?I 
§.  7.    Lehrsatz.   Jeide  dreiseitig  Pyramide  a  (Taf. IV.  Fig. 
84' i  oder  a  und  b  Fig.  7.)  und  ihr  (*egenbifd  t>  ha  hon  gleich  grossen 
Korperinhalt. 

Beweis.  Man  verbinde  a  und  b  so,  wie  a  und ß  (Taf.  IV. 
Fig.  7.)  verbunden  sind.  d.  h.  so,  dass  die  gleichen  Kantenlinien 
rif  und  c„  t/,,  in  einer  und  derselben  ihnen  gleichen  Linie  on  liegen 

und  entgegengesetzte  Richtung  haben,  nährend  (c„.*„)  #(c  x^ 

folglich  auch  '(weil  parallele  Ebenen,  die  von  parallelen  Ebenen 
durchschnitten  u  erden,  parullele  Durchschnittslinien  liefern) 
:r„:„  mithin  auch  (weii  die  Winkel  zj:x„  und  z„x„a:  ,  die 

sie  mit  einer  Linie  xx„  bilden  würden,  innere  Wechselwinkel  sind) 

(.r„  2,,)#(aT?)  ist.     Stellen  nun  in  Taf.  IV.  Fig.  9.  cyxx  —  a 

und  v„y„  x„z„  =8  die  so  verbundeuen  Pyramiden  dar,  so  ver 
längere  man  die  Ebene  .ryz  fiber  xy  und  die  Ebene  c,,z„x,,  über 
c,,r„  hinaus  und  lege  durch  ux  und  uz.,  eine  Ebene  xui,,m,  so 
wird  ein  vierseitig  pyramidenförmiger  Raum  x*2,,tnoz=d  begrenzt, 
der  mit  jeder  der  beiden  Pyramiden  a  und  ß  einzeln  zusammenge- 
nommen ein  dreiseitiges  Prisma  d  |  u  oder  c/-|-/J  bildet. 
^  Es  entstehen  nämlich  Durcbschnittsliuien  um,  xm  und  z„mt 
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1)  om#zx%z„x„  als  Durchschnittslinie  der  parallelen  Ebenen 
x„m  uud  czx  mit  der  Ebene  xrn  und  weil  ztlx,,-#zx  ist. 

2)  z„m#ux  d.  h.  #car)aJs  Du rchschnittslinie  der  parallelen 

a  u  -w-        J  Ebenen  ;r„m  und  oj;/(  :„  mit  der 
ox„d.h.#c,^,j  Eheue  um  und  weU  c^^^^ut 

3)  xiwftiiz,,  d.  h.  ##„2„)  at»  Durchschnittslinie  der  parallelen 

#Ä_  j  .     n...     >  Ebenen  zm  und  jr„  ar,,  z„  mit  der 

Da  nun  .rm^Mi(/^:o;  und  om#zx  und  2„m:ty:ujr,  so  ist  omz,,uxz 
ein  dreiseitiges  Prisma,  das  aus  a  f-rf  besteht ;  da  ferner  z,.jh#wx#ox 
und  om#z(<j;M  und  xm$uz„,  so  ist  oamr,,.!-,,«  ein  dreiseitiges 
Prisma ,  das  aus  ß  f  d  besteht.  Da  nun  aber  die  beiden  liegenden 
dreiseitigen  Prismen  d  a  uud  t  ßl  +ß  einerlei  |mrall^Jogr»mnia- 
tische   Grunllflnche   z„ükm    und   gleiche  Hohe    habeK  so  Ist 

'    f  ^.I^IftfcerWitf    Es  Ist  leieM  «ifi^ht^f/  dass  man 

f «».«•Hkttr^.jWr «Kh  **ei  Kör- 
per)  ähnliche  zu  nennen  haue«  wenn  sie  sich  so  zusammenstellen 
lassen,  da««>feÜ  Wö^fiÜhe  gorade  \ erbiudm^inie  zweier  Punkte 
des  einen  parallel  ist  mit  der  Verbindungslinie  der  entsprechenden 
Punkte  des  andern  und  dass  die  Aehnlichkeit  eine  ebenbild- 
liche Aehnlichkeit  beisse,  wenn  dabei  jede  Verbindungslinie  zweier 
Punkte  de*  einen  gleiche  Hu  h Um-  der  Jekh^aini«eii Luden  hat 
mit  der  ihr  parallelen  des  andern,  während:  im  Falle  je  zwei  ein- 
ander entsprechende  parallel«  Linien  entgegengesetzte  Richtung 
haben,  die  beiden  Vereine  von  Punkten  (und  ebenso  die  beiden 
Korper)  gegenbildlich  ähnliche  heisseo.  Daraus  folgt  dann 
leicht,  dass  je  zwei  ähnliche  Vereine  von  Punkten  (und  ebenso 
auch  zwei  ähnliche  Korper),  bei  denen  die  Gleichheit  einer  gera- 
den Verbindungslinie  zweier  Punkte  des  einen  und  der  ihr  ent- 
»rechenden  Verbind  rin»slmie  des  andern  ,  >l*hV  Länge  erkannt  ist, 
ls  eben  bildlich  gleich  oder  als  -p^ii  bi  Idl  ich  gleich  er- 
\M  werden  messen;  je  niichdetn  sie  ebcnhildlich  abrdieh  oder 
^enhHdnch  fthnKch  sind.  Endlieh  sieht  man  ein',  «wie  es  m* 
leicht  ist,  zü  beweist» r dass 'riWHt  mt je uWl  ebwiMkHieh £JeiMile 
Körner  («die  sich  in  Oengrtfenz  Versetzet  I asse n  ) ,  '  som  1  ern  dass 
auch  je'  ziret  gegeflbtltf  Hc4i>  gl^iöhe  K«rp er  gleichet 
Rauminhalt  haben.  •  '     "      ■•*••  in  jiMiihiY/  m,#  »ei/ut.. „tif, 

■  :  ■»  !?••••!  fciffi  •i)^*:ir.ji.j:i:lf '.  ■  i - » c  1  - » : l . h.iii  .  i-^»/-  uu»t 

Vlelfefeht  erlanhe  ioh  Imir  spater  weitere  M kt heim ueen  über 
die  Art  und  Weise,  wie,  den  hier  ausgesprocheben  Definitionen 
entMpreehend ,  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  überhaupt  darzu- 
stellen-«ein  würde.-  f   ;.d  s>!  ...<••/ 

•  .  ..    I   '«  um. iJ  _        '«}..•  i    ")l    *i"  !i    »       .  !,;    ;  »   •  », 

Uli//  II*»»!  '.I    t  I*1l*»ll*<t*  ll  II»'.   .  »  '•«'  Ii«»».  HU 

'  )  ••'!•       Kj      i    m^am^i\   '         i' *«-!  H  »!■ 
;    «•!•.»/#  Ii -|.         *.«..■  ltJ        'i  üiimd  •  :I  *  •'■   1     •  »i1, 
..    -      o  /    i-  !i  'iOI.III  ii'j#:^i)''.'»  I   '/»i.l.  '.ni  Hill         *  billi 
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•.otillt      Vitt  *»m»t«»litiiii  »*••!•». »-Ii;  l      fl  .d  .(>-•-. «  Lmw,  ^ 
mf>   tili   ,,5  "Itilll   y\\  %.H.  «innU  ^    -  . 

itilot.i-i  i|  im»  mnil-hiud  ^rl  null  >!u  (     vyj  f;  .il  I%s«:£iai. 
uti  Inn  . .  v.  ,.\v  bnti  m:  iiwiirfM  •       '  u 
.i>.t  :,.w„;4  Iii//  hin  tun  turnttl  '     *"v.  <•        "  5W  R- 

;ha%%  :«uw  t-i      ,*iAi  j;         ! > • « i i    :  '  je**  hau  -w  :  uo.  »  ..  i  t«! 

>  \  v*  vi;»  ml  t.li :  u\  '  5nlJlnj5l^  W  'b  1*1  "■•        '.m.'ij  •. 

*o.  iiio  w».  ».rtT    <•-.  -w.  htm  .,t.  »  :  ^  \.  »•  1... 

Ml.ii'V  »il     «tiioil  'lüi  V«t'i.  '..il  .lilii-'tti  |i  I       fl-i    «•|;f»   .  : 

Icbor  die  Delmuno  nnd  das  Zerreis- 
sen prismatischer  Körper  unter  der 
Voraussetzung ,  das»  dlej  spannende 
Kraft  ausserhalb  der  Schwerpunkts- 
.-.Achse  des  Körpern  wukt 

itoliito     K^tir«  iili  •jiiii'Uvntitiiiutio  /       lim  txi  l'dli;n: »  n>iti'.  - 
-  Ii  lim» ;  öS  irio  iio4d  »ilinloA  "ili  i-mdi  Inn  nr.huK  «*h  «»t  ,  ••  . 
Till  *t\  Miiiit^^itl  .«»lin  il  /  lllij  w.W/i  .'»->.i-j:I  iiiJiI  .1  i:1«  /  •»).•! 

Hetrn  F a bri ken  -  Comm issions  -  Rathe  !A.';  FV  W.  Brix 

•IUI  i|a  oiiiii  tut  Jmv»di;//   .urjlmr.     ;[>  llilllurs.'iii         i  iT»  Id.: 

smitii'»ifi  olxt'*<».ojiitf>j"i»tiii  ani  jßerüuv Ii ,.  !.'[  *»liifiiloivi<tft*i  -.,\.t,„ 
tvilii'««!  -»*!•>  o>.fii«ii  initi )  iiiUirt«*]  iiuf  mim*/  mhi'itl  '*i!>  ,n*-i'— I 

KtflUi  Ijd.d  .iio^^ioit  o  »i  >  i  I  u  tj  n  i(  »  i  1 1»  J  iM  u •»  »  «»  -    (Tt»jl  */. 

•i^tttit1*!  Imiil  ii'i?«iilli€l  nuv  ftiii»i  )"7  iDiiltiflii  Wtta  ii  miJi  .li*»i»l 
•jjTi^»  t»iiii  tiiililiiiiil  o:I»  itöitili  inl  .{vuiii'i'A  iifiiimfi;  ii«.\ 
-Jni  v'i         I>mi   iioiiii  '«t!»  th'.)//v   o!iiil<<  jinl)j!ii{ i  »  ."  iiifi 

j.i  KereiU  im  vierten  \U\ndo  dieses  Archiv*;,  $.  293  ,q},.t,  habe 
ich  ♦iq^  ,the4*«tiH0h*  U«tecsu<jllUDf?  ftbqt  4i»3:l)ehMppg  mUmfitiscber 
^täliQi^t  iun^ißhftu  (^»er^ohniU^!  witg^theMi^  W,  <U*  ich  dured 
we^ne  VwuqhÄ/nw.Jl^n^Mchf^ 

4er  l^h^licit.jt  iles  S« : Ii inieileei.ieu*  veranlagt  worden  ^\  ;ir.  Eine 

Sleirlie  \'eranlas>ni)U  h;it  die  vorlie^ude  Arlieit ,  die  ich  hiermit 
ex  OeffentHeJijceit^bepteeh^,.  du  <)'^|  Jl^uhate  dersel!»en  für  die 
Anwendung  von  Wichtigkeit  zu  sein  s(  hei  neu,  obgleich  .sie  seihst 
vom  wissenschaftlichen  Standpunkte  aus  vielleicht  nur  ein  geringes 
Interesse  in  Anspraeh  nehmen  kann.  Jeh  habe  ihirh  aber  dadurch 
»•cht  abhalten  lassen,  die  mir  v<>ri  der  -Praxis  gestellte  Aufgabe 
ganz  elementar  zu  behandeln,  und  es  dürlle  auch  zu  bezweifeln 
sein,  dass  die  Anwendung  des  höhern  t'alrüls  kürzer  zum  Ziele 
geführt  oder  allgemeinere  Resultate  gegeben  haben  wurde ,  als 
wie  man  sie  im  Nachstehenden  finden  wird. 

Es  handelt  sich  nämlich  darum,  bei  prismatischen  Körpern, 
die  nach  der  Richtung  ihrer  Länge  gespannt  werden,  die  Dehnung 
und  demnächst  die  absolute  Festigkeit  unter  der  Voraussetzung 
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zu  bestimmen ,  dass  die  spannende  Kraft  nicht,  wie  es  gewähnlich 
vorausgesetzt  wird,  in  der  Richtung  der  Schwerpunkts- Achse  des 
Körpers,  sondern  in  einem  bestimmten  Abstände  von  derselben 
oacn  paralleler  Richtung  wirkt. 

ßei  der  gewöhnlichen,  zuerst  erwähnten,  Annahme  werden  alle 
Fasern  des  Körpers  gleich  gespannt;  sie  erleiden  also  gleiche 
Dehnungen  und  werden  zuletzt  auch  zu  gleicher  Zeit  zerreisseu.  — 
Die  dieser  Annahme  entsprechenden  Gleichungen  sind  bekanntlich 

P=m.^  und  P—KF, 

worin  P  die  spannende  oder  zerreissende  Kraft,  F  den  Querschnitt, 
l  die  Länge  des  Körpers ,  X  die  Dehnung  innerhalb  der  Elasticitäts- 
grenze,  m  das  Maass  der  Elasticität  und  AT  das  der  absoluten  Festig- 
keit bezeichnet. 

Nicht  so  einfach  gestalten  sich  die  Gleichungen,  wenn  die 
Dichtung  der  spannenden  Kraft  ausserhalb  der  Schwerpunkts- 
Achse  angenommen  wird.  In  diesem  Falle  werden  die  Fasern  auf 
der  Seite,  wo  die  Kraft  wirkt,  mehr  als  die  auf  der  entgegenge- 
setzten Seite  des  Körners  ausgedehnt,  und  das  endliche  Zerreis- 
sen wird  also  —  auf  ähnliche  Weise  wie  beim  Zerbrechen  der 
Körner  —  successive  erfolgen,  indem  die  äussersten  Fasern  auf 
der  Seite  der  grössten  Dehnung  zuerst,  die  gerade  entgegenge- 
setzt liegenden  Fasern  aber  zuletzt  zerreissen. 

Es  stelle  A  CBI)  (Taf.V.  Fig.  1.)  einen  prismatischen,  vollkommen 
elastischen  Körper  mit  beliebigem  Querschnitte  vor,  der  in  verti- 
kaler Stellung  seiner  Schwerpunkts- Achse  CD  mit  seiner  oberen 
Endfläche  befestigt,  an  seinem  unteren  Ende  aber  durch  ein  in  E 
aufgehängtes  Gewicht  P  belastet  ist.  Ferner  sei  AB  irgend  ein 
Querschnitt  in  dem  Abstände  CG  —  l  vom  oberen  Ende,  und  A'B' 
sei  die  Lage ,  in  welche  derselbe  durch  die  Ausdehnung  des  obe- 
ren Körperstückes  CAB  übergegangen  und  darin  zum  Gleichge- 
wichte gekommen  ist.  —  Onenbar  muss  nun  die  Dehnung  ÄA' 
auf  der  linken  Seite  der  Schwerpunkts- Achse  grösser  als  die  BB' 
auf  der  rechten  Neite  sein,  dergestalt,  dass  die  Dehnungen  sämmt- 
licher  zwischen  A  und  B  liegender  Fasern  durch  die  Convergenz 
der  Ebenen  A  B  und  A'B'  bestimmt  werden.  Diese  beiden  Ebenen 
schneiden  sich  verlängert  in  einer  horizontalen  Linie,  die  im  Punkte 
0  projicirt  gedacht  ist,  und  die  nach  Umständen  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  Kurpers  liegen  kann. 

Man  kann  dieselbe  als  neutrale  Achse  betrachten,  um  welche 
die  Punkte  des  Querschnittes  AB  beim  Uebergange  in  die  Lage 
A'B'  eine  drehende  Bewegung  gemacht  haben.  Ist  dann  die  Elasti- 
cität des  Körpers  mit  der  spannenden  Kraft  P  ins  Gleichgewicht 
»kommen,  so  müssen  offenbar  folgende  Bedingungen  stattfinden: 

1)  die  algebraische  Summe  aller  Spannungen  in  AB  muss 
gleich  der  Kraft  P,  und 

2)  die  Summe  der  Momente  aller  Spannungen  in  Bezug  auf 
die  bei  O  projicirte  Achse  gleich  dem  Moment  (P.HO)  der  Kraft 
P  in  Bezug  auf  dieselbe  Achse  sein. 

TheilYII.  19 
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Um  die  diesen  Bedingungen  entsprechenden  Gleichungen  zu 
bilden,  sei  x  der  Abstand  GH  zwischen  der  Kichtungslinie  der 
Kraft  P  und  der  Schwernunkts-Achse ,  y  die  Entfernung  OG  der 
neutralen  Achse  vom  Schwerpunkte  G  des  in  Betracht  gezogenen 
Querschnittes,  dann  ist  x  +  y  —  HO  der  Hebelarm  für  die  Kraft 
P.  Bezeichnet  ferner  o*  die  Spannung  einer  Faser  von  1  Quadrat- 
zoll Querschnitt,  die  sich  in  dem  Abstände  =1  Zoll  von  der  neu- 
tralen Achse  befindet,  so  druckt  Gz  die  Spannung  einer  gleichen 
Faser  aus,  deren  Abstand  von  der  genannten  Achse  ~z  ist. 

In  Taf.V.  Fig.  2.  stelle  e  ein  beliebiges  Element  des  Querschnittes 
AB  vor  und  z  sei  der  Abstand  desselben  von  der  neutralen  Achse 
AK.  Betrachtet  man  dieses  Element  als  den  Querschnitt  einer 
Faser,  so  ist  dem  Obigen  gemäss  Gz  die  Spannung  dieser  Faser 
für  die  Einheit  des  Querschnittes,  und  für  den  Querschnitt  e  ist 
also  diö  Spannung  s  —  üze.  Denkt  man  sich  auf  dieselbe  Weise 
die  Spannungen  aller  übrigen  Fasern  bestimmt,  wobei  der  Factor 
ö  offenbar  derselbe  bleibt,  so  erhält  man  für  die  Summe  aller 
Spannungen  den  Ausdruck 

2<sze  =  <J .  £ez. 

Nach  bekannten  Lehren  der  Statik  ist  aber  2ez=Fy\  sub- 
stituirt  man  dies  und  berücksichtigt  zugleich  die  zuerst  ausge- 
sprochene Bedingung  des  Gleichgewichts,  so  erhält  man  die  ihr 
entsprechende  Gleichung 

(1)  P=G.Fy. 

Ferner  ist  das  Moment  der  Spannung  der  Faser  e  in  Bezug 
auf  die  Achse  XY  gleich  sz,  oder,  wenn  für  t  der  vorige  Werth 
gesetzt  wird, 

sz  —  cez2 ; 

also  ist  die  Summe  aller  Spannungs  -  Momente 

Z$z  —  <s.Zez*. 

Nach  Lehren  der  Mechanik  drückt  Zez2  das  Trägheitsmoment  de» 

fanzen  Querschnittes  AB  in  Bezug  auf  A'F  als  Achse  aus,  und 
ieses  Moment  lässt  sich  bekanntlich  durch  die  Formel  N-{-  Fy2 
ausdrucken,  wenn  N  das  Trägheitsmoment  der  in  Rede  befind- 
lichen Flache  F  für  die  durch  ihren  Schwerpunkt  gehende  Achse 
VW  bedeutet.  Ausserdem  ist  P(x+y)  das  statische  Moment  der 
Kraft  P  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  AT,  und  da  zufolge  der 
zweiten  Bedingung  dieses  Moment  der  Summe  aller  Spannungs- 
Momente  gleich  sein  muss,  so  hat  man  dem  gemäss  die  fcleichung 

(2)  /**  +  y)  =  *(3r+Fy*). 

Setzt  man  darin  für  P  den  durch  die  Gleichung  (l)  gegebenen 
Werth,  so  kommt,  da  c  auf  beiden  Seiten  sich  hebt, 

Fy(x+y)zzzN+Fy\ 
und  hieraus  findet  man  leicht 
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iV 

(3)  y=j^; 

ein  Ausdruck,  durch  welchen  der  Abstand  OG  der  neutralen 
Achse  vom  Schwerpunkte  des  Querschnittes  AB  bestimmt  ist,  da 
x  in  jedem  besonderen  Falle  als  gegeben  angesehen  werden  muss. 

Zufolge  der  letzten  Gleichung  stehen  die  beiden  Abstände  x 
und  y  in  einer  reciproken  Beziehung  zu  einander,  dergestalt,  dass 

ihr  Produkt  die  constante  Grosse  -p  giebt.   Nimmt  man  daher  den 

einen  gleich  Null  an,  so  wird  der  andere  unendlich  und  umgekehrt 
Für  die  gewöhnliche  Annahme,  dass  die  Richtungsliuie  der  span- 
nenden Krad  mit  der  Schwerpunkts*Achse  des  Körpers  zusammen- 
fallt, ist  a*=:0,  also  y=oo;  die  Convergenz  zwischen  den  bei- 
den Durchschnittsebenen  AB  und  A'B'  hört  also  auf,  und  alle 
Fasern  des  Körpers  erleiden  folglich  in  diesem  Falle  so  gleiche 
Dehnungen  wie  gleiche  Spannunsen. 

Vermittelst  der  gefundenen  drei  Gleichungen  ist  es  nun  leicht, 
die  Dehnung  irgend  einer  Faser  zu  bestimmen,  wenn  der  Abstand 
derselben  von  der  Schwerpunkts  -  Achse,  oder  — •  bestimmter  aus- 
edrückt  — •  von  der  durch  den  Schwerpunkt  G  (Taf.V.  Fig.  2.)  mit 
er  neutralen  Achse  XY  parallel  gezogenen  Linie  VW  gegeben  ist. 
Bezeichnet  nämlich  i«  diesen  Abstand,  jenachdem  die  frag- 
liche Faser  auf  der  linken  oder  rechten  Seite  von  VW  liegt,  so 
\sttf±€t  ihr  Abstand  von  XY ,  und  s=zo(y±a)  drückt  die  j 
hörige  Spannung  für  den  Quadratzoll  ihres  Querschnittes 

P 

Nach  Gleichung  (1)  ist  aber  ö=jn,  und  wenn  dies  in  den  vori- 
gen Ausdruck  von  s  gesetzt  wird,  entsteht: 

_  P(y±«) 

Fy  ; 

oder,  wenn  man  für  y  den  durch  die  Gleichung  (3)  gegebenen 
Werth  einsetzt, 

rj  N±aFx 
(i)  *=P-  FN 

Die  Gleichung  zwischen  dieser  Spannung  und  der  durch  sie 
bewirkten  Dehnung  X,  letztere  für  eine  Faser  von  der  Länge  /ver- 
standen, ist  nun  mit  Rücksicht  darauf,  dass  hier  der  Querschnitt 
jener  Faser  ==  1  vorausgesetzt  w  ird , 

l 

wo  m,  wie  früher  erwähnt,  den  Elasticitäts - Modulus  bedeutet. 

sl 

Hieraus  findet  man  nun  A=  -;  mithin  nach  Substitution  des  obi- 

Tfl 

gen  Werth  es  von  s, 

.     PI  N±aFx 
(5)     '  *— mF-     N  • 

19* 
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Für  a?  =  0,  d.  h.  für  die  Annahme,  das»  die  Richtung  der 
Kraft  P  mit  der  Schwerpunkts  -  Achse  zusammenfällt,  liefern  die 
Gleichungen  (4)  und  (5)  nach  einander 

PI 

s=P,  und  k=: ^p. 

Beide  Resultate  bedürfen  keiner  Erklärung,  da  sie  mit  den  bekann- 
ten Dehnungsgesetzen  elastischer  Körper  übereinstimmen. 

Uebrigens  liefert  nun  die  Gleichung  (5)  für  alle  positiven  und 
negativen  \Verthe  von  «  die  Dehnungen  der  zugehörigen  Fasern, 
welche  Dehnungen  grösser  oder  kleiner  ausfallen,  jenachdem  die 
Fasern  mit  der  spannenden  Kraft  P  auf  derselben  oder  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  der  Schwerpunkts  Achse  liefen.  Für  ne- 
gative Werthe  von  «  können  die  Dehnungen,  wie  sich  weiterhin 
zeigen  wird,  auch  negativ  ausfallen,  und  müssen  dann  als  Zusam- 
mendrückungen oder  Verkürzungen  der  Fasern  aufgefasst  werden. 

Verlangt  man  z.  ß.  die  Dehnung  einer  Faser  kennen  zu  ler- 
nen, die  in  der  Schwerpunkts-Achse  selbst  liegt,  so  ist  a=0  zu 
setzen,  und  man  findet 

(6)  1=«. 

Dieser  Ausdruck  ist  unabhängig  von  x  und  spricht  also  das  allge- 
meine Gesetz  aus,  da ss  die  Dehnung  in  der  Schwerpunkts- 
Achse,  wo  auch  die  spannende  Kraft  wirken  möge, 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  stets  denselben 
Werth  behält. 

Vorstehendes  Gesetz  ist  von  Wichtigkeit,  wenn  man  den  Elas- 
ticitäts-Modulus  aus  directen  Dehnungsversuchen  berechnen  will, 
wobei  in  der  Regel  die  obige  Gleichung  zum  Grunde  gelegt  wird. 
Offenbar  darf  dies  aber  Nur  dann  geschehen,  wenn  die  durch  eine 
bekannte  Kraft  P  hervor  gebrachte  Dehnung  des  Körpers  in  der 
Richtung  seiner  Schwerpunkts  -  Achse  gemessen  ist;  denn  sonst 
müssen  noth wendig  mehr  oder  minder  fehlerhafte  Resultate  ent- 
stehen. Um  dies  näher  ersehen  zu  lassen,  wollen  wir  die  allge- 
meine Gleichung  (5)  auf  einige  besondere  Fälle  anwenden. 

Wir  betrachten  zunächst  den  besonderen  Fall,  wo  der  Quer- 
schnitt des  Prismas  ein  Rechteck  von  den  Abmessungen  b  und  d 
ist,  und  setzen  dabei  voraus,  die  Kraft  P  sei  in  der  Mitte  der 
einen  Seitenfläche,  welche  d  zur  ß reite  hat,  angebracht;  dann 
hat  man  bekanntlich  F=bd,  Nz=zrl*bd3,  xz=ld;  also  entsteht 
nach  Gleichung  (5) 

PI  d±6a 
mbd'     d  ' 

Will  man  hiernach  die  Dehnung  der  Faser  bestimmen ,  die  mit  P 
in  derselben  oder  die  in  der  gegenüberstehenden  Seitenfläche  des 
Körpers  liegt,  so  muss  man  in  beiden  Fällen  u~\d  setzen,  und 
je  nachdem  man  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gelten  lässt. 
erhält  man  nach  einander 
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■        ,      PI      _  -  PI 

In  der  einen  Seitenfläche  findet  also  im  vorliegenden  Falle 
eine  Ausdehnung  statt,  welche  viermal,  in  der  andern  Seiten- 
fläche aber  eine  Verkürzung  der  Fasern,  welche  doppelt  sp  gross 
Ut,  als  die  Dehnung  in  der  Schwerpunkts-Achse.  Die  neutrale 
Achse  muss  also  innerhalb  des  Korpers  liegen,  und  in  der  That 
ergiebt  sich  ihr  Abstand  y  von  der  Schwerpunkts -Achse  nach 
Gleichung  (3),  wenn  darin  die  obigen  Werthe  von  N ,  F  und  x 
eingesetzt  werden,  gleich  \d. 

Für  einen  cylindrischen  Stab  mit  kreisförmigem  Querschnitte 
ist,  wenn  r  den  Halbmesser  bezeichnet,  F—nr*,  ZV=]jrr*;  also 
entsteht 

PI  r*±4ax 
l  —  mnr*-      r*  " 

■ 

ftmmt  man  nun  die  Krall  P  in  einer  Seitenlinie  des  Cylinderman- 
tels  an,  so  dass  x  —  r  ist,  so  ergiebt  sich  die  Aenderung  der 
Länge  in  dieser,  so  wie  die  in  der  gegenüberstehenden  Seiten- 
linie, wenn  a  bezuglich  gleich  -\-r  und  gleich  —  r  gesetzt  wird. 
Es  entsteht  nämlich  nach  einander 

,  PI     ,         .  PI 

während  sich  zugleich  y=Jr  ergiebt  Die  Werthe  von  itj  und  1% 
weichen  hier  also  noch  mehr  von  einander  ab,  als  vorhin  bei  recht- 
eckigen Querschnitten. 

Dass  nun  diese  Ungleich  in  ässigkeit  in  der  Dehnung  der  Fasern 
hei  genauen  Versuchen  sehr  störend  auf  die  Ergebnisse  einwirken 
kann,  wird  einleuchten,  wenn  man  die  Schwierigkeit  erwägt,  den 
zu  prüfenden  Körper  (etwa  eine  dicke  Eisenstange)  an  den  Enden 
so  zu  fassen,  dass  nicht  auf  der  einen  Seite  grossere  Spannungen 
entstehen ,  als  auf  der  entgegengesetzten.  Es  zeigen  sich  dann 
sofort  grosse  Unregelmässigkeiten  in  dem  progressiven  Fortschrei- 
ten der  Dehnungsgrossen  mit  den  zunehmenden  Belastungen,  wie 
ich  das  bei  meinen  Versuchen  mehrmals  wahrgenommen  habe, 
ohne  dass  ich  mir  diese  Erscheinung  anfänglich  erklären  konnte. 
Jene  Unregelmässigkeiten  zu  vermeiden,  ist  aber  um  so  schwieri- 
ger, als  es  sich  kaum  ausführen  lässt,  die  in  der  Schwerpunkts- 
Achse  statthabende  Dehnung,  welche  allein  maassgebend  sein 
kann ,  mit  Sicherheit  zu  beobachten. 

Nach  dieser  Abschweifung  in  das  Gebiet  der  Praxis  kehre  ich 
wieder  zu  der  vorliegenden  Frage  zurück.  Es  bleibt  nämlich  noch 
übrig,  die  absolute  Festigkeit  des  prismatischen  Korpers,  oder  den- 
jenigen Werth  der  Kralt  P  zu  bestimmen,  welcher  mit  der  genann- 
ten Festigkeit  im  Gleichgewichte  steht  Zu  dem  Ende  hat  man 
nach  Gleichung  (4) 

p-sF   
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worin  s  die  Spannung  derjenigen  Faser  bedeutet,  deren  Abstand 
von  der  Schwerpunkts-Achse  gleich  a  ist. 

Da  es  nun  mit  Rucksicht  auf  die  vorliegende  Aufgabe  nur  dar- 
auf ankommt,  den  Widerstand  zu  ermitteln,  den  der  Körper  durch 
seine  Cohäsion  einer  Trennung  seiner  Theile  überhaupt  entgegen 
zu  setzen  vermag,  so  ist  einleuchtend,  dass  hierbei  nur  die  Span- 
nung derjenigen  Faser,  welche  am  ersten  zerreissen  wird,  maass- 
gebend  sein  kann.  Es  darf  also  zuvörderst  a  nur  positiv  genom- 
men werden ,  und  ausserdem  ist  unter  *  diejenige  Spannung  zu 
verstehen,  welche  mit  der  absoluten  Festigkeit  jener  Faser  im 
Gleichgewichte  steht.  Bezeichnet  man  dieselbe  für  den  Quadrat- 
zojl  des  Querschnittes  mit  K,  so  ist  also 

der  Ausdruck  für  die  absolute  Festigkeit  des  ganzen  Körpers.  Für 
2;=0  entsteht  daraus  P=KF,  welches  die  bekannte  Formel  für  die 
absolute  Festigkeit  unter  der  besonderen  Voraussetzung  ist,  dass 
die  zerreissende  Kraft  in  der  Richtung  der  Schwerpunkts- Achse 
wirkt.  Fällt  aber  die  Richtung  der  Kraft  mit  derjenigen  Faser 
zusammen,  die  bei  der  Trennung  des  Körpers  am  ersten  zerreisst, 
so  muss  x  —  a  gesetzt  werden,  und  es  entsteht 

(8)  P=K*''N  +  &F 

Wenden  wir  diese  Gleichung  auf  die  vorhin  betrachteten  be- 
sonderen Fälle  an,  so  ist 

1)  für  einen  rechteckigen  Querschnitt  von  den  Abmessungen 
6  und  dl   F=bd,  N—hod*  und  a=z\d;  also 

P=\K.bd; 

2)  für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  vom  Halbmesser  r: 
F=  ?rr2;   N=  Jnr4  und  cr==r ;  daher 

Der  Widerstand  gegen  das  Zerreissen  beträgt  also  bei  einem 
vierkantigen  Stabe,  wenn  die  zerreissende  Kraft  in  der  Mitte  einer 
der  Seitenflächen  angebracht  ist,  nur  den  vierten  Theil,  bei 
einem  runden  Stabe  aber,  wenn  jene  Kraft  in  einer  Seitenlinie 
seines  Mantels  wirkt,  nur  den  fünften  Theil  desjenigen  Wider- 
standes, den  die  genannten  Körper  einer  Kraft  ent^e^en  zu  setzen 
vermögen,  deren  Rtchtungslinie  jedesmal  mit  der  Schwerpunkts- 
Achse  zusammenfallt. 

In  manchen  Fällen  der  Anwendung  kann  aber  die  Richtung 
der  Kraft  auch  ganz  ausserhalb  des  Körpers  zu  liegen  kommen, 
welches  unter  Andern  bei  einem  offenen  Haken  (Taf.  V.  Fig.  3.)  der 
Fall  ist.  Nimmt  man  z.  B.  an,  derselbe  sei  aus  einem  runden 
Eisenstabe  vom  Halbmesser  r  gebogen  und  setzt  demgemäss  für  F, 
N  und  (t  die  vorhin  angegebenen  Werthe,  so  hat  man 
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worin  x  gleich  dem  Abstände  GH  ist.  »Setzt  man  die  ganze  Weite 
des  Hakens  DG=a  und  x=z\a,  so  ergiebt  sich  seine  Festigkeit 
durch  die  Formel 


P=*T*K. 


r  +  2a 


Je  weiter  der  Haken,  desto  geringer  ergiebt  sich  hiernach 
ie  Festigkeit,  weshalb  man  in  der  Praxis  diese  Weite  niemals 
grösser  machen  darf,  als  es  mit  Rücksicht  auf  die  übrigen  Um* 
stände  durchaus  nothig  ist.  In  der  Regel  wird  DG=2.AB  oder 
a=4r  gemacht,  wofür  mao  P=  l.nr*K  findet.  Die  Festigkeit 
des  Hakeos  beträgt  also  in  diesem  Falle  nur  den  9ten  Theil  von 
der  absoluten  Festigkeit  des  dazu  verwendeten  Eisens  im  geraden 
Zustande. 


■  «  ■  ■ 

Eigenthiini  liehe,  leicht  fassliche,  in 
systematischem  Zusammenhange  ste- 
hende Beweise  bekannter  wichtiger 
Sätze  aus  der  Com  binat  ionsichre. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel  in  Marburg. 

•  .  ■ 

■  * 


1.  Wenn  bei  den  combinatorischeu  Arbeiten  keine  solche  ße- 
if  hräokungeu  vorgeschrieben  sind ,  durch  welche  ein  häufigerer 
Gebrauch  des  einen  und  ein  seltenerer  des  andern  Elements  bedingt 
wird ,  so  muss  jedes  der  gegebenen  m  Elemente  in  der  Gesammt- 
heit  der  Complezionen  der  »ten  Classe  so  oft  enthalten  sein  als 
das  andere. 

2.  Wenn  keines  der  Elemente  in  einer  Complexion  mehr  als 
einmal  vorkommen  .darf ,  oder  wenn  die  erlaubte  Wiederholung  für 
alle  Element©  gan»  unbeschränkt  oder  in  gl  ei  ehern  Grade  beschränkt 
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statt  finden  darf,  so  wird  hierdurch  keine  Verschiedenheit  im  Ge- 
brauch der  verschiedenen  Elemente  vorgeschrieben. 

3.  Man  findet  daher,  wenn  keine  eingeschränkten  Wiederho- 
lungen in  Betracht  kommen ,  die  Anzahl  ^A^ ,  welche  angibt ,  wie 
oft  eines  der  m  Elemente  in  der  Gesammtheit  der  Complexionen 
der  wten  Classe  vorkommt,  wenn  man  die  Anzahl  der  Com- 

plexionen der  nten  Klasse  aus  m  Elementen  mit  der  Anzahl  n  der 
Elemente,  die  in  jeder  Complexion  enthalten  sind,  multiplicirt  und 
mit  der  Anzahl  m  der  gegebenen  Elemente  dividirt : 


Da  nämlich  die  wte  Klasse  Complexionen  und  jode  Klasse 
derselben  n  Elemente  enthält,  sotiind  in  allen  Complexionen  der 
wten  Klasse  zusammengenommen  ?i.fc\  Elemente  enthalten,  mit- 
hin, da  m  Arten  von  Elementen  da  sind  und  von  einer  Art  so  viel 
als  von  der  andern,  so  ist  in  allen  Complexionen  der  »ten  Klasse 

aus  m  Elementen  jedes  der  m  Elemente  ^  .       mal  enthalten,  d.h. 

4.  Umgekehrt  findet  man  daher  die  Anzahl  der  Complexionen 
der  nten  Klasse  für  in  Elemente  durch  die  Gleichung 

5.  Wird  «  =  ?n,  so  hat  n 


man 


6.  Wenn  man  daher^yi^  anderweitig  bestimmt,  so 
hat  man  in  der  Gleichung/?)  ein  Hülfsmittel  zur  Bestim- 
mung von  (j0^9  welches   sowohl   für  Permutationen, 

Variationen  und  Comb inationen  ohne  Wiederholun- 
gen, als  auch  für  Variationen  und  Combinationen  mit 
unbeschränkten  Wiederholungen  brauchbar  ist,  wie 
folgende  Auseinandersetzung  zeigt. 

■ 

«)  Permutationen  ohne  alle  Wiederholungen. 
7.  Hier  ist  m=n,  also  fc)=Qi). 
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Bildung  der  ///ton  oder  nten  Klasse. 

Irgend  eins  der  m  Elemente  lässt  sieh  allen  Complexionen  der 
(ra— l)ten  Klasse  aus  den  (m — 1)  übrigen  Elementen  ansetzen,  und 
rwar^n  jede  in  m  verschiedenen  Stellen  (als  erstes,  zweites,  drit- 
tes u.  s.  w.  mtes  Element)  * ) ;  kommt  also  in  der  7/iten  Klasse  mmal 
sooft  vor,  als  Complexionen  der  (m— l)ten  Classe  möglich  sind. 
Daher  ist: 

• 

I.  ^A^zzzm^  C  ^ ;  also  auch  gemäss  B) : 

©«CD 

Es  ist  also,  wenn  man  in  II.  statt  m  nach  und  nach  setzt 

(fit —  1  \  Sm —  >2  \ 
C  J,  (    C  J,..Cndet,  und  die  gefunde- 

DenWerthe  in  II.  substituirt:(  C)  =  m  (  C  )  =  m(m  —  1) .  (  C) 

*Ö  /m-3\  '  W"l/  /«^X 

=»  Q»-l)(m-2) .(  C 

wobei  zuletzt  «*-   a,8°  (»•— <p-l))=^2  werden 

muss,  so  dass 

-■_ 

III.   (cj  =jn(in— 1)  (m~2)  (m— 3)...3.2.1  =  1.2.3...m 
=  Anzahl  der  Permutationen  ohne  Wiederholungen 


für  m  Elemente;  also  auch 
IV  (^)  =  1.2.3.... ro. 


ii 


(« 


ß)   Variationen  ohne  Wiederholungen, 
Bildung  der  nten  Klasse. 

8.  Irgend  eins  der  m  Elemente  kann  jeder  Complexion  der 
a-l)ten  Klasse  aus  den  (m— 1)  übrigen  Elementen  als  erstes. 


•)     Es    gibt   zum    Beispiel  die 
Complexion  abc  der  3ten  Klasse  durch 
des  Elementes  d  in  eine  der 


• 

a  '\b\'  C 

durch  Punkte  ausge- 

• 

füllt  sind,  nebe 

ns 

lebende  vier  Comple- 

• 

a 

• 

b 

C 

d 

=  abcd 

• 

a 

• 

b 

d 

c 

—  abdc 

• 

a 

b 

• 

c 

z=adbc 

a 

P 

b 

1 

c 

• 

—  dabc 

der  4tcn  Klasse 

In  ähnlicher  Art  können  die  übrigen  Complexionen  der  4ten  Klasse 
sns  den  übrigen  Complexionen  der  dritten  Klasse  (ac&,  oac,  bca ,  cafc, 
cba)  hergeleitet  werden. 


2*98 

zweites,  drittes  u.  s.  w.  wtes  Element,  d.  h.  in  n  verschiedenen  Stel- 
len, angefügt  werden.  Es  ist  also  die  Zahl,  welche  angibt,  wie 
oft  ein  Element  in  der  7iten  Klasse  aus  m  Elementen  enthalten 
ist,  «mal  so  gross  als  die  Anzahl  der  Complexionen  der  (w— l)ten 
Klasse  aus  (/«— 1)  Elementen.   Diess  in  Zeichen  ausgedrückt  heisst . 

i  '•  GD=n(£> 

da  nun,  zufolge  B),  allgemein  Q^^Q*)'  80  ,st  hler: 

0.  0=mQc)=m(m-l)(2)='»(m-l)(m-2)(2]) 
=™(m-t)<m-2)....(m-(p-l))QQ. 

wo  nothwendlg  einmal  QQ  =  (^£Li))  werden  mus8'  nemiich 
wenn  z>— n — 1  wird. 

Es  ist  aber  dann  ^  C  ^==m  — (n— 1),  weil m— (n— 1) Ele- 
mente wi  — (n— 1)  ünionen%eben.  Auch  ist  dann  m— (p  —  1) 
=m— (n— 2),  also 

III.   ("c)=m(m-l)(m-2).... (m-(n-2)) (m-(n-l)) 

=  der  Anaahl  der  Variationen  ohne  Wiederholungen 
zur  nten  Klasse  für  m  Elemente; 

hieraus  ergibt  sich  ■       >  ~  '■  }^  ' 

ü)=BGD=n-[(Bt-1)^-2)(m-3)""("^n-1))1- 


y)  ^Variationen  mit  unpeschr&ii&ten  Wieder  holungen. 
m      .Bildung  de 


lang  der  Inten  Klasse. 


9.  Wenn  man  eines  der  m  Elemente  allen  Complexionen  der 
(n— l)ten  Classe  für  m  Elemente  zur  Linken  anfügt,  so  erhält  man 
alle  jene  Complexionen  der  nten  Klasse,  in  welchen  das  fragliche 
Element  in  der  ersten  Stelle  jeder  Complexion  sich  befindet.  Das- 
selbe gilt  von  jedem  andern  Element  in  Beziehtrog  auf  die  betref- 
fende andere  Ordnung  *)  der  nten  Klasse. 

Jedes  Element  ist  also  in  der  nten  Klasse  sovielmal  als  erstes 
Element  vorhanden,  als  die  (n— l)te  Klasse  Complexionen  zählt. 

* 

•)  Allo  jene  Complexionen  einer  Klasse,  die  einerlei  An  fangfeie - 
ment  haben,  zu  einerlei  Ordnung  gerechnet. 
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Es  ist  aber  jedes  Element  ebenso  oft  In  jeder  der  n  Stellen  vor- 
handen, als  es  in  der  ersten  vorkommt  (weil  keiner  der  Stellen 
irgend  ein  Vorzug  zusteht) ,  daher  muss  hier 

da  nun  gemäss  B)  gilt  (c)=-(a),  so  ist  hier 

II.  ®  =  ».CC),  also 
(7")=m.(m  (*C  ))=m«(m(*t?))=.  ..  =  ml'(;6,,) , 

»o(*?)  einmal  =(c),  also  (n-p)  =  l,  folglich  p=(n— 1)  wer- 
den muss. 

Es  ist  aber  (c)=m,  weil  m  Elemente  m  Unionen  geben; 
also  wird 


III.  (r)=m»-i.i»=m» 

=  Anzahl  der  Coroplexionen  der  nten  Klasse  aus  m 
Elementen  beim  Variiren  mit  unbeschränkten 

Wiederholungen. 

Bieraus  folgt:   (*c)==»^i  ,  und  man  hat  also ' auch  : 
IV.  (^)=n.(  e)=n.m»-i. 


i  ' .  >  . « '  -   —  — -  •  ^  j 

V 


8)  Combinationen  ohne  Wiederholungen. 
Bildung  der  nten  Klassd. 

10.  Wenn  man  eines  der  m  Elemente  an  alle  Complexionen 
der  (n — l)ten  Klasse  aus  den  (m—  1)  übrigen  Elementen  ansetzt, 
«o  erhält  man  sämmtliche  Complexionen  der  «ten  Klasse.  Man 
tat  also  für  die  Anzahl,  welche  angibt,  wie  oft  dieses,  folglich 
jedes  Element,  in  der  nten  Klasse  gebraucht  wird,  die  Gleichung: 

'•  0=(2> 

-  ■ 

da  nun  gemäss  B) : 


tot 

=n  •  U=I  VjvJ-  n.(»-l)  <JVJ 

m .  (m— t)  (wi— 2)(ro-3).-(m— (p— 1»  /»^x 
-  ».(n-l)(»-2)(n-3)....(n-(p-l)) 

ff 

wo,  weno  p=(»-l)  wird,  auch  (IT)  =  (  C  )  = 

=  m— (n— 1)  und  w  —  (p— l)  =  m— (n— 5),  und'w-^p — 1)=2  wird, 
so  dass: 

»  « 

/«N  m(m-i)(n^)....(m-(n-Z)).(m-(n-i)) 
III.   ^GJ  —  n(»-l)(*t-2)....2.1 

ist,  welcher  Formel  man  auch  folgende  beide  Gestalten  geben  kann : 

m(m—l)  (m— 2)....  (m— (tt— 1))    \       /Anzahl  der  Com- 

1.2.3....ft  1       Wlexionen  der 

f        inten  Klasse  ans 
und  )  —  Im  Elementen 

jbeim  Co  in  bin i- 
fren  ohne  Wie- 
derholungen, 

so  dass  die  Formel  O)  die  bequemereist,  wenn  n<(m — *),  und 
umgekehrt  })  vorzuziehen  ist,  wenn  (m— »)<». 

Hat  man  z.  B.  für  60  Elemente  die  Anzahl  der  Ternioneo  zu 
finden,  so  ist  3<(G0— 3),  also  die  Formel  Q)  zu  brauchen,  und 
man  hat  %  • 

» i « 

0 60.69.58  j^^/A    4. 5. 6. 7./ 60 

_  --TUT'  wShrend  »  i .2.3.4 ....57- 

Ist  dagegen  für  6  Elemente  die  Anzahl  der  Complexionen  der 
4ten  Klasse  zu  finden,  so  hat  man 


O)  (c)  = 


*)  £•  ist  nämlich  jeder  Bruch  ist  also 

x=m(m— 1) (m — 2)..«(m— (n— 1))  nnd  y=l.2.3„..n 
and  9  =  1.2.S„M(n-f*m — n)=1.2.3^..m,  so  ist 

9 » y  _  ("+*)  (n+2)....Q»+<m— n)) 
</:»"""""        1.2....(m— n) 
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nach0):(c)=nOf!, 
nach)):®^^. 

Aus  0)  folgt  mit  Rücksicht  auf  I. 
Au«  ))  folgt 

IV b.  (a)  _w(^1)W-(wtfw"1H)< 

\Ä/  1 . 2.3....(7/»~n) 


i)  Combinationen  mit  unbeschränkten  Wiederholungen. 

Bildung  der  nten  Klasse. 

11.  Man  erhält  die  nach  einander  folgenden  Ordnungen  der 
«ten  Klasse  von  Combinationen  mit  unbeschränkten  Wiederholun- 

§eo  aus  m  Elementen  dadurch ,  dass  man  nach  und  nach  jedes 
er  m  Elemente  an  alle  diejenigen  Complexionen  der  (h  —  l)ten 
Klasse  aus  m  Elementen  zur  Linken  (oder,  wenn  es  nicht  um 
regelmässige,  sondern  nur  um  vollständige  Aufzahlung  der  Com- 
plexionen der  »ten  Klasse  zu  thun  ist,  irgendwo)  ansetzt,  welche 
kein  niedrigeres  Element  enthalten. 

12.  Wenn  man  also  das  niedrigste  der  m  Elemente  allen 
Complexionen  der  (it  —  l)ten  Klasse  aus  denselben  m  Elementen 
rar  Linken  ansetzt,  so  erhält  man  alle  diejenigen  Complexionen 
der  nten  Klasse,  welche  das  niedrigste  Element  enthalten.,  Und 
rwar  ist  das  niedrigste  Element  in  diesen  Complexionen  (also  in 
der  ganzen  wten  Klasse) 

erstens,  so  viel  mal  in  der  ersten  Stelle  vorhanden,  als 
die  Anzahl  der  Complexionen  der  fn — l)ten  Klasse 
beträgt  (denen  es  zur  Linken  angefügt  wurde),  wäh- 
rend es 

zweitens,  in  den  übrigen  Stellen  so  viel  mal  vorhanden 
ist,  als  es  in  allen  Stellen  der  (it  —  l)ten  Klasse 
vorhanden  ist. 

13.  Jedes  der  m  Elemente  ist  aber  in  einer  und  derselben 
Klasse  so  oft  enthalten,  als  das  niedrigste,  weil  das  Höher-  oder 
Niedriger -Sein  der  Elemente  keine  Verschiedenheit  der  Anzahl, 
welche  angibt,  wie  oft  ein  Element  in  einer  Klasse  vorzukommen 
bat,  hervorruft,  da  man  ja  jedes  der  m  Elemente  als  das  nie 

muss  betrachten  können.    Es  ist  demnach  für  jedes 

Dement 


;?)=(£)+(;?)• 
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Da  nun  allgemein  gemäss  B)  und  A) : 

©=?0  .de,  (J)=|(C). 

80  muss  auch 
mithin 

®KT)+^(?)=(l+"^XT)=!!^G-) 

»ein;  also  gemäss  /?): 
folglich 

„.  0=^.(c'). 

£s  ist  also 

/  «x    m+w-1 7n+n— 2  (^^_(m+n~V){m+n-cl)  /7n-f  n-3v/^;3\ 
_  (m+«-~l)  (m+n— 2)....(m-Hi— /"jfx 

^ .  («~i)....(n-(j>— i))    a  £ ; ' 

wo,  wenn  (  (f^  =  (c)  =  m  wird,  auch  n—  p=l,  also  p~n—\, 


mithin  auch  wi  +  n— p=m+l  und  n— (/>— 1)=2  werden  muss,  so 
dass 

Iii   f  A =(™+n-.)(m+w-2).... • m 

\«/  w.(»-l)....2.1 
ist ,  welcher  Formel  man  auch  folgende  beide  Gestalten  geben  kann : 


0)  (c)=  "v"  1  *yV*o  '  " — ~      i  Anzahl  der  Com 

v»/  l.Z.ä...,n  1     plexionen   der  nie 


m(m-fl)(wi+2)....(wi+n— 1) 

t  'aus hui  aer  com 

\  plexionen   der  nlen 
un(l  IKIasBeanimElemeu. 

1  ten  beim  Conib.niren 

Xv   /  A  —  (n+l)(n+%)  (n+'.l)....(ji+m~l)  \  mit  unbeschränkten 

\*'  i.2.3....(m-l)  l  Wiederholungen, 


wo  wieder©)  bequemer  ist  als  )),  wenn  n<(m—  1)  und  umgekehrt 
Da  nun  nach  ^) 
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«o  ist  nach  @) 

IVa.  (*i)=n  ,m(w+iXm+2> 

^m'       W  1.2.3...» 

_  (m+1)  (m+2)....  (m+n-1) 
1.2.3....(«-1) 

oder  nach  )) 

iva  f7\  n  (»+l)(»+2)— (»+»-!) 
IV  6.  (^;=-.  1.2....(m-l)  

_w(n+l)(w+2)....(n+m-l) 
1.2'  3....n 

14.    Aus  I.  unter  13.,  d.  h.  aus  der  Gleichung: 

©=(?)+(?) 


folgt : 


Ut 


*  ■ 

(i)=(c,)+("^i)+PI) 
=<?><?>(?)  +  CT) 

.  .  . 
.        .  . 

£X<;Xf  >•••+(  £X/> 

wo,  wenn  n— /?=t  wird,  auch  Q  ist,  so  das» 

—  I    m    m(m+l)  .  *»(w-f-l)(ifi-f2)  .       m(in+i)...(m+n—  2) 
1.2    +       1.2.3      +,+      1.2...(»-1)  ' 

Es  Ut  also  die  Summe  der  Reihe: 

nlAm  .  w(m-ft)  ,  jn(mf-l)(;nf2).    . m(ffl+l)(m+2)...(m+w--2) 
tf;  l+l  +    1 .2~~ +      T273      +* H  f3.3...(ft-l) 

(m-t-1)  (m-r-2)  w)4-3)....  (m+w— 1)  w(tt+l)(tt+2)...(n+m-l) 

(» — 1)  1.2.3 
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Die  Reihe  $)  ist  die  gemeinschaftliche  allgemeine  Form  fflr 
folgende  bekanntlich  höchst  wichtige  Reihen : 


I  ••••  i  l  l  l  l 


•  •  •  • 


CO 


CO 


i. 


CO  i— 


3 

I 


•  .  . 


8     3  S 


IT 

r± 

*     1  * 

iJi 

I 


e 


I 


3  3 


CO 


a 
4- 


a 
+ 


K>  2 


I  8 


« 

CO 
I 


5 
5 


3 
+ 


14 
CO 

* 


a  • 
+  » 


IC 


3^ 

+  'p-l 


»  In- 


2 
+ 

? 
+ 


k« 

CO 


a 

a* 

+ 
n» 

a  > 
-t"  • 


s 

t 


a 
+ 

CO 


VW 


I 


CO 


2 


a 

£ 

5* 
p- 


I 

(9 
"1 

» 
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t  - ; 


;V!:  It  '         •!,,♦'  »^'*  "Uli  '         ."         .  1     .  < 

.>  - 


•  i  ■    ■  -  ■  i 
•     \  * 


Heber  die  Auflösung  der  Gleichung 

aae+by+cat=09 

wo  a,  fr,  c  ganze  Zahlen  bezeichnen, 

in  ganzen  Zahlen« 

Aus  einer  Abhandlung  von  Cauchy  (Exercices  de  Math4- 

matiques.    9»«  Livraison)  ausgezogen 

;  '  v  'l  "■  .  •  .  .  i  >".*  .. 

TOD 


dem  Herausgeber. 


>  7  .     .*   .  !       .».1  .  .  '»..  •        '  1  '    >       ■  "♦••» 


Wenn  man  in  den  Fopneln  V.  (  .  s  i 

•  1  •  *  m 

1)    |  y  =  cu—  «ir, 
V  2=ar  —  bu 

für  u,  e,  beliebige  ganze  Zahlen  setzt,  so  erhalt  man»  wovon 
man  sich  durch  ganz  leichte  Rechnung  auf  der  Stelle  überzeugt, 
allemal  eine  Auflösung  der  Gleichung 

I).:      \  >     .  .«  ..    .    ■> '.   :  -  >    ^  ■'  "  •  v 

m  ganzen  Bahlen.  Vorzüglich  kommt  es  nun  aber  hierbei  darauf 
ai,  dass  man  zeigt,  das«  die  Gleichungen  1)  auch  all*  Auflosm> 
$eo  der  vorhergehenden  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  liefern,  welche 
es  geben  kann,  was  bei  dieser  Untersuchung  bei  Weitem  die 
Hauptsache  ist.  «  ; 

Um  diesen  Beweis  zu  führen  ?  wollen  wir,  was  offenbar  jeder- 
zeit  verstattet  ist,  annehmen,  dass  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  ar  6,  c  die  Einheit  sei,  oder  dass  diese  Grossen  rela- 
tive Primzahlen  seien.  Sind  nun,  dies  vorausgesetzt,  X,  Y,  Z 
drei  ganze  Zahlen,  durch  welche  die  Gleichung 

Theü  vn.  20 


*     'i  •  I  i". 
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aufgelöst  wird,  so  ist 

2)  flA  +  &F+cZ  =  0; 

und  wenn  wir  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  a  und  b 
durch  d  bezeichnen ,  so  muss  d  in 

cZ=  —  aX—bY 

aufgehen.  Da  aber  c  und  d  nothwendig  relative  Primzahlen  sein 
müssen,  weil,  wenn  dies  njctit- dec PaJU  wäre,  offenbar  er,  6,  c 
nicht  relative  Primzahlen  sein^  wütdeev  wie  doch  vorausgesetzt 
wurde,  so  muss  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze  d  in  Z 

aufgehen,  und  daher  j  eine  ganze  Zahl  sein.  Weil  d  der  gfusste 

gemeinschaftliche  Tneiler  von  a  und  6'  ist,  so  sind  j  und  ^  rela- 
tive Primzahlen ,  und  die  Gleichung  des  ersten  Grades 

.♦,{!'..  !.r    •»!                          rf         d-~df  ~.'i:'\L  'r"         !•..■•»  -  i  : 

-  .  :  ..        :     -  •  •>  :•      •    •  ; 

zwischen  den  beiden  unbekannten  Grossen  U  und  F,  oder, 
dasselbe  ist,  die  Gleichung 


3)  :Za«y- 

ist  also  bekanntlich  immer  in  ganzen  Zahlen  auflösbar,  d.  h.  es 
lassen  sich  für  U  und  F  immer  ganze  Zahlen  finden ,  welche  die- 
ser Gleichung  genügen.  Kliminirt  man  nun  Z  aus  den  beiden  Glei- 
chungen 2)  und  3),  so  erhält  man  die  Gleichung 

a{X+cV)r±b{*U—  Y) 

oder 

•  4)  3<Ä-t.C F)Äg(4f.ü—  Y)>        Hi  .i; 

:  :;.  r. ■      i'.i  ..."        ■  .  .j   --'i'.   '      ,  ■  ■:  .!  J. 

wo  -3  und  -i  relative  Primzahlen  sind.    Daher  muss  oach  dem 

A 


schon  oben  angewandten  Satze  ^,  welches  in  demProcJuc^e  j(A>c  F) 

aufgeht,-  wX+cV .aufgehe»,:  und  man  kann  folglich,  wenn  G 
eine  ganze  Äahl  be*e4cjbnet,       ... ..,  :;  ,i 

.  5)X\.cV=j.G 

setzen.  Pflhrt  man  aber  diesen  Werth  von  X+cV  in  die  Glei- 
chung 4)  ein,  «o  erhalt  man  auf  der  Stelle  ferner 

\    .  **i  ■  "         .  .  .j     .  .      •    .      r.       ,*      •  .   ,».|.|,  » 

6)  cU-Y=±G. 
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Aus  den  GleichuogeD  5)  und  6)  ergiebt  sich 

■  *  • 

Da  nach  dem  Obigen  c  und  d  relative  Primzahlen  sind ,  so  ist  die 
Gleichung  des  ersten  Grades 

8)  dü'  —  cV'=G 

zwischen  den  beiden  unbekannten  Grossen  U'  und  V  bekanntlich 
in  ganzen  Zahlen  auflösbar,  d.  b.  es  lassen  sich  für  U1  und  V* 
immer  ganze  Zahlen  finden,  welche  dieser  Gleichung  genügen; 
und  führt  man  nun  den  Werth  von  G  aus  8)  in  die  Gleichungen 
7)  ein ,  so  erhält  man : 

(  X=bV-c(V+^V), 
9)  <  a 

Ueberlegt  man  jetzt  noch ,  dass  sich  die  Gleichung  3)  offen 
bar  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen  lässt : 

so  hat  man  ffir  die  Grössen  X,  V,  Z  die  folgenden  Ausdrücke: 

(  X=nU'-c(F+Jr), 
10)  J  Y=e(V+lr)-aü', 

Vergleicht  man  aber  diese  Formeln  mit  den  Formeln  1),  so 
ergiebt  sich,  dass  die  letzteren  aus  den  ersteren  hervorgehen, 
wenn  man 

B  r  _ 

setzt,  und  dass  jede  beliebige  durch  das  System  X,  Y,  Z 
dargestellte  Auflösung  der  Gleichung 

<w?-foy-f  ci=ö 

in  ganzen  Zahlen  aus  den  allgemeinen  Formeln  1)  erhalten  wird, 
wenn  man  nur  für  «,  t>,  w  in  diesen  Formeln  gewisse  ganze  Zah- 
len setzt,  wie  behauptet  wurde. 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass,  wenn  das  System  Xq,  yQt 
:o  irgend  eine  bestimmte  Auflösung  der  Gleichung 

20* 
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iu  gauzen  Zahlen  darbietet,  die  allgemeinen  Werthe  von  x,  y,  z, 
welche  diese  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflösen,  auch  unter 
der  Form 

.r=#0-f  ütc  —  cp,  ,  . 


•         #  • 


U)    J  #  =  #o  +  c"  —  mot 
:  — i0-f  nr  — Am 


dargestellt  werden  können. 


 1  •  •  w  ' .  •»'•   .*  "• 


* 


Heber  die  CycloMe  als  Brachysto- 

chrone. 

Von 

dem  Herausgeberl  • 

— i  ■ — ♦  .        ;  . 

ßei  Vorträgen  über  die  höhere  Mechanik  wird  man  ausser 
der  Kenntniss  der  Differentialrechnung  und  der  Integralrechnung, 
welche  natürlich  unerlässlich  ist,  bei  allen  Zuhörern  nicht  immer 
auch  die  Kenntniss  der  Variationsrechnung  voraussetzen  können. 
Und  wenn  nun  auch  allerdings  die  Aufgaue  von  der  ßrachysto- 
chrone  *)  ein  recht  eigentlich  dieser  letzteren  Wissenschaft  atige- 
hörendes  Problem  ist,  so  scheint  es  aus  dem  angegebenen  Grunde 
und  wegen  des  grossen  Interesse»  der  Aufgabe  an  sich,  doch 
wünschenswerth,  im  Besitz  einer  die  Anwendung  der  Variations- 
rechnung  nicht  in  Anspruch,  nehmenden  Auflösung  derselbeo  zu 
sein,  die  ich  daher  im  Folgenden  zu  geben  versuchen  werde,  wo- 
bei ich  aber  berrerken  muss,  dass  diese  Auflösung  wenigstens  in 
Rücksicht  des  ihr  vorzüglich  zum  Grunde  liegenden  Princips  mit 
der  von  Jacob  Bernoulli  gegebenen  Auflösung  nahe  ver- 
wandt ist. 


*)  Wir  betrachten  hier  nur  den  Fall  einer  Bewegung  im  Inftlcrrcn 
Räume  oder  überhaupt  in  einem  nicht  widerstehenden  Nittel. 
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Die  Aufgab«  selbst  kann  aui'  folgende  Art  ausgesprochen 
werden : 

WennAundBin  Taf.  V.  Fig.i.  zwei  gegebene  Punkte 
tind,  so  soll  man  die  diese  beiden  Punkte  mit  einander 
verbindende  Curve  von  ein f  ach  er  Krümmung  *)  be- 
ttimmen,  auf  welcher  ein  schwerer  Punkt  durch  den 
Fall  in  der  kürzesten  Zeit  von  A  bis  B  gelangt. 

Die  Auflösung  dieser  interessanten  Aufgabe,  welche  wir  im 
Folgenden  geben  werden,  gründet  sich  vorzüglich  auf  das  folgende 
Prinzip. 

Wenn  die  in  der  Fijrur  verzeichnete  Curve  AB  die  gesuchte 
Ut,  auf  welcher  also  ein  schwerer  Punkt  , durch  den  Fall  in  der 
kürzesten  Zeit  von  A  bis  B  gelangt,  so  wird  auch  jedes  Stück 
ab  dieser  Curve  von  dem  schweren  Punkte,  welcher  in  a  mit 
einer  gewissen  Geschwindigkeit  ankommt,  in  der  kürzesten  Zeit 
durchlaufen.  Gäbe  es  nämlich  ein  anderes  Curvenstück  acb, 
welches,  dieselbe  Anfangsgeschwindigkeit  vorausgesetzt,  in  einer 
kürzeren  Zeit  als  ab  durchlaufen  würde,  so  würde  doch  bB  noch 
ia  derselben  Zeit  durchlaufen  werden,  weil  nach  einem  aus  der 
Mechanik  bekannten  Satze  die  in  dem  Punkte  6  erlangte  Ge- 
schwindigkeit des  sich  bewegenden  schweren  Punktes  dieselbe  ist, 
'lieser  Punkt  mag  steh  auf  ab  oder  auf  acb  bewegen,  indem  diese 
Geschwindigkeit  bekanntlich  bloss  von  der  vertikalen  Entfernung  der 
beiden  Punkte  A  und  b  von  einander  abhängt,  welche  in  beiden 
Fällen  dieselbe  ist.  Also  würde  offenbar  der  schwere  Punkt  auf 
dem  Wege  AacbB  in  einer  kürzeren  Zeit  als  auf  dem  Wege 
AabB  oder  AB  von  A  bis  B  gelangen ,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung streitet,  wodurch  folglich  unsere  obige  Behauptung  ge- 
rechtfertigt ist. 

Ferner  gründet  sich  unsere  Auflosung  der  Aufgabe  von  der 
Brachystochrone  noch  auf  das  folgende  Problem,  welches  wir 
daher  vorher  auflosen  müssen. 

In  Taf.  V.  Fig.  5.  sei  CD  eine  gegebene  gerade  Linie, 
nod  ifundiVseien  zwei 'auf  verschiedenen  Seiten  der- 
selben liegende  gegebene  Punkte.  Man  soll  in  der 
Linie  CD  den  Punkt  P  so  bestimmen,  dass»  wenn  man 
die  Linien  MP  und  NP  zieht,  und  a  und  b  zwei  gegebene 
Zahlen  bezeichnen,  die  Grosse 

MP  NP 
~+  b 

■ 

ein  Minimum  werde. 

Von  M  und  N  falle  man  auf  CD  die  Perpendikel  MM'  und 
und  NN\  und  setze  als  gegebene  Grossen  MM'=m,  NN  =  n 
nod  M'N'~e.  Ferner  bezeichne  man  die,  jenachdem  der  Punkt 
P  von  M'  aus  nach  N'  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin 
liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  des 
Punktes  P  von  dem  Punkte  M'  durch  x,  so  ist 


*)  Dieie  Bedingung  ist  hier  absichtlich  gemacht  worden. 
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und  folglich ,  wenn  wir 


IUP  ,  NP 


1 


setzen  : 


r  m4 + T  n*  -f  (e— x)2 
y  =  ~—  +  g  

Entwickeln  wir  nun  den  ersten  Differentialquotienten  dieser 

Grösse ,  so  erhalten  wir 

•.     ■  ■  «  • 

c       dv  x  e—x 


ay  : 


bVn*  +  (e-x)2 

woraus  sich  als  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und 
Minimums  die  Gleichung 


e— x 


aVm2  -f-  x*     bV^n2  +  (c— x)2 


ergiebt. 

Weil  hiernach 


ist ,  so  ist 

x 
e—x 

stets  eine  positive  Grftsse,  und  x  und  « — x  haben  daher  immer 
gleiche  Vorzeichen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  stets  x  positiv  und 
&'<e  ist,  folglich  der  Punkt  P  immer  zwischen  M'  und  iV'  liegt. 

Entwickeln  wir  den  zweiten  Differentialquotienten  von  y,  so 
erhalten  wir 

m2  m  n 2 


a  (m*+  x2)  V  m2 +x2     b  (n*+  (e  -.r)a)  V 

welches  offenbar  immer  eine  positive  Grosse  und  daher  die  Be- 
dingung des  Minimums  erfüllt  ist. 

Da  offenbar 

MP^tW+x*,  NP=Vn*+(e—x)2- 
M'P=zx,  2VP=p— x 

ist;  so  ist  nach  dem  Obigen 


•  r 


I 
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itfp  _  np 

a.MP-b.NP 

die  Bedingung  des  Minimums.  Bezeichnen  wir  aber  die  Winkel 
MPJt  |ind  NPN  respective  durch  «  und  jJ,  so  ist 

WP=  MP.  cosa ,  NP=  NP.  cos/5 ; 

\  \ 

also  '    ■  *  •  '  "4*      •  ' m    "  r* 


co'scr  cosj3 


.  '  .1 


cos« :  cos/5  =  a:  b 

die  Bedingung  des  Minimums. 

Bezeichnen  a  und  b  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  ein 
Punkt  auf  MP  und  NP  sich  gleichförmig  bewegt,  so  sind  — - 

NP  t  .  *#  ' 

und  -t—  die  Zeiten,  in  denen  die  Wege  J/P  und  iVP  zuruckge- 
o 

legt  werden,  und  •  '\  •  .»-... 

MP    JSP  ,-t. 

«  6 

ist  folglich  die  Zeit,  in  welcher  der  Weg  MPN  zurückgelegt  wird. 
Daher  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  der  folgende  Satz : 

Wenn  ein  Punkt  in  den  Linien  MP  und  NP  mit  den 
Geschwindigkeiten  «  und  b  sich  gleich  für  »ig  bewegt 
und  der  Punkt  P  in  CD  eine  solche  Lage  haben  soll, 
dass  unter  dieser  Voraussetzung  der  sich  bewegende 
Punkt  auf  dem  Wege  MPN  in  der  kürzesten  Zeit  von 
iVnach  N  gelangt:  so  müssen  die  Cosinus  der  Winkel 
MPD  und  NPC  Sick  wi e  die  Geschwindigkeiten  «  und 
6  in  den  Linien  MP  und  NP  verhalten, 

Hiervon  lässt  sich  nun  die  folgende  Anwendung  auf  die  Be- 
stimmung der  Brachystochrone  für  den  Fall  schwerer  Punkte  raachen. 

Die  Curve  AB  in  Taf.  V.fig.  £  (M.  vergl.  Taf.  V.  Fig.  4.) 
denke  man  sich  in  eine  so  grosse  gerade  Anzahl  so  kleiner  Theile 
getheilt,  dass  man  ohne  merklichen  Fehler  jedes  dieser  Theile hen 
als  eine  gerade  Linie  und  die  Bewegung  in  einem  jeden  derselben 
als  ({leichfüruiig  betrachten  kann.  Durch  den  Punkt  A  und  alle 
Theilpunkte  denke  man  sich  horizontale  Linien  gezogen,  und  be- 
zeichne die  Neigungswinkel  der  geradlinigen  Elemente 

Abx,  blb%,         6564,  6466,  .... 

gegen  diese  horizontalen  Linien  respective  durch 
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Denken  wir  uns  dann  femer  durch  alle  Theilpunkte  die  verti- 
kalen Linien 

1  *  »  * 

»-   Mi  :/    ,  !,         *A»  <*>Ä3»  «4^4»   

gezogen ,  so  sind  nach  bekannten  Sätzen  die  durch  den  Fall  auf 
AB  in 


*i  >        Aj>  ^4»  °a>  •  •  •  • 
erlangten  Geschwindigkeiten  respective: 

2V"#.aA,  2Vo/.<rs6a,  2^.03631  2V"y  .a464,  ; 

• 

wo  flr  seine  bekannte  Bedeutung  hat. 

*Nach  dem  oben  zuerst  ausgesprochenen  Princip  gelangt  der 
schwere  Punkt  auf  der  Curve  AB  mit  der  in  dem  titen  und 
(«4-l)sten  Theilpunkte  erlangten  Geschwindigkeit  in  der  kürzesten 
Zeit  von  dem  wten  bis  zum  (it -|-2)ten  Theilpunkte,  und  wir  haben 
daher  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  in  den  vorher  eingeführten 
Bezeichnungen  offenbar  die  folgenden  Proportionen! 

v,  

cosa:cosa1=0:2v  ^.«^^O:  V  a^, 


coserj  :cosofa=2Vi7.ii161 :2  V^.efa6a  =  V  iVa^f^, 

cos 0^ :  cos o,  =  2  Vg\  a262  : 2  V g .  o36j  =  V" 0*6* :  ^a^b^ , 

»■ 

cos «3 : cos or4  =  2  V  g.a9b3  : 2  V y .  o464  =  V 0363 :  V a464 , 

■  ,  •  .i  •  • 

U.  84  W. 

Da  nun  die  einzelnen  Elemente  der  Curve  mit  den  entsprechen- 
den Berührenden  derselben  als  zusammenfallend  betrachtet  werden 
kennen,  so  sind  offenbar 

.     1  .  t".  »Sj  .    ■    I    -  :.  ".  \  >  '•  -  '  •    ■    **  '  1  -  * '         »  1  '  ■ 

«,  «2,  0f3,  tf4,  .... 

die  von  den  Berührenden  der  Curve  in  den  Punkten 

■  * 

.       A,  6| ,       03 ,  64,  «... 


!  I 


mit  der  durch  >ij»efeogcneri  horizontalen  Linie  </4C,  welche  wir 
als  den  positiven  Tneil  der  Abscissenaxe  und  A  also  als  den  An- 
fang der  Abscissen  annehmen  wollen,  eingeschlossenen  Winkel; 
und  wenn  wir  nun  überhaupt  zwei  dieser  Winkel  durch  0,  & 
und  die  Ordinaten '  der  entsprechenden  Punkte  der  Curve  durch 
y,  t/  bezeichnen,  so  erhellet  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die 
Kiefitigkeit  der  Proportion 

cos  0:cos 6'  =  Vy'-Vy' 

'  ■  ■ 

oder  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

cos  ü>     cos  (y 


/  » 
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woraus  sich  ergiebt,  dass 

cos  &     ♦  3. 
„    j  ~- — 

Vy  •» 

eine  constante  Grosse  ist,  die  wir  durch  Va  bezeichnen,  und  daher 

setzen  wollen.  Aus  dieser  Gleichung  erglebt  sich  mittelst  leichter 
Rechnuog 


und  da  nun  nach  den  Prf  neipien  der  näheren  Geometrie 

taog©=£  . 

•  «-■  (IM  >  - 

ist,  so  erhalten  wir  als  Differentialgleichung  unserer  Curve  die 


oder 


t     -         » — 

da?      1  ay 

»  1  .j  -    •  « 


■ 

Um  diese  Gleichung  zu  ihtegriren,  setze  man 
ay=sin  «2,  1  —  ay  =  cos  a>2  *) , 


«oist 


Weil  aber       ; ,  ...  ...        •»_.,  , 


ist,  so  ist 


ady = 2  sin  a>  cos  co  do> 


1  •<!  '.. 


da?=  — sin  a>2dct), 


  -  »      >    '      i    •!  ....  »  . 

*)  Ea  ist  hier  absichtlich  der  vorhergehende  Winkel  0  nicht  weiter 
berücksichtigt  and  w  nar  als  eine  Hülf*grö*«c  zur  Erleichterung  der  In- 
tegration eingeführt  worden. 
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und  folglich 

X——I  sin  o>2</co-|- Const. 
aJ 

Nun  ist  aber  .#  «t 

J9 sin  coV/a>  =  sin  co ^in  cotfco  — J*dsm  co ^ sin  co  dco 
.    .       =  sin  co  / sin  co  Jw  —  /  cos  co  cf  co  /  sin  od  <Jü> 
= — sin  o)  cos  03+^ cos  co*<fco 
=  —  sin  od  cos  od  -f  y* [1  — sin  co*)  dco 


also 


^ sin  wa  </»  =  £  co  —  J  sin  oj  cos  Q), 

und  folglich  ..„,  ■         \  ,  -  Lth 


Also  ist 


./*  =  —  (co  —  sin  co  cos  eo)  -f  Const 


a,r=  eo  —  sin  co  cos  eo-f  Const. , 


«V=sin  coa; 

oder 


d.  i. 


2^=^«-t|sin«cos.a).+,Cop8^    ;;.  ( 

2  ay=2sin  co2; 


2  cu:=2  co  —  sin  2  co  +  Const. , 
2cry  =  1  —  cos  2  cd. 


Für  y  =  0  ist  nach  dem  Obigen  offenbar  auch  .r=0.  Pör  y  =0 
ist  aber 

1  —  cos  2  co = 0  oder  cos2co  =  l, 

und  folglich,  wenn  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet,  2cü=t2  Attt.   Also  ist  nach  dem  Obigeo 

0 = 2     — sin  2  kn  +  Const = 2  *»  +  Const. , 

d.  i.  Const  =  —  2for,  und  folglich 

2ew:=2co-2*;r—  sin2w/  ' 

2  ay  =  1  —  cos  2  co. 
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Nun  ist  aber 

sin  (2  ® — 2  Arn) = sin  2  cd  ,  cos  (2  w  -  2  k  n)  =r  cos  2  w . 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

2  oj:=2  o  —  2     —  sin  (2  u  —  2 
2ay=l  —  cos (2a  -2**); 

uod  folglich,  wenn  man  Oberhaupt 

2ax=(p — sin?,  2ay  =  1  —  cos  <p; 
oder  für  J-=r: 

x=3r(tp— sinp),  y=r (1  —  coscp). 

Im  Anfange  der  Bewegung  müssen  x  und  y  beide  zugleich 
verschwinden,  welches  offenbar  nur  für  g>  =  0  möglich  ist,  da  nur 
für  diesen  Werth  von  <p  die  Differenz  qp  — siog>  =  0,  d.  i.  sina>=9 
sein  kann.  Also  hat  man  für  den  Anfang  der  Bewegung  a>=0  zu 
setzeD.  Wollte  man  g>  negativ  nehmen,  so  würde,  weil  der  abso- 
lute Werth  von  <jp  immer  grösser  als  der  absolute  Werth  von  sin  q> 
ist,  x  negativ,  da  doch  im  Obigen  x  als  positiv  abgenommen 
worden  ist.  Folglich  muss  man  o>  von  0  an  zunehmen,  nicht 
von  0  an  abnehmen  lassen,  woraus  sich  wegen  der*  Gleichungen 

x±zr (<p— - sio<p),  y=r(l — coscjp) 

nun  unmittelbar  auf  ganz  unzweideutige  Weise  ergiebt  ,  das«  die 
gesuchte  Curve  eine  gemeine  Cycloide  ist,  deren  erzeugender  Kreis 

den  Halbmesser  r  =  ir-  hat. 

Wegeoi  der  aus  dem  Obigen  sich  paftz-  von  seUkst  ergebenden 
wichtigen  und  merkwürdigen  mechanischen  Eigenschaft  der  ge- 
meinen Cycloide  nennt  man  dieselbe  bekanntlich  die  Brachysto- 
chrone  im  luftleeren  Räume. 


-  t 


»  - 


'U  *    .1    ,i'rl    .         ,  tt.  I    I  ••• 


- 
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Sur  les  fractions  partielles. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

t  •-  •  .  ^  »,  . .  «•-  -  •  ■  *  i . 

de  Groningue. 

►  -  ■    i:.'  -     i  r 


i: 


*  *  i 


[fl  i  »  //  »i  -  j  -"t 


Dans  beaucoup  de  recherches  analytlques  il  Importe  de  de- 
composer  une  fonction  rationelle  et  fractionnaire  en  fractions  par- 
tielles, et,  r^ciproquemeut,  de  reduire  une  somme  de  fractions 
partielles  a  une  fonction  fractionnaire.  —  Pour  resoudre  ce  double 
probleme  dans  toute  sa  generalite^ ,  nous  designons  par  Fx  une 
fonction  entiere  de  x  du  degre  w.  Soient  rA ,  ra,  ...rm  lesracines 
inegales  de  l'equation  Irr«  icdlo!)*  .  r:  ca.- 

r*=° ,  ,i  1  . 

rlsolue  par  rapport  ä  x.  Alors,  en  supposant  que  cette  equation 
contienne  nx  racines  egales  rlf  wj  raeines  Egales  rp  ete,,  oi  aura 

'    "••  •  -  ■  je,  =  A  (i-r,)"*  (*-V; .  .(*-r»)"* 
ou,  en  prenant  le  coefficient  constant  A  egal  ä  Turnte, 

(1)  F.  =  {x-rl)Ul(*-rJ*...(x-rtlfm. 

Soient  encore  fXt  Px,i  »  Pr,«»  •  •••Pr,m  des  fonctions  de  x,  Hees 
entre  elles  et  ä  la  fonction  Fm  par  l'dquation 


Cela  fait,  on  pourra  toujours  satisfaire  a  l  equation  (2),  en  suppo- 
sant les  fonctions  fx>  Px,i>  Px*,  .         m  entieres  par  rapport  a 
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x,  et,  regpectivetffcnt»  dagre  itferieur  *  n.,.%,  Wi,  ...nm* 
Eo  effet,  6i  Ton  pose  .  Vl-  .     {  f. 

i 

(3)  F.^^-r^)"*«,,*, 

£  Itant- an  des  norabres  entiers  1,  2,  . ..m,  la  fonction  QXrk  sera 
eotiere  par  rapport  ä  x  du  d>gre\n — 7t*,  et  le  facteur  x  —  r*  n'y 
entrera  pa*..  ii'aiUeurs  on  peut  ecrire  Fequation  (2)  sous  la  (brhie 


dou  Ton  deduit 

et,  eo  vertu  de  IVqnation  (3),  1 


I    .  i   ;  •••«   ,  .  ♦ 


•  ■>      .    ■       .1«;  I,  .  •  ,i  t      f|-  , 


(4)  /*  =P,,,  Qr,i  +Pr,a  Gr,,*"-  •  Gr,«.. 

Or,  Qx,k  starrt  du  degre*  *t— tti,  M  sirit  ifiie  Gr,*  seta 
d'nn  degre  inferieur  an,  lorsqu'on  suppose  la  fonction  P*yk  entiere 
par  rapport  ä  x  d'un  degre  interieur  ä  «*.  On  voit  donc  que  l'equa- 
tioo  (4),  pu  l'equation  (2),  d'oü  eile  est  dädaite,  adroet  la  suppo- 
sition  que  les  fonctions  fx  et  P,,k  soient  entieres  par  rapport  ix 
d  uo  degre*  inferieur  a  n  et  njb,  ensorte  que  J'pu  pourra  faire 


(5)  F,=a0  +  «,:r  +  at:ta+...  +  a«*«, 

(6)  A=Äo  +  6i  x  '+  &a  x»+ ...  +  6«-,  x»-i , 


II  resulte  de  ce  qiii  precede  que ,  poor  le  probleme  de  la  com- 
ition,  il  s'agit  de  trouvec  les  coeflicients  a0i  alt  ...an  et  b0f 
. . .  fht—x ,  lorsque  les  quantites  rt ,  ra ,  ...rm  et  les  fonctions 


Vi ,  P**>  -  •  Böiit  doiuiee*;  et,  penr  la  <lecemno«itioni 

trouver  les  coefficieots  e0,*,  c,,*,  lorsque  (es  fonctions 

fx  et  Fx  sont  donnees.  —   Commencons  par  la  decomposifion. 

. .  \  I  .V, 

•,  .  l  .     -f.  ii  'ni'  •;  •  ;  -1  u<  I 

En  posant  pour  une  fonction  quelconque  <ps 
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les  coefficients  clrk>  etc.  de  Te^aation  (7)  I.  sont  exprimes, 

d'apres  le  theoreme  de  Taylor,  par  l'equation 

(1)  «M^^JV. 

dans  la  quelle,  pour  abreger,  on  a  d&signe'  le  produit 
par  hl,  h  etant  un  nombre  entier  et  positif.    Döoc,  pour  trouver 
fes  coefficients  r0,*,  cL,k,  etc.,  il  mtit  de  connairrc'la  lonCtio« 
valeur  particuliere  de  la  louctio»  Px,  *.    Or  on  deduit  de 

lequatio»  ('!)  I.  jointe  a  l'equation  (3)  1.: 

l(*-fi)-i  +  («-^.+-  +(^-r»)»-r 

equation  qui,  par  la  supposition  ♦r=r»,  se  rlduit  ä 

•i.  ■ 

(2)  r^slV^I*:!.;.  U.  ..J  • 

Pour  exprimer  Gr*,*  en  Frt,  on  diferentie  l'equation  (3)  I. 
tu  fois  par  rapport  a  or,  ce  qui  donne 


puis  on  applique  au  second  membre  de  cette  equaüon  la  formule 
connue  \  :; . .         „,  -         ■  . , 

n  o       n  i  n^i         \    2     »Ht  «  o 

öx  *>x  ^x=^=Öx  ^x  dx  l//x  +  (»)  &<Px3x    <\>s  +  (n)  3x*x3x  ^x+..-f  Öx?x3x^x 

».  f;  M  i;  m;  i      ,"•»...        :  * .     ■  .  \  '  •■    '     '  »   -  .  '  «      ..  i 

ou,  ce  qui  revieot  au  möffie,  i 


n  4=»i-f  i   h  h 

(3)  dg  <p*  tyx  =  2     (»)  8X  <px  öx  ^x , 


h 

(n)  e*tant  d&erminö  par  l'equation 

  A  _  tt(lt  — l)...(tt  — *-f  1) 

mi"  'v-    .  •  1  ♦  2  • . .  A 

ypohnite!       io  ♦•n  ..         i  i  •.  .-        ,  ........ 

ou,  lortque  «est  un  nombre  entier  et  positif, 

*»"    '••  '"t  >•     ■  ,  ,   

On  trouvera  par  suite  ä  laide  de  la  formule  (3) 

dx   Fx  —  2      (nk)  BxQx,k  dx  r»)  , 

et,  puUquon  a 
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..   . .  • 


U  precetlente  se  change  en  v/  1  h  v 


h=0  H  * 


doü  Ion  tire,  cn  faisant  x=rk, 

*  ^    n  .  "  ...... 

(5)  ar*  Frfc  =  Mft!  Qrt,Jfc. 

t      •  ■  .       ;  ,    •    ■  1  "         ii  V  i*f 

Ed  eliminant  Qr4,*  entre  les  equations  (2)  et  (6),  il  vietidru  1 

(6)  V-"*1 

et  par  consequent  l'equation  (1)  se  reduit  ä 

1  -  *  •        "  f 

Par  cette  equation  on  trouve  les  coeficients  c0,*.  ^t,  etc.,  lors 
que  les  fonctions     et  /V  sent  donn^es.   II  r&mlte  dooc.  de  l'ana* 
tyse  precetfente  le  theoreme  suivant.  * 

Theoreme  I.  Soft  Qpe  foofition  rdtieooelle  et  enfiene  de.f , 
representee  par  l'equation 


|H»  »*,~. nm  «Kant  des  norobres  entiers  et  positifis,  et.^./^».^ 
I«  racines  inegales  de  lequaijoo     .  „  .  u,.,  ,  u  •  ! 


: 


resolue  par  rapport  ä  x.'  ' 

Soit  /x  une  ibnctton  rationoelle  et  entiere  de  x  d'un  degrd  in- 
ferieur  ä  celui  de  F*. 

)it  enfin ,  pour  abrlger , 
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On  aura 


!  ,1 


Fx  (x— ri)»i  U— rj)"»    "  ■ '  ^  (i-rm)8»  * 

Od  peut  donner  au  th^oreme  I.  an  autre  eooDee*  par  la  coosi- 
de>atioo  suivante.  .  ► 

Soit  Ux  une  fonctioo  eDtiere  de  x  du  degre  n.    Od  aura 


■'    •<••     •••..!        1  ' 


r  dtaot  UDe  quantite  quelcooque.  Ed  mettaat  la  prec^deute  sous 
la  forme  ■  -  *•»  *     •*  *  »  .i  .  ,i 

et  observant  que,  pour  ud  nombre  entier  et  positif  p,  od  a 


il  viendra 


:  i» 


■        ■  m  ■ 


equation  qul,  eo:ve?to  des  lormules  (8)  et  (4)  ,  seräduM  ä  4 


(j;-r)"ti  ,  t7x 

gt8=-  nl 


Or,  tette'^qoatioD  subststant  pour  toute  '  fWtfon  entiere  du 
degre*  n,  quel  que  soit  r,  et  Px,k  ötaut  du  aegrä  n^-l ,  on  aura 
pareillement 

* 

d'oü  /  *  ' 41  l>  v   ' ' 

•'•>     Tf  (         <j     .  l'j'..   «1  ** 

ou,  eo  mettant  au  lieu  de  Prk,k  sa  valeur  tiree  de  IVquation  (6) 

P'  kn  =nk  d>~l\   1     frk  j. 
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Üonc  le  thloreme  1.  sera  reduit  au  suivant 

Theoreme  II.  Soient  f,  et  Fx  les  memes  fooctioos  que  dans 
le  theor.  I.   Soit  de  plus ,  ponr  abreger, 

m  =  nie 


4  etant  uo  oombre  entier.   Od  anra 

Maiotenant  il  ne  sera  pas  difficile  d'e'tendre  ces  theoremes  au 
cas  oü  la  fonetion  fx  sera  d'un  degre*  superiear  a  celui  de  Fx. 
Pour  cela  dous  remarquous*  que,  lorsqu'on  pese 

(9)  <p,  =        r0y  Fx  , 

r0  etant  une  quantitt  quelconque  independante  de  x,  et  f  an 
nombre  eotier  et  posttif,  on  pourra  prendre  s  assez  graod  pour  que 

?t  soit  d'uo  degre  superieur  a  celui  de  fx.  Dooc,  si  la  fonetion 
'x  est  donnere  par  föquation 

Fx  =  (x-rj**  (x-rtfi  . . .  (*-r»)"-, 

(«o-*)  <tant  un  oombre  entier  et  positif,  ou  egal  ä  zero,  si  V4- 
quation 

«sohle  par  rapport  a  x,  n'aura  pas  une  racioe  r0,  on 
vertu  de  i'equatioo  (9) , 


9x=  (*-r0)"°  (*-r,)  1  (x-rar4...(*-rm)n-. 
Ed  appliquant  le  tbe*oreme  II. ,  od  obtiendra 


9*     *=o       *  «z-r* 


Äk  tont  determine"  par  I'equatioo 


Rk  —  vu 


don  Ton  conclut,  en  ayant  egard  ä  Tequatioo  (U), 


1  «  " 


Th.ü  VII.  21 
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Or,  r0  etaot  une  quantite  quelconque,  on  peut  fair© 

r0  =  0, 

d'oü  il  suit 

tx  k=0        *     x  rk 

ou,  puisque  les  signes  £  et  8  ne  se  rapportent  pas  ä  a?  et  s, 

Jb=m+1  nk—l 


f  Jh=m+1  n.—  1 

(10)        £-2    8,J  r> 


Mais  od  a 


a: — r*      x— rk 
ou,  ce  qui  revient  au  möme, 


+  rk     +  ar*   +  ...+  a: 


+  Z  a"  r*  ; 


X—Tk       X—Tk  h=o 

donc  l'equation  (10)  se  reduit  a 

#-  =2:      Ör!  r~-  +  2  *  r*  . 

Fr       r=0         *  (X—rk      fc=o  > 

Cette  analyse  conduit  au  theoreme  suivant. 

Theoreme  III.  Soit  tx  une  fonction  rationelle  et  entiere  de  x 
du  degre  p,  .  • 

Soit  JFV  une  fonction  rationelle  et  entiere  de  j:  du  degr6  ^, 
reprtsentee  par  l'equation 

F,  =  {x— r0)V"  (a--r1)ni  (a:— ra)"*  . . .  (a—  r,„)"-, 


(w0— Wl,  ...Mm  dtant  des  nombres  entiers  et  positifs ,  et 
r0,  n,  ...r»  les  racines  inegales  de  lequation 

Fx  =  0 

resolue  par  rapport  ä  x,  dont  r0  soit  toujoors  6gale  a  ze>o,  ensorte 
que  »o  —  f=0,  lorsque  l  equation  Fx=0  n'aura  pas  une  racioe 
egale  a  z£ro. 

Soit  9*  une  fonction  auxiliaire.  liee  ä  Fs  par  lequation 

9>x  =  (ar— r0)«  Fs  , 

t  e*tant  un  norabre  entier  et  positif,  pris  de  raaniere  ä  satisfaire 
ä  la  condition 
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Seit  enfin,  pour  abreger, 

Tk  =  ft*  ~ — - , 
k  et  k  6tant  des  nombres  entiers  et  positifs.   Od  anra 

**      *=o     Jk=0   *  r*T 
Corollaire  1.   Si  Tob  a 

cest-a-dire,  si  le  degre*  de  F*  est  suptfrieur  ä  cehii  de  /, ,  on 
satisfera  a  la  conditioo  '*  '  n 

*  +  g  >  p, 

en  prenant  s  —  O:  donc  on  reviendra  au  th4o>.  II. 

^Corollaire  II .   II  sera  souvent  plus  commode  de  «Sparer  la 

WeraC0rre8P°  ^  °U  °'    Da°*  C*  <** 


,Vo!o!         a*  A0 


^0°  % 


Corollaire  III.    En  posaot 

on  aura  pour  une  fonction  quelconque  tyx 

^  t/«  p! 

Dooc,  comme  /,  est  une  fonction  entiere  par  rapport  a  ^  du  detn-4 
p,  od  aura  summt  le  theor.  III.  ^     ^        uu  ae£™ 

A  fc=in+l  h=S   n.—l         i     1  -r*  > 

,  i  r*{x-xy  Ä,4l 


21  • 
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III. 

Dapres  ce  qui  a  ete  dit  ci-dessus  1.,  on  a  simultanemeDt 
les  equations 

(1)  p  =  £  - —    „>  , 

(2)  Fx  =  (ar-r!)"1  (tf-r^"*  . . .  (*-  rm)*» , 

ou 

(3)  F,  =  a0  -f  ax  x  +  aa  a:2  + . . .  +  an  , 

(4)  /**  =  60  +  6X  *  +  6a  *  *  + . . .  +  bn-x  *— 1 , 

(5)  Px, *i,*-(*-r*)  +  ca,*(*--r*)*  +. •  +  «  v» ,i(*-nr)"*'"1* 

■ 

De  plus,  en  vertu  de  l'^quation  (8)  II.»  on  a 

l  4 

d'oü  I  on  ddduit 

#7  =  -i,  j(S?=i)!Lr»+r'+ri+"  +   rj  J  +  *}' 

ß  «jtat>t  d^tcrmin«  par  l'equntioti 

~~  (ff*— 1)!  rjt— x 

et  *  ötaot  uo  nombre  entier  et  positif ,  qu'on  peut  faire  accroitre 
jusqu'ä  l'infini.  Or  on  reconnait  que  le  reste  R  s'tfvanouit  poor 
des  valeurs  infiniment  grandes  de  s,  toutes  les  fois  que  le  module 
de  x  sera  inferieur  au  module  de  la  plus  petite  des  racines  r*  : 
daas  ce  cas  on  aura  donc  ,  . 

(7)  ^=BQ\Blx\B7lx^\Bzxi\...  , 
en  faisant,  pour  abreger, 

(8)  B>=-£     (nk-\)ldrk    r*+i  * 

II  est  Evident  que  le  second  menibre  de  l'equation  (7)  ne  serait 
jamais  convergent,  lorsque  parmi  les  racines  r*  il  y  en  aurait  le 
zero,  sinon  Pr>k  et  ses  derive*es  jusqu'a  lordre  nt  s'e*vanouissent 
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temps  pour  x=0.  Mais  on  obvie  a  cet  inconvenient  par 
la  «Iparation  de  la  partie  correspoodante  ä  cette  racine,  comme  il 
t  ete  remarqu4  dans  le  coroll.  II.  theor.  III.   En  tont  cas  l'equation 

fs  =  Fs  { B0  +  Bv  x  +  B%  x*  +  Bs  x » + . . .  | 

«ibsiste,  paisque  les  fonctions  fs  et  Fs  sont  entieres  parrapport 
ix.  En  mettaot  au  Heu  de  Fs  sa  valeur  de  l'equation  (o),  il 

fM=zaoB0^-a0Blx-\-a0B2x*-\-...^-aoBh  xh  +... 
-f-  tt|  Z?0    -|-    2?^     -f- .  • .  -f  -  fl|  Bh—i  x* 

-f-  fffc  i?o  J?*  +  •  •  «  +  öa  Bh-<L  Xh  +  •  •  • 


+  öä  Z?0  .t*  +. . . 

•  •  •  • 


Cette  expreaaion  de  fx*  comparäe  a  celle  de  l'equation  (4),  conduit  a 
Äq  =  a0B0, 

(9)     {  &a  =  flo^i  +  oi  #i+<*a^o> 


6*  =  Oq  Bu  +  «i  Bkr-i  +  <*a  .. .+  a*  B0 , 

«i,  i  etaot  ort  nombre  entier, 


(10)  ,    6a  =  £  er. 


Oii  obtieodra  une  autre  expression  pour  6*  de  la  maniere  suivante. 
D'abord  on  präsente  l'equation  (3)  sous  la  lorme 


(11)  Fs  =  £     th  x»  . 

*=o 

Easoite  on  deduit  de  l  equation  (2)  non  seulenient 

Frt  =  0, 

mais  eocore 

I»  Maut  uo  nombre  entier  et  positif  asaujetti  a  la  conditio« 

k 


> 


9  4 
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d'öü  il  suit,  eti  egard  ä  la  formule  (3)  II., 

t 

1  Pr^k 

En  substituant  ä  Frjk  sa  valeor  tiree  de  l'equation  (11),  on  trouvera 

a9      *k-i  Prk,k 


pui* 


■ 

4  ,f0  (^=l)iör*  ^n=T=0' 


ou,  ce  qui  revieut  au  meme, 


et,  suiyant  l'equation  (8), 


(12)  S     o,         =  0. 

•=© 

Enfin  on  conclut  de  la  precödente 

X      <z«  B U—t  —  — — 


ce  qui  change  l'equation  (10)  en 


(13)  6a  =  -  2?'*  a,Bt-,. 


d'oü  Ton  tire  successiveraent 
—  6»_-i  =a»  2?—!  , 

(14)  {  —  6»_j  =  fl«_a  f-  ön-i  /i~2  +  On  #-3  , 


Les  fomiules  (9)  ou  (14)  peavent  senir  a  l'övaluation  des» 
coefficients  60,  6*,  .  ..6b-i,  lorsque  les  coefficients  Oq.  alf  . .  .  a« 
et  les  somnies  /?0,  Ät ,  t,  determineet» 

par  l'equation  (8),  sont  connus.  Reiiproquement  on  en  d4duit  la 
valeur  des  Pommes,  et  par  suite  les  coefficients  du  developpement 
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(7),  lorsque  les  coefficients  a0 ,  aY , . .. an  et  Öq,  f^,  ...6»*^,  c'est- 
a-dire  les  fonctions  Fx  et  sont  donne'es.  II  y  a  plus:  les  for- 
males (9)  ou  (14)  conduisent  m^me  a  la  determination  des  coeffi- 
deots  Oo,  alt  ...er«.  En  effet  l'equation  (8)  jolnte  ä  l'e'quation 
(6)  II.  doane 

oupposons  mainteoant  quentre  les  fonetioos  fs  et  F*  U  y  ait 
la  relation 

fl6)  f*  =  dsFx, 

et  que ,  pour  cette  valear  particuliere  de  fs ,  A-i  se  cbange  en 
J*.    ön  aura 


Or,  la  fonetion  Fs  etant  toujours  represeotec  par  l'equation  (2) 
ou  (3),  il  suit 

le  Dombre  entier  et  positif  p  ve*rifiant  la  condition 

P  <  w*  • 

Dono,  ayaot  egard  ä  la  formale  (3)  II. ,  od  deduit  de  l'equation  (17) 

► 

OU 

(18)  ^1*  =  —  £    nk  Tk  • 

Ajoutons  que  pour  ce  cas-ci  les  formules  (10)  et  (13)  se  reduisent  * 


6t  =2:  6»  =  — X 


(19)  =*2?  <U  Ak—t ,     6jk-!  =  —  £    a*  Ah-» , 

et  que  de  plus  1  equatioo  (16)  jolnte  aux  equations  (3)  et  (4)  *ta- 
Wit  entre  les  coefficients  flo>  °i*  •  ••<*«  et  60,  6|,  . ..0»— 1  le» 
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60  ==  ax ,  6|  =  (2  cr9 ,  6j  =  3  aa  ,  .  . 

■ 

cd  general 

par  la  quelle  leg  equations  (19)  derieodront 


(20)  hah  =  2a.Ak-, 

(21)  hah  =  ~  £  a.  Ah-.. 
D  ailleurs  od  a 


^      a,  ^A_f  =  a*  A0  +  Z     ö«  , 
et  de  plus,  en  vertu  $es  Equations  (20),  (2)  et  (3), 

—  A0  =  2      nh  =  »j  -f»2-f .+nM  =  n. 
donc  la  formule  (21)  sera  remplacee  par 


(22)  (it-A)  a*  =  2;'+l  a.  A^—h- 


Od  tire  successivement  de  la  formule  (20) 

öi  =  flo  -^i » 
2  ffa  =  <y0      +     /Ix , 

(23)  J  3  a,  =  a0  ^3  +  ax  A%  -f-  <ia  Ax , 

■ 

\  A  ah  =  a0Ah+  ux         +aa^a  +  . ..  +  0^  ^  ; 
et  de  la  formule  (22) 

A  "  * 

2  fln — 2—  On— 1         -f- fln  — «j  , 

(34)  ^  3  flB-J  =  fl«-1J.i+flfl-1J-4+an^-jJ 

A  aB^h=an-h+i  A-i+an-h+iA-i +On-k+iA-++...+auA-i 
Ed  prenaot  la  difference  des  formules  (20)  et  (21),  on  obtiendra  encore 


m  2  \.  Akr—*  =  0, 


formule  analogue  ä  la  formule  (12). 
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Dans  le  formules  (24),  qui  constitueiit  le  tbeoreme  deGirard  *), 
le  coefficient  an  reste  indeterminl ,  de  m£me  que  Oo  dang  le»  for- 
mules (23).    Mai«  st  Ion  fait  *  =  0  dans  les  expressions  F*  et 

^ ,  la  eomparaison  des  equations  (2)  et  (3)  donne 

a0  =  (— 1)"  r?1  C  . . .  r^-,  «,  =  !. 
On  peut  donc  ^ooncer  le  theoreme  suivani 


peu 

Tb« 


IV.  Soit 


* 

«i,  st*...!!«  e*taot  des  oombres  entiers  et  positifs,  dont  la  somme 
soit  egale  ä  n,  et  Px,k  designant,  pour  tont  norabre  entier  et  po- 
«itil  une  fooctioo  rationelle  et  entiere  de  x  d'un  degre  in- 
ferieor  an*. 

Soit,  pour  abreger, 


on,  ce  qui  revient  au  raeme , 

F,  =  «o  +  «i  x+a^x*  +    .  +a„  , 

et 

/*  =  Oo  +  öi  *  +        +  • 

les  coefficients  «0,  o. ,  o*,  ...dn  eHant  determines  par  le  Systeme 
des  formules  (18),  (26)  et  (23)  ou  (24),  et  les  coefficients  60,  bl, 
6i,  ...6»_i  par  le  Systeme  des  formules  (8)  et  (9)  ou  (14).  On 

L'aoalyse  precedente  condoit  encore  ä  plusieurs  consequences, 
mais  Doos  nous  bornerons  a  signaler  la  suivante. 

Concevons  non  seulement  que  la  fooctioo  fa  soit  doooee,  mais 


A  =  l. 

Alors  on  aura 

60  =  1, 
0  =  bx  =6»  =  ....=  bn—i  t 


')  Ce  theoreme,  fauMement  attribae  a  Newton,  appartient  a  Albert 
Girard,  qui,  13  ans  avant  la  nai Maure  de  Newton,  en  a  donne  Tenonce 
dao«  an  outrage  dont  "voici  le  titre:  Invention  noovelle  en  Algebre,  par 
Albert  Girard,  Matblmaticien ,  a  Amsterdam,  chez  G.  Jansen  Blantiw, 
1629.  —  (Test  M*  J.  de  Gelder,  prof.  a  Levde,  qai  a  fait  cette  reraarque 
dans  tea  Wiskundige  leasen,  2^  Curaus,  2«*«uitgave,  pag.  423. 
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et  par  sulte  les  formales  (14)  donneront 

0  =  =r  B-^  =....=:  £?-(»-.) 

IIAtons  nous  d'ajouter  que  pour  ce  cas  l'equation  (15)  se  reduit  k 

■ 

donc  od  aura  le  theoreine  suivant* 

Theoreme  V.  Soit  Fx  uoe  fonction  rationelle  et  entiere  de  .r 
du  degre  n,  represeote'e  par  l'equation 

•  • 

«i >  »2 »  •••Rn  e*tant  des  nombres  entiers  et  positifs ,  et  rlt  rt, . . .  rm 
les  racüies  inegales  de  l'equation 

F*  ==  0 

resolue  par  rapport  ä  x. 

Soit  h  un  nombre  entier  et  positif,  verifiant  la  condition 

h  <w  —  1. 

On  aura 

wt  ar.  =0. 


I  . 
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Ein  Theorem  über  Fakultäten. 


Von 

Herrn  Doctor  O.  Schldmilch, 

Priratdoccnten  an  der  Universität  zn  Jena. 


In  dem  lsten  Hefte  des  Vllten  Theiles  dieser  Zeitschrift  S.  204 
habe  ich  einige  Sätze  angegeben,  welche  zur  Auffindung  der  hö 
bereu  Differentialqootieoten  sehr  allgemeiner  Funktionen  dienen; 

* 

... +4,*»* /«(**) ) 

»obei  die  Coefizieaten  durch  die  Formel 

**  =  lifej  |  PvW-PitF1")»  +Pt  <F"2*).  -  •   |  (2) 

bestimmt  sind.  Hiervon  lÄsst  sich  eine  sehr  einfache  Anwendung 
auf  die  Theorie  der  Fakultäten  machen. 


Sei  nSmlich  f(y)  =  y-f,  so  wird 

ff)  (y)  =  (~t)P  p  (,4+1)  (,4+2)  . .  .  (f*+p-t)  r-t*-p , 
oder  nach  Vandermonde's  Bezeichnung  der  Fakultfiten 

^)(,)=(_iy[^,-/^-p,  foigi./T»)(^)=(-iy[^(*-*0H-'').  (3) 

Ferner  ist 

^1  '  »  ■ 

f  und  ^J^r  =  <-*)"  M  *-lfi-n' 
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Substituten  wir  diess  fflr  die  linke  Seite  von  (1)  und  auf  der 
rechten  Seite  die  aus  (3)  für  p  =  l,  2,  ...n  sich  ergebenden  de- 

rivirten  Funktionen,  so  wird,  nach  Hebung  von  jc~*V~ n, 

(-«»  M  =-4  M  +  *2  lA  -  4>  [p  ]  + . . .  +  (-1)»  An  W , 
oder  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Reihe 

[ifi] = An M - -V 1 [f*T +  ^*-» M~-  »±AlA  <*> 

Diese  Gleichung  lehrt  die  Fakultät  der  Wurzel  lp  durch  die 
Fakultäten  der  Wurzel  p  ausdrücken  und  dürfte  in  dieser  Allge- 
meinheit einen  nicht  unwichtigen  Beitrag  zur  Fakultätentheorie 
bilden. 

In  manchen  speziellen  Fällen  kann  man  die  endliche  Reibe 
In  (2),  welche  zur  Bestimmung  der  Coeffizienten  A  dient,  sum- 
miren;  so  findet  man  z.  ß. 

1)  für  A=—l: 
folgUch  nach  Nro.  (4): 


|  •  9 


tt)"  [~Ä  =  M  -  («-!)  •  »i  M  +  (»-!)  (»~2) .  n%  . . ;  (tt) 

2)  fttr  A=2:  .  .  5 


und  daher  nach  Nro.  (4) :  -      '      '  V 

»      l  r^^     r  i  3. 4. »4  r»r« 


3)  für  1=|: 


■  » 


.        (-1)«  («47— l)(w+y--2)...(it--o) 
**-f-    2«  2.4.6. ..(2?)  » 

und  mithin' 

2"  [M = W  +  -V  W  +  a.4 — '  W  +  —  •  0 

Man  kann  diese  Sätze  auch  in  etwas  anderer  Form  darstellen, 
wenn  man  mit  Crelle  folgendermassen  bezeichnet: 
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Ei  eigiebt  sich  dum  toieht  au«  (5),  (6)  und  (7): 


»   ■  ■  t 


,  (8) 

+  (n-l)(^).Wa(^+l)-*-....  J 

r     ;  !    :    .  • 

0*,+2)-=>,+l)»+^:^(^+l)^1  '  ,  ) 

>  (10) 

2.4  ' 

Der  letzte  Satz  hängt  sehr  genau  mit  dem  Theoreme  über 
die  Gamma -Funktionen  zusammen,  welches  ich  im  Öten  Theile 
de«  Archivs.  S.  21&  Formel  (10)  bewiesen  habe. 


V      .  y  -  J. 


XXXVII. 

Uebunffsaufgabeii  fför  Schiller. 

— »■  -  ., 

Di  visionsexerapcl. 

«    •  ■  •  » 

Divisor:  1  ±ax, 

Di  videndus :  1  +  a?  +  (1—  2a)  a*  ±  a  (1  -a + a*)  *s , 
Quotient:  lT(l  +  a)*  +  (l  —  **• 


Mao  soll  untersuchen,  ob  die  quadratische  Gleichung 
1  T  (l+«)ar+(l  — a  +  a2) x2  =  0 
reelle  oder  imaginäre  Wurzeln  hat,  und  zugleich  die  Grosse 

lT(l  +  c)ar  +  (i-a+oVa 
»  zwei  reelle  oder  imaginäre  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegen. 
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1 

Divisionsexempel. 
Divisor:  1  —  (a-f  x), 

Dividendus :  (1-a)  a+a)*+(l^)(i+B)x—(l+2a)x*-x', 
Quotient :  |l+(a+*)|< 

Mao  hat  nämlich  immer  die  Gleichung 

(1  -  a)  (1  +  a)*  +  (1  -  3a)  (1 + a)  x — (1 + 3a)  x* + x* 
=  |l  +  (a-r*)|  |l-(a-f*)*}  =  \\-(a+x)\  |i+(a+x)}« 


XXXVIII. 

Mis  c  je  1 1  e  n. 


Die  verschiedenen  Auflösungen  der  Gleichungen 

des  vierten  Grades. 

Von  dem  Herrn  Doctor  D  ippe,  Oberlehrer  am  Gymnaetum  Fridericinnum 

zu  Schwerin. 

Die  filteren  Methoden  der  Auflesung  biquadratischer  Gleichungen 
von  Descartes  und  Euler,  so  wie  die  neueste  von  Ampere 
(Archiv.  Thi.  1.  S.  16.),  stehen  ziemlich, unverbunden  neben  einander. 
Wie  aber  leicht  zu  sehen ,  ist  Amper  e's  Auflosung  nur  eine  Mo- 
dification  der  Auflösung  von  D escartes,  und  die  Vermeidung 
der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  ist  nur  scheinbar, 
da  dieselbe  der  gewöhnlichen  elementaren  Herleitung  des  Zusam- 
menhanges der  Coefficienten  der  Gleichung  und  der  Combinationen 
ihrer  \VurzeIn  zum  Grunde  liegt. 

Dagegen  ist  Eulers  Auflösung  die  reine  Cmkehrung  der 
Cartesischen ;  denn  Euler  geht  von  dem  Punkte  aus,  zu  welchem 
man  durch  eine  vollständige  Durchführung  des  Verlahrens  von 
Descartes  gelangt 

Um  nämlich  die  Wurzeln  der  Gleichung 

1)        x*+px*+qx  +  r=0 

zu  finden,  setzt  man  nach  Descartes 

x*+p x2+ qx  -fr  =  (x*— 2  a  x+ b)  {x2+ 2  ax+ c) , 

6ucht  a,  b,  c  durch  p,  g,  r  auszudrücken,  und  löst  dann  die 
Gleichungen 


s 
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Die  Coefficienten  a,  b,  c  erhält  man  durch  Auflösung  der- 
Gleichungen 

b  f  c— 4a*=p,  2a (6— c)  =  q,  bc—r, 
aas  denen  sich  die  folgenden  ergeben : 

r 

3)  6=}(p+4«*+£),    4)  c={(p  +  4a»-^),  . 
5)  «4+f««+(£-f)«»-£=0. 

Bezeichnet  man  o*  mit  y,  so  hat  man  die  kubische  Hillfs- 
gleichnng 

6)  ,»+|y*+(g-I)y-g=0. 

Nach  Auflosung  derselben  ist  a  bekannt,  wie  auch  b  und  c,  und 
erhält  durch  Auflosung  der  quadratischen  Gleichungen  (2) 


7)   z  =  a±  V  a*  —  6 ,  x=—a±V a*— c, 
oder  mit  Benutzung  von  (3)  und  (4) 


8) 


wobei  es  offenbar  gleichgültig  ist,  ob  man  a-^^Ty*  oder  a= — V 
setzt,  wenn  Vj  eine  beliebige  von  den  drei  Wurzeln  der  kubi- 
schen Hülfsgteichung  bezeichnet.  Die  Formen  der  Wurzeln  (8) 
nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an,  wenn  man  statt  der  Coefficienten 
P  und  q  der  ursprünglichen  Gleichung  die  süm rötlichen  drei 
Wurzeln  der  kubischen  Hui  fsgleichung  aufnimmt  Es 
seien  diese  nämlich  ylt  y2,  yz ;  dann  ist 

Wenn  also  q  eine  positive  Zahl  ist,  dann  ist 

10)    !  =  t^.V£.V£; 
und  wenn  q  eine  negative  Zahl  ist,  so  hat  man 

Ii)    |  =  -^.^.^, 
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wo  jede  Quadratwurzel  positiv  au  nennten  £st.  Für  d1  setzen  wir 
y„  also  ^  yi  ft.ro.  Danu  sind,  wenn  q  positiv,  unsere  Wurzeln  (8): 


•  *  m  4  ~ 

12) 

das  ist 

13) 


Im  zweiten  Falle  dagegen ,  wenn  in  der  ursprünglichen  Gleichung 
q  eine  negative  Zahl  bedeutet,  sind  unsere  Wurzeln  (8); 


14) 


das  ist 


*=-Vyr±r<3ft,+yj-2  V£V£> ; 


13) 


Wir  haben  also  in  und  (15)  Eulers  Formeln  als  Endre- 
sultat gewonnen,  sind  mithin  in  den  vollständigen  Besitz  aller 
Vortheile  gelangt,  welche  E  ul  er's  Methode  darbietet,  ohne  nöthig 
zu  haben,  von  der  etwas  künstliche  n  Voraussetzung  auszu- 
gehen, dass  unsere  biquadratische  Gleichung  Wurzeln  von  der  Form 

habe,  ohne  ferner  die  künstliche  Herleitung  der  kubischen 
Hülfsgleichung  nach  Euler  für  die  ohne  Vergleich  ein  fächere  und 
natürlichere  nach  Descartes  aufnehmen  zu  müssen. 

Die  Aufnahme  aller  drei  Wurzeln  der  kubischen  Hülfsgleichuog 
in  die  Formeln  (8)  ist  nichts  als  eine  durch  die  Notwendigkeit 
gebotene  cranz  natürliche  Beseitigung  des  Bedenkens,  ob  denn  auch 
lür  die  >Vurzelo  dieselben  Werthe  kommen  mochten,  wenn  man 
eine  beliebige  Wurzel  der  Hülfsgieichung  substituirt.  Dies  Be- 
denken beschwichtigt  man  gewöhnlich  dadurch ,  dass  man  auf  die 
eine,  stets  vorhandene,  positive  Wurzel  der  kubischen 
Hülfsgieichung  den  Accent  legt. 


► 


Digitized  by  Google 
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t 

bat»  .'>d-jr.ni>nin;>  v>i»  ruiUtM  iiob  iim.-;>i  ..'.'..s        ,  n»,.  • 

■>w  .Mac  ^lofniij/)  <.,f, :.:«,  ,si  T . rri  id.fJ!  ,:I  vi  j 

«m!.,o-.  .„.»ihn«  us  'WWW  I  tf  lV  «•'»"•••' 

P.'Ml     |*|  •»ÜlJtcli; '»WIOiIm tlh'ilhll.l/«)  'Iii)  l^it,  ;||  i  rM 

Entwickelunff  der  Gleichungen  der 
lioxoüromen   auf    den    Flächen  der 
r    zweiten  Ordnung. 


Herrn  Doctor  J.  R.  Boy  man, 

fcilhrer  an  der  Imh™  *ürgei.«|»*lo  Malmcdy 


Bezeichne  z*pf{x,y)  die*  allgemeine  Gleichung, der  Rotations- 
körper, bezogefrjLUt  ^rf-yech^wiHklidies  CWdtnaten^ystera,  dessen 

Aie   der  Z  zugleich   Rotationsaxe ;    seien   ~  und  —  die  par- 

sheo  0  und  ^  enthaltene.  Winkel,  den  die  Loxodrome  mit  dem 
Meridian  oder  der  Ditactrixj  tfiWef  :  so  Ist  die^  allgemeine  Differen- 


wie  sie  in 
omicis  etc. 


«elcho  in  Verhimlunu  mit  der  (iluirliuns:  des  i>eg«bcnen  Rotations- 
körpers die  entsprechende  loxodromische  J/iDie  bestimm,*. 

Aus'  dieser 'GleicHdng  wollen  wir  im  Folgendendie  Gleichungen 
Jer  Loxodromen  auf  den  Rotationskörpern  des  zweites Cr  ad  es  ab- 

:->\>»;  »  '-H^A, 

TheilVII.  22 


Digitized  by  Google 


I.    Cylindrische  und  Konische  Loxodrome. 

Der  Rotationscylioder  und  der  Rotationskegel  sind  dargestellt 
bezüglich  durch  folgende  Gleichungen: 

9 

x* +y» = 0* . . . (2) ;      + y»  =  * (c-x)» ...<?); 

in  welchen  a  für  beide  Korper  den  Radius  der  Grundfläche,  und 
c  für  den  *Kegel  die  Coordinate  des  Scheitels  bezeichnet  Die 
Gleichung  des  Kegels  geht  aber  in  die  des  Cylinders  über,  wenn 
man  in  derselben  c=oo  setzt.  Daher  wird  es  nicht  nothig  sein, 
die  Loxodromen  beider  Körper  nrnrntterfepr  zu  suchen ,  sondern  es 
genügt,  bloss  die  konische  Loxodrome  unmittelbar  zu  entwickeln, 
um  sodann  aus  dieser  die  cylindrische  Loxodrome  abzuleiten,  lodern 

und  differentiiren  dieselbe ,  so  erhalten  wir : 

*da>+ydy=~- -z   (4) 

woraus  sich  ergibt: 

1     '■■     dz  c2*1'  -"    .dt '  ;\< 

Suhstltuirt  man  diese  Werthe  in  die  allgemeine  .Gleichung  (1),  so 
verwandelt  sich  dieselbe  nach  einigen  Reductlönen  rn  folgend: 

t  •  •  . ; 7/  >y><\-y.\  ,  \  ..... 

.    rfx     ar-taD^y.d+^'y  .  .  .    ~ u>     ..  .  ., 

-.-»ti.gr-.*  j — !■■■/  i.iJa'j    ,  //  v»i.  '•.[•■•'• 
,.„-,        «ty  .   y+ tätig  ^ltf^'or   «,!  i  ! 

welche  Gleichung  wir  unter  nachstehende  Form  bringen  : 

•  .        •  i  .     •  :         •■      '  i     ,  {  f      m  v 

y  Ar-^cty  = ;-  tangy  .(1  +  {xfc+fdfr 

Aus  dieser  erhalt  man  nun,  wenn  man  rechts  den  Werth  in  z  aus 
Gleichung  (4)  substituirl  und  zum  Zwecke  der  Integration  durch 

jrt+j^sp^c— *)*  auf  den  verschiedenen  Seiten  dividirt,  folgende 
Integralgleichung:    '  ;         •  .1 
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Hieraus  ergeben  sich  ferner  in  x  und  z,  so  wie  in  y  und  z  die 
beiden  Gleichungen: 

Nach  Ausführung  der  angedeuteten  Integration,  wobei  Conat.;= 

taugy  .  (1  log  e  gefunden  wird,  erhält  man:  .  M  !. 

i,       .  *  .  ' 

Are  tang  ~  =  tang  y .  (1  +  ~)*log ^  (5) 


die  Gleichung  der  Wendelfläche  des  Kegels,  welche  mit  (3)  ver- 
bunden die  konische  Loxodrome  bestimmt;  und 


c*  « 

Are  sin  -  =  tang  y .  (1  -f  —S1  log 

2  1  j  •  •  •  •  (6) 

Are  cos  *  =  tang  y .  (1  +  ^log  — 

v  a         c — z 

/ 

die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten- Ebenen 
XZ  und  YZ,  durch  welche  gemeinschaftlich  ebenfalls  die  Kegel- 
loxodrome  bestimmt  ist.  . 

In  anderer  Form  stellen  diese  Gleichungen  sich  also  dar: 


x =  y  tang  [tang  y .  (1  +-^*  log  -£-] , 
*  =  e  sin  [tang  y .  (1  +       log  -£-] 


«Mi—  c 


j,  =  t>co8  [twgy.(l  +  g)Mog-£-]. 


4  % 


Setzen  wir  jetzt,  um  zu  den  Gleichungen  der  cylindrischen 
Loxodrome  zu  gelangen,  in  obigen  Integralgleichungen  c  =  oo ,  so 
erhalten  wir: 


daher  nach  Ausführung  der  Integration : 


Are  tang  -  sä  tang  y .  -  (7) 

°  y         ° '  a  w 

22  * 
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für  die  Gleichung  der  Wendelfläche  des  CyKndertr,  wodurch  in 
Verbindung  mit  (2)  die.cylindrische  Loxodrome  bestimmt  ist;  und 

)  (8) 

'£rc  crts  $  .=  lang  y .  -  V 

für  die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordioaf  ep  •  Ebenen 
XZ  und  KZ,  welche  gemeinschaftlich  ebenfalls  die  Cylinderloxo- 
drome  bestimmen. 

Diese  Gleichungen  in  anderer  Form  lauten: 

ar=y  tang  (tangy.  i), 


a 

o  sin  (tangy .  —)  t 


y==t,  cos  (tangy.-), 

I 

■  ff 


'•n;  S>  Ii  arisch    uBji  Spliäro}disckc  ^oxo^ro,«!«. 

Bekanntlich  sind  die  Glfiwh^gep  d^r  Jtug^  np4  des  Spjiaroid» 
beziehungsweise  folgende : 


a;2+3,*=o*^x».Y(9);    '     a:a+2fa  =  ^(6a-za)  (10) 


von  welchen  die  zweite  in^'die  erstere  übergeht,  wenn  man  in  der« 
selben  b—a  setzt.  Wir  klionen  also  auch  hier  dasselbe  Verfahren, 
wie  vorhin,  anwenden,*  der  luVrt  nämlich,  das«  wir  zunächst  die 


owniaci 
A 


.us  der  gegebenen  Gleichung  des  Sphäroids 

erhält  man  nun  durch  Üifferentiation :  y 

^4arrf  yrfy=--^5zrfz..  (11) 

1   v        Y  ' -<  ;  '  • 

und  hieraus  ergibt  sich :  . 

dz      :    b*x       t4z  b*y 
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Werden  diese  Werth*  wieder  io  die  allgemeine  Gleichung  (1)  sub- 
«tiwirt,  so  erhält  man  für  dieselbe  nacff  einigen  Vereinfachungen 
die  nachstehende:  ,       :\  \ 


welche  wir  folgendermaßen  uniformen:  1 


"••Ii  ■ 


ydx  -  xdy  =  -  lang  y .  fl  +  (*£**+*  ity). 

Setzen  wir  nun  rechts  aus  Gleichung  (11)  den  Werth  in  z,  und 
dividiren  Behufs  der  Integration  auf  beiden  Seiten  einzeln  durch. 

•*f+Jf*  =  **),  so  erhalten  wir  die  Integralgleichung  t      "  1 

J      **+y*     -l»n»?J  a  (*»-!*;  ' 

*    "  .  .  .* 

und  hieraus  in  x  und  z,  so  wie  in  >/  und  z  die  Gleichungen : 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Integration  uil>t ,  da  Const.  =  0  ist: 

\rc  tan*  f  =  J  tan«  v  1  (iH^^I-az  2 

l        a  W(aMV)*-(a2-^:I 

för  die  Gleichung  der  Wendelfläche  des  Sphäroids,  welche  mit  (10) 
verbunden  die  Sphäroidische  Loxodrome  bestimmt;  und 

Aresin  *='  tangy  )  W~-<«( 


r  2 


Are  co*^=l  tangy 


l         a     .  s(6*+(a^-o«)z2)i-(a»-62)z)  f 

)_(a*-b*)u og(6H(aa-6a)*«)*+(«a-6»)»[  ! 
o  *(^+(a*lP)2ty-(«*--6a)" 


(13) 


für  die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten- Ebenen 
.TZ  and  TZ.  durch  welche  die  Sphäroidische  Loxodrome  1 
vollkommen  bestimmt  ist. 


•  •  » 
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Vorstehende  Gleichungen  stellen  in  anderer  Form, 
zugleich  den  Ausdruck  innerhalb  der  Klammer  mit  S  bezeichnet, 
sich  also  dar: 


a?  =  ytang  (Jtangy.S), 
x  =  v  sin  (itangy.  S), 
y  =  0  cos  (i tang y.S). 

Die  Gleichungen  der  Sphärischen  Loxodrome  ergehen  sich  nun 
ganz  einfach  aus  den  vorstehenden  Gleichungen ,  wenn  man  in  den- 
selben 6=a  setzt.   Alsdann  findet  man  aus  (12): 

i   •  :  ... 

Are  tang  -  =  5-  tang  y .  log^X-  « .  (14) 

för  die  Gleichung  der  Wendelfläche  der  Kngel,  welche  in  Verbin- 
dung mit  (9)  die  Sphärische  Loxodrome  bestimmt;  und  aus  (13): 

- =3- tangy.log — 
"     \  "  *  ^  ......  05) 

Are  cos  ^=£r  *anß  y«  1°S  — — 
ü  2 


für  die  Gleichungen  der  Proiectionen  auf  den  Coordinaten -Ebenen 
XZ  und  FZ,  welche  ebenfalls  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Sphärischen  Loxodrome  dienen. 


Diese  Gleichungen  in  anderer  Form  sind: 

x-y  tang     tang  y .  log  , 

ar=;ü  sin       tang  y.  log 

(V  =  e  cos  ^  tangy  .  log  £±Q. 


III.   Hyperboloidische  Loxodrome  erster  Art 

Die  Gleichung  des  eiomanteligen  Rotationshyperboloids  (ä  une 
nappe)  ist  bekanntlich: 

» 

Dieselbe  geht  nun  aber  aus  der  des  Rotationsellipsoids  hervor, 
wenn  man 'in  dieser  6  =  oV~ — 1  setzt.  Daher  geben  auch  die  vorhin 
entwickelten  Resultate  auf  der  Stelle  die  gesuchten  Gleichungen 
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der  Hyperboloidischen  Loxodronoe  erster  Art,  wenn  man  in  den- 
selben b  V — 1  für  b  nimmt.  Auf  diese  einfache  Weise  erhalt  man 
min,  da  auch  hier  Coost.=0  ist: 


log(AH(«HW+«] 


Arctangf-itamry  (6H(«H*W-«* 

■      a       * (bH(aHb*)i*)i-(°Hl>*)J  I 

*         .      »  •  '•!».*    •*  |  : 

die  Gleichung  der  Wendelfläche  des  einmanteligen  Rotations  -  Hy- 
perboloids, wodurch  in  Verbindung  mit  (16)  die  Hyperboloidische 
Loxodrome  erster  Art  bestimmt  ist;  und: 

•  t  ■  1 1 1  i  \ 

(  ,n-.(*H(«*i»-6V)i+a.-l 
t     2      8y )  («H&1)i|n|r(6H(«H^)»t)'+(aH^i 


Are  cos*^=i 


2  *ang  y 


|    («Ho*)*.  (64HaM^2_2)i+(a2+62)« 


..(18) 


Hie  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten  -  Ebenen 
XZ  und  YZ,  welche  gemeinschaftlich  die  Hyperboloidiscbe  Loxo- 
erster  Art  ebenfalls  vollkommen  bestimmen. 


In  anderer  Form  sind  diese  Gleichungen ,  wenn  man  noch 
zur  Abkürzung  den  Ausdruck  in  der  Klammer  mit  Hl  bezeichnet 
folgende:  .  n    ./ ^  'i   ;  .Vi 

 ar^rsinCjfangy.^), 

•  -f.  .    »i*.  •  .-!.|fSsv.cMd.lM|r-üf|). \  -i...  .i'.;».i.„io  id.,« 

•  •    '  •  -i   '     J-l.  '    «>        V    I—  -     »»•     >  t  ♦  tili 


In  dem  Falle ,  dass  das  einmantelige  ftotationshyperboloid  aus 
der  gleichseitigen  Hyperbel  entstanden,  ist  b     a,  und  die  vorste- 
Gleiehungen  gehen  alsdann  in  die  folgenden  über: 


,.  .     Are  Ung-    „I  <\  j 


-  j-  U»gy.|_loR  j^^j  -^T.log  (alf2jl)f_,r2.  J) 

die  Gleich ang  der  Wendelfläche  des  gleichseitigen  einmanteligen 
Rotationshyperboloids ;  und : 


314 

r  Arc^cos-        .  L,(  s  i 

4  *  *  '  *     ,  I    *      *  ( 

die  Gleichungen  der  Projectionen  der  gleichseitig  •  byperlieloidi- 
sehen  Loxodrome  erster  Art  auf  den  Coordinaten-  Ebenen  AZ 
und  FZ. 

Für  diese  Gleichungen  bat  man  in  anderer  Form,  wenn  man  zu- 
gleich den  Ausdruck  der  Klammer  mit  Qx  bezeichnet,  die  folgenden: 

^t,  !  *=ytang(Ltangy.G'1), 

*  =  rsin.(g  tangy.Cj, 

y  =  t>cos(^tangy.  Gt). 

r  ,  v>>i    *      >    ft  '.»I    i  ;  .  '       .    '.'      ,     '1   I   ,11'  »<■<".  »i       i  -  • 

.  •*      Ii'.!  "  .'l-  -"*t-  ■  -t"  i !  *  l«        •   V  -  <  '  " 

•     i     :  <   ,f     ,  c    '■    !■•.'•<       '     >j'»  i. .       '     ;.■>]'«.  i|J 

j  (       *    >  >  i'i  tt  s 

IV.   Hyperboloidische  Loxodrome  zweiter  Art. 

Die  bekannte  Gleictiung  des  f  zwei  manteligen  Rotation  shvper 
boloids  (a  deux  nappes),  nämlich: 

*Hy^£(^a*J..  (21) 

geht  ebenfalls  aus  der  'des  Rotationsellipsoids  hervor,  wenn  in 
dieser  a  =  aV^i  gesetzt  wird.  Wir  gelangen  also  ebenso  leicht 
au  deq  Gleichungen  der  Hyperboloid  ischen  Loxodrome  zweiter Art, 
indem  wir  iti  den  für  die.  Spha  midi  «che  Loxodrome  gewonnenen 

Ausdrückend— 1  statt  o  nehmen.  AMaim  erhält  man ,  indem 
man  die  nach  dem  Anfangspunkt  der  Curve  zu  bestimmende  Const. 

=  i  taögy  (logiJ-  (2!±6J5f  log  B)  setzt ,  folgende  Gleichungen : 


* 

.*!',«.     i    ••»'  <ll'»  .    I  • 
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an 
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2.         »2  ST 
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ti  if  .  Ii»  ...  .    i4-J.j^..-  "+2 
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»0  Qu 


I 


♦ 


die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten- Ebenen 
TZ  und  YZt  durch  welche  gemeinschaftlich  ebenfalls  die  Hyper- 
bolo'nlische  Lnxodrome  der  zweiten  Art  bestimmt  wird. 
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In  anderer  Form,  uud  den  Ausdruck  unterhalb  der  Kl 

mit  //,  bezeichnend,  erhalt  man: 

1 

x  = y  tang  (~  tang  y .  H%) , 
5=  r  sin  (|  taug  y/#*)7  - 

y=»cos  (^taogy.//»;. 

■  •»  •  - .  . 

. 

Für  den  Fall,  dass  das  zweimantelige  Rotationshyperboloid 
durch  die  gleichseitige  Hyperbel  erzeugt  ist,  verwandeln  sich  vor- 
stehende Gleichungen,  indem  man  6  =  <p  setzt,  in  folgende: 

die  Gleichuog  der  Wendelfläche  des  gleichseitigen 
Rotationshyperboloids ;  und :    .  ,  "( 


-  7  UA'^li:-aT>i+') 


Are  sin  -  =5 


Are  cos £=i  tangy 


die  Gleichungen  der  Projeetionen  der  gleichseitig  -  hyperboloidi- 
schen Loxodrome  «weiter  Art  auf  ilen  Koordinaten  -Ebenen  XX 


und  FZ. 

Den  Ausdruck  in  der  Klammer  mit  G#  bezeichnend ,  hat  man 
für  diese  Gleichungen  in  anderer  Form  die  folgenden  : 

'  ■  ■  '*  ".« 

1 

>r=ytang(|  tangy.  Gt), 

1  ^ 

x  =  v  sin     tangy.  Cr2) , 

,y  =  t'cos  (.jtangy.G*). 

•                     •  «••  •r»««1  ■  •'•    n     und»;    »I  • 

•  '    —  .       .    \»b  ,  \         1.  \  ■ 
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V.   Paraboloidiscbe  Losodrome. 
AU  Gleichung  des  Rotationsparaboloids  hat  man  bekanntlich  > 

■ 

*a+ya  =  /«  (26) 

Durch  Differentiation  ergibt  sich,  hieraus: 

xdx  +  ydy  =* pdz.  .....     .....  (27) 

Daher  erhält  man : 


♦  • 


dz      %x       ,  dz  2i/ 

-j-  =  — ,  und  _  =  -ä  . 

Substituirt  man  diese  Wertbe  wieder  in  die  allgemeine  Gleichung 
(l),  so  findet  man  nach  einigen  Reductionen : 


ar— tangy.(t+-p\y 

rfy     y  +  tangy.(l  f 

Bringt  man  diese  Gleichung  in  nachstehende  Form : 

ytlx^xdy~  —  tangy  (1  +      (are&r + y  rfy) , 

substituirt  alsdann  auf  der  rechten  Seite  aus  (27)  den  Werth  in 
i,  ood  dividirt  zum  Zwecke  der  Integration  auf  beiden  Seiten  be- 
züglich durch  x*-f  y*^=pz,  so  erhält  man  die  Integralgleichung: 

und  lar  die  Gleichungen  in  x  und  z,  so  wie  in  y  und  z: 

j         _  \ 

Ar        1  .        /—  dz,t  ,  Az  • 


Nun  gibt  die  Integration,  wenn  man  die  nach  dem  Anfange  der 
<We  zu  bestimmende  Constans  =  ^  tangy .  (log  ^  ~  — )  setzt : 


Arctang^ 


»  Ungv  IV^f  ^P^-^H^'-tgl. ,  .  .  (28) 
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für  die  Gleichung  der  Wendelfläche  des  Kotationsparaboloid». 
welche  mit  (26)  verbunden  die  Paraboloidische  Loxodrome  be- 
stimmt; und:  :  V  ) 


Are  sin  -  ; 


l-.i 

...  m 


=  1  tan*  y .  I  lo*  A(P+(P***rito  - «Cp-Mp»)!^'  I 
2l    gy  LIOg  p-(pa+4pz)l  p         J  [ 

•     4  •  *    «        *         *     |«  < 

m  w  • 

Are  cos  £ 
e 

- 1  tan*  v  I  lo*  ^(P+(pH4f»)*)     2(p+4;»)l  f  B"l 

für  die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten- Ebenen 
XZ  und  FZ,  durch  welche  die  Parabdloidisobe  Loxodrome  eben 
falls  vollständig  bestimmt  ist.  ,  tf 

Diese  Gleichungen  sind  in  anderer  Form,  indem  man  zugleich 
den  Ausdruck  der  Klammer  mit  P  bezeichnet,  folgende: 

t 

a?3=ytang(jtangy.P)t 
=  0  8in  (-tangy.  P)9. 


y==rcos(^tangy./V 


i  r    i  :!••','    m    ; . 


- 


Ueber  Ijegendre'g  Theorem  Von  den 
Euler'schen  Integralen  zweiter  Art- 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch, 

PrlraidSccntea  an  der  Lnircr.itfct  su  Je*«. 


Der  sinnreiche  Gedanke,  den  Satz  Legendre's  über  die  G 
functionei*  mittelst  eines  bestimmten  Integrales  für  ££&Ö 
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leiten,  was  offenbar  der  direkteste  VVetf  ist,  rührt  bekanntlich 
to»  Lejeune  DiY i cblet  her.  Er  bentfÄI  hierzu  die  Gleichung  *) : 

■ 

panz  unmittelbar,  was  aber  etwas  unbequem  ist»  1  Vielleicht  durfte 
folgender  Weg  einfacher  und  leichter  sein. 

Jfeeh.Jftro.  (1)  uft  identisch    .       .;r,         (l,  ,„    ; ,         «.  , 

»       T    ■  • 

4*    i/o    f  ?  ,  Vjo  ^1+'r>  V  ö    iH-r  * 

indem  sich  das  zweite  Integral  gegen  das  erste  aus  der  Parenthese 
entspringende  hebt  Hierbei  sind  nun  die  beiden  ersten  Integrale 
von  p  unabhängig  und  bjlden  eine  fein  numerische  Cöiisfdhte.T)eii 
Werth  derselben  kann  man  entdecken,  wenn' man  die  Integrale  als 
die  Gräozen  betrachtet,  denen  sich  die  Ausdrucke 

■  ..«/,  9.,-a::  J  9i  ^fif*)  ,»  :l-  i..f  in  ii; 

für  unendliche  wachsende  n  nähern.   Es  ist  nämlich : 

y^dx  ^  >  dx 

J+  *X  <  i         1.2.3 + I  J «  x        i+*  ' 


Hier  hebt 
geschehener 


sich  beiderseits  das  Integral  J—t  und  es  bleibt  nach 
er  Integration:  :.,.Mjt-?  .j,..., ... ,;. 


Woffil 


"cur     ,    /**  dx 


*ofür  man  auch  durch  Zusetzung  der  Grösse  In  — In  schreiben 
kann f*      »-  '•  •  • ;  *''».•••:■••.    —      •  ••  ■  ■■  ■    r  -      '  n  .  ■■• 

J  o  x        J  „  x(i+x) 

- -  f 1  r,+'2  •  u  s  •  iX5 + •  •  •  •  • + 

- 
- 

Bekanntlich  hat  man  aber  folgende  unter  allen  Umständen  conver- 
röende  Reihe  for  den  Integrallogarithmus*  .v    i'  1. 


')  VI.     den  xw eilen  Band  ^c«  Archivs  Kro.  XXVvg.  19.  Formel  (7). 
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worin  C=0,57721S6  ist.   Setzt  man  hierin  tt=e—,  «oergibt  «ich 
1         1      2       1  3 


und  folglich,  wenn  man  dieses  Resultat'  in  die  vorige  Betrachtung 

einführt,, 

Gejien  wir  in  dieser  für  jedes  n  geltenden  Gleichung  zur  Gränze 
für  unendlich  wachsende  n  über,  so  wird 

Da  aber  nach  der  Definition  des  Integrallogarithmus 

/t  tt  =  /  ~— 

t/o  v 

ist,  so  folgt  filr  ti=0,;ff(0)=ö,  mithin 
Jo    «  t/o 


Durch  Benutzung  dieses  Resultats  geht  die  Gleichung  (2)  in  die 
folgende  Aber: 

d/T(£)_     r V        (J_  _     1     )  dx 

l  '  !  • 

I  .     |  »  V  ■     1  1 

1  '        *  I  1 

Dieselbe  gestaltet  sich  noch  ^twas  eleganter ,  wenn  man  -—  =  i 

M.  "j  «Z 

setzt,  woraus  ^  =  4—^  und  dx  =  ^  folgt;  ist  ferner  ä  =  qo  uud 

%  z 

ar=0  geworden,  so  hat  i  die  Werthe  »=Q  und  2=1  angenommen, 

und  daher  ist  auch 

z 

oder  wenn  man  die  Gr&naen,  vertauscht  und  wieder  <r  für  i  schreibt: 

^M=-c+/>,1-=^.,d*.  (3) 
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Diese  Gleichung,  welche  man  auch  auf  andere  Weise  abgeleitet 
bat,  ist  es,  die  man  zu  einem  sehr  einfachen  Beweise  des  Le- 
geoare  scnen  ineoremes  Denuizen  kann. 

Setzt  man  in  derselben  +  ~  für  uty  wobei  h  und  n  ganze 
positive  Zahlen  bedeuten  mögen,  so  Wird 

oder  für  : 


'* "  rt:  :  ■  ,         i     »  1  1  K        .   |  \  • 

•.  .  .         .  i 


Denkt  man  sich  in  dieser  GleichuW  'für  h  der  Reihe 


0,  1,  2,  3,  ...» —  i  geschrieben  und  alle  so  entstehenden  Glei- 
chungen addirt,  so  erscheint  die  Gleichung  i 

= — nC+nl    •   '  j[        '     ""  '  ■'■""«*>'  ! 

.    !  ...  ■•  1 

oder  weil      V  ;     'l  ...  y     :  1-;    '•       i  '  '•  l 

l+I  +  2*+I>  +  ...  +  I*-J=  j^- 

■<■■""  '  '  1  v  -V- 

diir(u)r(u+L)r(*+±)...r(u+^)] 

..  ...  1    T~*V*\Jö  'fr^~-l^f^V  •  >"-: 

Setzt  man  ferner  in  der  Gleichung  CS)  z  und  na  fQr  a?  und  p,  so 
tritt  wi*>  an  die  Stelle  voVfffi,  ouayiacb  Jtaidfrsöitiger  Multipli- 


int: 


4*  J  0      1— * 


I>urch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  ergibt  sich 
jetzt  •  s 
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Der  Werth  dieses  Integrales  ist  aber  sehr  leicht  zu  finden;  denn 
man  hat  durch  unbestinwiite  Integration         '  \vy\V\ 

,J  '  :  ■ .         -,  .'  i ,:. 

folglich  '    '•  - 

Donlnach  ist  jetzt  in 'Gemäss^  «es ^;  VorigeÄ:,,;; '  v"'  .i  ,   '  J' 

,  t.\,  iA> 

Mu1tiplizu£  maji  beiderseits  tm*t<4fr,  liutegrirt  und  nennt  /o  die 
hinzuzuf '.igeud*  G»6tan<e ,  teo  wird  \  n  }  •  \ ~  - 

jr(K)r(,i+L)r(p +!>... ü,,,  ,..t.. 

woraus  lolgt : ,  ,. 

Die  Constante  f'bee&mjit  sich  lerch^/  wenn  man  p==I  setzt  und 


bemerkt,  dass  r(l)  =  l  ist.   Man  hat  dann 

und  weil  nach  dem  Von  Bttlef' ' gefundenen  Satze  die  linke  Seite 

=  (27r)-T  ri-i 

i '  * i  -  ,•>   j ■■:  u,  ■    -f -i    t;«.'<    •  .i:i!i  »i'jü>*         ♦•.!»   ti-  "' ^i.iji!  .  ".  ,1 

ist, 
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So  wird  denn 


ist  der  von  Legendre  zuerst  bewiesene  Satz. 


reber  die  Verwandlung  der  Funk- 
tionen einer  Veränderlichen  in  Reihen, 
welche  nach  steigenden  Potenzen 
dieser  Veränderlichen  fortschreiten. 

Von  dem 

Herrn  JDoctor  O.  Schlömilch, 

Priratdocenten  an  der  Uorv«r»itit  zu  Jena. 

i_    :iv  Ii-  '  .  '  - — .  :  x 


Unter  die  schönsten  Arbeiten  Cauchy's  gehört  gewiss  die 
Auffindung  des  Kennzeichens,  wonach  man  jeder  Funktion  auf  den 
ersten  Wiek  ansehen  kann,  unter  welchen  Bedingungen  sich  die- 
selbe in  eine  convergente '  nach  steigenden  Potenzen  ihrer  Verän- 
derlichen fortschreitende  Reihe  verwandeln  ISsst.  Dasselbe  spricht 
sich  in  folgendem  Satze  aus : 

„Sei  F(x)  die  gegebene_Funktion  und  um  völliger  Allgemein- 
heit willen  x  =  r  (cos  u  -f  \ — 1  sin  tri,  in  welcher  Form  alle  denk- 
baren reellen  und  imaginären  Wertne  xoti'x  enthalten  sind.  Bleiben 
nun  die  Funktion  F(x)  und  ihr  erster  Differenziniquotient  F*{x) 
endlich  und  stetig  für  alle  Werthe  von  x,  deren  Moduli  innerhalb 
des  Intervallen  0  bis  H  liegen,  wo  H  eine  durch  die  Natur  der 
Funktion  F(x)  selbst  bestimmte  Grösse  ist,  so  kann  man  F(x) 

ThUÜ  VH  23 
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für  alle  diese,  aber  auch  mir  für  diese  Werthe  von  x  in  eine 
konvergente  Reihe  von  der  Form 

A  +  Bx+Cx*  +  

verwandeln;  die  Granzen  für  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der 
Funktion  und  ihres  Differenzialquotienten  sind  mithin  zugleich  die 
iu'r  die  Entwickelbarkeit  der  Funktion/' 

Cauchy  beweist  diese«  merkwürdige  Theorem  dadurch,  dass 

*rrv— r 

er  zeigt:  für  li>r>0  und  en*"1  —  e>,  wo  n  ganz  und  positiv 
ist ,  hat  man  die  Gleichung : 

F(*)  =  Lim!L[^F<r)  +  T*-  F(er)+^_F(«V)  +  .. 

...  +  _£llr_F(ö~'  r)]( 

wobei  sich  das  Zeichen  Um  auf  das  unendliche  Wachsen  von  n 
bezieht,  so  dass  Lim  8—1  wird  *). 

Hier  wird  sich  gewiss  Jedem,  der  den  Gang  des  Beweises  ver- 
folgt, die  Frage  aufdrängen,  wie  wohl  der  geistreiche  französische 
Analytiker  zu  dieser  Betrachtungsweise,  die  von  der  bisherigen 
völlig  verschieden  ist,  gekommen  sei,  und  wie  dieselbe  mit  ande- 
ren oekannten  Methoden  zusammenhänge.  Hierauf  ist  die  Ant- 
wort: hinter  der  ganzen  Untersuchung  steht  ein  sehr  allgemeines 
bestimmtes  Integral,  dessen  Werth  die  beliebige  Funktion  F  dar- 
stellt, nämlich  das  Theorem: 

welches  unter  den  nämlichen  Bedingnngen  richtig  bleibt,  unter 
denen  sich  F(a)  in  eine  nach  Potenzen  von  a  fortschreitende  und 
converjren'e  Reihe  verwandeln  läset. 

Wir  wollen  nun  zuerst  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  beweisen 
und  dann  zeigen,  wie  er  mit  Cauchy's  Untersuchungen  zusammen- 
hängt. 

I.  Lemma. 

Für  alle  diejenigen  Werthe  von  r,  fu*r  welche  sich  F(r)  io 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  r  fortschreitende  und  conver- 
girende  Reihe  verwandeln  lässt,  ist 

wobei  i  zur  Abkürzung  für  V — 1  gebraucht  wird. 


*)  Moigno,  Lcfüna  de  calcul  diffiJrcntiel  etc.  XVII'«"«  lecon  uad 
Archiv.  Theil  1.  S,  364. 

■  »    r  •  '  *  ■%. 
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Nach  dem  MaclanrinWien  Theoreme  hat  man  Dimlich : 

F(r)  =  F(0)  +  Cjfi  r  +  i£®  r«  + . . .  ,  (2) 


was  aber  nur  so  lange  richti«  bleibt,  als  die  Reihe  rechts  con ver- 
gilt, weil  ausserdem  die  Funktion  und  die  Reihe  einander  nicht 
gleich  sind.  Ünter  dieser  Voraussetzung  ist  es  auch  erlaubt, 
re*  =r(cos  t-f-tsint)  für  r  zu  setzen,  indem  sich  dann  die  Reihe 
in  zwei  andere  zerlegt ,  nämlich 

F(0)+ HB  rcos  t  +  ^nr>  rW2t-f. . . 

.     .(F'(0)    .  .  .  F"(0)  .  .  0,  B  J 
+    f  j— ^^rsin*  + —j-^r28in2l+...  j , 

welche  ebenfalls  noch  convergiren ,  wenn  die  Reihe  (2)  convergirt. 
Multipliziren  wir  jetzt  die  Gleichung 

F(re«)  =  F(0)  +  ~®      +         r« e»+  

mit  er^dt  und  inteeriren  nach  t  zwischen  den  Grfinzen  *=0, 
<=2*,  so  ergiebt  sich 

J  o  t 

F(Q^*rrtdtV-£pj^*r~i'-'>udt  J.  (3) 

Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  wäre  etwa 

wobei  m  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet  und  es  sich  noch  um 
den  Werth  des  bestimmten  Integrales  handelt.   Dasselbe  ist  auch 


Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  ob  nämlich  die  willkür- 
liche Zahl  m  von  der  gegebenen  n  verschieden  ist,  oder  nicht 
Im  ersten  Falle  hat  man 

■  i 

folglich,  weil  auch  n— m  eine  ganze  Zahl  ist: 

23  * 


? 
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cos  (n-m)tdt— i  f**  sin  (n-m)tdt=0. 

o  J  0 

Für  m  =  n  dagegen 


1  f 


Es  verschwinden  also  in  der  Reibe  (3)  alle  diejenigen  Olieder. 
in  denen  die  fortlaufenden  Zahlen  m^=l,  2,  3,.  ..von  » verschie- 
den sind,  und  es  bleibt  demnach  bloss  das  Glied  übrig,  in 
m=n  ist,  d.  h.  gemäss  des  Ausdruckes  (4)  die  Grösse 

r»  fH»>(0)  ~ 


1  "  W  Q-  . 


folglich  haben  wir  nach  (3) 

womit  das  aufgestellte  Lemma  bewiesen  ist 

'   it  II-  . 

Wir  können  hieraus  leicht  unser  im  Anfang  aufgestelltes 
Theorem  beweisen.   Es  ist  nämlich: 

Dabei  ISsst  njch  der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Brach 

1 


1—  —  e*4*  k 
r 

nach  der  bekannten  Formel 


\  f. 


■ti. 


in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln,  sobald  —  wie  «  unter  der 

r 

Einheit  liegt,  also  hinsichtlich  der  absoluten  Wcrthe  a<v  ist 
Dann  wird 

-3—  /        „  ■ 1  F  (re** )  di  z=*  >,  \  • ' : 

2Jlt/  0  re«— a  _ 

~  |  .f*F{nfi)*+l  f*  e~«  F(re*ydt       %\  ) 

i7*  \U  o  rt/  o  ,  \V»  5  (»  -     J  - 


0       »«  iid 
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Bestimmt  man  hier  die  Werthe  sfimintl  icher  Integrale  rechts 
mit  Hülfe  von  Formel  (1),  so  erhöbt  sieb  für  a<r 

4/r*?ÄF(wW)d<=F(6)+rfV(0)+SF"w>+""  w 

Nid  war  aber  früher  vorausgesetzt ,  dass~  die  Reihe 

F(0)+jF'(0)  +  ^JP»(0)  +  .... 


coDvergtre  und  F(r)  zur  Summe  habe;  da  nun  a^r  ist,  so  muss 
die  Reihe  in  (5)  um  so  mehr  convergiren  und  F(a)  zur  Summe 
haben;  daher  ist 

LJT^i  F(r^  dt  =  F(a),a<r;  (6) 

and  dless  gilt  für  alle  solche  Werthe  von  r,  für  welche  sieb  F(r) 
10  eioe  nach  steigenden  Potenzen  fortschreitende  und  convergirende 
Reihe  verwandeln  lässt. 

Es  liegt  nun  der  Gedanke  sehr  nahe,  diese  ganze  Betrach- 
tungsweise umzukehren.  Könnte  man  nämlich  unabhängig  vom 
Maclaurin'schen  Satze  die  Richtigkeit  des  in  Nro.  (6)  aufgestellten 
Theoreines  erweisen  und  die  Bedingungen  ermitteln unter  welchen 
dasselbe  gilt,  so  wären  hiermit  auch  die  Bedingungen  gefunden, 
unter  welchen  man  eine  Funktion  F (a)  in  eine  nach  Potenzen  von 
q  fortschreitende  und  convergirende  Reihe  verwandeln  kann.  Nun 
hat  man  aber  den  Satz 


f*f(0  dt  =  Lim  c-  |  f(0)  +  /  (^)  + A + . . .  +  fC^)\ . 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unbegränzte  Wachsen  von 
dem  ganzen  positiven  n  bezieht.   Hiernach  ist  lu"r 

1      re"  n 
f(t)r=^t'rV^F(r^): 

F(a)=  Lim  I  ^F(c)  +  F(re^) 


■  ■  ♦ .  * 
> 


re  n  — a 

re  »  *2i 
+  -4^7— F(rc« ')+..- 

re  n  1 


; 


xler  ftir  e  »  -=6: 


F<«)  =  Lh»I  jJL-F(0)-f^-  F<3r)  +    ®tr_F(e«r)+...|  . 

n  fr— o      7    £r— a,  ö2r— a  ' 
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Dieser  Satz  wäre  es  also  eigentlich ,  den  man  beweisen  müsste, 
woraus  dann  Nro.  (0)  und  das  Maclaurin'scbe  Theorem  unmittelbar 
folgen  würden.  Diesen  Wec  hat  sich  in  der  That  Cauchy  ge- 
brochen ,  wobei  er  auch  die  Bedeutung  der  vorigen  Gleichung  für 
die  Integral rechnuug  ganz  verschweigen  konnte/  wenn  er  seine 
Untersuchungen  als  zur  Differenzialrechnung  gehörig  darstellen 
wollte. 


1 .... 


Ueber  eine  Anwendung  des  in  der  Alb- 
handlang Tbl.  D.  Wro.  XXV,  §♦  3.  ]be- 
wiegenen  Hauptsatzes  der  Theorie  4er 
bestimmten  Integrale. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Der  in  der  Abhandlung  Tbl.  IL  Nro.  XXV.  J.  3.  bewiesene 
bekannte  Hauptsatz  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  scheint 
mir  nicht  immer  in  seiner  ganzen  Wichtigkeit  erkannt,  wohl  selbst 
zuweilen  für  einen  gewisse nnaassen  bloss  näherungsweise  richtigen 
Satz  gehalten  zu  werden,  was  eine  völlig  unrichtige  Ansicht  ist 
Namentlich  scheint  es  mir ,  dass  dieser  Satz  in  den  Lehrbüchern 
der  höheren  Analysis  noch  nicht  allgemein  genug  zur  Entwickelung 
der  Grundformeln,  auf  denen  die  Anwendungen  der  Integralrech- 
nung auf  Geometrie  und  Mechanik  beruhen ,  benutzt  wird ,  da  doch 
nach  meiner  Ueberzeugung  gerade  der  in  Hede  stehende  Satz  den 
eigentlichen  und  wahren  Grund  aller  dieser  Anwendungen  enthalt. 
Ich  habe  mir  daher  vorgenommen ,  in  verschiedenen  nach  und  nach 
aufeinander  folgenden  kleinen  Aufsätzen  die  Anwendung  dieses 
wichtigen  Satzes  etwas  näher  zu  erläutern,  und  werde  zunächst 
auf  den  folgenden  Seiten  eine  Entwickelung  der  bekannten  Formeln 
zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  ebener Curvenstflcke  mittheilen, 
welcher  man,  wie  ich  hoffe,  wenn  dieselbe  auch  weitläufiger  als 
die^  gewohnliche  Darstellung  ist,  doch  völlig«  Strenge  und 
Evidenz  nicht  wird  absprechen  können. 
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Z n erst  müssen  wir  die  folgende  Aufgabe  auflösen. 

Den  Schwerpunkt  eines  Trapeziums  ABCD  (T af.  VI. 
Fig.  1.),  dessen  parallele  Seiten  AC  und  BD  sind,  zu 
finden. 

Um  diese  Aufgabe  aufzulösen,  halbire  man  die  parallelen 
Seiten  AC  und  BD  des  Trapeziums  in  E  und  F,  und  ziehe  EF, 
so  ist  diese  Linie  nach  bekannten  allgemeinen  Sätzen  vom  Schwer- 
punkte ein  Durchmesser  der  Schwere  des  Trapeziums.  Zieht 
man  ferner  die  Linien  DE  und  AF,  und  nimmt  EG=\DE  und 
FH^\AF,  so  sind  G  und  H  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke 
ACD  und  ABD,  und  es  ist  also  auch  die  Linie  GH  ein  Durch- 
messer der  Schwere  des  Trapeziums.  Folglich  ist  der  Durch- 
schnittspunkt  S  der  Linien  ÄF und  GH  der  gesuchte  Schwerpunkt 
des  Trapeziums. 

Legen  wir  nun  durch  A  eine  auf  den  parallelen  Seiten  des 
Trapeziums  senkrecht  stehende,  durch  S  eine  denselben  Seiten 
)arallele  gerade  Linie,  und  bezeichnen  den  Durchschnittspunkt 
Linien  durch  K,  die  Entfernung  der  beiden  parallelen 
'rapeziums  von  einander  oder  die  sogenannte  Höhe 
desselben  aber  durch  AL,   so   ist  nach  bekannten 


AV  __\AL.  \ACD  +  \AL.  &ABD 
AK  \ACA  +  ±ABi)  


1+2 


A  ABD 


4K-  &ACD  AL. 

*{X+-±Aüiy 


also,  wie  sogleich  erhellet 


•  .  < 


i      » >  . 


BD 


au-  1+2^  AC+1BD  ' 


Weil  aber  ogeobar 


A  K  AJ 

IL  -  A  lt 


-  -  i: 


ist,  so  ist  auch 


Jr  AC+<IBD  Af) 
AJ-MAC  +  BD)'AiS' 


Kerner  ist  offenbar 

AB  i  BF-  AE=AJ  :  SJ-  AE , 


> 


T 
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AB.  i(BD-AC)  =0+1^ .ABzSJ-  >tAC, 


woraus  »ich  unmittelbar 


.  i  * 


c,  ,  An_{BD-AO(AC  +  lBI>) 
SJ-W  HAC+BD) 


•  l 


und  hieraus  nach  gehöriger  Entwickeluag 

QV_AC*+AC.BD+BDP 

HAC+BD) 


  .,*«•• 

•  ■ 


erglebt 

•  « 

In  Taf.  VI.  Fig.  2.  sei  jetzt  AB  CD  ein  auf  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  bezogenes  Curvenstück,  in  welchem  alle  Ordinaten  gleiche 
Vorzeichen  nahen.    Denkt # man  sich  nun  AB  in  n  gleiche  Theiie 

Setheilt,  zieht  durch  alle  T  hei  [punkte  senkrechte  Ordinaten,  verbin- 
et deren  Endpunkte  durch  Sehnen  der  Curve  mit  einander ,  wo- 
durch man  n  Trapeze  erhält,  und  bezeichnet  die  den  sfimmtlichen 
Theilpunkten  von  AB  mit  Einschluss  von  A  und  B  entsprechenden 
Abscissen  und  Ordinaten  durch 

a  sr  x0 ,  X\,  x±,  x9,  x^,  ...  .  Xn—i ,  xn  —  b 

> 

und  »  ' 

«  =  yo.  y%>  y*>  y*>     ••••y—i»  y»  =  ß; 

die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Curvenstficks  AB  CD  aber 
durch  X  und  F,  so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen,  indem  man  sich 
n  in's  Unendliche  wachsend  denkt:  , 

■"'-■IM  ,  -  f 


M 


u.  s,  w. 


und 
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Q«  0»  W» 

■  ;.  .'      .  I.'l  -    i  • 


gesetzt  wird,  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 


M 


9 


■ 


Es  ist  aber 


darauf  ankommt,  die  Grössen,  Af  und  N  zu  bestimmen 


u.  s.  w, 

*  ** 


■     •  ■  H 


>       l      -  - 


u.  s.  w. 

6-a,  I 


+  Lim  .  I ^r^%0 4 y,  + . . .  +y. ) 
-Lim.;(^)*(-2,0+y.)i 

=  Lim.  ~  (^y0 +*i  yi  y3  +.. . 

-Ltel.^5(*0y0+^.V.)  : 


—Lim  .4  (~)*  (yo+a  +y«+Ä +  • . .  +y») 


+  Lim  .  i  (^~)*  (yo+yi  +y* + •  •  +y) 

-Lim.l^fcÄy^+y-) 
=  Lim  .  ~(x0y0+«i»i+^^  +  ;r3.V3  +  .--+^") 

-Lim  .  ^(a«  +  6/J)+Llm.l(^)t(«-W; 
und  folglich,  weil  offenbar       .  *  .  ■ 

L  * 

Llm.^(*«+AP)=0,  Lim  .  J  (t±)  («-»  =  0 

> 


ist: 


M  =  Lim  .  —  (*0  yo +  *i  1  +    * + **  y»  +  •  •  •  +  x*  5 

also  nach  dem  Archiv.  Tbl.  II.  S.  275.  bewies^  allgemeinen 
Salze  von  den  bestimmten  Integralen  offenbar: 

r     <  i 


i  > 

\ 

Ferner  ist 

f*  et 


M= J  xydx. 


2V  =  Lim  .  ^(yo+2yi+%*+^>+--  +^»-i+y») 
=  Llm  .  "<yo+yi+.Vi+y3  +  - 


n 


-Lim  . 

und  folglich ,  weil  offenbar 

Lim  .5==?  («  +  £)==  0 


/  • 

ist : 

iV=Lim  .  ^<fyjwf9*+&  +  ---+**>* 

also  nach  dem  in  Rede  stehenden  Satze  von  den  bestimmten  Inte 
gralen : 
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Daher  ist  nach  dem  Obigen 


wir  ferner  ■•f       .•  ■',  .  "Inf 


;V  = 


r  *  "  * 


b — a 

U.  8.  W. 


>        *  1  : 


«o  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 


i    »   •      ,      'V,  ■  ■•»," 


•   ■ '  ■ 


wo  es  nun  auf  die  Bestimmung  der  Grösse  Mi'  ankommt. 

Es  ist  aber 

•  •  .  ..* 

6»  l  +y0yi  +yi y*  +y*y3  +y3y4  +  • . •  +y»- 1 y» f  * 

und  folglich,  weil 

» 

Vi  #2=:yi  (y*  -yi) +yi*, 
y«  y»  =y»  (y3  — y») + y«1 , 
y3y4=y5(y4— ysJ+y»1, 

u.  s>  w.  .  . 

y»-i  yn = yn-i  (y*  — y«-i  )+y»-i 4 

ist: 


•  .  '*  Mi 


»  T   •  «. 


l;im#^j%a^i,+3^a+^H..+33^1Hypa  i 

*  6*  f+y0(y1^o)^irys^i)^aCv8^s)+--^»-ity'»^y^i)v 


= i  Lim  .  *=•  (y»1 +V ■  •  •  +y«*) 

+  'Lim .  ^^^„^^^^(Ä-^«^.^«-^)! 
— J  Lim .  —  («*+  2/J*). 


Nach  dem  schon  vorher  angewandten  Satze  von  den 
Integralen  ist  nnn 

uod  nach  dem  Archiv.  Tbl.  I.  S.  292.  {.  45.  bewiesenen ,  ebenfalls 
sehr  wichtigen,  Satze  von  den  Mitteigrussen  ist,  weil  nach  der 
Voraussetzung 

* 

#o »  yi >  Vi*  y*y  •  •  •  •  y» 

sämmtlich  einerlei  Vorzeichen  haben ,  wenn  wir  eine  gewisse  Mit- 
telgrösse zwischen  den  Grössen 

yi  —  9o>  y*— yi»  ys— y%>  ....  jn— y»-i 

durch  p  bezeichnen: 

yo  (yi— yo)  +yi  (y*— yi) +y*Xy3— y«) + •  •  •  +y»-i  (y»-y»-i) 

=  f*  (yo+yi  +y»+ys + •  •  • +y»-i). 

i-  •  •  ■ 

Also  ist 

b — a 


Lim .  -—  |yb(yi^)+yi(y«-yi)+yaCys-.v*)+-..+3^-i(y«— y»-i)j 
ii 

=  Lim .  f*      (y0+yi  +y*+y»+  •  •  •  +y«-i) 
=  Lim  fx .  Lim  .^=5  (y0  fyi  +y* + y%  +  •  r  •  •  +y») 

—  Lim  .  p0  —— .       .  ,      _         -    t  .  . 


Weil  nun  aber  nach  dem  schon  mehrmals  angewandten  Satze  von 
den  bestimmten  Integralen  ' 

Lim  .      (yo+yi+ys+y3+  -  +y»)  =  J  yd* 

ist,  und,  wenn  n  In's  Unendliche  wächst,  die  Grossen 

yi~yo» yt— yi» y»— y«>    y«— y«-i; 

also  natürlich  auch  die  Mittelgrösse  it  zwischen  denselben  ,  sich 
der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern;  so  ist  offenbar 
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Lim  p .  Lim .  b-±  (*> + * + &  +  *  + . . .  +  ym)  =  0. 
Und  weil  min  offenbar  auch 

Lim.W»~=0 

ist,  so  ist 

■    \    !  -  V-  1 
Li».  ^fc^)^^ 

Nimmt  man  hierzu  endlich  noch,  das*  offenbar 

Lim.—  (a*  +  2/sV=0 
id,  so  folgt  ans  dem  Obigen  >! 


"TT*' 


Ihm*  die  Formeln 

ist  nun  die  Lage  des  Schwerpunkts  vollkommen  bestimmt. 

.  Hätte  man  die  Coordinaten  Xy  Y  des  Schwerpunkts  eines 
Flächenstucks  wie  ACEDB  in  Taf.  VI.  Fig. 3.  zu  bestimmen,  so 
wäre,  wenn  wir  die  Abscissen  der  Punkte  A,  B  und  E  respective 
durch  a,  h  und  e  bezeichnen,  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 
und  nach  dem  Vorhergehenden: 
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d.  i. 


i  t  »  .     i        .  |     1         —  < 

Weil  nun  aber  nach  der  Lehre  von  den  bestimmten  Integralen 
(Archiv.  Thl.  IL  S.  268.) 

f*xydx+  C%  xydx—  f*  xydx, 

ist,  so  erhält  man  wie  vorher  auch  jetzt  wieder: 

y*dx 


x — Ja  ^y^  y  —  \  J  ° 

 /.4  »      *  —  *  •  -75J  ' 


Das  Vorhergehende  ist  fiBr  unsern  jetzigen  Zweck  hinreichend. 
Späterhin  hoffen  wir  auf  andere  ähnliche  Anwendungen  von  dem 
allen  obigen  Betrachtungen  hauptsächlich  zum  Grunde  liegenden 
wichtigen  Satze  von  den  bestimmten  Integralen  zurückzukommen. 

...  •  ,  f 


1 


► ,  • 


>.,v  \  . 
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XüIO. 


Heber  zwei  Sätze  aus  der  Algebra  und 
aus  der  Zahlenlehre. 


Nach  der  Abhandlung:  Reflexions  sur  les  principes  fonda- 
mentaux  de  la  theorie  des  nombres  par  M.  Poinsot  in  dem 
Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees  publik  par  J. 
Liouville.   Janvier  et  Femer.  1845.  frei  bearbeitet 


Durch  leichte  Rechnung  überzeugt  man  sich  von  der  Richtig- 
keit der  folgenden  Gleichungen : 


+  Aa  +  B9 

Ax*+Bx+C 
—  (x—a)  {    Ax        \  | 
+  Aa+B  ) 
+  Aa*+Ba+C, 

Ax9+Ba?t€x+i> 

~  (<x^a)\    Ax*  '  j 

+  {Aa+B)x 


dem  Herausgeber. 


J.  1. 


Ax+B 


+  Aa*  +  Ba+C  7 
+  Aa*+ßa*+Ca  +  D, 
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Ax*+Bx*+Lx*+Dx  +  E 
=  (*-o)t  Ax* 

+  {Aa+B)x* 

+  Aa*  +  Äas+  Ca* + Da  +  JE, 

U.  8.  W. 

und  fibersieht  hier  auch  sch^oif  das  Gesetz,  nach  welchem  diese 
Ausdrücke  fortschreiten ,  auf  völlig*  unzweideutige  Weise. 

Nehmen  „wir  nun  dieses  Gesetz  für  jode  eanze  rationale  alge- 
l»raisdie  f^i^^*s'^l)«ttn^Gi^lJ  al«  ^flti?       feb  lat>  ? 

—  Ax«  +  {x—a)\  Bx*~2 

■  !  u  +(*a*+ßi+/))^:" ,::  <:l ;  :\  ■ 


u.  s.  w. 


+  (tfa-»+  Co»-*  + . . .  -f  Jta+ L)  * 
+  i?a»-a  +  Ca»- »  + . . .+ tfa*+ Xa+Üf 
+  tfa»-1  +  Ca»-2 + Z>a»-8,  + . . .  +  La*\  Jfa+  N. 

Addiren  wir  jetzt  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
die  Grosse 

—  AcP^Aa*  —  0, 
uqd ; bemerken ;  dass  ,  ,M  (  ,«(      ;*.m,  .  >  fj'»'- 

-4        ««)= ^  (x— a)  (x»-1+a^*+a*;r*-M-  •  •  -  +a°-*x+a*-1) 
ist,  so  erhalten  wir 

^j*«  +  +  C?— »+ . . ,+  L**+  M x + iV 

+  ^a+C)**--» 

u.  s.  w.  ; 

+ ^a*-i + JSa»-2  +  Ca«-»* ...  4  Ka*+La+M 
+  Aa»+Ba»-l+C<J^*+...  +  La*+Ma  +  N, 

und  sehen  also  hieraus ,  däss  das  bemerkte  Gesetz  für  jede  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  «ten  Grades  gilt,  wenn  es  für 


■ 
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t 

jede  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (*— l)sten  Grades 
gilt,  nach  dem  Obigen  folglich  offenbar  allgemein  gültig  ist. 
Wir  haben  daher  jetzt  den  folgenden  Satz : 

Le hrsßtz.  Wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  itten  Grades  ist,  so  ist  Für 
jedes  a  immer 

f{x)=(x-a)fl(x)+f(a), 

wo/i(ar)  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
des  (n — l)sten  Grades  bezeichnet,  deren  höchstes  Glied 
denselben  Coefficieuten  wie  das  höchste  Glied  der 
Function  f(x)  hat  *). 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  f(x)  «ine  beliebige  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  fiten  Grades  sei,  deren  höchstes 
Glied  den  Coefficienten  A  hat,  und  dass 

Oi 9  n%9  as ,  04,  . .  an 

n  ganz  beliebige  Grössen  seien.  Dann  ist  nach  dem  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  bewiesenen  Satze: 

/>)  =  (*-«i)/i  (*)+/(%), 

f%  (*)  =  <h)  fs  (-*)  +/*(«a) » 
h  (*)  =      «4)  /*  (*)  +h  («4) » 

U.  8.  W. 

(x)  =  (x-a.)f.(x)+fi>.t  (an); 
wo  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

fi  M»  A  <*).  A  (*).  AW .  -  -  -  AW 

ganze  rationale  algebraische  Functionen  respective  vom  Grade 

» 

11 — 1,  n— 2,  h — 3,  n — 4,  ....0 

sind,  deren  höchste  Glieder  sämmtlich  den  Coefficienten  A  haben, 
woraus  sich  unmittelbar  ergiebt ,  dass  die  constante  Grösse  fn  (x) 
=  A  sein  muss. 

Durch  successive  Anwendung  der  obigen  Gleichungen  erhalten 
wir  aber  leicht  für  f{x)  den  folgenden  Ausdruck : 

+  (*— «i)/i(«s) 


•)  Ebae  andere  Daritellung  de«  Beweine«  diese*  SaUe«  «.  m.  Archiv. 
Thl.  II.  S.  354. 

ThUil  VII  24 


« 
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+  (ar— fliXar-iia)/«^) 

+       ax)  OjJ/i  (04) 

u.  s.  w.  - 
+      «1)  («—«2)  Or— «*3)  •  •  •  «»-«)/•-« 
+  (a:— aj)  (a:— «2)       a3)  •  •  •  a«-i)(*-«»-i)/»-i(«« 
+  ^  (a— c^)       ö2)  (#-ff3)       «4)  •  •  • 
von  welchem  sich  nun  die  folgenden  Anwendungen  machen  lassen 

§.  3. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  n  Grössen 

flu  «a»  a3»  ß4>  ••••«» 

.sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind. 

Ist  dann  /(at)=0,  so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraph«» 

/  (*)  =    (x—adft  («2) 

+  (a?— «i)  (af— «2)  A  (fl3) 

+       ot)  (x— «12)  («— 03)  A  fa) 

u.  s.  w.  * 

+  «1 )  (*— «3)  •  •  •  (X— ön_2)/W-2(a«-l ) 

+  (x— o,)  (x—o*)  •  •  •  (x— fln-a)  (*— ««-O/W«") 

+  ^(ar-at)  (ar— «2)  (ar—fls)  •  •  •  (*-«■) > 

- 

also 

/\*2)=(<l2--<*l)/l(«2)> 

und  folglich,  wenn  /■(«•) =°  ist,  weil  die  Grossen  11.  und  o*  uo- 
gleich  sind,  also  nicht  o»— ax=0  ist,  jederzeit  A(fla)=0. 
Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

■ 

/•(*)=  «i)(a:-Ö2)A(«3) 

+ (*— <W  (*-«•)     «s)  A  ("4) 

u.  s.  w. 

+  (a>- Oi)  (x—at)  (x— a9) . . .  (x—an-*)fn-*(an-i ) 

+      «1)      «2)  •  •  •  (x~~ A-i  W 

+  4  (ar— aj)  (ar-fli)  (x— 03)  (x— a4) . . .  (x— ««) , 

also 

/  («3)  =  (a3— «1)  («3—  «*)  A  » 

und  folglich,  wenn  f(<h)=0  ist,  weil  die  Grössen  öj  ,  n*,  03  unter 
einander  ungleich  sind,  also  nicht 
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(«3— «l)  («3-«2)  =  0 

iit,  jederzeit  {%  (ff*)  ^=  0- 

Daher  ist  nach,  dem  Vorhergehenden 

/(x)  =    (ar-fO  (x-aj  (x-aj  f3  (o.) 

U.  6.  W. 

-|-  (a — a1)(ar— Ojj)  (j: — Oj). . .  («r — cb-a)  /»- ^  (ffn-i) 

+  (x  -fl!)  (a:— «2)  (ar— a3) . . .  (a:— a„_2)  (a;— a»-, (a*) 

+  ^4  (x— (x—  aa)  (ar— %)  (ar— a4) . . .  (ar— a*) , 

also 

/*  (04)  =  (°4— %)  («4—02)  («4— «s)/s  (04)  > 

und  folglich,  wenn  f(aj  =  0  ist,  da  die  Grössen  alf  a*,  öj,  ci4 
unter  einander  ungleich  sind,  also  nicht 

(«4— fli)(ff4— Oi)  («4— «3)  —  0 

ist,  jederzeit  f3(aj^0. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  man 
übersieht  aus  dem  Vorhergehenden  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  die 
«  Grossen 

«1 ,  Oi ,  fl3  ,  II4 ,  . . . .  On 

sSmmtlich  unter  einander  ungleich  sind  und 

f(ai)  =  0,  f(a^  =  0,  /-(o,)  =  0,  /*(ff4)  =0,  . .  .f(an)  =  0 
ist ,  jederzeit  auch 

fi(«*)=0,  /i(a3)=0,  /3(a4)=0,  A(«a)=0,  ... /•*-*(*.)  »0 

ist  Dann  ist  aber  nach  dem  obigen  allgemeinen  för  die  Function 
f(x)  gefundenen  Ausdrucke 

fix)  =  ^  (*— «i)  (*—  "a)  (^—«3)  (^—«4) «...  (*— ««), 
^nd  wir  gelangen  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze: 

Lehrsatz.  Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
Function  f(x) |  des  7iten  Grades,  dereu  höchstes  Glied 
den  C o eil ici en te n  A  hat,  jederzeit  verschwindet, 
nenn  man  für  x  nach  und  nach  die  n  sümmtlich  unter 
einander  ungleichen  Grössen 

"l  »  ff»  f  ÖS  9  a4  >  •  •  •  •  ff« 

setzt,  so  dass 

/•(«i)  =  °>  /W>=0,  A«3>=0,  /(ff4)=0,  .../(aj=0 
ist;  so  ist 

/"(x)  =  -4  (*—««)  («-«3)       «4)  •  •  •  («—««). 

24  ♦ 
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Könnte  es  ausser  den  sämmtlich  von  einander  v< 
Grossen 

<ii ,  cr2>  ffs>  a4f  •  ••■•ff» 

für  welche 

/•(ai)=o,  /•(**)=(),  A^)=0,  Afl4)=o,  .../•(«-)= 0 

ist,  noch  eine  von  diesen  Grossen  verschiedene  Grosse  et  geben, 
für  welche 

/X«)  =  0 

wäre,  so  müsste,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
unter  der  gemachten  Voraussetzung 


ist, 

A  (a — )  («— at)  (ff— «s)  (a— a4) . . .  (ff— a«)  =0 

sein ,  welches  ungereimt  ist ,  da ,  weil  nach  der  Voraussetzung  * 
keiner  unter  den  Grössen 

ff  1  >  tfj  >  0 3  >  °4 »  • 
gleich  ist,  also  keiner  der  Factoren 

ff — Ol«  «— cc — /ij,  « — ff4,....a — an 


verschwindet,  und  naturlich  auch  der  Coefficient  A  des  höchsten 
Gliedes  der  Function  f(x)  nicht  verschwinden  kann,  weil  dieselbe 
sonst,  wie  doch  angenommen  wurde,  nicht  von  dem  fiten  Grade 
sein  könnte.  Dies  fuhrt  uns  unmittelbar  zu  dem  folgenden  be- 
kannten Fundamentalsatze  der  Algebra: 

Lehrsatz.  Die  Anzahl  der  von  einander  verschie- 
denen Werthc  der  Grösse  x9  für  welch  e  eine  von  di eser 
Grösse  abhängende  ganze  rationale  algebraische 
Function  verschwindet,  kann  nie  grösser  sein  als  der 
Grad  dieser  Function. 

§.  5. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen ,  dass  alle  im  Obigen  gebrauchten 
Symbole  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und  dass  die  n  Grössen 

ffi »  «2*  **>  ö4> 

io  Bezug  auf  eine  gewisse  Primzahl  p  als  Modulus  sämmtlich  unter 
einander  nicht  congruent  seien. 
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Ist  dann  /(c^)  durch  p  theilbar,  d.  h 

/"(«,)  =0(Mod.  p), 

«>  ist,  weil  oach  §.  2. 

f  (<*%)  =  /(«i) 

«t,  wenn  auch  /"(a*)  durch  p  theilbar,  d.  h. 

/(<72)==  0  (Mod.  />) 
ist.  offenbar  auch  {a% — Oi)  /i  (oj)  durch  p  theilbar,  d.  h.  . 

(<**)  =  0  (Mod.p). 

Weil  aber  a.  und  a%  nach  der  Voraussetzung  in  Bezug  auf  die 
Primzahl  p  als  Modulus  nicht  con^ruent  sind ,  so  geht  p  in  a-g— a, 
nicht  auf,  und  muss  also  nach  einem  bekannten  Satze  von  den 
Primzahlen  in  /j  (a^)  aufgehen ,  d.  h.  es  muss 

/i(af)=0(Mod.p) 

«ein.   Nach  {.  2.  ist  ferner 

/•(«•)=  /"(o,) 

+  ("s-«i)/i»(<*) 

f  (öj-^i)  (ös— %)  A  (o8) , 

und  wenn  also  jetzt  auch  /*(a3)  durch  t>  theilbar ,  d.  h. 

ffo)ssO(Mod.p) 
ist,  so  muss  offenbar  auch 

(«3— «i)(«3— a«)/«(fl3) 
durch  f>  theilbar,  d.  h- 

(Öj-Öl)  («3-^)/«(«3)  =  0  (Mod.  J>) 

*ein.  Weil  aber  Og,  a«,  <is  nach  der  Voraussetzung  in  Bezug  aul 
die  Primzahl  p  als  Modulus  nicht  congruent  sind,  so  geht  p  in 
keiner  der  Differenzen  as— ax ,  iu—a%  auf,  und  muss  also  nach 
demselben  Satze  von  den  Primzahlen  wie  vorher  in  ft(<h)  auf- 
gehen, d.  h.  es  muss 

A(o,)=0(Mod.p) 
sein.   Auf  ähnliche  Art  ist  nach  dem  in  §.  2.  bewiesenen  Satze 
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f(a,)=  f{ax) 

+  («4-«i)/i  (**) 

+  (O4— «l)  («4— ««)  M^s) 

+  («4— «l)  (04—%)  («4— «3>  fi  («4)  » 

and  wenn  also  jetzt  auch  f(a£  durch  p  theilbar,  d.  h. 

/(<z4)=0(Mod.p) 
ist,  so  muss  offenbar  auch 

(«4-ö|)  («4— Ol)  («4-fl3)/«  (04) 

durch  p  theilbar,  d.  h. 

(«4— «i)  (ö4— "2)  («4— «s)/s  (04)  =  0  (Mod.  p) 

sein.   Weil  aber  al9  a2,  «3,  04  nach  der  Voraussetzung  in  Bezug 
auf  die  Primzahl  p  als  Modulus  nicht  congruent  sind,  so  geht 
in  keiner  der  Differenzen  «4 — crl9  a4 — a^,  a4 — a3  auf,  und  muss 
also  nach  dem  vorher  schon  mehrmals  angewandten  Satze  von  den 
Primzahlen  in  /^(o*)  aufgehen,  d.  h.  es  muss 

ft  (a4)  =  0  (Mod.  p) 

sein.  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  jetzt 
keinem  Zweifel  mehr,  und  man  übersieht  aus  dem  Vorhergehenden 
auf  der  Stelle,  dass,  wenn  die  n  Grossen 

- 

0\  ,  02  y  «3  >  ö4  >  ••••«» 

in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Modulus  unter  einander  nicht 
congruent,  und  die  Grossen 

f (<*%)>  f(flz)>  /(«4>.  ...fM 
sammtlich  durch  p  theilbar  sind,  d.  h. 

/"(«,)  =  0  (Mod.p), 
/•(a^  ==  0  (Mod.  /i) , 
/>(«>)  =  0  (Mod.  p), 
/(nO  =0  (Mod.p), 

U.  8.  W. 

f(a»)  =  0  (Mod.  p) 

ist:  dann  jederzeit  auch  die  Grossen 

/t(ös),  /sW»  f*(<h)> 
durch  p  theilbar  sind,  d.  h. 
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/i  (0^)  =  0  (Mod.  j>), 
ft((h)  =  0  (Mod.  p), 
=0  (Mod.jO, 
/4(aft)=0(Mod.,>), 

U.  8.  W. 

/;_i(«.)  =  0  (Mod.  p) 
•t   Dann  ist  aber  nach  §.  2.  offenbar  aucb  die  Differenz 
f(x)—A  (x—ai)  (x—<h)  (a:— a,)  (j:— a*)  •  •  •  ««) 
durch  p  theilbar,  d.  h. 

f{x)  =  A  (x—ax)  (x— dj)  (x— Oj)  (jt— . . .  (a:— a*)  (Mod.//), 

und  wir  gelangen  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze : 

Lehrsatz*  Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
Function  f(x)  des  nten  Grades,  deren  höchstes  Glied 
den  Coefiici ent en  A  hat,  jederzeit  einen  durch  die 
Primzahl  p  theilbaren  Werth  erhält,  wenn  man  für  x 
nach  und  nach  die  n  i  n  Bezug  auf  den  Modulus  p  sämmt- 
lich  unter  einander  nicht  congruenten  Grossen 

«1  >       «3»  «4»  •• 
«etzt,  so  dass  also 

f(<h)  =  0  (Mod.;?), 
/"(at)  ==  0  (Mod.  p) , 
/•(ff8)  =  0(Mod.^p), 
/•(a4)  ==  0  (Mod.  p) ,  s 

u.  s.  w. 
/•(«»)  s  0  (Mod.  p) 

ist,  so  ist  jederzeit  für  jedes  x 

f(x)  =  A  (x — flj )  (jp— «2)  — °b)  (•'p- «4)  •  •  •    — a«)(Mod .  /?). 


§.  6. 

Konnte  es  ausser  den  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Mo« 
dulus  BÜmmtlich  unter  einander  nicht  congruenten  n  Grössen 

» 

für  welche 


■ 
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f{ax)  =  0  (Mod.  p), 
/•(oj)  =  0  (Mod.  p) , 
/(a,)  =  0  (Mod.  /j). 
/•(aj  ==  0  (Mod.  ;>) , 

U.  8.  W. 

/  («.)  =  0  (Mod.  p) 

ist,  noch  eine  diesen  Grossen  in  Bezug  auf  den  Modulus  p  nicht 
congruente  Grösse  a  geben,  für  welche /(a)  durch  p  theilbar,  d.h. 

/(«)  es  0  (Mod./?) 

wäre,  so  miisste,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

f(x)  =  A  {x— ax)  (x — a£{x—  «3)  (x—c/4) . . .  (x— an)  (Mod.p) 

ist,  offenbar 

A  (a— öi)  (a—tfa)  (« — fl3)  («-«*)•••  (ß — «*)  ^  0  (Mod.  p) 

sein,  welches,  wenn  die  Primzahl  p  in  A  nicht  aufgeht,  nach 
dem  oben  schon  mehrmals  angewandten  Satze  von  den  Primzahlen 
ungereimt  ist,  da  p  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auch 
in  keinem  der  Factoren 

« — ffjL  ,  et — #2  *  a — a3>  Ä — ö4»  — On 

aufgehen  kann.  Dies  fuhrt  uns  unmittelbar  zu  dem  folgenden  be 
kannten  Fundamentalsatze  der  Zahlenlehre: 

Lehrsatz.  Wenn  f  (x)  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  wten  Grades  von  x  ist,  und  die 
Primzahl  p  in  demCoefficientendes  höchsten  Gliedes 
dieser  Function  nicht  aufgeht,  so  kann  es  nie  mehr 
als  n  in  Bezug  auf  den  Modulusp  unter  einander  nicht 
congruente  Werthe  von  x  geben,  für  welche 

f(x)  =  0  (Mod.  p) 

ist. 

Andere  Beweise  dieses  Satzes  haben  Gauss  (Disuuisi- 
tiones  arithmeticae.  p.  40.),  Lagrange  (Mem.de  l'Acad. 
des  sc.  de  Berlin.  1767.  p.  192.)»  Legendre  (H  ist.  de  l'Acad. 
des  sc.  de  Paris.  1785.)  und  Euler  (Nov.  Co  mm.  Acad.  sc 
Petrop.  T.  XVIII.  pag.  93.),  letzterer  jedoch  nur  für  einen  be- 
sonderen Fall,  gegeben.  Auch  s.  m.  das  Math  eraati sehe  Wör- 
terbuch. Art.  Zahl.  Nr.  19.  und  Archiv  der  Mathematik 
und  Physik.   Thl.  II.  S.  5. 
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Die  oben  im  Wesentlichen  nach  Poinsot  geführten  Be- 
weise der  beiden  Sätze  in  §.  4.  und  dem  vorliegenden  Paragraphen 
bieten,  wie  es  uns  scheint,  vorzüglich  deshalb  ein  besonderes 
Interesse  dar,  weil  durch  dieselben  die  beiden  genannten  Theoreme, 
welche  als  die  Fundamentalsätze  der  Algebra  und  der  Zahlenlehre 
betrachtet  werden  können ,  auf  eine  gemeinschaftliche  Quelle  zu- 
rückgeführt werden ,  welches  auch  der  wichtigste  Grund  ist,  welcher 
dm  veranlasst  hat,  dieselben  hier  mitzutheilen.  Ausserdem  ver- 
dienen dieselben  wegen  ihrer  Deutlichkeit  und  Strenge  gewiss 
oberhaupt  recht  sehr,  bei  dem  Unterrichte  in  der  Algebra  und  in 
der  Zahlenlehre  benutzt  zu  werden. 

§.  7. 

Wir  wollen  jetzt 

f{x)  =  A  x*  +  Ax  x—1  +  A^x*-*  +  . . .  +  An~t  X  +  An 

setzen,  und  annehmen,  dass  es  n  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p 
*1*  ModnJus  sämmtlich  unter  einander  nicht  congruente  Werthe 

ai »       a*>  a**  •  •  »flu 
*on  x  gebe,  für  welche 

f(ai)  =  0  (Mod.  p), 
/(fl2)  =  0  (Mod.?), 
/(as)  =  0  (Mod,p), 
/(o4)  =  0  (Mod./i), 

U.  8.  W. 

f(an)  =  0  (Mod.  p) 
i»t  Dann  ist  nach  §.  5.  für  jedes  x 

f(x)  =  A  (x— öj) (x—aj  (x-a3)  (x—aj » . . (x-  an)  (Mod./?). 

Bezeichnen  wir  aber  Oberhaupt  die  Ute  Klasse  der  Combina- 
tionen  ohne  Wiederholungen  für  die  Elemente 

alf  Og,  Oj,  a4  an 

durch 

(«r,  ,  crs .  o3 , . . .  an) 
«0  ist  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze 

■ 
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(a:— fli)  (ar-  a2)  (x—a9)  «*) . . .  (x—On) 
=  xn  -  Äi  •  •^n~I 


(«1  >  O**       »  • .  .««) 

(öi  ,  Gt,  d3,  ...  O») 
U.  S.  W. 

(«t,         0»,  .  .  .fla) 

+  (-1)»      .  Ä« 

(«1  >  «1 »  «3  »  •  •  •  fln) 

I 

und  folglich  nach  dem  Obigen  für  jedes  x : 

Ax*  +Alx»-l  +  A1x*-*+...  +  An-lx  +  An 

==  Ax»-  A  .  Äi  •  x*-1 

(«i ,     ,  «s »  •  •  • a») 

(Oi  ,  fl»  ,  «3  ,  •  •  •  ««) 

-   ^  .  Ä, 

(«1  >  «2,  «S»  •••««) 

U.  8.  W. 

+  (— l)»-1      -4  .  Än-i  •  X 

(«1  »  «*»  «s»  ...a») 

+  (—1)«    .  A  .  Bn  (Mod.  /;). 

(«| ,  ff4 ,  03 , . . .  an) 

Also  ist ,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
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/,(*)  =  M,  +  4  .  Ä, 

(alf  n9,  a3  ,  . . .  fl„) 

(«1,  «2,  Ö3,  ...ö») 

+  \A>  +  A  .  Ä3 

(«i,  o«,  «3,  ...an) 

U.  8.  W. 

+  -(-1)-*.  J  .  Än-t 

+  A  -  (-1)»    .  A  .  Ä„ 
setzen,  für  jedes  x 

fi  {x)  ==  0  (Mod.  p). 

Folglich  Ist 

AK)  =  0  (Mod-p), 
/i  (rr2)  ==  0  (Mod.  p) , 
A  («3)  =  0  (Mod.  p) , 
/i  («*)  =  0  (Mod.  p) , 

U.  8.  W. 

/,  («»)  =  0  (Mod.  p). 

Die«  konnte,  da  n  die  Anzahl  der  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p 
als  Modulus  sämmtlich  unter  einander  nicht  congruenten  Grössen 

«l»  <%>  "s »  °4>       an  ; 

der  Grad  der  Function  /*,  (x)  aber  nur  n— 1  ist,  nach  dem  in  §.  6. 
bewiesenen  Lehrsatze  nicht  der  Fall  sein,  wenn  die  Primzahl  p 
in  dem  Coefficienten 

4  +  A  .  Ä| 

(«i ,  «a ,  o, ,  . . .  an) 

nicht  aufginge,  d.  h.  wenn  nicht 

4  +  ^  •  Ä!  =0  (Mod.p) 

(«i»  «2,  «3»  •••  «») 

wäre.    Also  ist 
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Ax+A.  »,  ==ö(Mod./>), 

(alt  a2,  a9,  . an) 

und  folglich  nach  der  Lehr©  von  den  Congruenzen  für  jedes  x  auch 
\Ai+A*  Äi  j  xn-i  ==  (Mod.  />). 

Aus  dieser  Congruenz  und  der  C 

/i  (x)  ==  0  (Mod.  p) 

folgt  nach  der  Lehre  von  den  Congruenzen,  wenn  wir  der 
wegen 

(«i>  «2»  a3,...a»)  ) 

(fli ,  o%t  öj  ,...Cn) 
u.  s.  w. 

(a, ,  ei* ,  a3 , . . .  a») 
+  ^»  —  (— l)n  .  A  .  Än 

(Oi  ,  Oa,  «8  ,...ön) 

I 

setzen ,  für  jedes  x :  , 

f2(x)==0  (Mod.p); 


/ifa)  =0  (Mod./?), 
/a  (da)  =  0  (Mod.p), 
/i(a,)  =  0  (Mod.p), 
/aW  =  0  (Mod.p>,n 

U.  8.  W.) 

U{an)  =  0  (Mod.»; 

welches  aus  ganz  ähnlichen  Gründen  wie  vorher  nach  §.6.  wieder 
oicht  möglich  ist,  wenn  nicht 

— 

A%  —  A  .  &a 

(«i»  «s»  <!$,... a») 

durch  die  Primzahl  p  theilbar ,  oder  nicht 

A%  -  A  .  =0  (Mod.  p) 

(«1  ,  Wa,  öj,...«!«) 
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A%  —  A  .  =0  (Mod.  p). 

(«1»  <*%>  fl3»  •••<*») 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  nuo  schon 
klar,  und  wir  werden  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze  geführt: 

Lehrsatz.  Wenn 

/(*)  =  AaP  +  Ala*~l  +  AtX»-*  +  ...  +  A+~+x  +  Am 

and  für  n  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Modalus 
unter  einander  nicht  congruente  Grössen  alf  Og,  03,04, 
...o«  als  Werthe  von  a: 

/•(o1)  =  0(Mod.p);; 

/"(oj)  ==  0  (Mod.  p) , 
/(a,)  =  0(Mod.'p), 
/(oj  =0  (Mod.  p),i 

u.  s.  w. 
f(an)  =  0  (Mod.  p) 

ist,  so  i  st  jederzeit 

A\  +  A  .  »!  =0  (Mod.p), 

(«1  ,  O^  ,  0|  ,  . . .  On) 

A  -  A  .  =0  (Mod.p), 

(«1»  «2» 

.43  +  A  .  Ä3  =0  (Mod.p), 

(«1 »  o» ,  o, , . . .  o«) 

I 

U.  8.  W. 

4-t  -  (— t)»-1.  ^  .  Ä«-!  =  0  (Mod.  />) , 

^fl|  ,  0%,  Oj  , . . .  o») 

—  (—1)«  .  ^  .  *  =0  (Mod.p). 

(01 .  o« ,  a3 , . . .  o») 


Es  seien  jetzt 


o*  6>  c,  d,  f , . . 
alle  Zahlen,  welche  kleiner  als  die  beliebige  Zahl  p  und  zu  der 
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selben  relative  Primzahlen  sind,  und  x  sei  eine  ganz  beliebige 
Zahl,  welche  mit  p  relative  Primzahl  ist.  Dann  sind  auch  die 
Prodacte 

ox  ,  bx  ,  cx  ,  dx  ,  CX  ,  .  .  •  ■ 

mit  p  relative  Primzahlen,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre, 
und  also  eine  die  Einheit  übersteigende  Primzahl  z.  B.  in  ax  und 
f  aufginge ,  nach  einem  bekannten  Satze  diese  Primzahl  entweder 
in  a  oder  in  x  aufgehen  müsste ,  so  dass  also  entweder  a  oder  x 
mit  p  nicht  relative  Primzahl  sein  würde,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung streitet-    Setzen  wir  jetzt 

tut  s=  ap  -f  a, , 
bx  =  ßp  +  bl9 
cx  =  yp  +  cl9 
dx  —  6p  +  dlt 
e x  —  tp  +  ex , 
u.  s.  w, 

wo 

a\y      y  cl>  dL,  et ,  . . . . 

sämmtlich  kleiner  als  p  sind,  so  kann  leicht  gezeigt  werden ,  dass 
diese  Grössen  sämmtlich  zu  »  relative  Primzahlen  und  sämmtlich 
unter  einander  ungleich  sina.  Wäre  nämlich  z.  B.  ^  nicht  mit 
p  relative  Primzahl,  und  ginge  folglich  eine  die  Einheit  überstei- 
gende Primzahl  in  ^  und  p  auf,  so  würde  wegen  der  Gleichung 

ax  =  ap  +  ax 

diese  Primzahl  auch  in  cur,  folglich  nach  dem  schon  vorher  ange- 
wandten Satze  entweder  in  a  oder  in  x  aufgehen,  und  es  würde 
also  entweder  a  oder  x  nicht  mit  p  relative  Primzahl  sein,  tra* 
gegen  die  Voraussetzung  streitet.  Ware  ferner  z.  B.  al=dl>  so 
wäre  wegen  der  beiden  Gleichungen 

ru;=o^  +  Ci ,  dx  =  8p  -f  dt  . 

offenbar 

war — = dx—  dp , 

und  folglich 

(a— (a—6)p. 

Also  ginge       welches  mit  a:  relative  Primzahl  ist,  in  (a— 
auf,  und  müsste  f olelich  nach  einem  bekannten  Satze  in  a— d 
aufgehen,  was  ungereimt  ist,  da  nach  der  Voraussetzung  der  ab- 
solute Werth  von  a — d  offenbar  kleiner  als  p  ist.   Weil  nun  hier- 
nach die  Zahlen 
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i 

«1  >  »1  ,  Cj  ,  f/j  ,  €t  ,  

deren  Anzahl  der  Anzahl  der  Zahlen 

«,  b,  c,  d,  e,  . . . . 

»leich  ist,  sammtlich  kleiner  als  p,  unter  einander  ungleich  und 
mp  relative  Primzahlen  sind,  ho  ist  klar,  dass  ohne  Rücksi cht 
auf  die  Ordnung  die  Zahlen 

« ,  b,  c,  d,  e, . . . . 

und 

f*i  9  öi9  Ci  ,  di,  *>! ,  .... 
von  einaoder  nicht  verschieden  sind,  und  dass  also  jederzeit 

aöcde . . . .  —  ax  bi  cx     ex . . . . 

ist 

Bezeichnen  wir  aher  die  Auzahl  der  Zahlen 

a,  b,  c,  d,  e,  ....  , 

welche  kleiner  als  n  und  zu  p  relative  Primzahlen  sind,  durch  n, 
<o  folgt  aus  den  Gleichungen 

=  <*p  +  «i , 
bx  =  ßp  +  bi, 
cx  =  yp  +  ci , 
fix  —  6p  -|-  di , 
ex  =  sp  +  elt 
u.  s.  w. 

durch  Multiplication  auf  der  Stelle,  das«  die  Differenz  der  Producte 

**  aöcde . . .  und  ax  bi  cx  dx  ex . . . , 
d.  h.  nach  dem  Vorhergehenden  die  Differenz  der  Producte 

xn  abcde . . .  und  abcde . . . 
durch  p  theilbar,  oder  dass 

(ar"— 1)  abcde....  =  0  (Mod.p) 

'  •  -  •     •  .  -  ,    *    .  • 

ist   Weil  nun  aber 

- 

a,  b ,  c,  d ,  e, . ... 

mit  p  sammtlich  relative  Primzahlen  sind,  so  muss  nach  einem 
^kannten  Satze  p  in  a*»-~t  aufgeben,  d.  h.  es  muss 
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1  =  0  (Mod.p) 

sein,  wobei  nach  dem  Obigen  vorausgesetzt  wird,  dass  x  und  p 
relative  Primzahlen  sind,  und»  die  Anzahl  der  Zahlen  bezeichnet, 
welche  kleiner  als  p  und  zu  p  relative  Primzahlen  sind. 

Ist  p  eine  Primzahl ,  so  sind 

1,  2,  3,  4,  5,...,  p — 1 

die  sämmtlichen  Zahlen ,  welche  kleiner  als  p  und  zu  p  relative 
Primzahlen  sind.  Wenn  also  nur  die  Primzahl  p  in  x  nicht  auf- 
geht, so  ist  nach  dem  Vorhergeheoden  jederzeit 

a*-1— 1  =  0  (Mod.  p) , 

d.  h.  uoter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  xf~l — 1  immer 
durch  p  theilbar,  welches  bekanntlich  der  Fermat'sche  Satz  ist 

§.  9. 

Wenn  wir  nun  unter  der  Voraussetzung,  dass  p  eine  Primzahl 
ist,  für  jedes  x 

f{x)  =  tfP-1— 1 

setzen,  so  ist  nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewie- 
senen Fermat'schen  Satze 

/(l)  =  0(Mod.p), 
/(2)s=0(Mod./>), 
/  (3)  =  0  (Mod.p), 
f(A)  ~  0  (Mod.  p), 

U.  8.  W. 

f(p~l)  ss  0  (Mod.  p) ; 
und  folglich  nach  dem  in  j.  5.  bewiesenen  Lehrsatze  für  jedes  sc: 
f(x)  =  *P-«-l  =  (ar-i)(^-2)(a?--3)...(Ä-(p~l))(Mod.p). 

Für  x=0  ist  also 

-1  ss  (-l)(-2)(~3)...(-(p^l))(Mod.p), 
d.  h.,  weil  p—1  offenbar  eine  gerade  Zahl  ist, 

-1  ss  1. 2.3.4.  ..(p-t)  (Mod.  p), 

folglich 

i  +  1 . 2 . 3 . 4 . . .  (p—1)  ss  0  (Mod.  p). 
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Wenn  also  p  eine  Primzahl  ist,  so  ist  die  Grosse 

1.  2.3.4...  (p— 1)  +  1 

jederzeit  durch  p  theilbar,  welches  bekanntlich  der 

Wilson'sche  Satz  ist. 

Man  sieht  hieraus,  nie  leicht  sich  auf  diese  Weise  mit  Hülfe 
der  oben  bewiesenen  allgemeinen  Sätze  aus  dem  Fermat'schen 
Satze  der  Wilson'sche  Satz  herleiten  Jässt,  welche  Herleitung 
ron  Poinsot  a.  a.  O.  wenigstens  in  der  obigen  Art  nicht  gege- 
ben worden  ist,  so  wie  denn  überhaupt  die  Darstellung  in  diesem 
Aufsätze  mehrere*  uns  Ei«enthümliche  enthält,  wie  man  bei  der 
beider  Arbeiten  finden  wird. 


§.  10. 

Uebrigens  ist  endlich  noch  zu  bemerken,  dass  das  Wilson'sche 
Theorem  eigentlich  nur  ein  besonderer  Fall  des  in  §.  7.  bewie- 
senen Satzes  ist. 

Wenn  wir  nämlich  ganz  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
jetzt  wieder 

f(x)  =  ^P-1  —1 
<etzeo,  so  ist  in  §.  7.  der  Exponent  7i==p— 1,  und 

-4  =  1,  Jt=0,  J2=0,...^M=0,  Ap-X  =-1 ; 

ferner 

a,  =1,  cr2=2,  a3==3,  ...ap-l=p— 1. 

Also  hat  man  nach  dem  in  §.  7.  bewiesenen  Satze  offenbar  die 
folgenden  Congruenzen: 

Äx  =0  (Mod.  p) , 

(1,  2,  3,...,p-i) 

Ä»  ~  0  (Mod.  p) , 

(1,  2,  3,...,/>-l) 

Ä3  ==  ö  (Mod.  p), 

(1,  2,  3,...,/»-l) 

U.  8.  W. 

%p-i  =  0  (Mod.  p) , 

(1,  2,  3, 1) 

1+(-1)p-i  .  Bp— i  =  0(Mod.p). 

(1,  2,  3,...,p-l) 
Theil  VII.  25 
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* 

Aber 

Äp-1  =  t. 2. 3. 4... (/>—!). 

(1,  2,  3,  1) 
und  folglich 

1  -f  1.2.3.4...(/>-l).(—        =0  (Mod.p). 

Ist  nun  die  Primzahl  p  grösser  als  2,  so  ist  p-l  eine  gerade 
Zahl,  also 

1  +  1.2.3.4.  ..(p— 1)  ==  0  (Uod./>), 

wobei  aber  sogleich  in  die  Augen  fallt,  dass  diese  Congruenz  auch 
für  w-2  gilt,  und  daher  allgemein  ist.  _ - 

Alle  vorher  aus  dem  in  j>.  7.  bewiesenen  Satze  hergeleiteten 
Congruenzen  sind  übrigens  an  sich  wichtig  und  interessant. 


Applications  des  theoremes  relatiffs  a 
la  theorie  des  flractioiis  partielles. 

Par 

i   Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Grooingue. 


§.  L 

Pour  ini'on  puisse  suivre  avec  plus  de  commodite  les  am* 
cations  suivantes;  nous  reprodu.rons  d  abord  le  theoreme  III.  du 
Nro.  XXXV.  T.  VII.  de  ce  journal. 

Theoreme.   Soit  fx  une  fonetion  rationnelle  et  entiere  de  *  da 

dCgFSo^t  Fx  une  fonetion  rationnelle  et  entiere  de  x  du  degrö  9, 
representee  par  l  equation 


Digitized  by  Google 


387 

(«o— *)i  »i,  ttf,...nm  dtaut  de*  nombres  entiers  et  positifs  et 
r<>»  'i»  **,  ...r»  les  meines  inegales  de  l'equation 

^  =  0, 

rfcohie  par  rapport  ä  dont  r0  soit  toujours  egale  ä  ze>o,  en- 
soite  que  »o-*=0,  lorsque  l*«<quation  fc=0Vaura  pas  une 
raeme  egale  a  zero.  r 

Soit  9,  une  fonction  auxiliaire ,  liee  ä  Fx  par  Fequation 

<p,  =       r0)'  Fx  , 

a  laMconditiTbre  ^      P<>Sitif '  P"8  de  a  satisfaire 

Soit  enfin,  pour  abreger, 

n  =  «*  , 

*  et  k  e*tant  des  nombres  entiers  et  positifs.   On  aura 

*=o      A=o    *  *** 


A4  1  • 


Ajoutons  eocore  que  3j  tj/*  designe  la  derivee,  et  dj"  Hn- 
Se        °       *  ^  rapP°rt  a  *  d  une  fonction  quelconque  ^, 

n.iutl\?0%*'  °°  V0!,t  que  par  ,a  fonDule  («  »oute  fonction  ration- 
ntlleet  fractionnaire  de  *  sera  reduite  aux  expressions  de  Ja  forme 


I 

t 


x — r 

h 

quer 


«ant  un  nombre  entier  et  positif.  II  suffit  done  de  savoirappli- 
ier  one  Operation  relative  ä  x  aux  expressions  F 


— ~ — *  , 
x — r 


SLE'0?  TT5  aPPH5uer  ce£e  Operation  a  toute  fonction  ra- 
tioDDeHe  et  fractionnaire  de  x.   On  sait,  par  exemple, 


1  nl 


dl        z=z-    -  — 

x — r  (x — r)»-M 

et 


25  * 
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3*  *  =  (Ä^nj!*  ' 

en  designant  le  produit  1.2...»  par  nl.  Donc  la  fonnule  (i) 
donoera 

Pareillcment  on  a 

n  — = ^jy»-  J 1  (*r~r) ~~ 1 "  2   •  •  •   *  -l  t 

+  Co  +  r!  .r  + . . .  +  cn-i  J"-1, 

— 

et 

*fc = jjJbi   + r° + Ci  *r + ■  •  • + Cn^  xn~l  j 

c0,  cn-i  *tant  des  constantea  dintegration.    Donc  on  tire 

de  la  formule  (1) 

i 

I 

(4)  *=.  -Tn^ljrU(A    r4)-        2         —1 J 

1+  £       2  Crf    Tk\  hl 

f  ^   ^°         (  +(^PölTpT 

Ce  n  est  pas  tout.  La  lettre  j:  <*tant  generale  peut  *tre  remplacee 
par  une  caracteristique,  et  la  formule  (1)  fournit  le  moyen i  de 
trouver  1'operation  indique'e  par  une  fonction  rationnelle  et  fractioo- 
naire  de  cette  caracteristique.  Entrona  ä  ce  aujet  dans  quelques 
detail*. 

§.  H. 

Substituons  d'abord  la  caracteristique  Sx  ä  x  dans  la  formule 
(t),  alors,  en  designant  par  q>x  une  fonction  quelconque  de  la  va- 
riable x  a  laquelle  se  rapporte  le  signe  dx ,  on  aura 

si 

'      1  V  ^  /  I.      \  -  J 

(1) 


et  la  recherche  de  l'expression 


ft>s 
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sera  reduite  ä  la  recherche  des  expressions 


f*  ctant  une  fonction  rationnelle  et  entiere  de  x,  on  trouvera 
directement  fdx  q>x .   Nous  faisons  donc  pour  plus  de  simplicite 

/x  =  l, 

de  sorte  qu'on  peut  prendre  s  —  0  et  wo  =  0.  Dans  ce  cas  la  for- 
male (i)      I.  se  reduira  a 


etfequation  (1)  {.  II.  deviendra 

Rh  et  Fx  ötaot  determines  pär  les  equatioos 


®  Fx  =(a>-r1)Bl  (ar-r2)n' . . .  (x— 

Posons  maintenant 

(6)  y==g-t-9>,; 


(9*— n)  y  =  (px, 

Oö 

«piatioo  differentielle  ä  laquelle  on  satisfait  en  prenant 

y  =  *~~r**  <p*  dir  , 

et  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'equation  (6)  od  trouvera 

Dodc  l'equation  (3)  se  cbangera  en 
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(7)  j^-  *.  =2+,8^-'ß4  «V y 5-  V     Ar , 

et  la  recherche  de  l'expression 

dependra  d'operatioos  connues. 

Les  constantes  d  "Integration  sont  comprises  implicitement  dans 
le  sccond  membre  de  l'equation  (7).  Pour  les  avoir  explicites. 
dous  rappelons  la  formule 

%x  J* tyx  dx=J*J  %x  tyx'  (Ix'  +  %r  C, 

x  ötant  une  valeur  particuliere  de  x,  et  C  designant  une  quantitt 
independante  de  x,  mais  du  reste  arbitraire  et  fonction  de  tonte« 
les  variables  au t res  que  x  qui  soient  contenues  dans  la  fonctioo 
tyx*    Dapres  cela  la  formule  (7)  sera  mise  sous  la  forme 


(8) 


dans  laquelle  on  a  postf,  pour  abreger, 


K=Z  1$r?Rker*C, 

*=1  * 

C  ötant  fonction  arbitraire  de  r  et  k,  mais  independante  de  x. 
D'ailleurs  on  a  suivant  une  formule  connue 

er**  CRu  =  *F*  (n  A)  rffc  e'**  a?*"1"*  CR*  , 

A  0 

ou 

*=o 

* 

k 

h  etant  un  nombre  entier,  et  (nt—t)  etant  determine  par  l'equation 

(n*~1)  ~  1.2.3.4...  h  

h 

Or,  puisque  (m — 1)  et  /?*  sont  independants  de  x,  et  que  C  re» 
präsente  une  quantite  arbitraire  mais  independante  de  x,  on  sab* 
stituera  simplement  C  ä 
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e  qni  fait  dependre  C  de  A :  donc  od  aura 

et  1  equatioo  (9)  ae  rtfduit  a 

(10)  ff=£  Zker*xhC. 

fr— i  fc-o 

Les  Operations  indinuees  dans  le  second  membrc  de  cette 
eqoatioo  «ont  relativevS  a  k  et  lt.  D'apres  ce  qui  a  6te  dit,  la 
lettre  C  sera  par  suite  censee  fonction  de  k  et  A,  et  potir  exprimer 
rette  depeodance,  nous  rempla^ons  C  par  6*,*.  Avec  cette  di- 
Mndion  nou«  substituoos  la  valeur  de  K  de  l'equation  (10)  dans 
Ufonuule  (8),  et  il'viendra 


(II) 


k=l  h=D 


Ed  Tertu  d'une  formule  conouc,  on  devcloppera  encore  la 
fcriree 

le  maniere  qu'on  ait 


w  posant,  pour  abreger, 

oo,  Enirant  leqoation  (4), 

(Ii)  gM  =  (nAl)^^1"* 

Leqoation  (13),  jointe  a  l'equation  (12),  transformera  la  for- 
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Les  formnles  (11)  et  (15)  sont  generales  et  subsistent  pour 
toute  fonctioo  rationnelle  et  entiere  Fr  et  pour  toute  fonctioo  g>*. 
EUes  se  simplifieroot  en  attribuant  ä  Fx  uoe  forme  particuliere. 

1.  Lorsque  l'equation 

Fr  =  0, 

resolue  par  rapport  ä  x,  na  pas  de  racines  egales,  c'est-ä-dirf 
quon  a 

lf|  =       ~  ...  =  IIa  ==  1  , 

la  formule  (11)  se  räluit  ä 

(16)  y^tpx  =ilT*1  ^kf'**^  <P*  d£  +       Ct }  . 

2.  Lorau'on  fait  m=l  et.  qu'on  substitue  simplement  n  et  r 
ä  nt  et  ri ,  la  formule  (11)  donnera 

(17)  -±-<px  =  ar1  Rif'e'^  iVV  Ca  . 

Or,  pour  ce  cas  l'equation  (5)  se  reduit  ä 

(18)  Fx  =  (*-r)»  , 
d'oü  il  suit 

8*  Fx  =  nl 

et 

%  Fr  =  n!  ; 

donc  oo  aura,  eu  egard  a  l'equation  (4), 

n  1 


a?Fr  (»-Di 1 

puis 

(n-1)!    '  '''^ 
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Cette  equation  jointe  ä  l'equatioo  (18)  change  la  formule  (17)  en 
3.   En  prenant  r=0  dans  la  preceMente,  od  obtient 

(ä0)      «■ "  =J *  V4r  »*■    +  4,  *  c'*  > 

formule  par  laquelle  uoe  integrale  multiple  sera  ramenee  a  wie 
integrale  simple. 

II  est  bon  d'observer  qu'en  rtfsolvant  par  rapport  a  u  l'equatioo 
lifferentielle 

Fex  u  —  q>x  , 

od  aura 

_  1 

*}  V*  JPar  8Ulte  *a  "Va'eu1,  °®  u  sera  dprim^e  par  le  second  membre 
ue  la  formule  (11)  ou  (15).  Od  voit  que  cette  valeur  de  u  com- 
preod  des  quantites  arbitraires  dont  le  Dombre  est  egal  ä 

oa  egal  au  degre  de  la  fonction  Fx  par  rapport  a  x. 

§.  HL 

Soit  &x  ud  sigoe  d'operation  dätermine'  par  I'lquation 

(i)      .  *zfs=tei=f±.. 

SabstituoDS  &x  ä  x  dans  la  formule  (2)  §.  IL,  et  appliquons  les 
Operations  a  une  fonction  g>x  .    On  aura 


'Y*1  „nt-l  n  1 

Or,  en  posant 

1 

il  suit 
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equation  aux  differences  Gnies,  qui  sera  verifide  en  prenant 

ou  i 

x  etant  une  valeur  particuliere  de  jr ,  le  signe  2  se  rapportant 
a  la  variable  .r',  dont  l'accroissement  est  represente*  j>ar  t,  et 
nx  etant  une  fonction  qui  ne  change  pas,  si  Ton  attribue  a  x 
l'accroissement  s ,  roais  du  reste  arbitraire  et  fonctioo  de  r  et  k, 
On  aura  par  suite 

1  £      x'=x  j— if*  jr 


ce  qui  change  la  formule  (2)  eo 

(3)    (FAy  Vs  =        «S-Iiq^  * |Ji  Wr>«-+ *. 

■ 

dans  laquelle  on  a  fait,  pour  abreger, 


Suivant  une  formule  connue  on  deduit  de  celle-ci 

k  =  2     2*  (H4-1)  a?k     r*)i  a;*  ^  /?*  II* 

4=1  *=0 

et  comme  on  a 

3?*  (l+m)  •  =  *  (*-*)         . . .  (c-X=l «)  (l+ir»)7 , 


1 


U  viendra 

K  =  2      2k  ^-e)(ar-2e)...(^A- 1*)  (Hm)^^~fh       1  *  Ifc  JJ 

h 

Or,  ^^.gr^A  et  ^*  e"tant  independants  de  x,  et  27*  repre 

sentant  une  fonction  arbitraire  des  variables  autres  que  x,  on 
stituera  simplement  JTx  a 
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qui  fait  dependre  TIX  de  A :  donc  on  aura 


Ä'  =  *7n+1  X  *  *  (.r—f)  (jr-2f) . . .  (x—h—U)  (Htrk)in* 

k=i  k=o 

Cest  cette  valeur  de  K  qu'il  faut  substituer  dans  la  formule 
(3),  et  pour  roettre  eo  evidence  que  üx  depend  de  k  et  A,  on 
pourra  ecrire  17x,*,fc  au  lieu  de  JTX.  Avec  cette  distinction  il  viendra 

4  x=rm+l  Ä^nt  * 


+  £       £  x(x— t)(x— 2f)».(^—  A— t«)(l+fr*)T/7x,M- 

Remarquons  qu'on  peut  faire  subir  a  la  formule  (4)  des  trans- 
fonnations  et  des  simplifications  semblables  a  Celles  aue  Ton  a  fait 
sobir  ä  la  formule  (11)  §.  II.  Observons  de  plus,  quen  resolvant 
par  rapport  a  u  l'equation  aux  differences  finies 

u  =  (PX  > 

!e  signe  Ar  etant  toujours  determine*  par  l'equation  (1),  on  aura 

u  =  iF&s)~l  fps  . 

Dooc  la  Tftleur  de  u  sera  exprimee  par  le  second  membre  de 
itquatioo  (-4),  et  Ton  voit  quelle  contiendra  des  fonctions  perio- 
diques  dont  le  nombre  est  egal  ä 

Wi  +  »t  +  ...+nm, 

oa  egal  au  degre*  de  la  fonction  Fx  par  rapport  ä  x.  Ajoutons  qu'eti 
rertu  de  l'equation  (1)  le  signe  Ar  se  reduira  au  signe  dx  ,  lors- 
qu'on  fait 

£  =  0, 

et  que  par  consequeot  la  formule  (4)  reproduira  la  formule  (11)  §.  IL 

§•  IV. 

£o  adoptant  les  meines  notations  que  dans  les  paragraphes 
prec4dents ,  et  remplacant  x  par  le  signe  y-  dans  la  iormule  (2) 
j.  II. ,  U  vient  y 

/^VT^iT*  V*-1  Rh  d* 
\  fj   *=i     r*  Öx— r*a/ 
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Soit  <px,«  une  f  onction  des  variables  xf  y,  anxquelles  se  raj>- 
portent  les  signes  öx,  dy.   Od  d&luit  de  l  equation  precedente 

et,  en  vertu  des  principes  etablis  dans  le  §. IL,  cette  formule 
mise  sous  la  forme 


(i) 


+  Z       Z   x  e  *  9  C^,*,fc  • 


D'ailleurs  on  a  gtfne>alement 

(2)  e«^^y  =  ^a, 
et 

(3)  W+«  =  95  ^K+a  , 

,ce  qui  change  la  pr^cädente  en 


+  Z       Z   x»  Orf^,*,*, 


formule  qui  fait  volr  comment  l'operation 


peut  ätre  appliquee  a  une  fonction  quelconque  'de  x  et  y. 
maintenant 

(5)  q>x,y  =  9^  > 

p  4tant  le  degrö  de  Fx  par  rapport  ä  a:.  On  aura 

et,  en  vertu  de  la  formule  (20)  §.  IL, 

y  etant  une  valeur  particuliere  de  y ,  et  2?*  designant  une  quantitl 
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iodrpcDdante  de  y,  mais  du  reste  arbitralre  et  fonction  de  h  et  x. 
De  plus  on  tire  ae  la  precedente,  eu  egard  ä  la  formule  (3) , 

V  A=n 


£o  substituant  les  valeurs  de  <ps,g  et  d9  9>x%yfrt(.r— **)  tirtfes 
de«  eqoatioDS  (5)  et  (6)  dans  la  formule  (4),  il  viendra 

I  *=m }  1  A=*i  . 

I  +  2:     <r  **c^v,m  +//, 

b  vaJeur  de  //  etant  fournie  par  lequation 
fc=i  t/  *  *=o 

Puls  od  a 

b/+n(x-x')Y  =  2     (A)        r"  (a:-*')»  , 

-  • 

n  etant  un  nombre  entier :  donc 


t=m+l  .  f*x  h—p—1  n— Af  1  n 

ff  =  2?      ö»         /     *       2     W  3f     «  (x-.r')«  ÄA  <*r ' , 

fc=l  t/  x   A=t)  n=o 

f 

equation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

— 

/^x  A=p— 1  n=A-f  1  n 
X        ^      (A)  A  J\T<£*' , 

x   A=o  n=o 

avant  fait,  pour  abreger, 

ou  bleu ,  suivaot  lequation  (4)  §.  IL, 


n 


iV  =  £      nk  8» 


Ar 
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Mais,  eo  vertu  da  theorerae  V.  du  Nr.  XXXV. T.  VII.  de  ce 
journal,  od  a 

pour  tout  nombre  entier  et  positif  n  inferieur  au  degre  de  la  fooctioo 
Tx  diminue  de  l'unite.   Od  aura  par  consequent 

N  =  0, 

lorsque  n  sera  ud  nombre  entier  et  positif  inferieur  ä  p — 1.  Or, 
n  est  non  seulement  un  oombre  entier,  mais  l'equation  (8)  fait 
voir  que  n  representera  un  des  nonibres  0,  1,  2,  ...Ä,  et  A  nn 
des  nombres  0,  1,  2,  . . .  p — 2,  de  sorte  que  n  sera  toujours  in- 
ferieur a  p — 1.   Dodc  oo  aura 

N=  0, 

et  par  suite 

B  =  0; 

ce  qui  montre  que  les  fonctions  arbitraires  Bk  comprises  dans  B 
disparaitront  de  la  formule  (7),  laquelle  sera  eo  consequeoce 

i 

(9) \JT  V^^'^^w^^^ 

Remarquons  que  lorsque  l'equation  aux  dirivees  partielles 

8»  Fe,  »  =  f*,t . 

dans  laquelle  d^p  Fes  represeote  une  fonction  homogene  du  degri 

p  par  rapport  aiix  caracteristiques  dx,  ö9,  sera  resolue  par  rapport 
ä  u,  il  viendra 


u  =  /Fa.  1 


(*)  CA.. 

d'oü  ü  suit  que  la  valeur  de  «  sera  exprimee  par  le  secood 
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membre  de  la  formule  (9).  Ajoutoos  que  cette  valeur  de  u  cora- 
p«iid  des  fouctions  arbitraires,  dont  le  nombre  est  egal  ä 

ou  egal  au  degre  de  la  fouction  Fx  par  rapport  ä  x. 


§.  V. 

La  formale  (1)  §.  IV.  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  formale 
plus  generale 

ptfant  uoe  fonction  des  sign  es  dy,  d*,...,  et  <px,y,»,...  ane  fonction 
des  variables  x,  yt  J,..,  auxquelles  se  rapportent  les  slgnes 
c*rf  öy»  Sc, •  Cette  formule  se  deduit  de  la  formule  (2)  {.  Ii.  en 
sabstituant  le  signe  dx  äi  et  appliqoant  les  Operations  ä  la  fonction 

v 

.   D'apres  ce  qui  a  rte*  dit  dans  le  §.  II.  on  en  dtfduit 


(2) 


C  etant  independant  de  jt,  mais  du  reste  arbitraire  et  fonction  de 
*>     jf,        •  Cette  formule  fera  döpendre  1'operation 


-l 


CV)   

4'ooe  Operation  de  la  forme 

Lorsque  le  signe  y  reprösente  une  fonction  du  premier  degre 
par  rapport  aus  caracteristiques  dy,  ö»,..,  soit 

oo  aura 

Mais  le  sipne  y  passant  le  premier  degre,  il  ne  sera  plus 
possible  d'expnmer  l'expression  (3)  en  forme  finie.  Toutefois,  en 
reduisant  en  se*rie,  on  a  generalement 
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q  etant  un  oombre  entier,  et  *  un  nombre  eotier  et  positif  qu'oo 
peut  faire  accroitre  jusqu'ä  l'infini :  d'oü  il  suit 

ir=o  7  • 

dans  laquelle 

Od  ne  saura  donc  determiner  glneralement  la  valeur  de  l'oplration 
ea^  fy, x, . .  pour  toute  fonction  fy,»,...  et  nour  toutes  les  valeur» 
qu'on  attribue  aux  variables  y,  Main  la  fonction  fy,z,..,  ötant 
rationnelle  et  entiere  par  rapport  a  «/,:,...,  ou  du  moins  develop- 
pable  en  seYie  convergente  pour  toute  valeur  des  variables  y,  s , . .» 
on  aura 

5=0, 

lorsqu'on  attribue  a  «  uue  valeur  infiniment  grande,  ce  qui  change 
l  equation  (4)  en 


forroule  qui ,  jointe  a  la  forroule  (2) ,  fera  connaitre  la  valeur  de 
l'expression 

Dans  quelques  cas  on  parvient  meme  ä  determiner  l'expressioo 
(3)  ä  l'aide  d'integrales  deGnies.    En  effet,  partant  de  l  equation 

et  remplaeant  u  par  t—     on  en  conclut 

„2       1     /"*  — r  2f/» 


en  supposant  que  ft  ne  soit  pas  infini,  ou  bien,  en  supposant  que 
le  produit 


— x»  »a 
e  e 


soit  nul  pour  t=±<x>.   Puis  on  a  pareillement 
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et  pti  mite 

Ott 

etaiosi  de  suite.   Ed  posaot,  pour  fixer  les  idees, 

et  appliquant  les  Operations  ä  uoe  fonction  de  y  et  z ,  od  tire  de 
Ii  precede ute 


0Q 


a 


Ajoutoos  toutefois  que,  d'apres  ce  qu'on  vient  de  dire,  cette 
formale  subsistera  seulement,  lorsque  l'expression 


e  /arf  *<",•+  ^ 

se? anoaira  pour  /  =  ±x  et 


Thetl  VII. 
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Ein  paar  einfache  Anwendungen  dei 
geometrischen  Darstellung  imaginärer 
Zahlen,  insbesondere  auf  cubische 

Gleichungen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein 

zu  Hannover. 


Die  durch  Gauss  begründete  Theorie  der  complexen  Zahlen 
würde  nach  unserer  Ueberzeugung  gewiss  eine  viel  schnellere  An- 
erkennung und  Verbrettung  gefunden  haben ,  wenn  es  dem  be- 
rühmten Geometer  gefallen  hätte,  zugleich  recht  zahlreiche  An- 
wendungen jener  Theorie  zu  geben »  und  wir  glauben  selbst,  da*s 
es  jetzt  noch  nicht  zu  spät  sei ,  nolche  Anwendungen ,  so  viel  sieb 
ihrer  darbieten  wollen  und  so  einfach  sie  auch  an  sich  sein  niogeaJ 
aufzusuchen  und  bekannt  zu  machen.  Am  nächsten  liegen  die  Auf 
Wendungen  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,  woa 
wir  bereits  Tbl.  VI.  8.  2*25.  des  Archivs  einen  Beitrag  zu  gel 
versucht  haben ;  ein  paar  der  einfuchsten  wollen  wir  hier  ir 
f'olgen  lassen,  indem  wir  die  Voraussetzung  machen,  dass 
Einfachheit  der  Gegenstände  in  dem  angegebenen  Grunde  ibrf 
Rechtfertigung  finden  werde.  Vielleicht  dürften  sie  Lehrern 
Benutzung  beim  Unterricht  willkommen  sein. 


1. 

Es  sei  die  Gleichung 

x«  —  a  —  0  (1) 

gegeben,  wo  a  eine  positive,  negative  oder  imaginäre  Zahl  bt 
deuten  mag,  so  ist  die  vollständige  Auflosung  derselben  in  de 
Gleichung 
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x  =  V  ((«)) 

enthalten.  Denn  man  cnnstruire  die  Zahl  a  in  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen ,  und  sie  nehme  daselbst  die  Gestalt  an 
o(cos<p  +  tsina>),  wo  ep  einen  zwischen  0  incl.  und  "ht  enthaltenen 
Wickel  darstellt ;  so  wird  der  Gleichung  (1)  jeder  complexe  Werth 
für  x  genügen,  dessen  Modulus,  zur  Potenz  n  erhoben,  =9  und 
dessen  Winkel ,  n  mal  gesetzt,  entweder  <p  selbst  oder  einen  um 
ein  Vielfaches  von  2n  davon  verschiedenen  Werth  liefert,  d.  h. 
man  wird  haben 

n  n 

wo  ßr  k  jede  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder 
Noll  gesetzt  werden  darf.  Dass  dieser  Ausdruck  übrigens  nur  n 
von  einander  verschiedene  Werthe  darstellt ,  die  in  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen  gleichförmig  vertheilt  auf  der  Peripherie  eines 

Kreises  vom  Halbmesser  o«"  liegen,  ergibt  sich  aus  der  Con- 
rtroction  des  Ausdrucks  unmittelbar. 

So  entsprechen  z.  B.  der  Gleichung 

»ro  p  =  f  und  g)  =  0  zu  setzen  ist,  die  drei  Wurzeln: 

x  =  cos0  +  £sio0=  1, 

*"  =  cos^  +  tsiny=-..j+i^=^*), 

af—  cos-j  +  i  sin  y  =  —  j—  kjv^3; 

welche  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen,  Taf.  VI.  Fig.  4.,  ytoAX 
die  positive  reelle  und  A  Fdie  positive  imaginäre  Einheif  bezeichnet, 
dwch  die  Punkte  X,  B,  C  dargestellt  werden.  Diese  Werthe 
worden  erhalten,  indem  man  £=0,1,2  setzte;  wollte  man 
k  -  3  etc.  annehmen ,  so  wurde  man  nur  wieder  zu  den  nämlichen 
Punkten  der  Ebene  gelangen. 

Oder  der  Gleichung 

*a  +  1=0, 

wo  o=l  und  q>=z n  zu  setzen  ist,  entsprechen  die  drei  Wurzeln: 

.  ■ 



*)  Wir  vergehen,  nach  Cauchy,  immer  die  poattive  Wurzel, 
"enn  wir  ein  einfaches  Wurzelzeichen  setzen. 

26* 
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x    —  cos tt  +  t  sin  j  =  ^  -f     T  — *> t 


ar"  =  cos  n  -f  i  sin  it  =  —  1 , 

57 

3 


ar"  =  cos-«-  +  ißin  o  =  s  —  q  y  — * : 


in  Taf.  VI.  Fig.  5.  B,  C,  D. 

Ebenso  entsprechen  der  Gleichung 


wo  o  =  l  und  g)  =  T  ist,  die  drei  Wurzeln : 

x-  =  cos  £  + «  sin  |   =  0,0397  +  i. 0,3420.. 

*»  =  cos  *5  +  i  sin     =-0,7660  +  i !  0,6428 , 

j*  =  cos^+isin^=-0,1736-i.0^a48: 

in  Taf.  IV.  Fig.G.  B,  C,  D.  In  allen  diesen  Fällen  führt  jeder  der 
Busen  XB,  Xt,  XD,  wenn  man  ihn  von  X  aus  dreimal  auf  der 
Kreisperipherie  abträgt,  genau  wieder  zu  demjenigen  Punkte  der- 
selben, der  dem  Winkel  <p  der  gegebenen  Zahl  a  entspricht,  näm- 
lich in  Taf.  VI.  Fi?.  4.  zu  A,  in  Taf.  VI.  Fie.  5.  zu  t,  in 
Taf.  VI.  Fig.  6.  zu  M\  die  Punkte  B,  C,  D  selbst  aber  hegen 
um  je  120  Grade  aus  einander. 

Wenn  der  Modulus  Q  von  a  verschieden  von  Eins  ist ,  so  geht 

die  vorstehende  Operation  in  einem  Kreise  vom  Halbmesser 
vor  sich,  worüber  es  keines  Zusatzes  weiter  bedarf.    Ebenso  be- 
darf es  kaum  der  Erinnerung,  dass,  nenn  die  wmplexe  Zahl  <i 
in  der  Form  a  +  iß  gegeben  ist,  man  0  und  9  durch  die  IJp"'ll,in-t'11 


ß 

zu  bestimmmen  hat.  Mau  vergleiche  übrigeus  den  schon  ange- 
führten Artikel  Thl.  VI.  S.225.  des  Archivs,  besonders  §.3.  u.f.4. 

2. 

- 

Es  sei  ferner  die  Gleichung 

*3-ftf*  +  r  =  0  (2) 

gegeben,  so  werden  bekanntlich  ihre  Wurzeln  nach  der  Cardani- 
schen  Regel  durch  die  Gleichung 
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x  —  y+z 

uegeben,  wo  y  und  z  an  die  Bedingungen  gebunden  sind: 


vud  welchen  drei  Bedingungsgleichungen  die  letzte  nur  aussagt, 
■las«  das  Product  der  zusammengehörigen  Werthe  von  y  und  2 
reell  sein  müsse,  wenn  nämlich,  wie  wir  hier  annehmen  wollen, 
»Ii«  Coeflicienten  der  Gleichung  (2)  gleichfalls  reell  sind. 

Die  Werthe  von  y2  und  z3  werden  reell  ,oder  imaginär,  je 
twebdeni 

Ö)"l-©'  *  <ff<-(ff> 

die  beideu  ersten  von  jenen  Bedingungsgleichungen  reduciren  sich 
«lenmach  im  ersten  Falle  auf  die  formen 

j  y*=A,  z*=B; 

im  zweiten  Falle  auf  die  Formen 

i  y*  =  A  +  iB,  z*=A—iB. 

lo  beiden  Fällen  lässt  sich  demnach  die  Aufsuchung  der  drei 
Werthe,  deren  sowohl  y  als  z  fähig  ist,  immer  nach  der  vorhin 
aopßebenen  Behandlung  der  Gleichung  (1)  leisten,  und  es  tritt 
mithin  der  sogenannte  Casus  irreducibilis  hier  nicht  in  den  Rang 
eines  Ausnahmefalls .  sondern  es  wird  ihm  im  Geiste  der  Theorie 
der  coniplexen  Zahlen  genau  die  nämliche  Behandlung  zu  Theil, 
;  »ne  jedem  andern  in  der  Cardanischen  Formel  enthaltenen  Falle. 

Statt  die  bekannten  allgemeinen  Formeln  zu  entwickeln,  die 
ms  keine  bestimmten  Constructionen  gestatten  würden ,  ziehen  wir 
es  vor ,  die  Sache  an  numerischen  Beispielen  zu  erläutern. 

Es  sei  1)  gegeben  : 
i  —  18j:  +  12=0, 

*o  hat  man 

y>=--6  +  V~m,  z3=-6-V=18Öf 
=  -6  +  1.13,416,  =—6-i.l3,416; 

welche  beiden  complexen  Werthe  in  Taf.  VI.  Fig.  7.  construirt  sind,  wo 
,   *X  die  Richtung  der  positiven  reellen  und  A  Y  die  Richtung  der 
positiven  imagipären  Zahlen  bezeichnet;  AB—— 6,  BC=i.  13,416, 
=  —  1,  13,416.    Um  von  hieraus  zu  deu  Formen 


406 

y»  =  e(cos<j>  +  tsin9)  ,   x3  =  o'  (cos  Qj'+isio?') 
überzugehen,  hat  man 


Q  =  q  =  V" 6*+ 13,416»  =  14,696; 

'  6  .       /  13,416        ,  OZK.iiR.XMQV. 

welche  Grössen  gleichfalls  in  der  Figur  sichtbar  sind,  nSnlith 
AC-q>  XAC=<p,  AD=zq',  XAD=<p'. 

Die  Werthe  von  y  und  z  selbst  finden  sich  nun  nach  Anlei- 
tung der  oben  gegebenen  Auflösung  der  Gleichung  (1).  Man  coa* 
struirt  aus  dem  Punkte  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser 
AE—qI  —  2,449  einen  Kreis  und  schneidet  auf  dessen  Peripherie 
von  E  aus  sowohl  von  EF  ein  Drittel  —  EL,  als  auch  von  LG 
ein  Drittel  —  EU  ab;  alsdann  geben  die  Punkte  L  und  V  resji. 
zwei  Werthe  ff  und  i'  von  y  und  z  ;  und  geht  man  von  diesen 
Punkten  um  je  1*20°  und  240°  weiter,  so  erhält  man  die  berJ 
andern  Werthe  von  y  so  wie  von  :,  nämlich  y"  und  y"*  in  M 
iV,  und  z"  und  zM  iu  M*  und  A'.  Diese  sechs  Punkte  üe^ 
wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  symmetrisch  zu  beul 
Seiten  der  Achse  ^A";  nämlich  es  entsprechen  einander  L  und  A1, 
M  und  M' ,  A  und  ZA 

Um  endlich  x  zu  finden,  hat  man  diejenigen  Werthe  voo 
und  x  zusammen  zu  suchen,  deren  Product  reell  ist.  Aber  zw 
imaginäre  Zahlen  geben  nur  dann  ein  reelles  Product,  wenn  di( 
Summe  ihrer  Winkelzahlen  Null  oder  ein  beliebiges  Vielfachem 
von  n  ausmacht*);  folglich  lehrt  ein  Blick  auf  die  Figur,  das 
man  x  zusammenzusetzen  habe 

- 

entweder  aus  L  und  2V' ,  x*  =  y'  +  zm ; 
oder  aus  M  und  üf',  /  =  y"  +  z"; 
oder  aus  A  und  L ,   xm  =  ff  -f  z\ 

Folglich  hat  man  unmittelbar  in  Betracht  der  symmetrischen  La« 
jener  Punkte 


')  Man  kann  die«  analytisch  beweisen,  indem  das  Product 


p  (cos  tp  +  i  :  sin ?).(>' (cos 9/ ~f-z  sin 9')  =:  qq'  (rosqp-^qp'-f  /'sin<jp  }f ') 

nur  dann  reell  wird,  wenn  sin  y-f-y'  =  0  ist.    Aber  auch  auf  georoett 
scheut  Wege  ergibt  es  sich  leicht,  indem  die  mit  dem  einen  F»t* 
nach  Vorschrift  des  andern  Factors  vorzunehmende  Drehung 
die  Achse  der  reellen  Zahlen  überfuhren  niuss. 


Digitized  by  Google 


I 


107 


x'  =  2? cos  |  =2. 2,449 . cos  38 1  i' 54"=  3,8587 , 
jT  =  2*i  cosS^  =  2 . 2,449 .  cos  158"  1'54* = -4,5433 . 
x*  =  2pi  cos$^4-=2.2,449.cos2780l'54''  =  0,6845. 

Es  sei  2)  gegeben 

*s+ 18* +  12  =  0, 

so  bat  man 

y»  =  — 6  +  ^252,      =  -6-^252, 
=  9,874  =  —  21,874; 

■ 

welche  beiden  reellen  Werthe  durch  die  Punkte  B  und  C,  Taf.  VI. 
Fir.  8. ,  der  Achse  der  reellen  Zahlen  dargestellt  werden  mögen, 
indem  AB  =  9,874  und  AC  =  -  21,874.  Will  man  dieselben 
unter  den  Formen 

=  o  (cos  q>  -+ 1  sin  tp) ,   i8  =  o'  (cos  <p'  -+  i  sin  9 ) 

darstellen,  so  hat  man  zu  setzen 

o  =  9,874,  0'  =  21,874; 

<f  =  0  ,  9)  =  3t. 

Die  Werthe  von  y  finden  sich  nun  nach  dem  Obigen,  indem 
man  aus  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  AD=$z=z 2, 1453 
einen  Kreis  construirt  und  diesen  von  D  aus  in  drei  gleiche  Theiie 
theilt;  die  Th  eil  punkte  D,  E,  F  entsprechen  alsdann  den  drei 
Werthen  y,  tf,  tf"  von  y. 

Ebenso  finden  sich  die  Werthe  von  2,  wenn  man  gleichfalls 
aus  A  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  AG  =  p'i  =  2,7967  con- 
struirt und  diesen  von  H  aus  in  drei  gleiche  Theiie  theilt;  hier 
entsprechen  die  Theilpunkte  /,  U,  K  den  drei  Werthen  2',  2",  zm 
▼00  x. 

Die  zusammengehörigen  Werthe  von  y  und  2,  deren  Summe 
x  ausmacht ,  sind  hier  wieder  durch  die  Bedingung  charakterisirt, 
das»  ihr  Product  reell  sein  soll«  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  nach 
dem  Obigen  in  diesem  Falle  die  Summe  der  Winkelzahlen  von  y 
und  2  Null  oder  ein  Vielfaches  von  n  betragen  muss,  ist  also  x 
zusammenzusetzen 

entweder  aus  D  und  H ,  x'  =  y'  +  2* ; 

oder  aus  E  und  J,  x"  =  y"  -f  2' ; 
oder  aus  F  und  'AT,       =  if"  +  xm; 

folglich  erhält  man  unmittelbar  aus  der  Figur 
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a>  =  pi  +  f't  cos  *  =-0,6614 , 

■ 

■*  =  (.*  cos  **  +  e'l  cos  £  +  i  tf»  sin  ^  +  sio 

=  0,3257  +  i.  4,2799, 

| 

=     cos  -j  +  (?  *  cos  -g-  + 1  (e*  sin  -j  +  o'i  sin  — ) 

=  0,3257-1.4,2799. 

Welche  Abkürzungen  sich  bei  dieser  Rechnung  anbringen 
lassen ,  und  wie  sich  daran  eine  allgemeine  Behandlung  der  Car- 
danischen  Regel  knüpfen  lässt,  das  ist  ehne  Mühe  klar.  Bemerken 
wollen  wir  nur  noch,  dass,  so  wie  in  der  symmetrischen  Lage  der 
Werthe  von  y  gegen  die  von  z  in  Taf.  VI.  "Fig.  7.  der  Grund  zu  er- 
kennen ist,  wesshalb  bei  der  Addition  die  rein  imaginären  Theile 
verschwanden  und  alle  drei  Werthe  von  x  reell  wurtten ,  ebenso  io 
dar  Verletzung^ eser  Symmetrie  in  Taf.  VI.  Fig.  8.  der  Grund  gesucht 
werden  muss,  wesshalb  hier  die  imaginären  Theile  in  zwei  Fallen 
stehen  bleiben  und  nur  Ein  reeller  Werth  von  x  erscheint.  Wenn 
die  beiden  Kreise  in  Taf.VI.  Fig.  8.  einander  decken,  während  alles 
übrige  tingeändert  bleibt,  d.  h.  wenn  y3= — z3,  so  tritt  eine  symme- 
trische Lage  jener  Werthe  gegen  die  Achse  AY  ein,  und  es  ver- 
schwinden mitnin  aus  den  Werthen  von  x  die  reellen  Theile; 
doch  ist  dieser  Fall  der  stillschweigenden  Voraussetzung  entge- 
gen, dass  r^O  sein  soll. 


Man  hat  eine  Formel,  vermittelst  deren  man  die  Quadrat- 
wurzel aus  einer  complexen  Zahl  a-f-tft  auf  algebraischem 
Wege  findet,  nämlich 

Diese  Formel  Gnden  wir  durch  geometrische  Betrachtung  wie  folgt. 

Wir  übertragen  die  complexe  Zahl  •  a  -f-  ib  auf  die  Form 
p(cos  (p+isiiMp),  indem  wir  setzen  ( 

so  werden  nach  Vorschrift  der  Gleichung  (1)  die  beiden  Werthe 
von  V  ((a+tö))  dargestellt  durch 


o.(cos|+tsin|)  und  gk  (cos|+*+t  sin|-f  *), 
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welche  in  den  einen  Ausdruck 


9     .  V, 


V ((a+i6))  =  ±  o»  (cos  |  + t  sin  |) 

eogefasst  werden  können.  Hierin  sind  nur  für  cos  ~  und 
sin  j  die  bekannten  Ausdrücke  durch  cos  9)  an  die  Stelle  zu  setzen., 
um  zu  der  Gleichung  (3)  zu  gelangen.   Man  hat 


2co8(|)=H-co8y=    v+    +  , 


^cosf  =V((^+/±-")> 

und  durch  Substitution  dieser  beiden  Werthe  für  o*  cos  ?  und 
pl  sin  £  entsteht  uumittelbar  die  obige  Formel.    Man  überzeugt 

sich  auch  leicht,  dass  trotz  der  mehrfachen  doppelten  Zeichen, 
welche  durch  die  Rechnung  hineingekommen  sind,  die  Formel  (3) 
dennoch  nur  zwei  Werthe  enthält;  denn  die  beiden  Theile  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  müssen  einerlei  oder  verschiedene 
Zeichen  besitzen ,  je  nachdem  b  positiv  oder  negativ  ist. 

Wollte  man  eine  ähnliche  algebraische  Formel  für  Cubikwurzel- 
ausziehung  haben,  so  würde  man  setzen 

V" ((a+£6))  =  oi  (cos|  +  i  sin  |) , 

und  =  Q\  (cos  i  sin  £j*£) , 

und==oKcos£^+»8in^): 

and  hier  wurde  es  nothwendig  werden ,  für  cos  ?  und  sin  ?  Aus- 
drücke durch  cos  9  und  sin  <p  an  die  Stelle  zu  setzen.  Aber 


Digitized  by  Google 


410 

I 

solche  Ausdrücke  existiren  Dicht;  denn  die  Auflösung  der  be- 
kannten  Gleichungen 

cos  (3) 8 ~~  J 008 1 l 008  *  =  ° ' 

8in(!y~!8in!+ri^=° 

liefert  nach  der  Cafdanischen  Regel 

cos  |=  I  V ((cos<p-|-isin<p))  -f  ^  V ((cosg>—  isin<p)), 

„  I     S   I  3  

sin  %  =  2i  ^((cos 9 -|- 1 sin  9))  —  ^  V" ((cos 9 — 1  sin 9)); 

und  diese  Ausdrücke  fordern  genau  wieder  die  Auflösung  desjeni- 
gen Problems,  von  dessen  Lösung  wir  ausgegangen  sind,  so  dass 
wir  uns  im  Cirkel  bewegt  haben. 

Aber  -man  erkennt  leicht,  dass  diese  Schwierigkeit  mit  iener 
andern  zusammenhängt,  dass  man  nicht  im  Stande  ist,  durch  die 
Hfllfsmittel  der  Elementar -Geometrie  einen  Winkel  in  drei  gleiche 
Theile  zu  theilen;  — •  denn  wSre  eine  Construction  zu  diesem 
Zwecke  vorhanden ,  so  brauchte  man  ihr  nur  mit  der  Rechnung  zn 
folgen,  um  auch  für  jenen  Fall  die  gesuchte  Formel  zu  erhalten; 
—  und  es  zeigt  sich  somit,  wie  die  Unauflösbarkeit  des  berühmten 
Problems  von  der  Trisectio  anguli  unmittelbar  die  Unausführbar* 
keit  der  algebraischen  Cubikwurzelausziehung  aus  complexen 
Zahlen  zur  Folge  hat,  ja  mit  ihr  bei  unserer  geometrischen  Auf- 
fassung der  complexen  Zahlen  eines  und  dasselbe  ist. 
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XXVI. 

lieber  die  geometrische  Darstellung 
complexer  Functionen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein 

zu  Hannorcr. 


1. 

Wenn  man  sich  von  dem  Laufe  einer  Function  y  —  f(j;)f  wo 
y  und  x  nur  reeller  Werthe  föhig  sind ,  ein  anschauliches  Bild 
entwerfen  will,  so  pflegt  man  in  einer  Ebene  die  Werthe  von  x 
und  y  als  rechtwinklige  Abscissen  und  Ordinaten  zu  construiren 
und  die  Endpunkte  dieser  letzteren  durch  einen  Zug  zu  verbinden, 
der  sodann  die  geometrische  Darstellung  jener  Function  absiebt. 
Diese  Veranschaulichung  hört  aber  auf  anwendbar  zu  «ein,  sobald 
für  x  und  y  auch  imaginäre  WTerthe  zugelassen  werden  sollen, 
und  so  pflegt  man  z.  B.  überall,  wo  für  gewisse  reelle  Werthe  von 
x  die  Werthe  von  y  ins  Imaginäre  fallen,  die  betreffende  Curve 
als  geschlossen  anzusehen  und  darüber  hinaus  von  einer  geome- 
trischen Darstellung  der  gegebenen  Function  nicht  weiter  zu 
reden.  So  schätzbar  nun  aber  —  und  zwar  nicht  für  Lernende 
allein  —  selbst  zur  Lösung  rein  analytischer  Fragen  jenes  geome- 
trische Hülfsmittel  ist,  eben  so  wichtig  wird  die  Frage,  ob  und 
wie  dasselbe  auch  auf  imaginäre  Functionen  Ausdehnung  finden 
könne:  eine  Frage,  welche  in  der  von  Gauss  gegebenen  Möglich- 
keit, imaginären  Zahlen  eine  geometrische  Bedeutung  abzöge* 
«innen,  eine  befriedigende  Antwort  zu  versprechen  scheint.  Wir 
wollen  nachstehend  einige  Untersuchungen  darüber  anstellen,  wie 
weit  man  hierin  gelangen  kann ,  und  welche  Anwendungen  sich 
daraus  sowohl  für  die  analytische  Geometrie,  als  auch  rückwärts 
für  die  Theorie  der  complexen  Zahlen  ziehen  lassen. 

» 

2. 

Wollte  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  sowohl  für  x  als 
auch  für  y  imaginäre  Werthe  zugelassen  werden  sollen ,  allgemein 
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die  Aufgabe  stellen,  die  Function  y  =f(x)  nach  Analogie  der 
reellen  Functionen  geometrisch  zu  construiren ,  so  ist  nicht  schwer 
zu  übersehen,  dass  dieser  Aufgabe  in  ihrem  vollen  Umfange  nicht 
Genfige  geleistet  werden  kann  Denn  offenbar  wurde  man  als 
Analogon  der  Abscissen  -  Achse  in  der  Ebene,  hier  die  Ebene  der 
comp! exen  Zahlen  —  gleichsam  eine  Abscissen-Ebene  —  an- 
zuseilen haben,  als  Analogon  der  Ordinaten-  Achse  aber  eine  mit 
jener  rechtwinklig  verbundene  zweite  Ebene  der  coraplexen  Zah- 
len, —  eine  Ordinaten-Ebene,  —  zu  welcher  sodann  durch  den 
Endpunkt  einer  jeden  Abscisse  eine  Parallele  gelegt  werden  konnte, 
die  zu  dem  festzulegenden  Punkte  hinführte.  Welche  Lage  man 
nun  auch  der  Ordinaten -Ebene  geben  wollte,  so  würde  dennoch 
immer  zwar  zu  jedem  complexen  Coordinatenpaar  ein  bestimmter 
Punkt  des  Raumes,  aber  nicht  umgekehrt  zu  jedem  Punkte  des 
Raumes  ein  bestimmtes  Paar,  sondern  eine  unendliche  Menge  von 
Paaren  complexer  Coordinaten  gehören;  und  damit  ist  die  Unzu- 
länglichkeit dieser  geometrischen  Versiunlichung  hinreichend  dar- 
gethan.  Wenn  man  nun  die  Ueberlegung  macht ,  dass  zwei  com- 
plexe Coordinaten  jederzeit  vier  von  einander  unabhängige  reelle 
(Brossen  enthalten,  während  deren  drei  schon  zur  Festlegung 
eines  Punktes  im  Räume  hinreichen,  so  liegt  der  Scbluss  nahe, 
dass  erst  in  einem  Räume  von  vier  Dimensionen  ausführbar 
sein  würde,  was  uns  der  thatsäeblich  vorhandene  Raum  von  drei 
Dimensionen  versagt 

Aber  die  genannte  Unausführbarkeit  zieht  noch  eine  andere 
Folge  nach  sich.  Nimmt  man  nämlich  für  den  Augenblick  einen 
Raum  von  vier  Dimensionen  als  zulässig  an,  so  kann  man  in  dem- 
selben ebenso,  wie  in  der  Ebene  die  beiden  reellen  Coordinaten 
x  und  y  durch  die  einzige  complexe  Zahl 

x  +  iy 

dargestellt  werden,  auch  die  beiden  complexen  Coordinaten 
x^zx*  -\-ix"  und  y~y,-\-iyrr  in  die  eine  —  wir  mochten  sageD 
hypercomplexe  Zahl  zusammenfassen 

wo  ja=t2= — 1  sein  muss,  indem  /  eine  neue  imaginäre  Einheit 
bezeichnet,  die  den  rechtwinkligen  Uebergang  aus  der  complexen 
Abscisse  in  die  complexe  Ordinate  zu  vermitteln  hat.  Dieses  findet 
eine  merkwürdige  Bestätigung  durch  eine  Untersuchung  von 
Hamilton*).  Derselbe  stellt  nämlich,  um  aus  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen  in  den  Raum  überzugehen,  hypothetisch  die 
dreitheilige  Form  auf 

a  +  ib+jc, 

als  deren  Modulus  die  positive  Quadratwurzel  aus  a2  +  6a  +  fs 
anzusehen  ist,  und  gelangt  durch  arithmetische  Operationen  an 


*)  S.  d.  Abhandlung:  ,.On  Quntcrnions,  or  on  anew  System  oflma- 
gtnariet  in  Algebra.  By  Sir  W.  R.  Hamilton"  in  dem  Philoiophiral  Maga- 
zine für  1844  und  1845,  wo  dieselbe  bis  jetzt  noch  nicht  geschloffen  ut- 
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dieser  Form ,  und  mit  Festhaltuug  des  Gesetzes,  dass  der  Moduln«  - 
eines  Products  gleich  dem  Producte  der  Moduli  der  Factoren  sein 
misse,  zu  dem  Resultate,  dass  jedes  Product  sich  unter  der 
vierthei ligeu  Form 

a  +  ib  -{-je  +  kd 

darsteile,  wo  man  »/= — ji—k  und  — 1  zu  setzen  und  die 
positive  Quadratwurzel  aus  a2-f  -\- c* -\- d*  Moduln«  derselben 
anzusehen  habe.  Das  Rechnen  mit  diesen  viertheiligen  Formen 
(</naternions)  liefert  aber  wieder  nur  viertheilige  Formen,  deren 
Cotnickelung  den  Gegenstand  der  angeführten  Abhandlung  aus- 
macht, und  damit  scheint  in  der  That  unsere  oben  aufgestellte 
Form  einer  hypercomplexen  Zahl ,  als  nächster  Fortschritt  von  der 
coroplexen  Zahl  aus ,  so  wie  die  Forderung  eines  Raumes  von  vier 
Dimensionen  zur  Ausführung  der  Operationen  an  diesen  Zahlen, 
vollkommen  gerechtfertigt  zu  sein. 


3. 

Aus  dem  Vorstehenden  lässt  sich  ohne  Blühe  der  Schluss 
ziehen,  dass  der  Raum  von  drei  Dimensionen  in  allen  denjenigen 
Fällen  zur  geometrischen  Construction  der  Function  y—f(x)  hin- 
reichend sein  muss ,  wo  entweder  nur  x,  oder  nur  y  imaginäre 
Werthe  annehmen  kann,  während  die  andere  Veränderliche  reell 
bleibt 

Es  sei  erstens  nur  x  imaginärer  Werthe  fähig,  so  wird 
man  die  Ebene  der  complexen  Bahlen  als  Ebene  der  x,  und 
eine  im  Nullpunkte  derselben  errichtete  unbegränzte  Normale  als 
Achse  der  y  anzusehen  haben.  Jedem  complexen  Werthe  von 
x  gehört  sodann  vermöge  der  Gleichung  y=zf(x)  ein  bestimmter 
Punkt  des  Raumes  zu,  und  umgekehrt,  und  das  Continuum  aller 
dieser  Punkte  von  x~  —  ao  Iiis  jt=:-|-qo  bildet  eine  Fläche, 
welche  mithin  das  geometrische  Bild  der  gegebenen  Function 
darstellt. 

Es  sei  zweitens  nur  y  imaginärer  Werthe  fähig,  so  wird 
eine  beliebige  im  Räume  gezogene  Gerade  die  Achse  der  x,  und 
eine  im  Nullpunkte  derselben  normal  damit  verbundene  Ebene 
der  complexen  Zahlen  die  Ebene  der  y  abgeben.  Hier  gehört 
jedem  reellen  Werthe  von  x  ein  bestimmter  Punkt  des  Raumes 
zu,  und  umgekehrt,  und  das  Continuum  aller  der  Function  y-=zf[x) 
entsprechenden  Punkte  von  x  ==■  —  oo  bis  a?  =  -f-x  bildet  eine 
Linie,  welche  als  das  geometrische  Bild  der  gegebenen  Function 
anzusehen  sein  wird. 

Setzt  man  im  ersten  Falle  xz=zx  •\-ixtt ,  so  dass  mithin  die 
Achse  der  x'  als  Achse  der  reellen  Zahlen  und  die  Achse  der  x" 
aif  Achse  der  imaginären  Zahlen  in  der  Ebene  der  x  betrachtet 
*ird,  so  hat  man 
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oder,  wie  man  im  Geiste  der  analytischen  Geometrie  schreiben 
würde, 

y  =  F(x'9  x») 

als  Gleichung  der  resultirenden  Fläche 

Setzt  man  ebenso  im  zweiten  Falle  y=y'+?y,  und  zerfällt 
f(x)  in  die  beiden  Theile  <p(x)  -f  i>(*) ,  so  sind  gleichfalls  im 
Geiste  der  analytischen  Geometrie 

die  beiden  Gleichungen  der  entstehenden  Linie. 


4. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  beiden  angegebenen  Con- 
structioosmethoden  auch  dann  noch  anwendbar  bleiben,  wenn  Air 
beide  veränderliche  x  und  y  imaginäre  Werthe  zugelassen  wer- 
den, aber  zugleich  eines  von*  den  vier  BestimmungsstQcken  dieser 
beiden  c  omni  exen  Werthe  in  der  Construction  unbeachtet  bleiben 
darf.  Mit  Hälfe  dieser  Bemerkung  sind  wir  im  Stande,  die  Mehr* 
zahl  der  bis  jezt  gegebenen  Beweise  des  Satzes : 

dass  jeder  algebraischen  Gleichung  mitEinerüo* 
bekannten  durch  einen  complexen  Werth  dieser 
Unbekannten  Genüge  geleistet  werden  kann, 

an  dem  Faden  der  genannten  Constructionsmethoden  systematisch 
zu  reproduciren. 

Es  sei  die  Function  y—f(x)  von  der  Form 

x»  -f  ßix*-1  -f  a2xn-2  +  4-0«  , 

i 

und  man  erhalte  durch  die  Substitution 

x  —  p  +  ig  =  r  (cos     1  sin  t) 

das  Resultat 

y=zP+iQ  =  R  (cos  T+is\nT), 

so  ist  zu  beweisen,  dass  man  durch  schickliche  Wahl  von  x  zu 
dem  Resultate  y  =  0,  d.  h.  entweder 

R  =  0, 

wobei  T  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  oder  gleichzeitig 

P=0,  Q  =  0 

■ 

gelangen  könne. 
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« 

Beweis  von  Cauchy*). 

Am  nächsten  dürfte  es  liegen,  da  in  dem  geforderten  End- 
resultate der  Werth  von  T  gleichgültig  ist,  die  Grösse 

R  =  \T*T& 

als  Function  von  x  zu  construiren,  wobei  nach  der  ersten  der 
obigen  Constructionsmethoden  zu  verfahren  sein  wurde.  Die  ent- 
stehende Fläche  liegt,  da  H  nur  positiv  ist,  vollständig  auf  Einer 
Seite  der  Ebene  der  x;  ferner,  wenn  x  über  eine  gewisse  Grosse 
hinaus  wächst,  so  entfernt  sie  sich  immer  weiter  von  der  Ebene 
der  x;  folglich  muss  sie  in  der  Nähe  des  Nullpunkts  dieser  Ebene 
notbu  endig  wenigstens  Ein  Minimum  besitzen. 

Dass  nun  dieses  Minimum  nicht  von  Null  verschieden  sei, 
wird  von  C  a  u  ch  y  auf  rein  analytischem  Wege  gezeigt.  Wie  man 
zu  demselben  Resultate  auch  durch  eine  geometrische  Betrachtung 
selaniien  könne,  bei  welcher  der  bis  dahin  vernachlässigte  Werth 
tob  T  wieder  in  die  Construction  hineingezogen  wird,  nahen  wir 
io  einem  früheren  Artikel  zu  zeigen  gesucht;  doch  gehört  diese 
Betrachtung  im  Grunde  nicht  hieber,  weil  sie  das  bisherige  geo- 
metrische Bild  verlässt,  und  findet  besser  weiter  unten  ihren  Platz. 


Dritter  Beweis  von  Gauss**). 
Nicht  00  unmittelber  scheint  es  sich  darzubieten,  die  Grösse 

als  Function  von  x  nach  der  ersten  Methode  zu  construiren,  welche 
Grosse  nämlich  für  den  in  Frage  stehenden  Fall  durch  die  Bedin- 
gung charakterisirt  wird,  dass  sie  eines  jeden  beliebigen  (reellen) 
Werthe*  muss  fähig  sein.  Im  Allgemeinen  ist  T  eine  vielftirmige 
Function  von  x,  der  für  jeden  Werth  des  x  unendlich  viele  um 
je  %  von  einander  verschiedene  Werthe  zukommen;  folglich  ent- 
sprechen im  Allgemeinen  jeder  complexen  Abscisse  unendlich  viele 
um  je  it  von  einander  verschiedene  Ordinaten ,  und  die  resultirende 
Fläche  besteht  demnach  aus  einem  Systeme  über  einander  liegen- 
der Schichten,  die  um  einen  Abstand  von  je  it%  diesen  im  Sinne 
der  Ordinaten  gemessen,  von  einander  entfernt  sind.  Nur  für 
solche  Werthe  von  x,  welche  f(x)  =  0  machen,  muss  nach  dem 
oben  Gesagten  die  ganze  Ordinate  in  die  Fläche  hineinfallen; 
Ton  welcher  eigentümlichen  Beschaffenheit  der  Fläche  man  sich 
etwa  dadurch  ein  Bild  machen  kann,  dass  man  sie  mit  einer 
Scbraubenfläche  vorgleicht ,  welche  sich  um  jene  Ordinate  wie  um 
eine  Spindel  herumwindet;  oder  auch  so,  dass  jede  einzelne  Schicht 


*)  Analyse  alglbrique.  Chap.  X. 

**)   Commentatione*  noc  reg.  Gotting,  recentiorea.  Tom.  III. 
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der  Fläche  an  dieser  Stelle  das  Ansehen  eines  Wasserwirbels  oder 
Wasserstrudels  erhält.  Die  Existenz  solcher  Stellen  der  Fläche 
wären  also  nachzuweisen. 

Zum  ßehufe  dieser  Nachweisung  führt  Gauss  die  genannte 
Eigen  thümlichkeit  auf  die  analytische  Thatsache  zurück,  dass  an 
den  betreffenden  Stellen  die  Grösse 

or.öt 

unendlich  gross  wird ,  und  beweist  nun,  dass,  wenn  man  für  r  einen 
hinlänglich  grossen  Werth  r0  an  die  Stelle  setzt,  die  Gleichung 

l/O  t/O  t/O  t/O 

aufhört  richtig  zu  bleiben,  dass  mithin  V  innerhalb  der  Gränzen 
der  Integration  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  muss, 
welche  sodann  unmittelbar  die  verlangte  Folge  nach  sich  zieht. 


Erster  Beweis  von  Gauss  *). 

Zieht  man  statt  R  und  T ,  welche  in  den  beiden  vorhergehen- 
den Beweisen  betrachtet  wurden,  die  beiden  Grössen  P  und  Q  in 
Betracht,  und  construirt  dieselben  als  Functionen  von  x  gleichfalls 
nach  der  ersten  der  in  §.  3.  angegebenen  Constructionsmethoden, 
so  erhält  man  zwei  Flächen ,  von  denen  leicht  nachgewiesen  werden 
kann,  dass  sie  beide  die  Ebene  der  x  schneiden. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Durcbschnittscurven  sind 

/>  =  0,  Q  =  0, 

und  es  kommt  mithin  jetzt  noch  darauf  an  zu  zeigen ,  dass  beide 
Curven  auch  einander  schneiden  müssen ,  damit  man  gleichzeitig 
habe  />  =  0  und  Q=0.  Dazu  fuhrt  aber  eine  specielle  Betrach- 
tung der  beiden  Curven  selbst,  wie  sie  Gauss  a.  a.  O.  anstellt 


Beweis  v o n  D eah n a  **). 

Um  die  complexe  Zahl  y  nach  der  zweiten  Constructionf- 
methode  des  §.  ö.  in  einer  Ebene  für  sich  dargestellt  zu  erhalten, 
dürfte  der  einzige  brauchbare  Weg  darin  bestehen,  dass  man  die 
Achse  der  x  als  Achse  der  r  ansieht  und  zugleich  für  jeden  Werth 
von  r  den  Winkel  t  (der  in  der  Construction  nicht  sichtbar  wird) 
alle  Werthe  von  0  bis  2»  durchlaufen  lässt.  Alsdann  erhält  man 
als  geometrisches  Bild  der  gegebenen  Function  nicht  eine  Linie, 


*)  Demonstratio  nova  Theorematis  etc.  Helnistadii.  1799. 
**)   Crelie'a  Journal.  20.  Band.  S.  337. 
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wie  in  §.  3.,  sondern  jedem  einzelnen  Werthe  von  r  entspricht 
*cbon  in  der  zugehörigen  Ordinaten- Rhene  eine  geschlossene  Curve, 
deren  Radius  vector  =  R  und  Elongation  =  T  ist,  und  das  Con- 
tiauom  aller  dieser  Curven  vonr  =  Ö  bisr  =  ao  bildet  eine  krumme 
Flache,  die  eine  Art  von  kegelförmigem  Raum  umschliesst.  Dieser 
Kaum  ist  im  Sinne  der  wachsenden  r  offen ,  und  läuft  mit  r=0  in 
einen  Punkt  aus ,  dessen  Lage  auf  der  Ebene  der  y  durch  das 
letzte  Glied  an  der  Gleichung  f{x)  —  Q  festgestellt  wird. 

Der  in  Frage  stehende  Beweis  verlangt  nun  die  ^achweisung, 

dass  die  entstandene  Fläche  nothwendig  Einen  Punkt  mit  der 

Achse  der  r  gemein  haben  muss,  und  dieses  wird  nachgewiesen 

sein,  sobald  sich  zwei  zur  Achse  der  r  normale  Schnitte  jener 

Fläche  angeben  lassen,  von  denen  der  eine  ganz  ausserhalb  der 

Achse  liegt,  der  andere  aber  diese  Achse  umschliesst.    Als  den  v 

einen  Schnitt  kann  man  aber  die  Spitze  der  kegelförmigen  Fläche 

für  r=ö  ansehen,  welche  niemals  mit  der  Achse  zusammenfallen 

kann;  und  den  andern  weist  Deahna  dadurch  nach,  dass  für  ein 

c  T  \ 
hinlänglich  grosses  r  der  Werth  von        stets  positiv  bleibt,  mit- 

ct 

hin  T  zugleich  mit  /  wächst,  und  folglich,  während  t  von  0  bis 
2s  sich  ändert,  T  gleichfalls  das  nämliche  Intervall  durchlaufen 
muss. 

Der  hier  angegebenen  Form  des  Beweises  können  wir  sogleich 
noch  eine  andere  Fassung  desselben  zur  Seite  stellen,  durch  welche 
wir  wieder  auf  den  Beweis  von  Cauchv  zurückgeführt  werden. 
Vm  nämlich  zu  zeigen ,  dass  die  genannte  Fläche  nothwendig  Einen 
Punkt  mit  der  Achse  der  r  gemeiu  haben  muss,  nehmen  wir  will- 
kürlich einen  ausser  der  Achse  liegenden  Punkt  in  jener  Fläche 
an;  und  können  wir  nun  nachweiset],  dass,  wie  auch  dieser  Punkt 
gewählt  sein  mag,  man  immer  einen  zweiten  Punkt  jener  Fläche 
ansehen  kann,  der  der  Achse  näher  liegt,  so  ist  gleichfalls  der 
in^Rede  stehende  Satz  bewiesen.  Diese  Nachweisun»  haben  wir 
aber  auf  geometrischem  Wege  Th.  VI.  Nr.  XXXV.  des  Archivs 
Geliefert,  indem  unsere  dortige  Ebene  der  comnlexen  Zahlen  als 
identisch  mit  der  jetzigen  Eoene  der  y  angesehen  werden  kann, 
nachdem  auf  diese  die  beiden  betrachteten  Punkte  der  krummen 
Flache  projicirt  worden  sind. 

Die  Reihe  dieser  Beweise  scheint  uns,  so  weit  die  geometri- 
sche Darstellung  der  Sache  in  Betracht  gezogen  wird ,  ein  voll- 
ständig  in  sich  abgeschlossenes  Ganzes  zu  bilden,  wovon  wir  na- 
mentlich das  als  Beweis  anführen  möchten,  dass  wir  in  der  That 
den  Beweis  von  Deahna  auf  dem  oben  angegebenen  Wege  selbst- 
ständig  gefunden  und  erst  hinterher  uns  überzeugt  haben,  dass 
Liener  Beweis  im  Wesentlichen  nicht  neu  war. 


5. 

Die  analytische  Geometrie  beschäftigt  sich  in  ihrem  planime- 
trischen  Thede  mit  Linien  in  der  Ebene,  und  in  ihrem  stereome- 
trischen Theile  mit  Linien  im  Räume  und  mit  Flächen ;  sie  drückt 
jede  Linie  in  der  Ebene  durch  eine  Gleichung  zwischen  zwei 

Theil  VII.  "  27 
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Veränderlichen  aus ,  jede  Linie  im  Räume  durch  zwei  Gleichungen 
zwischen  drei  Veränderlichen,  jede  Flache  endlich  durch  eine 
Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen.  Gestützt  auf  die  in  }.3. 
entwickelten  Constructionsmethoden  sind  wir  aber  jetzt  im  Stande, 
in  jenen  drei  Fällen  die  betreffende  Linie  oder  Fläche  immer  durch 
Eine  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen 

»=/<*>    ,  . 

darzustellen  ,*  und  zwar  bedeutet  diese  Gleichung  entweder  eine 
Linie  in  der  Ebene,  oder  eine  Linie  im  Räume,  oder  eine 
Fläche,  jenachdem  x  und  y  reell  sind,  oder  nur  x,  oder  nur  y 
reell  ist. 

• 

Was  zunächst  die  analytische  Möglichkeit  der  beiden  letzten 
Fälle  betrifft ,  so  wird  die  Linie  im  Räume  offenbar  nur  da- 
durch zu  Stande  kommen  können,  dass  die  Function  f(x)  entweder 
complexe  Constanten  in  sich  schliefst,  oder  Operationen  angezeigt 
enthält,  deren  Resultate  gleichfalls  complexe  Zahlen  sind,  oo 
ist  z.  ß. 

y=ax  +  b, 

wenn  a  und  6  complexe  Zahlen  sind,  aber  x  nur  reeller  Werthe 
fähig  sein  soll,  die  allgemeine  Gleichung  einer  geraden  Linie  im 
Räume ;  und  ebenso  ist 

wo  a  reell  sein  mag  oder  nicht,  die  Gleichung  eines  Systems  von 
drei  congruenten  ebenen  Curven ,  deren  Ebeneu  einander  in  der 
Achse  der  x  unter  Winkeln  von  120"  schneiden. 

Eine  Fläche  dagegen  würde  dadurch  entstehen  müssen,  das* 
die  Function  f  (x)  mit  cW  complexen  Veränderlichen  x  nur  solche 
Operationen  vorzunehmen  forderte,  welche  stets  ein  reelies  Re- 
sultat geben.  Dies  lässt  sich  aber  durch  keine  der  bekannten 
Operationen  allgemein  leisten,  weil  jede  Operation  an  einer  com- 
plexen Zähl  im  Allgemeinen  wieder  eine  complexe  Zahl  liefert;  es 
wird  jederzeit  nur  eine  gewisse  Gruppe  complexer  Werthe 
für  x  angegeben  werden  können ,  für  welcne  f(x)  reell  wird ;  und 
da  diese  Werthe  von  x  in  der  Ebene  der  x  im  Allgemeinen  eine 
Linie  bilden  werden,  so  stellt  in  dieser  Beschränkung  die  Gleichung 
fr==/*(.r)  auch  nur  eine  Linie  im  Räume  dar.  Man  durfte  in  der 
Tbat  kein  anderes  Ergebnis«  erwarten,  da  diese  Auffassung  der 
Linie  im  Räume  sich  von  der  vorigen  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  die  Coordinaten  vertauscht  sind. 

Es  sei  z.  B. 

y  =  ax  +  b 
=  («'  +  tV)  (*'+  ix»)  +  6'  +  W , 

so  hat  man,  damit  y  reell  werde,  die  Bedingunsgleichung 
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- 

«'*"  +  c"*'  +  o"  =  0. 

ond  sodann 

I 

welche  beiden  Gleichungen  zwischen  den  drei  reellen  Veränder- 
lichen x* ,  x"  y  y  eine  gerade  Linie  im  Räume  darstellen.  Wollte 
man  aber  die  gegebene  Gleichung  für  x  auflösen,  so  wurde  man 


x  =  y— 
a 

_  (y-V)  a'  -u!'h"     ,  (y— b')  a"  -f  a!  b" 

 a^+^        1 — > 

,  indem  man  #  =    -f- iz"  setzt, 

,  _  <y-b')a'-a»b" 
*  a'*+a"*  * 

a'*  +  a"a 

als  die  beiden  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume,  welche, 
wie  sich  leicht  nachweisen  lässt ,  mit  den  beiden  zuerst  gefundenen 
Gleichungen  zwischen  x',  x",  y  identisch  sind. 

Wir  können  hieraus  allgemein  den  Schluss  ziehen,  dass  jede 
Gleichung  zwischen  einer  reellen  und  einer  complexen 
Veränderlichen 

F(x,y)=0 

Mets  eine  Linie  im  Räume  bedeutet,  und  zwar  stets 
die  nämliche  Linie,  man  mag  v  als  Function  von  x  an- 
sehen oder  umgekehrt;  sobaldf  nur  bestimmt  angegeben  ist, 
welche  der  beiden  Veränderlichen  reell  und  welche  imaginär  sein 
soll.  Eine  Vertauschung  in  dieser  letzteren  Beziehung  wird  im 
Allgemeinen  eine  andere  Linie  hervorbringen.  Am  beauemsten 
aber  bleibt  es  in  allen  Füllen,  die  imaginäre  Veränderliche  als 
Function  der  reellen  aufzufassen  und  zu  construiren,  wie  wir  es 
anfangs  gethan  haben,  weil  man  alsdann  in  einer  einzigen  Glei- 
chung ausgesprochen  erhält,  wozu  man  sonst  deren  zwei  nöthig 
haben  würde. 

Was  nun  aber  die  bis  hierher  noch  unerledigte  Frage  nach  der 
Gleichung  einer  Fläche  betrifft,  welche  für  jeden  complexen 
Werth,  den  .man  dem  x  beilegen  mag,  stets  nur  einen  reellen 
Werth  für  y  =  f(x)  hervortreten  lassen  soll,  so  gelangt  man  zu 
derselben  nur  durch  Einführung  einer  neuen  Art  von  Function, 
welche  eben  durch  die  hier  geforderte  Eigenschaft  charakterisirt 

27* 
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wird.  Die  Grundformen  dieser  Functionen  sind  schon  in  j.  4. 
hei  den  dort  construirten  Rächen  in  Anwendung  gekommen;  es 
sind  folgende  vier: 

y  =  Mod.  x  , 

y  =  Are.  x , 

y  =  Coeff.  real,  x, 

y  =  Co£ff.  imag.  .r  *) : 

w  elche  dadurch  compTtcirter  werden  können ,  dass  man  statt  x  eine 
beliebige  complexe  Function  von  .?  und  statt  y  eine  beliebige 
reelle  Function  von  y  an  die  Stelle  setzt.  So  'wurde  z.  B.  <n> 
allgemeine  Gleichung  der  Ebene  durch 

y  —  Coeff.  real,  (ax  +  b) 

dargestellt  werden  können ,  wo  a  und  b  allgemein  complexe  Zahlen 
bezeichnen ;  denn  diese  Gleichung  lost  sich  auf  in 

y  =:  Coeff.  real.  I  (a'  +  ia")  (x  f  ix")  +  b'  +  /A"} 
=  a'x1  —  a?'x"  +  b", 

welches  die  gewohnliche  Form  dieser  Gleichung  ist. 

Hiernach  können  wir  also  allgemein  sagen,  dass,  obgleich 
eine  Gleichung  zwischen  zwei  complexen  Veränder- 
lichen 

F(x,  y)=0 

an  und  für  sich  einer  geometrischen  Deutung  nicht 
fähig  ist,  dennoch,  wenn  man  sie  für  eine  der  Verän- 
derlichen auflost,  und  statt  dieser  comptlexen  Verän- 
derlichen nur  einen  ihrer  reellen  Bestand  th  e  i  le  inße- 
tracht  nimmt,  die  Gleichung  stets  eine  Flache  bedeute: 
jedoch  im  Allgemeinen  eine  verschiedene  Fläche,  jenachdem  man 
die  eine  oder  die  andere  Veränderliche  als  abhängige  Veränder- 
liche ansieht. 


6. 

Gestutzt  auf  die  hier  entwickelten  Grundgesetze  ergiebt  sich 
nun  eine  neue  und  höchst  eigentümliche  Behandlung  der  Objecto 
der  analytischen  Geometrie,  welche  nicht  nur  der  bisherigen  ana- 
lytischen Geometrie  vollkommen  parallel  läuft,  sondern  auch  in 
mehr  als  einer  Hinsicht  durch  Einfachheit  und  Eleganz  ihrer  Eot- 


*)  Es  «ei  x  —  %'  -f  i  x"  =  q  (cot  tp  -f-  i  «In  ,  so  ist  Mad.  x  —  f, 
Are  x  —  <p ,  CocfT.  real.  x~x',  Coeff.  imag.  x—x".  Wir  haben  itf^ 
Bezeichnungen  ihrer  leichten  Verständlichkeit  wegen  gewählt,  obgleich 
■ie  «ich  wenig  durch  Einfachheit  auszeichnen. 
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uickeitin<ren  solche  Vorzüge  besitzt ,  dass  wir  hoffen  dürfen ,  sie 
haM  in  den  Unterricht  und  die  betreffenden  Lehrbücher  aufge- 
nommen zu  sehen. 

Untersuchen  wir,  uro  an  einem  einfachen  Beispiele  den  Geist 
dieser  neuen  Behandlung  anschaulich  zu  machen,  die  Bedeutung 
«ner  Gleichung  vom  ersten  Grade  zwischen  zwei.  Veränderlichen 

Ay  +       +  C^O, 

so  können  1)  für  reelle  Werthe  der  Coefficienten  A,  B,  C  auch 
die  Veränderlichen  x  und  v  im  einfachsten  Falle  nur  reeller  Werthe 
ßhig  sein,  und  die  Gleichung  'stellt  in  diesem  Falle  eine  gerade 
Linie  in  der  Ebene  xy  dar,  wie  bekannt. 

Werden  dagegen  2)  für  At  B,  C  auch  complexe  Werthe  zu- 
gelassen, so  kann  die  Gleichung  nur  bestehen,  wenn  von  den  bei- 
den Veränderlichen  x  und  //  mindestens  die  eine  gleichfalls  com- 
plexe Werthe  annehmen  darf.  Es  sei  y  diese  Veränderliche,  so 
findet  man  durch  Aullosung  für  y 

B  C 

y  —ax-a> 

wofür  man  zur  Abkürzung  schreiben  kann 

y  =  ax  +  b , 

wo  a  und  b  im  Allgemeinen  wieder  complexe  Zahlen  sind.  Zur 
Coostruction  dieser  Gleichung  legen  wir  nun  eine  Achse  der  x 
uod  eine  Ebene  der  y  zum  Grunde;  dass  die  Gleichung  alsdann 
aber  eine  gerade  Linie  im  Räume  darstellt  ,  lässt  sich  genau  eben 
so  zeigen,  wie  man  es  in  der  Ebene  zu  thun  pflegt. 

Es  ist  nämlich  der  Quotient  ^ — -  =  a ,  also  constant ;  folg- 
lich bezeichnet 

y—  b  =  ax, 

wo  für  den  Augenblick  y—b  als  Ordinate  angesehen  werden  mag, 
eine  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  sehende  gerade 
Linie,  die  in  einer  durch  die  x  Achse  gelegten  Ebene  zu  Stande 
kommt,  welche  gegen  die  Ebene  xy'  eine  Neigung  =  Are.  a  be- 
sitzt; die  Neigung  dieser  Linie  gegen  die  x  Achse  selbst  wird 
durch  einen  Winkel  bestimmt,  dessen  trigonometrische  Tangente 
=  Mod.  a  ist.  Dieser  letzte  WTinkel  kann ,  da  Mod.  a  stets  po- 
sitiv ist,  nur  zwischen  0  und  ~  oder  zwischen  n  und  ^  enthal- 
ten sein;  doch  liegt  darin  keine  Beschränkung,  da  Are.  a  eines 
jeden  Werthes  zwischen  0  und  2»  fähig  ist. 

Gleichung 

y  =:  OX  -f  b 


Digitized  by  Google 


422 

selbst  stellt  nun  eine  Parallele  mit  jener  Geraden  dar,  weicne 
durch  einen  Punkt  der  Ebene  der  y  führt,  dessen  compiexe  Coor- 
dinate  =  b  ist. 

Nimmt  man  2?=0,  so  liefert  die  Gleichung 

y  =  b 

eine  zur  x  Achse  parallele  Gerade,  und  ist  ausserdem  C  =  0, 
mithin 

y  =  0, 

so  föllt  die  Gerade  mit  der  x  Achse  zusammen. 
Ist  aber  A  =  0,  so  kann  die  Gleichung 

Bx+C=0 

mit  der  hier  geforderten  Beschränkung,  dass  x  nur  reeller  Werthe 
fähig  sein  soll,  nur  noch  bestehen,  wenn  ^  reell  ist;  sie  bezeich- 
net aber  unter  dieser  Voraussetzung  nicht  mehr  eine  Gerade, 
sondern  eine  zur  Achse  der  x  normale  Ebene,  welche  diese 

C 

Achse  in  dem  Punkte  x  =  —  ^  schneidet;  mithin  die  Ebene  der 

U 

y  selbst,  wenn  C=0  und  folglich  x~0  ist.  Dieser  Ausnahme- 
fall  gehurt  indessen  streng  genommen  nicht  hieher,  da  hier  die 
von  vorn  herein  vurausgesetzte  Möglichkeit,  y  als  abhängige 
Veränderliche  anzusehen,  aufgehoben  ist. 

Werden  für  die  CoefBcienten  A,  B,  C  reelle  oder  compiexe 
Werthe  gesetzt,  so  kann 

3)  die  Gleichung 

Ay+Bx+C  =  0 

als  solche  auch  noch  bestehen,  wenn  für  beide  Veränderliche  x 
und  y  compiexe  Werthe  zugelassen  werden ;  soll  aber  die  Gleichung 
in  diesem  Falle  einer  geometrischen  Deutung  fähig  sein,  so  mos* 
man  sie  für  eine  der  Veränderlichen  auflosen  und  von  dieser  Ver« 
änderlichen  sodann  nur  einen  ihrer  reellen  Bestandteile  in  Betracht 
ziehen.  Es  sei  y  diese  Veränderliche,  so  kanu  man  als  einfachste 
Formen  der  resultirenden  Function  —  insofern  nämlich  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  y  und  x  noch  durch  eine  lineare  Gleicbuog 
dargestellt  werden  soll  —  ansehen 

y  =  Coüff.  real,  (ax  +  b) 

und 

y  —  CoeX  iraag.  (a^r-f-6), 

B  C 
wo  o  =  —  -j   und  b  =  —  -j   im  Allgemeinen   noch  comple« 

Zahlen  sein  werden.   Beide  Gleichungen  eonstruiren  wir  für  eine 
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Ebene  der  x  und  eine  Achse  der  y\  dass  die  durch  diese 
beiden  Gleichungen  dargestellten  Flächen  aber  Ebenen  sind,  be- 
weisen wir  wie  folgt. 

Betrachtet  man  zunächst  die  erste  Gleichung 

y  =  Co€ff.  real,  (ax-\-b)  , 

so  xieht  man  aus  der  Natur  dieser  Gleichung  unmittelbar  den 
Schluss,  dass  die  Grösse  Coeff.  imag.  (ax-\-b)  jeden  beliebigen 
reellen  Werth  muss  annehmen  können ,  während  x  alle  complexen 
Werthe  in  der  Ebene  der  x  durchläuft;  setzt  man  aber,  inuem  w 
eioe  willkürliche  reelle  Constante  bedeutet, 

Colff.  imag.  (ax-\-b)  —  tu, 

•o  wird  durch  die  Beschränkung,  welche  man  hiemit  den%Verthen 
?on  x  auferlegt,  der  Umfang  der  obigen  Gleichung  aufgehoben, 
und  durch  die  Vereinigung  beider  Gleichungen  entsteht 

y-f-iic  —  ax  +  6, 

welches  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist,  die  mithin  mit 
allen  ihren  Punkten  in  der  obigen  Fläche  liegt.  Bringt  man  diese 
Gleichung  auf  die  früher  betrachtete  Form,  wo  die  com pl exe 
Coordinate  als  Function  der  reellen  au fgefasst  wurde,  so  hat  man 

1     ,  iw  —  b 

*  =  -y+ — — , 

d  a 

und  hier  erkennt  man  aus  dem  Coefficienten  —  die  Lage  der  ge- 

raden  Linie  und  aus  dem  Coefficienten  ihren  Durchschnitts- 

a 

punkt  mit  der  Ebene  der  x. 

Lässt  man  nun  u>  sich  ändern ,  so  nimmt  diese  gerade  Linie 
snccessiv  andere,  der  ursprunglichen  parallele  Lagen  an,  indem 
nur  die  Lage  ihres  Durchschnittspunkts  mit  der  Ebene  der  x  sich 
ändert;  und  bezeichnet  man  mit  ,r0  alle  der  Annahme  y=:0  ent- 
sprechenden Werthe  von  x ,  so  hat  man 

iw-b 

x0  =  

a 

als  Gleichung  der  Linie  der  Durchschnittspunkte  jener  Geraden 
mit  der  Ebene  der  x.  Diese  Gleichung  aber  ist,  wegen  derWill- 
kfirlichkeit  von  tu,  identisch  mit  der  folgenden : 

Coeff.  real.  {ax^\b)  —  0, 

und  bezeichnet  demnach  eine  gerade  Linie  in  der  Ebene  der  xt 
deren  Coordinaten  der  reelle  Coeflicient '  x*  und  der  imaginäre 
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Coefficient  x"  der  komplexen  Zahl  x  =  at  +  ix"  sind  *).  Maokaou 
mithin  in  der  durch  die  Gleichung 

y  =  Coeff.  real,  (aar  +  6) 

dargestellten  Fläche  unzählig  viele  gerade  Linien  angeben,  die 
einander  parallel  sind  und  deren  Durcfischnittspunkt«  mit  der  Ebene 
der  x  wieder  eine  gerade  Linie  bilden;  jene  Fläche  ist  folglich 
eine  Ebene. 

Dass  man  ebenso  die  Bedeutung  der  zweiten  Gleichung 

y  =  Coeff.  imag.  (ax  +  b) 

nachweisen  kann ,  liegt  auf  der  Hand ;  diese  Gleichung  stellt  also 
gleichfalls  eine  Ebene  dar. 

Setzt  man  2?=0,  so  nehmen  beide  Gleichungen  die  Formen  an 

y  =  Coöff.  real,  b ,  y  =  Coeff.  imag.  b  , 

und  jede  stellt  in  diesem  Falle  eine  zur  Ebene  der  x  parallele 
Ebene  dar;  und  ist  ausserdem  C=0,  folglich 

y  =  o, 

so  hat  man  die  Ebene  der  x  selbst.   Dies  ist  genau  derselbe  Fall, 
der  oben  bei  der  Discussion  der  geraden  Linie  unter  der  Annahme 
A—Q  eintrat;  denn  dort  hatten  aie  Buchstaben  x  und  y  die  um 
gekehrte  Bedeutung  vou  ihrer  jetzigen. 

Nehmen  wir  aber  hier  A—0,  so  zerfallt  die  Gleichung 

Bx+C=:0 

sofort  in  die  beiden 

Coeff.  real.  (Bx  +  C)  =  0, 
Coeff.  imag.  (Bx+  C)  =  0; 

von  denen  jede  eine  durch  die  Achse  der  y  gelegte  Ebene  darstellt 

7. 

Der  Gang  unserer  Untersuchung  hat  uns  von  vorn  herein 

gleichsam  von  selbst  darauf  geführt,  bei  der  Betrachtung  der 
linie  stets  von  einer  Achse  der  x  und  einer  Ebene  der  jf; 
dagegen  bei  der  Betrachtung  der  Fläche  von  einer  Ebene  der 
x  und  einer  Achse  der  y  zu  sprechen.    Obgleich  diese  Ver- 


*)  Beiläufig  erhalten  wir  hier  noch  ein  neues  Mittel,  nm  die  Glei- 
chung einer  Limo  in  der  Ebene  darzustellen,  worauf  wir  jedoch  gegen- 
wärtig nicht  weiter  eingehen  wollen. 
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tauachuog  der  Coordinaten  allerdings  einiges  Unbequeme  hat,  na- 
mentlich sobald  man  Betrachtungen  der  einen  Art  in  solche  der 
.lodern  Art  hineinziehen  will ,  so  wollen  wir  ihr  dennoch  für  unsern 
jegeowärtigen  Zweck  bis  zu  Ende  treu  bleiben. 

Untersuchen  wir  nun,  um  von  unsern  zuletzt  gewonnenen  Re- 
sultaten einige  Anwendung  zu  machen,  zunächst  die  Lage  zweier 
geraden  Linien  gegen  einander,  deren  Gleichungen  seien 

y  =  ax  +  b, 

y  =  cx  +  d; 

so  wird  die  Existenz  eines  Durchschnittspunktes  beider 
Linien  an  die  Bedingung  gebunden  sein,  dass  die  gleichzeitige 
Gültigkeit  beider  Gleichungen  nothwendig  für  die  Veränderliche 
x  einen  reellen  Werth  zu  liefern  habe.  Da  nun  die  Gleicbsetzung 
y=y  liefert 

a—c' 

so  ist 

Coeff.  imag.  (j^)  =  0 

die  «gesuchte  Bedingungsgleichung;  und  wenn  diese  erfüllt  ist, 
*o  sind 

d —  b      ■  ad —  bc 

x  =  und  v  =  

a — c  a — c 

die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes. 

Jene  Bedingungsgleichung  wird  z.  B.  erfüllt,  wenn  alle  Con- 
staoten  reell  sind,  wie  bekannt;  ferner  wenn  man  hat  d=b,  denn 
alsdann  schneiden  sich  beide  Gerade  in  der  Ebene  der  y;  sie 
wird  auch  erfüllt,  falls  man  die  Sache  so  ansehen  will,  wenn  man 
bat  «=c,  denn  alsdann  sind  beide  Gerade  einander  parallel.  Ist 
gleichzeitig  c£  — 6und  a~c,  so  decken  die  Linien  einander. 

Um  den  Winkel  X  zu  finden,  den  jene  beiden  geraden  Linien 
mit  einander  einschliessen ,  denken  wir  uns  zu  beiden  durch  den 
Nullpunkt  des  Systems  Parallelen  gelegt;  ausserdem  werde  aus 
diesem  Punkte  als  Mittelpunkt  mit  dem'  Halbmesser  =  1  eine  Kü- 
hlfläche construirt,  auf  welcher  sowohl  die  Durcbschnittspunkte 
jener  beiden  Parallelen  als  auch  der  Durchschnittspunkt  der  po- 
sitiven Seite  der  Achse  der  x  vorkommen.  Alsdann  ist  der  ge- 
suchte Winkel  k  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks;  und  setzt  man 

a  =  pCcosgp  +  isinqp), 
c  =  q'  (cos  <p  -f  tsin  q>') ; 

so  wird 
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cos  X = coa(arc  tg  o).cos(arc  *g  Q ) + sin(arc  tg  q)  sin(arc  tgo*)  csos(9~9') 
oder 

cosX  =  l±M^^Z^). 
Vi-f0*.  Vl+o'a 

Sollen  beide  Linien  auf  einander  r  e  ch  t  w  i  n  k  I  i  g  stellen ,  so 
hat  man  cos  l  =  0,  folglich 

cos  (9— 1, 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

de '+a"c"=:-l, 

1 

wenn  a  =  a'-\-ia"  und  c=  c  +  tc*  gesetzt  wird. 

Um  hievon  eine  Anwendung  zu  machen,  wollen  wir  die  Auf- 
gabe lösen:  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  normal 
zu  der  Geraden 

y  =2  ax  -f  6 

eine  Ebene  zu  legen. 
Bezeichnet  man  mit 

y  —  cx 
=  (c' -\rictt)x 

eine  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  gelegte  Gerade,  so  wird 
diese  in  der  gesuchten  Ebene  enthalten  sein,  wenn  man  gleich 
zeitig  hat 

oV  +  a"c"  =  —  1. 

EHminirt  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  eine  der  beiden 
Unbestimmten  c'  und  c" ,  z.  B.  die  erste,  so  erhält  mau 

dy+x  =  iac"x, 

und  da  hier  c*  noch  jedes  beliebigen  reellen  Werthes  kann  fähiu 
sein,  insofern  die  Gerade  y~cx  eine  beliebige  Lage  innerhalb  der 
gesuchten  Ebene  haben  darf,  so  umfasst  die  Gleichung 

Coeff.  real.  =  0 

ax 

alle  Lagen  der  Geraden  y  =  cx,  welche  dieselbe  normal  zu  der 
Geraden  y=ax+b  annehmen  kann,  und  is.t  folglich  die  Gleichung 
der  gesuchten  Ebene.     Man   kann  dieselbe,  um  die  reelle 
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Coordbate  x  als  solche  getrennt  hervortreten  zu  lassen,  auch  auf 
die  Form  bringen  *) 

Coeff.  real.         =  —  x .  Cofiff.  real. 

Hatte  man  oben  c*  statt  c'  eliminirt,  so  würde  man  als  Gleichung 
der  Ebene  schliesslich  erhalten  haben 

Co€ff.  imag.  =  *  Co«ff.  imag.  Q^. 

Beide  Gleichungen  aber  sind  identisch,  denn  sie  lassen  sich  auf 
die  Form 

x  =  -  (a'«  +  n"*)  .  Co«ff.  real. 

zurückfuhren. 

Man  kann  hieraus  einen  Schluss  ziehen,  welcher  der  Discussion 
der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene 

y  =  Co«ff.  real,  (ax+b) 

io  §.  6.  (wo  die  Coordioaten  die  umgekehrte  Bedeutung  haben 
wie  vorhin)  zur  Ergänzung  dienen  kann.  Fällt  man  nämlich  auf 
diese  Ebene  aus  dem  Nullpunkte  des  Systems  ein  Perpendikel,  so 
bezeichnet  Mod.  a  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels, 
weichen  dieses  Perpendikel  mit  der  Achse  dery  einschliesst;  und 
ä— Are.  a  den  Neigungswinkel,  welchen  eine  durch  dieses  Perpen- 
dikel und  die  Achse  der  y  gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  af  y 
bildet.  Folglich  ist  zugleic  h  Mod.  a  die  trigonometrische  Tangente 
des  Neigungswinkels  der  Ebene 

y  =  Coeff.  real,  (aar +  6) 

mit  der  Ebene  der  x;  und  j  —  Are.  a  derjenige  Winkel,  welchen 

die  Schnittlinie  jener  Ebene  mit  der  Ebene  der  x  in  dieser  Ebene 
mit  der  reellen  Achse  der  x'  einschliesst.  Die  Gleichung  jenes 
Perpendikels  selbst  aber  wird 

;r  =  _(a'*  +  a"2)£, 

a 

wo  y  seine  reelle  und  x  seine  complexe  Coordinate  bezeichnet. 


*)   Durch  Anwendung  der  Gleichungen   Coeff.  real.  {A  +  B)  = 

A  1 

Coeff.  real.  A  A-  Coeff.  real,  fl;  Coeff.  real.  —  =  -  Coeff.  real.  A9  ^7cmi 
—  n  n 

n  reell  ist,  etc.   Diese  und  ähnliche  Gleichungen  lassen  sich  leicht  aus 

kr  Natur  der  hier  eingeführten  Function  nachweisen. 
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Die  Lagen verbältoisse  von  Ebenen  lassen  sich  auf  die  Lagen- 
Verhältnisse  der  auf  ihnen  errichteten  Perpendikel  zurückführen, 
sind  jedoch  auch  einer  unabhängigen  Entwickelung  fähig.  Beides 
weiter  auszuführen  unterlassen  wir  hier,  da,  wie  wir  glauben,  die 
bisherigen  Andeutungen  schon  hinreichend  den  Geigt  der  neuen 
Behandlung  der  analytischen  Geometrie  zu  erkennen  geben ,  wel- 
ches allein  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  sein  soll. 


8. 

Will  man  nach  den  hier  aufgestellten  Principien  die  geome- 
trische Bedeutung  einer  algebraischen  Gleichung  vom  zweiten 
Grade  zwischen  zwei  Veränderlichen 

+  B  xy  +  Cx2  +  Dy  +  Ex  -f  F  =  0 

untersuchen,  so  wird  man  wieder  zu  unterscheiden  haben,  ob  dio 
unabhängige  Veränderliche,  z.  B.  x,  nur  die  Reihe  der  reellen 
Zahlen,  oder  ob  sie  die  Ebene  der  complexen  Zahlen  zu 
durchlaufen  als  fähig  angesehen  werden  soll.  Im  ersten  Falle 
werden  die  reellen  oaer  complexen  Werthe  der  abhängig  Veränder- 
lichen y  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung,  —  im  zweiten 
Falle  dagegen  wird  sowohl  der  reelle,  als  der  imaginäre  Coefficient 
der  abhängig  Veränderlichen  ;/ ,  jeder  für  sich,  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  festlegen.  Die  Coefficienten  der  obigen 
Gleichung,  A>  B,  C  etc.,  dürfen  dabei  entweder  reelle  oder  selbst 
complexe  Zahlen  sein. 

Wir  hoffen  diesen  Gegenstand  bei  einer  andern  Gelegenheit 
weiter  auszuführen,  und  heben  hier  nur  folgenden  einzelnen  Fall 
heraus.  Wenn  nämlich  alle  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung 
reelle  Zahlen  sind  und  die  unabhängig  Veränderliche  x  gleichfalls 
nur  die  Reihe  der  reellen  Zahlen  durchlaufen  darf,  so  können 
dennoch,  da  die  Gleichung  vom  zweiten  Grade  ist,  für  y  schon 
complexe  Werthe  eintreten,  und  die  Curve  bleibt  mithin  nicht  in 
Einer  Ebene. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Gleichung  der  Ellipse  in  ihrer  einfach- 
sten Gestalt : 


wo  o  und  b  die  beiden  Halbachsen  der  Ellipse  bezeichnen,  und 
betrachten  y  als  Function  von  x ;  so  haben  wir 

b 


y  =  ±-\a*-x*> 


und  hier  bleibt  v  reell,  so  lange  a:2<«2  ist,  und  wird  <h 
imaginär,  nämlich  von  der  Form 
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sobald  ars>o2  wird.  Nehmen  wir  also,  wie  früher,  zu  der  Achse 
der x  eine  Ebene  der  y,  und  bezeichnen  in  letzterer  mit  y  die 
Achse  der  reellen  und  mit  y"  die  Achse  der  imaginären  Zahlen, 
so  erhalten  wir  vermöge  jener  Gleichung  eine  Curve,  die  von 
x=— n  bis  xz=.a  ganz  in  der  Ebene  xy'  liegt,  in  den  Punkten 
X—  +  a  die  Achse  der  x  durchschneidet,  und  von  hier  an,  nära- 
lidk  voo  x  —  a  bis  x  —  co  und  von  x~  —  a  bis  x=  —  od,  ganz  in 
die  Ebene  x\f*  hineinfallt.   Jenen  ersten  Theil  der  Curve  nennt 
man  Ellipse,  diesen  letzten  Hyperbel,  und  es  zeigt  sich  mit- 
bin, dass  von  unserm  hier  entwickelten  Standpunkte  aus  Ellipse 
ondHyperbel  nurTheile  einer  und  der  nämlichen  Curve 
sind,  «eiche  man  vollständig  erhält,  wenn  man  alle 
Werthe  von  y  für  .r=— qo  bis  x=i-\-<x>  in  Betracht  zieht. 
Zugleich  ist  hieraus  auf  der  Stelle  klar,  mit  welchem  Rechte  man 
die  Hvperbel  eine  Ellipse  mit  imaginärer  Nebenachse ,  oder  auch 
die  Ellipse  eine  Hyperbel   mit  imaginärer  Nebenachse  nennen 
kiTone ;  denn  die  letztere  Benennung  ist  dadurch  gerechtfertigt, 
dass  die  vorstehende  Betrachtung  auch  von  der  Gleichung  der 
Hyperbel  hätte  ihren  Auslauf  nehmen  können. 

Dem  Kreise  gehört  hiernach  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit 
gleicher  Hauptachse  als  nothwendige  Ergänzung  zu ,  welche  mit 
ihm  die  Achse  der  x  gemeinschaftlich  besitzt,  aber  in  einer  zu 
der  Ebene  des  Kreises  normalen  Ebene  liegt. 

Die  Gleichung  der  Parabel 

liefert,  wenn  p  als  positiv  vorausgesetzt  wird,  reelle  Werthe  lur 
positive  x  und  imaginäre  Werthe  von  der  Form 

y=±  -px 

fär  negative  x.  Sie  erstreckt  sich  mithin  gleichfalls  von  — oo 
Iii*  x=:-f-<30,  und  zwar  besteht  sie  aus  zwei  conpuenten  Theilen, 
i?n  denen  der  eine  von  x—0  bis  x  —  +  <x>  ganz  in  die  Ebene  xy', 
der  andere  aber  von  x  — ö  bis  x— — od  ganz  in  die  Ebene  xyf 
hinein  fällt.  Von  diesen  beiden  Theilen  wird  gewöhnlich  schon 
jeder  lur  sich  eine  Parabel  genannt,  während  sie  hier  erst  zu- 
Minmengenommen  die  vollständige  Curve  ausmachen. 

Allgemein  kann  man  hieran  die  Bemerkung  knüpfen,  dass,  wenn 

=0 

eine  algebraische  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  x 
und  y  bezeichnet ,  die  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Curve  stets 
Mch  von  X  —  —  qo  bis  x  —  -f  ao  erstrecken  muss ;  denn  es  ist  be- 
wiesen (verel.  §.  4.),  dass  für  jeden  Werth  von  x  sich  stets  ein 
"unplexer  Werth  von  y  muss  angeben  lassen,  welcher  der  Be- 
dingung der  Gleichung  F(x,  y)  =  0  genügt.  Es  kann  mithin 
hei"  unserer  Auffassung  der  Sache  keine  im  Sinne  der  x  ge- 
flossene algebraische  Curve  geben. 
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Dieselbe  Bemerkung  lässt  sich  auch  auf  diejenigen  Flächen 

Gleichung 


übertragen,  welche  in  einer  algebraischen 
zwei  Veränderlichen  enthalten  sind.  Beide  Bemerkungen 
genommen  aber  können  als  der  geometrische  Ausdruck  des  io 
§.  4.  behandelten  algebraischen  Fundamental  -  Theorems  angesehen 
werden. 


Zur  Entwickeln!^  in  Reihen  und 
Summirung  der  Reihen. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Dienger, 

matik  und  Physik  an  der  höh 
su  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerschale 


§.  1. 

Der  Bruch 

1 

a—x 

giebt,  wenn  man  theilt,  die  Reihe 

1      |     X      «     X^     m  •  |  X^        «  X^  I 

und  wir  wollen  ^  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  nenDen. 
so  dass  die  Reihe  dargestellt  werden  kann  durch 

0    an+l+  *  Ü—X  =  Or-^X  ' 

Das  Ergänzungsglied  erzeugt  durch  fortgesetzte  Division  die 
weiteren  Glieder  der  Reihe.   soll  der  erzeugende  Bruch  Air 


die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  hassen.   Eben  bo 
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w*rd  -~rrr,  v  der  erzeugende  Bruch  sein  für  die  Reihe,  deren 

Glied  .   Mau  hat  offenbar 


a— x 


Ist  <  1 ,  so  ist  offenbar 

1  £_£l 
a—x   ~  o 

Hat  man  allgemein  den  Bruch 

1 


o0  \  aY  x  +  aj  r2-|-....  -f-a» a" ' 
so  entsteht  durch  Division  eine  Reihe  von  folgender  Form 

A0  +  Ax  X  -f  A%  X1  +  An  xn  -f ...  , 

deren  allgemeines  Glied  An  x*  ist.  Hat  man  bei  dem  Glicde 
A%x*  den  Rest  Ru,  so  ist  das  Ergänzungsglied 

Rn 


«0  +  wl  *  +    •  •  +  flntf*  ' 

and  es  ist  genau 

1  =  AQ\-AlX+....-\-AnXn-{-  ^ 


00+0^+.. .+a»J^  a0+fl1a:+...+ao^ 

Hier  ist  \ — : — —der  erzeugende  Brach  der  Reibe,  deren 

a0+alx-t...+anx* 

R 

allgemeines  Glied  AnX1*  ist;  desgleichen  aber  ist — ;  t—t  

der  erzeugende  Bruch  der  Reihe ,  deren  allgemeines  Glied 
4«+rfi  .rn+'+1  ist,  wenn  hier  n  unveränderlich)  r  veränderlich 
(0, 1,  2, . . )  ist.  Heisst  also  K  der  erzeugende  Bruch  der  Reihe, 
deren  allgemeines  Glied  An  x»,  A"  der  erzeugende  Bruch  der  Reihe, 
deren  allgemeines  Glied  Ä*+r+1  ist,  so  ist  genau 

K—K  =  £  An*** 

o 

Verschwände  das  Ergänzungsglied  für  ein  unendlich  grosses  n, 
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oder,  was  das  Nämliche  ist,  wäre  die  Reihe,  deren  allgemeines 
Glied  An  xn  ist ,  konvergent ,  so  hätte  man  ganz  genau 

K  =  £  An  oon. 
o 

Hat  man  also  eine  Reihe,  von  der  man  weiss,  dasa  sie  durch 
Division  entstanden  ist, 

A0-\-Alx  +  A2x1+  , 

und  man  verlangt  die  Summe  der  r-f  1  ersten  Glieder,  oder 

r 

Z  Att  Xn  , 

o 

so  suche  man  den  erzeugenden  Bruch  für  die  Reihe,  deren  allge- 
meines Glied  Anxn,  und  den  für  die  Reihe,  deren  allgemeines 
Glied  An+r |i  ;r"+rM  ist;  sind  Ä'  und  K'  diese  beiden  Brüche,  so 
ist  genau 

K — K!  —  £  Anxn,  (1) 

o 

welche  Formel  eine  merkwürdige,  '.höchst  einfache  Summirungs- 
methode  in  sich  schliesst. 

Wir  werden  nun  im  Folgenden  zu  zeigen  suchen ,  auf  welche 
Weise  man  den  erzeugenden  Bruch  bestimmen  kann,  und  alsdann 
die  gefundenen  Formeln  zur  Reihensummirung  anwenden. 


§.  2. 

Vor  Allem  wollen  wir  die  Gestalt  der  Reihe  untersuchen  ,  die 
aus  dem  Bruche 

1 

(a — x)m 

entsteht 

Nach  dem,  was  man  in  §.  1.  gesehen,  hat  sie  die  Form 

I 

A0-\-  Ai  x+ A^x2  +  A3  a;3-f-....-f  Anxn+.... 

Soll  diese  Reihe  wirklich  durch  Division  aus  dem  Bruche 

- — —  entstanden  sein,  so  muss  sie  die  Eigenschaft  haben,  dass, 
(a — .tr)"1 

wenn  sie  beliebig  weit  fortgeführt  und  mit  (a — x)m  multiplizirt  wird, 
alle  Glieder  des  Produktes ,  die<  Potenzen  von  x  enthalten ,  ver- 
schwinden ,  und  das  x  nicht  enthaltende  Glied  =  1  sei. 

Wird  die  Reihe  nur  bis  zum  Gliede  An  x*  fortgeführt,  so 
werden  im  Produkte  diejenigen  Potenzen  von  x,  deren  Exponent 
>w,  nicht  verschwinden,  alle  andern  aber  werden  verschwinden,  nmaii 
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iran  sein,  was  es  will.  Nun  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  es 
eine  einzige  Reihe  giebt,  die  diese  Eigenschaft  hat.  Denn  gäbe 
w  eine  andere 

A\}  +  A,lx  +  A'2x*  +  ....+A'nx«+... 

uod  man  multiplizirte  sie  mit  (a — x)m,  setzte  alsdann  die  Gleichun- 
gen an,  die  sich  aus  den  angeführten  Bedingungen  ergeben,  so 
würde  man  eine  Reihe  Gleichungen  des  ersten  Grades  erhalten, 
ans  denen  A'0,  A\  ,  A\tt  ....  A'n. . .  bestimmt  werden  könnten,  und 
man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Werthe  mit  A0,  Ax , ....  An,  ... 
zusammen  fallen. 

Nun  behaupte  ich  aber ,  die  Reihe 


1  ,       x     ,  m  ffi-H    x2    ,  wi  m-f  1  m  \  2  .r3 


m(y/i 4-1).. ,(m->-» — 1)     .x«  ( 

...  |  - —  .  —  ■  ■; — ' 

1.2....n  a~+"' 


...(1) 


habe  diese  Eigenschaft,  sei  also  die  Reihe,  welche  durch  die 
verlangte  Division  entstanden. 
Denn  es  ist  allgemein 

(«_*)"■  =     -  ma- 1  *  +  2^=12  a«-2     -. . . .  (-1)-  . 

Multiplizirt  man  nun  die  Reihe  (1)  mit  {a—x)m,  so  ist  das 
Glied  des  Produktes,  das  die  Potenz  xn  enthält: 

1^  (fft(w-fl)...(w+ff— 1)         m(m+\)...(m+ n— 2) 
o"(         1.2...»  1.2...^«-1) 

m(m— 1)    »i(»t-f-l)»  •(»<+"— 3) 


+     1.2    '      1.2. ..(»— 2) 
Ist  ff  <m,  so  ist  das  letzte  Glied  dieser  Reihe: 

(—1)«  "'("*—  !)...(>»— ff+1)  . 
1.2...» 

für  n  =  m  ist  es : 

(-1)'" ; 

und  für  »>wi: 

<N„,  ffl(ffl+l)...(ffi+n-;ff-l)  _  ,_^m  m(ffl-fl)...(ff— 1) 
1.2...(w-/«)  '     1.2...(n-wi)  ' 

Nun  folgt  aus  Archiv.  Tbl.  I.  Nr.  X.  S.  72.  (U)  für  Jfe  =  l, 
p~n,  m  =  ?/i ,  »= —  m,  dass  im  ersten  Falle  die  Reine 

-      /a  —   —  «  • — f-ö  71 — n  +  ...=  (m— ffi)„  — U. 

1.2...»  1.2...  («— 1) 
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Dasselbe  gilt  auch  für  den  zweiten  und  dritten  Fall.  Es  ist 
nämlich  allgemein : 

1         n    1     i  ii  i  ii  l 

(m—m)n  =dO=mir+mn__l  (— m)t  +  w«-j(-  m)*+. . . +m,  (— m)^ +(— m),. 

Im  ersten  Falle  ist  diese  Reihe  vollgliederig ,  im  zweiten 
falls,  im  dritten  aber  ist,  da 

(K  _  (-m)(-m+l)(-m42)...(-m-H 


für 


  1 

r~m,  (— 7»)r=0,  was  auf  unsern  Satz  zurückkommt.  Da* 

allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche-^-— —  entstehenden  Reihe 
ist  also 

m(m-\-l)...(m+n — 1)    xn    _  1  xn 
1.2...»         *  «»»1 "  -  Wn  a"l » ' 

und  man  erhält  die  Reihe,  wenn  man  n  =  0, 1,  2,...  setzt,  dabei 

aber  ro0=l  annimmt  (M.  s.  die  vorher  angeführte  Abhandlung  im 
ersten  Theile.). 

Das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

A 

(«— bx)m 
entstehenden  Reihe  ist  folglich 

A  m{m\\).„{m+n-\)     b»  _ 

A  T27^  5=TS^f 

und  das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

m 

a—bx 

entstehenden  Reihe: 

A  Jn  *n 

Umgekehrt  auch  wird  eine  Reihe ,  deren  allgemeines  Glied 
•        .  m(m+\)...(m     — 1)  6»» 

Jm  •  .     n   .   : —  X 

1.2...  7i  «"»1» 
ist ,  zum  erzeugenden  Bruch  haben : 

♦ 

A 

(a—bx)m ' 
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Ist  ein  ßmch  zusammengesetzt  aas  der  (algebraischen)  Summe 
einer  Reihe  von  Brüchen ,  welche  die  Gestalt 

A 

haben,  so  ist  das  allgemeine  Glied  der  aus  ihm  hervorgehenden 
Reibe  offenbar  gleich  der  (algebraischen)  Summe  der  allgemeinen 
Glieder  der  Reihen,  die  durch  Division  aus  den  einzelnen  Brüchen 
erzeugt  werden.  Und  umgekehrt,  ist  das  allgemeine  Glied  ein  In- 
begriff einer  Reihe  Formen  der  Gestalt 

1 . 2 ...  n  an,+Ä 

■ 

so  ist  der  erzeugende  Bruch  auch  ein  Inbegriff  einer  Reihe  von 
Brüchen  der  Gestalt 

* 

A 

(a—(ix)m 


§.  4. 

Das  in  §.  2.  Au/geführte  gilt  offenbar  auch  für  den  Fall,  dass 
A  und  a  imaginär  sind. 

Sei  also  A=z  R  (cos  T  + 1  sin  T) ,  a  =  r  (cos  t  -f-  i  sin  t) ,  so  is  t 
das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

R(cosT+i&\nT) 
[r(cos*-f  isin<)  —  bx)T 

entstehenden  Reihe: 


Pf^rpi.^n  m(m+l)...(>n+n— 1)   

1  S  +l       ;"        1.2...»        *  r»+«  ,(cos(/«+70<+i8in(m+?i)0 
R bn  xn  m  (m+l)...(w-t-w— 1)  cos  7*+ 1  sin  T  _ 

ym+n  '  1.2... n  "cos(m-|-M)*-|-isin(ro-f7*)f 

ÄA"ar»    m(m+l)...(w+?? — 1)  r  .  w    ^    .  .        ,  w 

— fr  12...»  '■C0  (("*+")<—  ^)J- 

Dessgleichen  ist  das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

R(co*T—i*mT) 
jr  (cos  t  —  i  si  n  /)  —  bx]m 

entstehenden  Reihe : 

_  m(m+l)  ..(m+n-1)  fcos((m+„)t_^  +f  sin((,n+B) 

28  * 
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Nun  ist  aber 


RjcosT+isinT)  R(co&T~iBmT) 
[r  (cos  t  -r- 1  sin  t)  —  bx]m     [r  (cos  f  — i  sin 

ein  reeller  Bruch,  dessen  Nenner: 

(r*  —  26r:rcost  +  ü*a:4)"»  , 

und  dessen  Zähler: 

Ä^osr+tsinT1)  fr(cost— isinQ  — Aar]»» 
+  Ä  (cos  T—  i  sin  71)  [r  (cos  * + i  sin  0  —  6x]-  , 

welche  Grosse  reell  ist. 

Das  allgemeine  Glied  der  aus  diesem  Bruche  entstehend 
Reihe  ist  somit :  v 

•  (m+n-l)  cog  ((m 

r   '  ±  •  Jt  •  •  •  ff 


Und  umgekehrt  gehurt  zu  einem  solchen  allgemeinen 
ein  erzeugender  Bruch: 

j     R  (cos  T  +  i  si  n  71)  [r  (cos  /  —  t  si  n  t)  —bx]  ■»{ 
j+  jB(cosr-tsinr)  [r(co8(-f  tsinfl  —  6jt]otS 
[ra  —  2  o  r  x  co  s  f + o»  a:a  ]"• . 

Für  m  =  t  ist  das  allgemeine  Glied: 

^^Lco»((n+l)t-r), 

und  der  erzeugende  Bruch : 

2J2  rC0B ( ^ — 0 ~"  ^  cos ^ 
r* — 26rj:cos  t+Wx* 

• 

Diese  Andeutungen  mögen  genügen.  Wir  wenden  uns  ooo  zu 
Summirungen,  wie  sie  durch  die  entwickelten  Formeln  möglich 
werden,  und  deren  Prinzip  in  §.  1.  erläutert  wurde.  Eis  werden 
also  hier  eine  Reihe  Beispiele  folgen. 


§.  5. 

1)  Es  sei  das  allgemeine  Glied  einer  Reihe  (2.4"-f  3)a*,  und 
man  verlange  die  Summe 


2  (2 . 4»  +  3)  xn. 
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1 

Das  allgemeine  Glied  zerlallt  in  2.4» x*  und  3..Z».  Betrachtet 

den  ersten  Theil,  so  ist  in  §.  2.  J=2,  6=4,  fl  =  l,  m=l, 

o 

also  der  erzeugende  Bruch  - — ^-  ;  dessgleichen  ist  der  erzeugende 

3 

Bruch  voo  3.j»  hier  -  ;  also  ist 

l—x 


1— 4#      1— #      1— 5#-f4.ra 

Pfir  K'  ist  das  allgemeine  Glied:  2.4*+M  1  *M^H  +  3.r«fM  i, 
also  der  erzeugende  Bruch 

„, _2.4Mij*+i  .  33^_(2.4Mi+3)xMi-(2.4Mi+12).TMg 
1-4*     +  l-.r  1  -5**4*' 

Mithin  ist 

ir  ^  ^oibJq^  5-1 4ar-(2.4Mi+3):rM i+(2.4Mi+12)*M a 
M  =  ^(2.4-+3)^  =  1-5-H-4*«  

Diese  Grösse  wird  für  ar  =  l :  ihr  wahrer  Werth  ist 

Null 

alsdann  : 

-14-(r+l)  (2  4^H3)  +  (r+2)  (2.4M  4-12) 

Dessgleichen  wird  sie  ^  für  ;r  =  i  oder  4.r=1  ;  ihr  wahrer 
Werth  ist  alsdann : 

-14-(r+l)C24^^).i  +  (r+2)(2.4r+i+12).^ 

—  5  +  2 

_  14.4'+ 1  +  (r+1)  (2.4M  H  3).4 — (H-2)  (2.4Mif  12) 
—  3 . 4M-1  ' 

wie  man  findet,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  nach  x  differenzirt 
l 

tind  dann  x  =  j  setzt. 

2)  Man  soll  die  Summe 

r  (n+lHn+2) 
?  H2 

angeben.  Für  diesen  Fall  ist  in  §.  2.:  A  —  i,  6  =  1,  u  =  i,  m=3, 
also 

K-  -J— 
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Da«  allgemeine  Glied  der  durch  K  entstellenden  Reihe  ist 

(n+r-f  2)  (n+r+3)  ^_p4,1 
1.2 

=  p»+  (2r+5)  n  -f  (r+2)  (r+3)j  a.s+r+l 

=  pt+l)  (w-f  2)  -f  (^+5--4)  («+!)  +  i-H3r-F4 j  arMr+1 

folglich  der  erzeugende  Bruch 

^-(l^+(r+1)ö=^"f   1=^ 

xr+ 1  (4+^±^)  -    t-*  (r«+4r+5) 


Mithin 


^(n+l)(H-2)^  = 
,  o         1  •* 


(1-.T)' 
r 

3)  Es  soll  die  Summe  Z      cosw*  angegeben  werden. 

o 

Nach  §.  4.  ist  hier  Ä=l,  6  =  1,  r=l,  T=t,  also 

1  —  arcos* 


K  = 


Für  a^Hcosfo+r+l)*  als  allgemeines  Glied  ist  JZ=fc=r=l. 
T=—  (rt) ,  mithin 


£1  _  cos  (r+1)  <— arcosr  t  jr4.1 
1—  2a- cos  H 


folglich 

r                 1—3?  cos  t — a+± 1  cos  (r-f  1)  f  -f  af+ *  cos  r< 
X^cosn<  =  i=W+? 

Für  a=l  ist 
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1  -f  cos  t  -f  cos2<  +  cos  3t  +  . . . .  -f  cos  rt 

1— cos 1  +  cos  vi— cos  (r  +  1)1  1,1    cosrl  — cos(r+l)< 

~  2— 2  cos«  ~~2+2*         1— cos* 


2  r  2         .  1  ,  ' 
sin^ 


wie  bekannt. 
4)  Es  sei 


£  [2(3/**-l)2»  +  12n]a* 


Es  ist 


2(3«*—  l)2"  +  12n* 
=  3 -«»ÖL!^Ö±^-.*H-i. 9(ii+1)  +  2»**+12(n+l)-12, 

also 

[2(37i*-l)2»  +  12w]:r« 

=  12  <!i±*i£L±*\2w^ 
1.2 

folglich 

„         12     _   J8_        4  12  12 

~  (l-2ar)s     (l-kir)»  +  +  (1-x)2  * 

Das  allgemeine  Glied  Am+r+i*****1  (§•  1.)  ist  hier: 
[G(n+r+1)*— 2](2x)"l'H  +  12(»+r+l)jc"+'+i, 
oder  wenn  man  r+l=p  setzt: 

m2  .  ("+')("+g>  +  (1^_I8) („  + 1)  +  4  +  p»-  12p](  ir)» .  (2«)/- 
1  •  z 

+  (I2(«fl)— 12)xPar»+ 12p.xPjr»; 

also 

12.CZr)P     (lfr-lK)(gg)>  .44-^-12^  , 
Ä  -  (1— 2x)3  *      (1— 2a-)*      T  v  ' 

12. 12.      ^12;>.3*  _ 
+  (1=5)*      1-*  +  l-* 

.  ,.r    >^      L  12r-6  «iMOr-Tl.^irJLi  lir  I 

(lr)M  L(W+  (i=E>*+  *t=27- J +J:r+  L(W)*+  J 
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Die  verlangte  Summe  ist  nun  K  —  K. 

Weitere  Beispiele  zu  geben,  halten  wir  für  unnothig.  Wir 
haben  nur  auf  diese  Summirungsweise  aufmerksam  machen  wollen, 
da  ihr  Gang  ein  einfacher  und  klarer  ist.  Es  Hessen  sich  noch 
mancherlei  Formeln  daraus  ableiten ,  auf  welche  wir  vielleicht 
später  zurückkommen  werden. 


XXiVIII. 

■leitrage  zu  den  Elementen  der 

Geometrie. 

Von 

Herrn  Rudolf  Wolf, 

Doccnten  der  Mathematik  rnid  Archivar  der  Schmcizeriechcii  natnrfor- 

•chc-nden  Gesellschaft  zu  Bern. 


I. 

* 

Wenn  ich  mich  langst  zu  der  sich  immer  mehr  Bahu  brechen- 
den Ansicht  bekenne,  dass  die  künstlichen  Schranken  zwischen 
einzelnen  Theilen  der  Geometrie  zusammenbrechen  müssen ,  inso- 
fern diese  Wissenschaß  in  ihrer  innern  Gliederung  fortschreiten 
soll;  —  so  halte  ich  namentlich  dafür,  dass  die  ebene  Geometrie 
der  Raumgeometrie  durch  eine  gleichmäßigere  Behandlung  beider 
näher  zu  bringen  ist,  und  ich  gebe  mich  der  Hoffnung  hin,  dem 
mathematischen  Publikum  binnen  Kurzem  einen  betreffenden  Ver- 
such vorlegen  zu  können.   Folgendes  möge  zur  Probe  dienen. 

Wie  der  Flächenberechnung  in  der  Ebene  der  Satz:  Drei- 
ecke von  gleicher  Grundlinie  und  Hohe  sind  gleich 
gross  oder  h ab engleichen  Flächeninhalt,  zu  Grunde  liegt, 
so  gründet  sich  die  Korperberechnung  auf  den  Satz:  Tetraeder 
von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe  sind  gleich  gross 
oder  haben  gleichen  Raumi  n hal t.  Für  ersteren  Satz wüsste 
ich  keinen  klareren  Beweis  zu  geben,  als  den  von  Genvien,  wi«  er 


i 
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in  Archiv.  Tbl.  IV.  8.237.  angedeutet  wurde:  da  er  sich  aber  nicht  auf 
den  Kaum  ausdehnen  lässt,  ho  muss  ich  ihn  dennoch  verwerfen« 
Kbensowenig  kann  ich  den  von  Euklid  oder  Legendre  beibehalten, 
da  ich  es  für  unwissenschaftlich  halte,  die  Berechnung  von  Dreieck 
und  Tetraeder  auf  die  Berechnung  von  Parallelogramm  und  Paral- 
lelepipedum  zu  gründen.  Ich  habe  nun  für  das  Dreieck  folgenden 
Beweis  adoptirt.  Ich  lasse  ein  Dreieck  der  Fläche  nach  entste- 
hen, indem  sich  eine  Gerade  parallel  zu  einer  seiner  Seiten  fort- 
bewegt, während  ihre  veränderlichen  Grenzpunkte  in  den  beiden 
andern  Seiten  bleiben,  —  zeige  dann  (mit  Hülfe  der  bei  meinem 
geometrischen  Systeme  unmittelbar  aus  den  Congruenzsätzen  her- 
vorgehenden Aehnlichkeitssätze),  dass  für  Dreiecke  von  gleicher 
Grundlinie  und  Höhe  die  Erzeugende  in  gleichen  Abständen  von 
deo  Spitzen  gleich  lang  ist,  und  schliesse  aus  der  fortwährenden 
Gleichheit  der  Erzeugenden  auf  die  Gleichheit  des  Erzeugten.  '— 
Für  die  folgenden  Flächensätze  die  gewohnlichen  Beweise  beibe- 
haltend ,  hin  ich  so  in  den  Stand  gesetzt,  die  entsprechenden  Raum- 
sätze auf  ganz  analoge  Weise  zu  erledigen. 

a)  Tetraeder  von  gleicher  Grundfläche  und  Hohe 
sind  gleich.  —  Wenn  (Taf.  VI.  Fig.  0.)  abc=hik  und  do\\tu, 
so  ist  T.  abcd~T.  hiko.  Denn  ist  vic\\tu,  so  hat  man,  da  pa- 
rallele Schnitte  eines  Tetraeders  ähnlich  sind ,  efg  co  abc  und 
Imncszhik,  folglich  auch  ,  wenn  rg>  cp ,  kq  und  ««'senkrecht  zu 
den  Dreiecksseiten  gezogen  sind,  rgfcszpcb  und  sinnest qik.  Aus 
diesen  ähnlichen  Dreiecken  folgen  die  Proportionen: 

I)  gr:cp=gf:cb  =  ef:ab     2)  sn:kq  —  nm:ki~lm:hi. 

Da  ferner  parallele  Ebenen  parallele  Kanten  bilden,  also 
<f\\ab  und  /m||Ai  sein  muss,  so  verhalten  sich 

3)  ef:ab  =  ed:ad  4)  Im:  hi=zlo:ho. 

Endlich  schneiden  parallele  Ebenen  proportional,  also  verhält 
sich  auch 

5)  ed :  ad  —  lo  :  ho, 

■ 

Die  Verbindung  dieser  fünf  Proportionen  gibt  die  zwei  neuen 

ef :  ab  =  Im  :  hi        gr  :  cp  —  sn  :  kq , 

ws  deren  Multiplication 

ef.gr:ab.cp  —  lm.sn:hi.kq  oder  \efg: \abc=  &lmn:  &hik 

folgt  Nun  ist  nach  der  Voraussetzung  \abc  —  AAi'Ä*,  also  muss  auch 
\efg—  \lmn  sein.  Es  kann  sich  aber  der  Rauminhalt  eines  Tetrae- 
ders dadurch  erzeugen ,  dass  sich  eine  Ebene  parallel  einer  Seiten- 
fläche fortbewegt,  während  ihre  veränderlichen  Grenzlinien  in  den 
drei  andern  Seitenflächen  bleiben.  Da  nun  für  zwei  Tetraeder  von 
gleich  er  Grundfläche  und  Höhe  die  Erzeugende  in  gleichen  Distanzen 
▼oo  der  Spitze  nach  dem  Bewiesenen  immer  gleiche  Grösse  bat,  so 
raupen  auch  die  erzeugten  Tetraeder  gleiche  Grosse  haben,  w.  z.  b.  w. 
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b)  Tetraeder  von  gleicher  Hohe  verhalten  sieb  wie 
die  Basen.  —  Wenn  dh  \\  ik  (Taf.  VI.  Fig. JO.)  und abc : efg^min, 
so  verhält  sich  auch  T.  abcd:  T.efgk=min.  Denn  theilt  man  die 
Hasen  :  ab  in  m  unter  sich  gleiche  Theile  und  ef  in  n  unter  sich 
gleiche  Theile,  und  verbindet  die  Theilpunkte  je  mit  den  Spitzen 
c  und  g ,  so  hat  man  offenbar  abc  und  efg  in  m  und  n  auch  unter 
einander  gleiche  Theile  getheilt.  Jeder  dieser  Theile  bestimmt 
mit  der  zu  ihm  gehörenden  Spitze  d  oder  h  ein  Tetraeder,  und 
alle  diese  Tetraeder  haben  gleichen  Inhalt,  weil  sie  bei  gleicher 
Höhe  äquivalente  Grundflächen  haben.  Es  verhalten  sich  also  die 
ganzen  Tetraeder  wie  die  Zahlen  m  und  «,  welche  die  in  Ihnen 
enthaltenen  kleinen  Tetraeder  zählen ,  w.  z.  b.  w. 

c)  Tetraeder  von  gleicher  Basis  verhalten  sich  wie 
ihre  Hohen.  —  Ist  (Taf.  VI.  Fig.  II.)  abc=efg,  so  sollen  sich 
die  Tetraeder  abcd  und  efgh  wie  'ihre  Hohen  verhalten.  Um  dies 
zu  beweisen,  nehmen  wir  ein  Tetraeder  Mm  zu  Hülfe,  welches 
mit  abcd  gleiche  Hube  habe  (so  dass  dm\\rs),  während  Um \\egh 
und  Mcoegf  Dieses  Tetraeder  hat  mit  abcd  nach  der  Voraus- 
setzung gleiche  Höhe  und  äquivalente  Grundfläche,  also  gleichen 
Inhalt.  Denkt  man  sich  nun  efgh  so  in  Mm  gelegt,  dass  die 
gleichen  Grundflächen  zusammen  lallen ,  so  muss  auch  wegen  des 
vorausgesetzten  Parallelismus  egh  in  Um  fallen;  es  sind  daher  die 
beiden  Tetraeder ,  in  Beziehung'  auf  egh  und  Um  als  Grundflächen, 
von  gleicher  Hohe,  und  man  hat  daher 

T.  efgh :  T.  Mm  =  egh :  Um  =  eg .  hq :  il.  mo=zhq:  mo. 

Zieht  man  nun  die  Höhen  mit  und  hp  senkrecht  auf  rs  und  verbindet 
wo  und  pq,  so  muss  no  und  pq±eg  stehen,  da  mo  und  hq 
als  Dreieckshöhen  senkrecht  zu  il  und  eg.  Es  stellen  also  die 
Winkel  mon  und  hqp  die  Neigungen  der  parallelen  Flächen  Um 
und  egh  gegen  rs  vor ,  sind  also  gleich ;  folglich  sind  die  recht* 
winkligen  Dreiecke  mi\o  und  hpq  ähnlich,  also  hq:mo=  hp  :mn. 
Man  hat  daher  endlich 

T.  efgh :  T.  Mm  =  hp  mm  oder  T.  efgh  :  T.  abcd=hp :  mn. 

d)  Die  Inhalte  zweier  Tetraeder  verhalten  sich  wie 
die  Producte  aus  Höhe  und  Basis.  —  Stellen  rxgihx  und 
c2  g2  A3  Volumen ,  Grundfläche  und  Höhe  zweier  Tetraeder  vor, 
una  ist  ferner  r3  gleich  dem  Inhalte  eines  Tetraeders  der  Höhe 
ÄA  und  Grundfläche  git  so  hat  man  nach  b)  und  c): 

folglich  durch  Multiplication : 

e)  Wählt  man  den  Inhalt  eines  Tetraeders,  dessen 
Grundfläche  die  Basis  1  und  Höhe  2  hat,  während 
seine  Höhe  3  beträgt,  zur  Volumeneinheit,  —  so  ist 
das  Volumen  jedes  Tetraeders  gleich  dem  Drittheile 
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deg  Productes  aus  Basis  und  Hübe.  —  Bezeichnen  nämlich 
g  ad  k  Basis  und  Höhe  irgend  eines  Tetraeders  0,  so  hat  man 
nach  der  getroffenen  Wahl  und  in  Folge  von  d) : 

r :  1  =  g .  h  :       .  3  oder  r  = 


II. 

Meistens  wird  den  Schülern  der  Ueberganff  von  den  ersten 
Dementen  der  Geometrie  zu  den  rechnenden  Th eilen  etwas  schwer. 
Die  Erfahrung  hat  mir  nun  gezeigt,  dass  diese  Schwierigkeiten 
un  leichtesten  dadurch  gehoben  werden,  wenn  man  ihnen  die 
Formeln  nicht  nur  durch  Rechnung  ableitet,  sondern  sie  ihnen 
•tucli  durch  Construction  näher  zu  bringen  sucht,  und  ihnen  durch 
Hinneigung  auf  die  gleichen  Resultate  beider  Methoden  Zutrauen 
n  dem  für  sie  neuen  Verfahren  weckt.  Ich  füge  hier  einige  solche 
Instructionen  hei ,  von  denen  ich  mir  nicht  bewusst  bin ,  sie  in 
geometrischen  Werken  gefunden  zu  haben. 

o)  Es  soll  <die  Summe  oder  Diffenz  zweier  Sinus 
oder  Cosinus  in  ein  Product  verwandelt  werden.  — 
Mao  hat  offenbar,  wenn  af—ad  —  l  und  ^fac  —  ^Ldac  (Tal.  VI. 
FHf.  12.). 

Ma  +  sin/?=/^  +  rf«  =  2.cA  =  2.ifc.sin^==2cos^6in^, 
fttna — s'mß=fg  —  de=2.cÄ=2.ctf.cos-i^  =  2  sin  ^-_2Cos^i^  , 
«hb  +  cos ß  =  ag-\-  ae=2.ab  =  2.ac . cos 2  cos cos , 
cosa-cos  ß=ag-ae=-'2hd=-—2cd.  sin  ^^__2sin  ^sin  ?±2. 

6)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  sich  in  jedem  Drei- 
ecke die  Summe  zweier  Seiten  zu  ihrer  Differenz  wie 
die  Tangente  der  halben  Summe  der  Gegenwinkel  zur 
Tingente  ihrer  halben  Differenz  verhält.  Aum  der  nach 
Construction  und  Bezeichnung  für  sich  klaren  Taf.  VI.  Fig.  3. 
folgt  unmittelbar 

a-f  6:a— A=y:x=^:^=  tang^i^  :tang?^5. 


Hl. 

* 

■ 

Bilden  drei  Seiten  eines  Tetraeders  rechte  Winkel 
mit  einander,  so  heissen  sie  Katheten,  dieGegenseite 
Hypotenuse,  das  Tetraeder  rechtwinklig.    Für  jedes 
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solche  rechtwinklige  Tetraeder  besteht  sodann  der  dem  Pythago- 
reischen Theoreme  analoge  Satz:  Das  Quadrat  der  Hypote 
nuse  ist  gleich  der  Quadratsumme  der  Katheten. — 
Wenn  (Taf.  VI.  Fig.  14.)  Z.ABDC  —  ^DABC—AABCD  =90". 
so  folgt ,  da  zwei  zu  einer  dritten  senkrechte  Ebenen  auch  eine  zu 
ihr  senkrechte  Kante  haben  müssen,  dass  j£(a,b)  =  ^ («,  c)  — 
(6,  c)  =  90°,  und  daher 

f 

Zieht  man  nun  eirf,  so  folgt  f±d  und^(a,  c)  =  90°,  und  da  nun 
b.c  —  d.e,  so  wird 

ALW  *  4  4  C«   4  - 

4 

w.  z.  b.  w. 


XMX. 

ITebungsaufKaben  für  Schüler. 


Aufgabe  aus  der  Stereometrie. 

Von  dem  Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 

• 

Unter  den  Namen  der  Archimedischen  Körper  führen  einige 
Lehrbücher  der  Stereometrie  eiue  Klasse  von  Polyedern  auf. 
welche  von  regelmässigen  Polygonen  verschiedener  Art  (z.  B. 
Quadraten  und  gleichseitigen  Dreiecken)  dergestalt  begrnnzt  wer- 
den, dass  an  jeder  Ecke  gleichviel  Polygone  von  einerlei  Art  zu 
sammenstossen.  Diese  Körper,  die  mithin  einen  natürlichen  Fort- 
schritt von  den  sogenannten  Platonischen  Körpern  aus  bilden, 
geben  Anlass  zur  Aufstellung  folgender  Aufgabe  mit  mehreren 
Unbekannten : 
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,  Wie  viel  regelmässige  pecke,  qecke,  recke  etc. 
wird  ein  Polyeder  enthalten  müssen,  wenn  an 
jeder  Ecke  desselben  a  »ecke,  6  ^ecke,  c  recke 
etc.  zusammenstossen  sollen? 

Beispielsweise  fuhren  wir  an,  dass  aus  Quadraten  und 
gleichseitigen  Dreiecken  sich  nur  folgende  fünf  Archirae- 
duche  Korper  bilden  lassen: 

1)  2  gleichs.  Dreiecke  3  Quadr.,  an  jeder  Ecke  1  gl.  Dr.  2  Qu. 

-)  8      „  „       18     „       i,     „      «1     »  3 

3)  8      „  „6 

4)  8        „  „2        ff  ff      M         ff      3  „1 

5)  32      „  „6 

» 

Die  Netze  dieser  Korper  zu  entwerfen,  dürfte  lür  Anfänger 
eine  sehr  iostructive  Uebung  abgeben. 


ff 
ff 
ff 


Aufgabe  aus  der  Integralrechnung. 

Von  dem  Herrn  Doctor  T.  WitUtcin  zu  Hannover. 

In  einem  Tonnengewölbe  (Halbcylin der) ,  dessen 
Grundfläche  horizontal  lie^t  und  dessen  normaler 
Qaerschnitt  eine  halbe  Ellipse  bildet,  denjenigen 
Theil  der  krummen  Oberfläche  zu  berechnen,  welcher 
tod  zwei  Vertikalebenen,  die  einander  in  einem 
Punkte  der  Achse  des  Gewölbes  durchschneiden,  und 
vod  der  Grundfläche  begränzt  wird. 

Wir  theilen  diese  Aufgabe  mit,  weil  sich  das  Resultat  auf 
eine  für  Praktiker  sehr  bequeme  Gestalt  bringen  lässt.  Bezeichnet 
man  mit  a  die  horizontale,  mit  6  die  vertikale  Halbachse  des 
normalen  Querschnitts,  und  mit  Fdie  horizontale  Projection 
der  gesuchten  krummen  Oberfläche,  —  welche  ein  Drei- 
eck bildet,  —  so  ist  diese  krumme  Fläche  selbst 

=  &F, 

wo  man  den  Factor  k,  der  nur  noch  von  dem  Verhältnisse  - 

a 

abhängig  ist,  durch  eine  Integration  findet,  die  auf  Logarithmen 
oder  Kreisbugen  führt,  je  nachdem  man  a>6  oder  a<o  hat.  Sie 
vereinfacht  sich  für  a  =  6,  d.  h.  für  Kreisgewolbe ,  wo  man  das 
überraschende  Resultat  k  —  2  erhält;  in  dieser  einfachsten  Gestalt 
findet  sich  die  Aufgabe  bei  Moigno,  in  dessen  musterhafter 
Darstellung  der  Anwendungen  der  Integralrechnung  auf  Geometrie 
(Calcul  differentiel  et  integral.  Tome  iL). 


i 
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Eine  Anzahl  Werth«  für  k  habe»  wir  in  der  folgenden,  Tafel 
zusammengestellt. 


tt 

k 

Diff. 

l± 
a 

k 

Diff. 

0,5 
0,0 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
11 
1/2 

1,3802 
1,4944 
1,6145 
1,7394 
1,8681 
2,0000 
2,1346 
2,2715 

1142 
1201 
1249 
1287 
1319 

vm 

1369 
1387 

1,3 

!'4 

1,5 

1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 

2,4102 
2,5500 
2,6925 
2,8358 
2,9801 
34254 
3,2715 
3,41^4 

1*5  CT 
loo/ 

1404 
1419 
1433 

\m 

1453 
1461 
1469 

Diese  Aufgabe  findet  Anwendung  sowohl  zur  Berechnung  4fr 
Oberflächen  von  Klostergewölben  (welche  aus  lauter  Flächen- 
stu'cken  von  der  angegebenen  Gestalt  zusammengesetzt  sind),  aU 
auch  von  Kreuzgewölben  (wo  von  jedem  der  sich  durchirren- 
den Tonnengewölbe  Flachenstüeke  der  angegebenen  Art  zu  sub- 
trahiren  sind) ,  und  möchte  sich  desshalb  besonders  für  technische 
'Lehranstalten  als  Rechnungsheispiel  eignen. 


Niscellen. 


Professor  Frisch  in  Stuttgart  hat  sich  einer  vollständigen 
Ausgabe  von  Kepler'  s  Schriften  unterzogen  und  den  dazu  ent- 
worfenen Plan  bekannt  gemacht.  Die  Schriften  sollen  in  ihrer 
ursprünglichen  Form  chronologisch  geordnet  erscheinen ,  begleitet 
von  kurzen  erläuternden  Anmerkuogeu.  Eine  Einleitung  wirdeineu 
Ueberblick  über  den  Zustand  der  Mathematik  und  Naturwissen- 
schaften in  der  Keplern  vorausgegangenen  Zeit  geben  und  daran 
sich  Kepler  s  Leben,  mit  Rücksicht  auf  dessen  wissenschaft- 
liche Thätigkeit,  schliessen.  Hierzu  steht  die  Benutzung  von  Kep- 
ler' s  handschriftlichem  Nachlasse,  welcher  in  22  Foliobänden  die 
Concepte  der  gedruckten  Werk*  und  einen  reichhaltigen  Brief- 
wechsel, so  wie  mehrere  angefangene  astronomische  Arbeiten  or>d 
zerstreute  Notizen  enthält,  zu  erwarten.    Die  Geschichte  diese» 
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Nachlasses  erzählt  v.  Murr  in  seinem  Journal  für  Künstle 
schichte.  Thl.  3.  S.  727.  Dr.  flansch,  Gollegiat  in  Leip- 
zig, hatte  ums  Jahr  1710  die  Handschriften  um  100  Fl.  in  Danzig 
erkauft,  und  erlangte  von  dem  Kaiser  Karl  VI.  das  Versprechen 
fod  4000  Fl.  zu  der  Herausgabe;  doch  ward  ihm  nach  Ueberrei- 
cbung  des  ersten  Bandes  der  Titel  eines  kaiserlichen  Raths  und 
eine  goldene  Kette  verliehen,  aber  die  Unterstützung  versagt.  In 
Frankfurt  a.  M.  gedachte  er  dennoch  den  Druck  zu  bewerk- 
stelligen, und  verlor  darüber  seine  Collegiatur  zu  Leipzig.  Auch 
die  Ausgabe  des  über  de  calendario  Gregoriano.  1726. 
vermochte  nicht  die  kaiserliche  Zusage  der  Erfüllung  naher  zu 
bringen.  Die  Kepl  ersehen  Handschriften  waren  indessen  zu 
Frankfurt  für  828  Fl.  versetzt  worden,  wo  sie  in  Vergessenheit 
zeriethen,  bis  sie  v.  Murr  im  Jahre  1774  ffir  die  Akademie  in 
Petersburg  erkaufte.  Dort  ward  alsbald  ein  Plan  zur  Heraus- 
gabe entworfen,  blieb  aber  ohne  Ausführung.  Vielleicht,  dass 
nun  Mitglieder  der  Akademie  in  Petersburg  mitwirkend  eintre- 
ten, und  das  für  die  Wissenschaft  wichtige,  das  Andenken  des 
prassen  Mannes  erneuernde  Werk  vollenden  (Jenais che  Lite- 
ratur-Zeitung.   1&45.    Nr.  194.   S.  775.). 


Die  mathematische  Gesellschaft  in  London. 

Gegen  Mitte  Juni  1845  fand  die  Einverleibung  der  seit  1717 
bestehenden  „Mathematischen  Gesellschaft'*  in  die  „Astro- 
nomische Gesellschaft"  statt.  Dieses  Ereigniss  ist  insofern 
von  Interesse ,  als  die  Gründung  des  erstgenannten  Vereins  eine 
ganz  auf  das  Volk  und  seine  Bildung  berechnete  war.  Was  heut- 
zutage die  sogenannten  Mechanic  institutions  und  Lyceums  in  den 
englischen  Fabrikstädten  sich  nach  vielseitigerer  Richtung  hin  zur 
Aufgabe  stellen,  das  suchte  diese  Gesellschaft  in  besonderm  Bezug 
auf  mathematische  und  physikalische  Wissenschaften  durch  gegen- 
seitigen Unterricht,  Vorlesungen  und  dergleichen  zu  erreichen. 
Der  Grundsatz,  welcher  an  der  Spitze  der  Gesellschaftssatzungen 
stand,  lautete:  „Es  ist  die  Pflicht  jedes  Mitgliedes,  wenn  es  um 
Auskunft  über  eine  mathematische  oder  naturwissenschaftliche 
Frage  von  einem  Andern  angegangen  wird,  Letzterem  in  der  fass- 
lichsten und  deutlichsten  Weise,  deren  es  fähig,  Aufschluss  zu 
ertheilen."  Ursprünglich  zählte  die  Gesellschaft  04  Mitglieder, 
später  81,  Quadratzahlen,  die  als  Symbole  gelten  mochten.  Zum 
grossen  Theil  bestand  sie  aus  Leuten  von  niederm  Herkommen, 
die  sich  aus  eigenem  Triebe  und  eigner  Kraft  zum  Denken  und 
Forschen  emporgearbeitet,  sogenannten  Autodidakten,  und  doch 
befanden  sich  Männer  darunter,  die  sich  einen  europäischen  Na- 
men erwarben.  So  Dollond  und  Thomas  Simpson,  welcher 
Letztere  von  der  Gesellschaft  von  seinem  Webstuhle  in  Spitalüelds 
hervorgezogen  wurde,  um  in  der  Woolwich  Academy  Mathematik 
zu  lehren.  Wie  heute  noch  ein  grosser  Theil  der  Handwerker- 
meine in  Deutschland,  legte  man  sich  bei  den  Versammlungen. 
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welche  gegenseitigen  wissenschaftlichen  Austausch  und  ßilduu» 
zum  Zweck  hatten ,  nicht  den  mindesten  conventionellen  Zwang 
auf.  Jedes  Mitglied  erschien  mit  seiner  Pfeile,  hatte  seinen  Zinn- 
krug mit  Ale  vor  sich  stehen ,  und  brachte  Schiefertafel  und  Griffel 
mit.  Es  schien  Grundsatz  zu  sein,  bei  Erörterung  der  schwierig' 
sten  Fragen  dem  Satze:  „ex  fumo  dare  lucem"  buchstäblich  An- 
wendung zu  verschaffen  Später  kamen  andere  Elemente  hinzu, 
welche  im  Sinne  der  geselligen  Verleinererungen  Neuerungen 
machten.  An  die  Stelle  des  Zinnkrugs  trat  das  Glas  und  die 
Pfeife  verschwand  allmälig ;  aber  mit  dem  alten  Brauch  nahm  auch 
die  Zahl  der  Mitglieder  ab,  und  deren  kabbalistische  Geviertzahl 
war  bald  nur  eine  geschichtliche  Denkwürdigkeit.  Endlich  zählte 
sie  nur  noch  19  Mitglieder,  nicht  mehr  Weber  und  anderes  Ge- 
werbsvolk, sondern  Mitglieder  anderer  mit  hochklingenden  Namen 
versehener  Gesellschaften.  Da  ihr  Fortbestehen  unter  solchen 
Umständen  nicht  mehr  möglich  war,  machte  man  der  Astronomi- 
schen Gesellschaft  den  Vorschlag  zur  Vereinigung ,  die  ihn  bestens 
aufnahm,  da  sie  sich  dadurch  ansser  der  Zunahme  ihrer  Mitglieder 
iu  Besitz  der  reichen  Sammlungen  und  anderer  Mittel  der 
inatischen  Gesellschaft  setzte.  * 


Un  nouvel  observatoire  meteorologique  vient  d'etre  etabli  sur 
le  sommet  du  Vesuve;  il  a  e*te  inaugure  a  Toccasion  du  deroier 
congres  des  savants  Italiens,  räunis  cette  annee  ä  Naples.   11  est 
place  ä  l'endroit  de  la  montagne  celebre  que  Ton  nomine  San 
ttssimo  Salvatore. 


> 
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XXV. 

Literarischer  Bericht. 


Schriften  über  Unterrichtsmethode. 


Ueber  die  Beschränkung  des  mathematischen  Un- 
terrichts auf  den  kurhessischen  Gymnasien  durch  die 
hohe  Ministerial-Verfügunc  vom  28.  Februar  184S,  Kur- 
fürstlichem Ministerium  des  Innern  als  Denkschrift 
unterthänig  überreicht  von  Dr.  E.  W.  Grebe,  Gymna- 
siallehrer zu  Kassel.   Marburg  1843.  8. 

Die  betreffende  Ministerialverfügung,  von  welcher  schon  im 
Literarischen  Berichte  Nr.  XVIII.  S.  2/4.  die  Rede  gewesen  ist, 
wird  zuerst  auf  S.  3.  vollständig  mitgetheilt  und  dann  weiter  be- 
sprochen ,  indem  der  Herr  Vf.  diese  Besprechung  auf  die  drei  fol- 
genden Hauptpunkte  zurückführt: 

„1.  Die  Beschränkung  des  mathematischen  Unterrichts  hin- 
sichtlich der  darauf  zu  verwendenden  Zeit  steht  mit  der  Beschrän- 
kung des»  äusseren  Uni  längs  durchaus  in  keinem  Verhältniss. 

2.  Dieses  Missverhäitniss  wird  auch  durch  die  Vorschrift 
über  die  innere  Behandlung  der  Mathematik  nicht  allein  nicht  beseitigt, 
sondern  sogar  noch  vermehrt 

3.  Statt  der  dermaligen  Beschränkung  des  mathematischen 
(iymnasialunterrichts  hinsichtlich  seines  äussern  Umfangs  erscheint 
vielmehr  eine  andere  im  Interesse  uuserer  Gymnasien  wünschen*- 
werth;  aber  auch  selbst  wenn  diese  eintreten  sollte,  bleibt  die 
Wiederherstellung  der  früheren  wöchentlichen  Stundenzahl  drin- 
gendes Bedürfniss. " 

Was  die  unter  Nr.  3.  angedeutete  wünschenswerthe  Beschrän- 
kung des  mathematischen  Unterrichts  angeht,  so  betrifft  dieselbe 

Idie  Ausschliessung  der  Stereometrie ,  welche  nebst  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  und  der  sphärischen  Trigonometrie  dem  akade- 
mischen Unterrichte  vorbehalten  werden  soll.  Obgleich  wir  nicht 
Rauben,  dass  in  letzterer  Beziehung  alle  Lehrer  der  Mathematik 
dem  Herrn  Vf.  beistimmen  werden ,  da  die  Stereometrie  jedenfalls 
eine  eigentümliche  bildende  Kraft  besitzt,  die  nicht  leicht  jeder 
Gymnasiallehrer  unbenutzt  lassen  möchte,  so  ist  die  Schrift  doch 

Kau.1  VII.  24 
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durchgängig  mit  grosser  Besonnenheit  verfasst,  bekundet  überall 
den  erfahrenen  Lehrer,  der  sich  zu  manchem,  namentlich  zu  dem 
vorher  erwähnten  Vorschlage,  wohl  nur  durch  die  Dringlichkeit 
der  Umstände  veranlasst  und  genöthigt  gesehen  hat,  und  verdient 
von  allen  Lehrern  der  Mathematik  beachtet  zu  werden. 

Als  Resultat  der  ganzen  von  dem  Herrn  Vf.  angestellten  Un- 
tersuchung ergiebt  sich,  dass  derselbe  an  das  Hohe  Kurfürstlich 
Hessische  Ministerium  die  Bitte  richten  zu  müssen  glaubt,  die 
Verfugung  vom  28.  Februar  1843  in  mehreren  wesentlichen  Punk* 
ten  zu  modificiren.  Dass  dies  recht  bald  geschehen  möge,  wün- 
schen wir  mit  dem  Herrn  Vf.  im  Interesse  des  mathematischen 
Unterrichts  überhaupt  und  zum  Besten  der  Kurfürstlich  Hessischen 
Gymnasien  insbesondere.  Eine  Gewährleistung  hierfür,  und  zwar 
nach  unserer  Ueberzeugung  eine  jedenfalls  höchst  erfreuliche,  liegt 
schon  in  dem  Umstände,  dass  der  Herr  Vf.  keinen  Anstand  neh- 
men zu  müssen  geglaubt  hat,  der  ihm  unmittelbar  vorgesetzten 
höchsten  Behörde  zwar,  wie  es  sich  gebührt  und  schickt,  in 
ruhigem  und  ehrerbietigem  Tone,  aber  doch  freimüthig  und  offen, 
in  einer  vor  das  Forum  der  Oeffentlichkeit  gebrachten  Schrift  ent 
gegen  zu  treten,  was  jedenfalls  diese  hohe  Behörde  selbst  in  einem 
sehr  vortheilhaften  Lichte  erscheinen  lässt,  und  ein  erfreuliche». 
Zeichen  der  Zeit  ist. 


Arithmetik. . 


Poinsot:  Reflexions  sur  les  principe*  fondamentaux  He 
la  theorie  des  nombres.   4.    Paris  1845.   8  fr. 

* 

(Aus  Liouville's  Journal  besonders  abgedruckt.) 

Ueber  die  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen. 
Von  Dr.  Brandis,  viertem  Lehrer  an  dem  Königlichen 
Christianeum  zu  Altona  (Programm  des  Christianeuni  zu 
Altona  von  Ostern  1845).    Altona.  1845.  4. 

Diese  Abhandlung,   deren  erster  Theil  jedoch  für  jetzt  nur 
vorliegt ,  verdient  jedenfalls  allgemeiner  bekannt  und  beachtet  zn 
werden.   Der  Herr' Vf.  hat  in  derselben  eine  Zusammenstellung 
der  verschiedenen  allgemeinen  Principe,  auf  welche  bis  jetzt  die 
Auflösung  der  numerischen  Gleichungen  gegründet  worden  ist, 
mit  deren  gehöriger  Begründung ,  zu  geben  und  zugleich  die  Gren- 
zen ihrer  Anwendbarkeit  naher  zu  bestimmen  gesucht,  namentlich 
ob  dieselben  bloss  bei  der  Aullösung  der  algebraischen  oder  auch 
bei  der  Auflösung  der  transcendenten  Gleichungen  anwendbar  sind. 
Dass  der  Herr  \  f.  bei  den  älteren .  Methoden  kürzere  Zeit  ver- 
weilt als  bei  den  neueren,  kann  nur  gebilligt  werden,  und  die 
ganze  Abhandlung  wird ,  wenn  sie  erst  in  ihrer  Vollendung  vorliegt, 
zugleich  eine  gute  historische  Uebersicht  über  die  verschiedenen 
Auflösungsmethoden  der  numerischen  Gleichungen  darbieten.  Der 
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so  nichtigen  Lehre  vom  Excess  der  gebrochenen  algebraischen 
Functionen  bat  der  Herr  Vf.  mit  Recht  besondere  Aufmerksam- 
keit gewidmet,  und  namentlich  in  dieser  Beziehung  enthält  die 
Abhandlung  auch  manches  Eigentümliche,  was  wir  leider  hier 
zwar  nicht  Alles  einzeln  namhaft  machen  können,  aber  doch  nicht 
unerwähnt  lassen  dürfen,  dass  der  Herr  Vf.  mit  Hülfe  der  Lehre 
vom  Excess  einen  neuen  rein  analytischen,  und  selbst  für  trans- 
zendente Gleichungen  gültigen  Ueweis  des  wichtigen  Theorems 
von  Cauchy  über  die  <i ranzen  der  imaginären  Wurzeln  der  Glei- 
chungen gegeben  hat.  Wir  wünschen,  dass  der  Herr  Vf.  recht 
bald  Gelegenheit  finden  möge,  die  Fortsetzung  dieser  Abhandlung 
herauszugeben. 

Handbuch  der  mathematischen  Analysis  von  Doctor 
Oskar  Schlömilch,  Pri vatdoceuten  an  der  Universität 
zu  Jena.  Erster  Theil.  Algebraische  Analysis.  Mit 
zwei  Kupfertafeln.   Jena.  1845.   8.   2  thlr.  lf>  ggr. 

Vor  dem  Jahre  1821,  wo  Cauchv's  „Cours  d' Analyse  de 
l  ecole  royale  pol  vtechnique.  Ire  Partie.  Analysealge- 
brique"  erschien,  ist  es  wonl  nur  wenigen  Mathematikern  ein- 
gefallen, an  der  völligen  Unfehlbarkeit  der  Lehren  der  Analysis, 
und  namentlich  auch  an  der  völlig  allgemeinen  Gültigkeit  der  in 
derselben  gewonnenen  Resultate  zu  zweifeln;  ja  es  hätte  wohl 
geradezu  für  ein  crimen  laesae  majestatis  gegolten,  wenn  einer 
Mch  so  etwas  hätte  wollen  in  deu  Sinn  kommen  lassen,  und  vol- 
lends wenn  er  solche  gefährliche  Ideen  öffentlich  auszusprechen 
gewagt  hätte.    Man  denke  hierbei  nur  an  die  combinatoriscne  Ana- 


hoben  Standort,  von  welchem  man  die  Gefilde  der  Ana- 
lysis ubersehen  kann"  nannte.  Das  ist  nun  freilich  seit  dem 
Erscheinen  des  oben  genannten  wichtigen,  und  jedenfalls  in  der 
Geschichte  der  Mathematik  wahrhaft  Epoche  machenden  Werks 
von  Cauchy,  und  mehrerer  anderer  auf  dasselbe  gefolgter  Schrif- 
ten desselben  tiefsinnigen  Mathematikers,  jetzt  in  vieler  Rücksicht 
anders  geworden ,  und  der  oben  genannte  hohe  Standort,  von  wel- 
chem mau  die  Gefilde  der  Mathematik  übersehen  kann,  ist  aus 
den  Werken  C  a  u  ch  y'  s  und  allen  deren  Richtung  folgenden  neue-  ' 
reo  analytischen  Schriften  gänzlich  verschwunden. 

Fragt  man  sich  nach  dem  Grunde  dieser  bei  einer  Wissen- 
schaft von  so  hoch  gerühmter  Strenge,  wie  die  Mathematik,  aller- 
dings sehr  merkwürcligen  Erscheinung ,  und  will  auf  diese  Frage 
eine  ganz  unumwundene,  auf  keiner  Selbsttäuschung  beruhende 
Antwort  ertheilen ,  so  muss  man  kurzweg  sagen:  „dass  diese 
Erscheinung  darin  ihren  Grund  hat,  weil  Cauchy  zuerst 
völlig  klar  und  deutlich  gezeigt  hat,  d  ass  es  mit  der  fr  ü  - 
her  so  hoch  gerühmten  völligen  Allgemeinheit  der  meis- 
ten der  von  den  älteren  Analytikern  aufgestellten  Sätze 
nichts  ist,  dass  diese  Sätze  vielmehr  sehr  häul ig  wesent- 
lichen Einschränkungen  unterworfen  und  nicht  selten  in 
«ehr  enge  Gränzen  eingeschlossen  werden  müssen,  wenn 
ihre  Anwendung  nicht  zu  unrichtigen  oft  völlig  wider- 
sinnigen Resultaten  führen  soll;  dass  daher  auf  diese 
Weise  der  wahre  materielle  Gehalt  der  Analysis  gegen 
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früher  sehr  vermindert  worden  und  die  Anzahl  derje- 
nigen Sätze,  welche  gegenwärtig  als  völlig  lest  begrün 
d e t  und  n a m e n 1 1 i ch  au  ch  rücksichtlich  der  Zulässigkeit 
ihrer  Anwendung  als  in  völlig  bestimmte  kränzen  ein- 
lesen lossen  zu  betrachten  sind,  im  Verbal tniss  zudem 
früheren  Zustande  der  Analysis  eine  sehr  geringe 
ist,  d ass  man  aber  eben  deshalb  gerade  diese  Sätze 
als  kostbare  Perlen  zu  betrachten  hat,  die  man  sich 
durch  nichts  wied  er  entreissen  lassen  darf,  vielmehr 
immer  sorgfältiger  pflegen  und   weiter  auszubilden 
suchen  muss  *);    dass  man  endlich,  so  wie  die  Sachen 
jetzt  stehen,  die  früher  grösstenteils  gewöhnliche, 
namentlich  eine  möglichst  grosse  Allgemeinheit  er- 
strebende Behandlungsweise  der  Analysis,  insbeson- 
dere die  sogenannte  Methode  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten,  verlassen,  bei  Begründung  der  analyti- 
schen Sätze  zu  mehr  speci eilen ,  jedem  einzelnen  Falle 
besonders  angepassten  Methoden  seine  Zuflucht  neh- 
men, und  dabei  sein  Augenmerk  ganz  vorzüglich  darauf 
richten  muss  —  "ewissermassen  nach  Art  der  griechischen 
Geometer,  welche  bekanntlich  überall  mit  der  ängstlich- 
sten  Sorgfalt   und  Genauigkeit   alle   möglichen  Fälle 
streng  von  einander  schieden  und  jeden  derselben  einer 
besonderen  Betrachtung  unterwarfen  — ,  alle  einzelnen 
Fälle,  die  bei  einem  Satze  vorkommen  können,  von 
einander  zu  unterscheiden,  und  bei  jedem  einzelneu 
derselben  die  Zulässigkeit  oder  Unzulässigkeit  des 
Satzes  zu  untersuchen,  überhaupt  also  jederzeit  die 
Gränzen,   innerhalb  welcher  der  Satz  richtig  oder  un 
richtig  ist,  bestimmt  festzustellen. 

Mit  diesen  wenigen  Worten  habe  ich,  so  viel  es  hier  der  Raum 
gestattete,  den  Geist  der  neueren  Analysis  in  der  ihr  vorzüglich 
durch  Cauchv  gegebenen  gegenwärtigen  Gestalt  zu  charakterisi* 
ren  gesucht.  Dass  dieselbe  in  Rücksicht  auf  eine  gewisse  Eleeanx 
und  die  Allgemeinheit  der  Behandlungsweise  der  älteren  Analysis 
nachsteht,  will  ich  gern  zugeben,  und  auch  einräumen,  dass  überhaupt 
die  wahre  Behandlungsweise  der  Analysis  noch  nicht  gefunden  ist, 
so  wio  auch,  dass  es  wohl  möglich  sein  dürfte,  mehrere  der  älte- 
ren Methoden  zu  grösserer  Strenge  zu  erheben ,  welches  zu  ver- 
suchen —  was  unter  allen  Bedingungen  mit  Dank  aulzunehmen  ist  — 
jedenfalls  eine  sehr  würdige  Aufgabe  für  jeden  Mathematiker  ist; 
eben  so  entschieden  muss  ich  aber  behaupten,  dass  von  der  neue 
ren  Analysis  in  Hücksicht  auf  die  Feststellung  der  gewonnenen 
Resultate  auf  völlig  sicheren  Grundlagen,  auf  gehörige  Einschriin 
kung  derselben  zwischen  bestimmten  Gränzen  und  auf  die  dadurch 
bedingte  vollständige  Sicherstellung  vor  Fehlgriffen  in  deren  An- 
wendung, überhaupt  also  auf  eine  wahrhaft  strenge,  von  jeden» 


')  Ungefähr  mit  den  letzteren ,  hier  übrigen«  nur  aus  dem  Gedächt- 
nisse niedergeschriebenen  Worten,  äusserte  sich  vor  Kurzem  gegen  des 
Unterzeichneten  in  einem  Briefe  auch  ein  demselben  befreundeter  trrlT 
lichcr  schwedischer  Mathematiker,  Uerr  Professor  Malm  st  rn  in  Vf- 
sala,  der  mit  der  älteren  und  neueren  Analysis  in  gleichem  Grade  tct- 
traut  ist. 
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Zweifel  freie  Begründung  der  Sätze,    u eiche    den  eigentlichen 
materiellen  Inhalt  der  {ranzen  Wissenschaft  bilden,   die  altere  bei 
Weitem  überflügelt  wird,   und  dass  in  allen  diesen  Beziehungen 
die  ältere  Analysis  im  Verhältnis«  zur  neueren  eigentlich  nur  als 
eio  Spiel  mit  Formen  zu  betrachten  ist,  welches  durchaus  keine  wahr- 
haft innere  Ueberzeugung  von  der  unumstößlichen  Richtigkeit  der  ge- 
wonnenen Resultate  zu  gewähren  geeignet  ist ,  und  dieselbe  in  tler 
That  auch  fast  nie  gewährt.    Hierbei  hat  man  auch,  was  die  Me- 
thode betrifft,  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Beweise  in  der  neue- 
ren Analysis  häufig  ein  Werk  des  grössten  Scharfsinns  sind,  dass 
jeder  in  seiner  Eigentümlichkeit  oft  ein  besonderes  Kunstwerk 
t*t,  und  eben  so  sehr  wie  die  Entwickelungsmethoden  der  älteren 
Aufysis,  rücksichtlich  ihrer  allgemeinen  Anwendbarkeit,  in  seiner 
«geothüm  liehen  Gestaltung  durch  grosse  Eleganz  sich  auszeichnet 
und  anzieht.    Man  hat  diese  Beweise  hin  und  wieder  nicht  mit 
den  Namen  Kunstwerke ,  sondern  mit  dem  Namen  Kunststücke  zu 
benennen  beliebt.    Dies  können  sich  aber  alle  diejenigen  Mathema- 
tiker, denen  der  in  den  Schriften  der  griechischen  Geometer  herr- 
!  eckende  Geist  nicht  fremd  geworden  ist,  gern  gefallen  lassen ;  deun 
*ind  die  Beweise  der  neueren  Analysis  Kunststücke,  und  entbehren 
dieselben  eines  gewissen  durchgreifenden  Priucips,  so  ist  noch 
I  vielmehr  die  ganze  griechische  Mathematik  ein  Kunststück  zu 
uenneo.    Der  Geist  der  neueren  Analysis  und  der  Geist 
der  griechischen  Mathematik  ist  nach  meiner  vollkomj- 
raensten  Ueberzeugung,  wie  ich  schon  oben  andeutete, 
im  Wesentlichen  ganz  ein  und*  derselbe,  was  gewiss  bei 
jedem  in   der  Strenge  der  Griechen  aufgewachsenen  und  erstark- 
ten Mathematiker  der  ersteren  nur  zur  Empfehlung  gereichen  kann. 
Ganz  in  dem  so  eben  näher  charakterisirten  Geiste  der  neue- 
i  reo  Analysis  ist  das  vorliegende  Werk  des  Herrn  Doctor  S  ch  I ö - 
milch  verfasst,  und  verbreitet  sich  hauptsächlich  über  die  folgen- 
de» Gegenstände.    Einleitung.  —  Von  den  veränderlichen  Grös- 
sen und  den  Functionen  im  Allgemeinen.    (In  diesem  mit  Recht 
«eh?  ausführlichen  Kapitel  hat  d!er  Herr  Vf.  die  wichtigsten  Grund- 
lagen der  ganzen  Wissenschaft  zusammengefasst  una  sich  dabei 
der  grossten  Deutlichkeit  und  Anschaulichkeit  befleissigt,  deshalb 
auch  öfters  geometrische  Darstellungen  zu  Hülfe  genommen.  Dass 
in  diesem  Kapitel  vorzüglich  auch  von  der  Kontinuität  und  Dis- 
"xttinnitSt  der  Functionen,  von  den  Gränzen  u.  s.  w.  gehandelt 
:  worden  ist,  versteht  sich  von  selbst.).  —  Bestimmung  der  Natur 
verschiedener  Functionen  aus  gegebenen  Eigenschaften  derselben 
Auflösung  der  Gleichungen  f\x)         =  /T^-Kw),  /I J*) .  f{y)  ~f{x\-y)* 
f\x)  f  f\y)  r=  f\jcy) ,  fl&)  •  fXy)  Di*  Wichtigkeit  der  Auflö- 

sung solcher  Functionsgleichungen ,  welche  zur  allgemeinen  Oha- 
ra kterisirung  der  eigentlichen  I^atur  der  Functionen  sehr  geeignet 
«ind,  kann  nach  unserer  Meinung  nicht  gering  hervorgehoben  wer- 
den, und  verdient,  dass  sich  die  Analytiker  noch  mehr  als  bisher 
geschehen  mit  derselben  beschäftigen.  Deshalb  hat  auch  der 
Herr  Vf.  mit  Recht  auf  dieselben  ein  besonderes  Gewicht  gelegt.).  — 
Bestimmung  der  Natur  der  Functionen  aus  gegebenen  speciellen 
Werthen  derselben  (Hier  vorzüglich  auch  vom  Interpolationspro 
Menri.  —  Von  den  endlichen  unci  unendlichen  Reihen  (Hier  natür* 
Reh  hauptsächlich  von  der  Konvergenz  und  Divergenz  der  Reihen 
und  von  den  Rechnungen  mit  unendlichen  Reihen).  —  Das  Bino- 
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mialtheorcin .  —  Die  Exponentialreihe.  —  Die  logarith mischet) 
Reiben.  —  Die  Reihen  für  den  »Sinus  und  Cosinus.  —  Potenzen 
mit  unmöglichen  Grundzahlen  (Theoreme  von  Moivre  und  Cotes. 
Auflösung  der  reinen  Gleichungen).  —  Die  Exponentialgrössen  und 
Logarithmen  mit  imaginären  Exponenten.  —  Die  goniemetrischen 
und  cyklometrischen  Functionen  mit  imaginären  Variabein.  — 
Reihen,  welche  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  Vielfachen  eine* 
Bosens  fortschreiten.  —  Reihen  für  den  Sinus  oder  Cosinus  eine« 
vielfachen  Bogens.  —  Reiben  für  die  cyklometrischen  Functionen. 
—  Die  goniometrischen  Functionen  unter  der  Form  von  Producten.  — 
Verschiedene  Relationen  für  goniometrische  Functionen  (Hier  auch 
von  den  Bernoullischen  Zahlen  und  den  Sekanten  -  Coeflicientw 
und  deren  Beziehungen  zu  einander).  —  Die  wichtigsten  Einen- 
Schäften  der  Kettenbrüche.  —  Verwandlung  von  Reihen  in  Ket- 
tenbruche (Dass  der  Herr  Vf.  in  diesen  beulen  Kapiteln  auch  die 
Theorie  der  Kettenbrüche,  wobei  zugleich  von  der  Irrationalität 
der  natürlichen  Logarithmen  und  der  Ludolphschen  Zahl  gehan- 
delt wird,  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  gezogen  hat,  ver- 
dient besondere  Anerkennung).  —  SchlussBetrachtung. 

Aus  dieser  Uebersicht  des  Inhalts  ergicbt  sich,  dass  das  Werk 
sich  fast  über  alle  Gegenstände  der  algebraischen  Analysis  (jedoch 
mit  Ausschluss  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen)  verbrei- 
tet, und  wir  können  dasselbe  einem  Jeden,  wer  sich  mit  der  neue- 
ren algebraischen  Analysis  gründlich  bekannt  zu  machen  ßernf 
und  Veranlassung  findet,  wegen  seiner  Deutlichkeit  aus  Ueberzeu 
gung  empfehlen,  und  hegen  die  Hoffnung,  dass  dasselbe  überhaupt 
zur  Weiteren  Verbreitung  der  neueren  Ansichten  und  zu  der  richtigen 
Würdigung  derselben,  zugleich  aber  auch  überhaupt  zur  Beförderung 
wahrhaft  gründlicher  analytischer  Studien  Vieles  beitragen  wird.  Der 
Herr  Vf.  hat  nach  einer  möglichst  systematischen  Darstelluog  ge- 
strebt; hat  alle  Grundbegriffe  und  Sätze  möglichst  anschaulich  zo 
machen  und  durch  geeignete  allgemeine  Betrachtungen ,  wohin  nament- 
lich die  Vorrede  und  die  Schlussbetrachtung  gehören,  ein  grösseres 
Licht  über  das  eigentliche  Wesen  der  Wissenschaft  und  ihrer 
Methode  zu  verbreiten  gesucht ;  hat  endlich  das  Imaginäre  über 
all,  wo  seine  Einmischung  als  fremdartig  erscheint,  zu  vermeiden 
sich  angelegen  sein  lassen ,  und  darin  öfters  zu  eigenthümlichen 
Entwickelungen  und  Darstellungen  Veranlassung  finden  müssen, 
welche  von  seinem ,  schon  durch  viele  frühere  Arbeiten  hinreichend 
bewährten  Scharfsinn  ein  neues  erfreuliches  Zeugniss  ablegen. 

Gewünscht  hätten  wir,  dass  der  Herr  Vf.  auch  die  im  Geiste 
der  neueren  Analysis  noch  sehr  wenig  untersuchte  Theorie  derFacal- 
täten  aufgenommen  hätte,  welche  wir  bei  dieser  Gelegenheit  über* 
haupt  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  empfehlen  möchten. 
Denn  sobald  der  Exponent  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  sind 
wir  in  diesem  Theile  der  Analysis  jedenfalls  noch  sehr  im  Unkla- 
ren. Unter  mehreren  anderen  Tragen ,  die  man  sich  hier  vorleben 
kann ,  wollen  wir  wegen  Beschränktheit  des  Raumes  jetzt  nur  die  i 
eine  nach  der  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe,  die  eine  Facul- 
tät  mit  gebrochenem  Exponenten  haben  kann, «und  nach  der  voll- 
ständigen Bestimmung  dieser  sämmtlichen  verschiedenen  Werthe 
hervorheben,  welche  sich  nach  unserer  Meinung  hier  eben  so  gut 
wie  die  analoge  Frage  bei  den  Potenzen,  die  in  der  Auflösung  Üer 
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reinen  Gleichungen  bekanntlich  bereits  ihre  vollständige  Beantwor- 
tung gefunden  hat,  aufgeworfen  werden  kann. 

Der  Fortsetzung  dieses  auch  ausserlich  sehr  gut  ausgestatte- 
ten Werks  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 

Folgende  Druckfehler  sind  noch  in  demselben  zu  verbessern: 
S.18.  Z.  1.  v.  o.  I.  AB  statt  OB.  -  S.  171.  Z.  1 1.  v.  o.  I.  +     statt  -»i4. 

G. 

Anleitung  zu  finanziellen,  politischen  und  juridi-  - 
sehen  Rechnungen.  Ein  Handbuch  lür  Staatsmänner, 
Ca  in  e  ral  isten ,  Kaufleute,  Juristen,  Forstmänner, 
Oeconomen  u.  s.  w.  von  Dr.  L.  Oettinger,  Grossherzogl. 
Kadischem  Hofrath  und  ordentlichem  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Freiburg  i. B.  Braun- 
schweig. 1S45.   8.   1  thlr.  20  ggr. 

Der  Hauptinhalt  dieses  neuen  Werks  über  die  sogenannte  poli- 
tische Arithmetik  ist  folgender :  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen.  — 
Rechnung  mit  Zinses-Zinsen.  —  Verhältnis*  zwischen  der  Rech- 
nung mit  einfachen  Zinsen  und  der  mit  Zinses-Zinsen  und  Anwen- 
dungen. —  Ueber  die  Berechnung  des  Interusuriums.  —  Von  der 
Wahrscheinlichkeits  -  Rechnung.  —  Ueber  Lotterie- Anlehen  und 
Lotterien.  —  Von  der  Sterblichkeit.  —  Berechnung  der  Leibren- 
ten, Lebensversicherungen,  Wittwenpensiouen  u.  s.  w.  —  Taf.  I— X. 

Unter  den  jetzigen  deutscheu  Mathematikern  ist  der  Herr  Vf. 
ile&  vorliegenden  W'erks  derjenige,  welcher  seine  Aufmerksamkeit 
am  meisten  der  sogenannten  politischen  Arithmetik  zugewandt, 
and  diese  Wissenschaft  auch  schon  durch  verschiedene  eigene 
Untersuchungen  gefordert  hat.  Das  vorliegende  Werk  enthält  die 
wichtigsten  älteren  Untersuchungen  und  mehrere  der  neuen  Un- 
tersuchungen des  Herrn  Vfs.  in  systematischem  Zusammenhange 
und  in  der  Form  eines  für  Vorlesungen  bestimmten  Compendiums, 
in  welcher  Beziehung  dasselbe  aucli  nach  unserer  Uebcrzeugung 
alle  Empfehlung  verdient.  Ueberhaupt  aber  werden  alle  auf  dem 
Titel  genannte  Personen ,  unter  Voraussetzung  hinreichender  mathe- 
matischer Vorkenntnisse,  die  sich  jedoch  mit  geringer  Ausnahme 
durchaus  nicht  über  die  elementaren  Theile  hinaus  zu  erstrecken 
brauchen,  vielfache  Belehrung  und  Unterstützung  bei  ihren  prak- 
tischen Rechnungen  aus  demselben  schöpfen  können.  Die  Wis- 
senschaft von  'allen  früheren  unrichtigen  Ansichten  sorgfältig  zu 
sichten,  hat  der  Herr  Vf.  eifrig  gestrebt,  und  hat  u.  A.  auch 
der  Beantwortung  der  Frage:  in  welchen  Fällen  die  Rechnung 
mit  einfachen  Zinsen  oder  die  Rechnung  mit  Zinses-Zinsen  in  An- 
nendung gebracht  werden  müsse,  besondere  Aufmerksamkeit  ^e- 
nidmet.  Die  verschiedenen  Ansichten  über  das  Interusurium  sind 
im  vierten  Kapitel  mit  steter  Berücksichtigung  des  Juridischen  bei 
dieser  Frage  sehr  vollständig  entwickelt,  und  die  angehängten 
Tafeln,  unter  denen  ausser  den  verschiedeneu  Sterblichkeitstafeln 
auch  mehrere  zweckmässig  eingerichtete  Tafeln  zur  Erleichterung 
der  Rechnung  mit  Zinses-Zinsen  sich  finden,  sind  so  eingerichtet, 
dass  sie  die  Rechnung  mit  Logarithmen  grösstenteils  überflüssig 
machen.  Das  Aeussere  dieses  Werks ,  dem  wir  möglichst  grosse 
Verbreitung  unter  dem  betreffenden  Publikum  wünschen,  ist  in 
jeder  Beziehung  vorzüglich. 
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Sammlung  vou  mathematischen,  namentlich  von 
Differential-  und  I ntegralformel n,  nebst  den  Glei- 
chungen etc.  jener  krummen  Linien,  die  am  häufigsten 
Anwendung  finden.  Von  Joh.  Andr.  Schubert,  Profes- 
sor der  mathem.  Wisseosch.  ,an  der  technischen  ßil- 
dungsanstalt  zu  Dresden.  Zweite  unveränderte  Aus- 
gabe.  Dresden  und  Leipzig.  1845.   8.   16  ggr. 

Diese  Sammlung  kann  neben  andern  Sammlungen  dieser  Art 
beim  Unterrichte  als  Sammlung  von  Uebungsbeisnielen  und  Prak- 
tikern zum  Nachschlagen  in  den  gewöhnliche!!  Fällen  der  Praxis 
hin  und  wieder  gute  Dienste  leisten,  ohnedass  sie  sich  durch  eine  be- 
sondere Vollständigkeit  oder  irgend  eine  sonstige  Eigentümlichkeit 
auszeichnete.  Die  beigebrachten  Differential  lormeln  sind  nu/  die 
ganz  gewöhnlichen  und  allgemein  bekannten,  und  Beispiele  ffir 
irlie  so  wichtige  Bestimmung  der  Reste  der  Taylorscnen  und 
M aclauriuschen  Reihe  fehlen  leider  auch  in  dieser  Sammlung 
gänzlich.  Auch  die  in  jeder  Beziehung  so  höchst  wichtigen  all- 
gemeinen Formeln  zur  Bestimmung  der  Reste  in  ihren  verschiede- 
nen Formen  sind  nicht  einmal  aufgenommen,  was  einen  neuen, 
sehr  unerfreulichen  Beweis  liefert,  dass  die  neueren,  so  überaus 
wichtigen  Fortschritte  der  Analvsis  in  Deutschland  bis  jetzt  eine 
verhältnissmässig  nur  sehr  geringe  Verbreitung  gefunden  halieu. 
VAn  Grund,  warum  der  Herr  Vf.  statt  des  allgemein  eingeführten 
Differentialzeichens  d  sich  überall  des  Zeichens  8  bedient,  ist 
durchaus  nicht  abzusehen,  und  muss  namentlich  deshalb  getadelt 
werden ,  weil  das  Zeichen  S  bekanntlich  schon  längst  eine  andere 
sehr  bestimmte,  bereits  allgemein  recinirte  Bedeutung  in  der  Va- 
riationsrechnung gefunden  hat.  Dergleichen  Gewohnheiten  führen 
nur  zu  Verwirrung  in  der  Wissenschaft.  Die  Sammlung  der  In- 
tegralformeln ist  mit  Recht  die  reichhaltigste. 

Rühlmann,  M.,  logarithmisch-trigonometrische  und  andere 
für  Rechner  nützliche  Tafeln.  3te  verb.  Stereotynausg.  16.  Dres- 
den. 1845.   12  ggr. 


Geometrie. 


Klinkhardt,  E. ,  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  den  Ele- 
menten der  ebenen  Geometrie  und  in  der  ebenen  Trigonometrie 
und  Polygonometrie  auf  Gymnasien  und  Gewerbscbulen.  gr.  8- 
mit  4  Figurentafeln.   Lindau  1845.    16  ggr. 

De  Sex  Första  ßöckerna  af  Euclidis  Elementa  jemte  Planime 
tri  och  Stereometri ,  utgifne  af  P.  R.  Bräkenhielm.  Örebro 
1845.   8.   h.  2  Rdr.  16  sk.   (Boktr.  fori.) 

Lefebure  de  Fourcy,  Lehrbuch  der  descriptiven  Geome- 
trie, nebst  einer,  die  Theorie  der  Ebene  und  geraden  Linie  im 
Räume  enthaltenden  Einleitung.    Aus  dem  Franz.  nach  der  4.  Ori- 
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üinalauflnge  übers,  v.  Heinrich  v.  Bünau.  gr.  8.  mit  34  Figuren- 
tafeln  in  4.   Chemnitz  1845.    1  thlr.  21  ggr. 

Hymers,  J.,  Treatise  on  Conic  Sections,  and  the  Applica 
tioo  Ol  AJgebra  to  Geometrv.   3d  cdit  revised  and  eularged.  8vo. 
Cambridge  1845.   9  sh.  " 

INI o ss brugger,  L. ,  analytische  Geometrie  des  Räumen,  mit 
Berücksichtigung  der  neueren  geometrischen  Verwand  tschaft  und 
der  zur  grosseren  Verständigung  des  Werkes  erforderlichen  Ent- 
wickclungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Zum 
Selbstetudium.   Mit  8  lith.  tafeln,   gr.  Lex.  8.  Aarau  1845.  4  thlr. 

(Eine  ausführlichere  Anzeige  dieses  Werks  werden  wir  souleich 
?ehen,  nenn  es  in  unsere  Hände  gelangt  sein  wird,  was  jetzt  noch 
nicht  der  Fall  ist.) 

Ueber  die  tangirenden  Ftächen  erster  und  zweiter 
Ordnung.  Von  Dr.  Aloys  Mayr,  Prof.  der  Mathematik 
und  Astronomie  an  der  Universität  zu  Würzburg. 
Wfirzburg  1845.   4.    10  ggr. 

In  dem  Vorworte  zu  dieser  schon  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  XXIV.  S.  361.  vorläufig  angezeigten  Schrift  sagt  der  Herr 
Vf.  „  dass  er  diese  Untersuchungen  über  die  Flächen  (wobei  er  vor- 
züglich die  noch  weniger  bekannten  Eigenschaften  der  windschie- 
fen Flächen  hervorhebt)  nicht  sowohl  um  ihrer  Resultate  willen 
angestellt  habe ,  weil  diese  zum  Theil  schon  bekannt  seien ,  als 
vielmehr  um  zu  zeigen,  welche  endlichen  geometrischen  Grös- 
sen das  erste,  zweite,  dritte  und  die  höheren  Differenziale  der 
Coordinaten,  der  Bogen,  der  Flächen  u.  s.  w.  seien,  wobei  es 
sich  ihm  nur  um  die  Wahrheit  in  der  Sache  des  Differenzial  -  Cal- 
nils  bandele,  die  für  Einige  sehr  wenig,  für  Andere  hingegen, 
die  den  hohen  Sinn  für  /Wissenschaft  und  Wahrheit  bewahrt 
haben,  sehr  Viel,  ia  Alles  sei  und  sein  werde.  Daher  habe  er 
mit  der  Erklärung  des  wahren  Wesens  der  Differenzialrechnung 
diese  Untersuchungen  begonnen,  und  die  Differenzialien  selbst, 
nicht  etwa  bloss  die  Differenzial-Quotienteu ,  als  endliche,  Ii e rech- 
nenbare und  construirhare  Grössen  nachgewiesen ,  und  dies  so 
weit  ausgeführt,  dass  keinem  Mathematiker,  der  in  diese  wahrlich 
sehr  leichten  Ableitungen  eindringe,  ein  Zweifel  übrig  bleiben 
könne,  wie  die  übrigen  hier  nicht  untersuchten  Di flferenzialien  geo- 
metrischer und  mechanischer  Grössen  als  endliche  und  berechnen- 
hare  Grössen  gefunden  und  bewiesen  werden  können." 


Praktische  Geometrie. 


Wünsch,  J.  L. ,  Sammlung  von  Beispielen  aus  der  praktischen 
Geometrie  für  Real-  und  Sonntagsgewerbschulen.  Nördlingen  1844. 

Castle,  H.  J.,  Treatise  on  Land  Surveying  and  Levelling; 
"ith  copious  Field  Notes,  Plans,  and  Diagrams ,  containing  the 
^hain  and  Theodolite  Surveying  of  this  Country,  Surveying  of 
Woods  by  the  Circumferentor  in  New-Countries.  a  Practica!  Course 
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of  Raihvag  Levelling .  with  Field  Notes  and  Drawings  of  tbe  re* 
miisite  Sections  and  Cross  Sections :  together  with  several  Prac- 
tica! Formulae  for  each  Work ,  the  Theory  and  Practice  of  Run- 
ning  Out  Curves,  and  the  Mode  of  Staking  out  the  Side  Stakes, 
accompanied  with  Introductory  Chapters  011  the  Mathematical  Prin- 
ciples  of  each ,  and  the  necessary  Table«  of  Logarithms  for  Wnr- 
king  the  Problems;  intended  as  a  complete  Vade-Mecuin  of  Field- 
Work  to  the  Young  Surveyor.   London  1845.   8.  cloth  12  sh. 


Trigonometrie. 


Kücher,  Dr.  Fr.  O.,  Grundzuge  der  ebenen  Trigonometrie 
Ein  Leitfaden  beim  Unterricht  in  derselben.  Verbess.  Ausgabe, 
gr.  8.   Breslau  1815.   6  ggr. 


Mechanik. 


Earnshaw,  S. ,  Treatise  on  Statics,  containing  the  Tbeory 
of  the  Equilibriuiu  of  Forces ,  and  numerous  Exaniples  illustrative 
of  the  general  Principles  of  the  »Science.  3d  edit.,  enlarged,  8, 
Cambridge  1845.   10  sh. 

Ehrenstam,  J.  F.,  Forsta  grunderna  tili  Mekaniken.  Efter 
vullständiga  Läroböcker  sammandragne.  Andra  Uppl.  4.  Gefle. 
1845.'   $  Rdr. 


Praktische  Mechanik. 


De  in  ine,  Der  prakt.  Maschinenbauer.  20.  Liefer.  8.  Qued- 
linburg. 1845.    2  thlr.  16  ggr. 

Sonnet,  H. ,  Recherche«  sur  le  mouvement  uniforme  des 
eaux  dans  les  tuyaux  de  conduite  et  dans  les  canaux  decouverta. 
en  ayant  egard  aux  differences  de  vitesse  des  tilets.  4.  Paris 

Moseley,  H. ,  Die  mechanischen  Principieii  der  Ingenieur 
kunst  und  Architektur.  Aus  dem  Engl,  von  H.  Schefller.  3.,  4 
Lief.    gr.  8.   Braunschweig.  1845.    1  thlr. 


Optik. 


Doppler,  A.  Chr.,  Zwei  Abhandlungen  aus  deiu  Gebiete  dec 
Optik,   gr.  4.   Prag  1845.   8  ggr. 
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Doppler,  A.  Chr.,  Ueber  die  wesentliche  Verbesserung  der 
Utoprriscben  Mikroskope,   gr.  4.    Prag  1845.    12  ggr. 


Astronomie. 


Doppler,  A.  Chr.,  Ueber  die  bisherigen  Erklärungsversuche 
des  Aberrationsphänomens,   gr.  4.    Prag  1845.   8  ggr. 

Papanti,  Ferd.,  Soluzione  del  famoso  problema  di  longitu- 
dine  chronometrica  astronomica. 

Effemeridi  astronomiche  di  Milano  «er  Tanno  1845 ,  calcolate 
dail'ab  Giov.  Capelli  e  da  Curzio  Buzzetti.  Con  appendice, 
mcmorie  ed  osservazioni  astronoiniche.  Mit  2  Tafeln  Abbildungen. 
Mailand  1845.  Inhalt  des  Appendix:  Analisi  di  alcune  equazioni 
trascendenti  di  Paolo  Frisiam;  Osservazioni  della  prima  com e tu 
di  1844,  da  Franc  Carlini.* 


Physik, 


Lehrbuch  der  Physik  mit  vorzüglicher  Rücksicht 
auf  mathematische  Begründung,  von  Johann  August 
(irunert.  Erster  Theil.  Mi t  sechze hn  Figurentafeln. 
Leipzig.  1&45. 

In  dem  Lehrbuche  der  Physik,  dessen  erster  Theil  jetzt  dem 
l'nblikura  vorliegt,  habe  ich  eine  mathematische  Darstellung  der 
Physik  zu  geben  versucht,  so  weit  dies  mit  Hülfe  der  Lehren  der 
Elemeutar-Mathematik  möglich  ist,  und  habe  mich  dabei  möglich- 
ster Strenge  befleissigt.  Der  Inhalt  des  ersten  Theils  ist  folgen- 
der: Einleitung.  —  Von  den  Korpern  überhaupt.  —  Von  den 
mechanischen  Wissenschaften  im  Allgemeinen;  Grundbegriffe  der 
Statik  oder  der  Lehre  vom  Gleichgewichte.  —  Von  dem  Gleich- 

Gewichte  zwischen  Kräften,  die  an  einem  festen  Systeme  von 
'unkten  wirken.  —  Vom  Schwerpunkte.  —  Von  der  Reibung  oder 
von  der  Friction.  —  Von  den  einfachen  Maschinen  (Hebel,  schiefe 
Ebene,  Rad  an  der  Welle,  Keil,  Schraube,  Seilmaschine,  Gelenk 
oder  Kniepresse).  Von  einigen  zusammengesetzteren  Maschinen 
(verschiedene  Winden  und  Haspel,  Rollenzug,  Flaschenzug,  Schraube 
ohne  Ende,  Wagenwinde,  Rüderwerk).  —  V  on  der  Wage  (und  deren 
verschiedenen  Arten).  —  Von  der  Stabilität.  —  Von  der  gleich 
förmigen  geradlinigen  Bewegung  (mit  Einschluss  der  zusammen- 
gesetzten Bewegung).  —  Von  der  stetig  gleichförmig  beschleunig- 
ten Bewegung  überhaupt  und  von  den  Gesetzen  de«  Falls  schwe- 
rer Körper  insbesondere.  —  Die  Ballistik  oder  die  Lehre  von  der 
Wurfbewegung.  —  Von  dem  Falle  schwerer  Punkte  auf  geraden 
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und  krummen  Linien.  —  Die  Lehre  vom  einfachen  oder  mathe- 
matischen Pendel  (wobei  in  strenger  elementarer  Darstellung  nicht 
bloss  wie  gewöhnlich  bis  zum  ersten,  sondern  bis  zum  zweiten 
Gliede  der  aus  der  höheren  Mechanik  bekannten  unendlichen  Reihe 
fortgegangen  wird).  —   Von  den  Quantitäten  der  Bewegung,  von 
d' AI  em  her ts  allgemeinem  Princip  der  Mechanik,  und  von  der 
Atwoodschen  Fallmaschine.  —   Von  der  Schwingungsbewegung 
fester  Körper  um  feste  horizontale  Axen,  von  den  Momenten  der 
Trägheit  und  von  dem  zusammengesetzten  oder  physischen  Pen- 
del. —  Versuche  mit  dem  Pendel  und  Resultate,  welche  sich  ans 
denselben  ziehen  lassen.   (Anhang :  Vom  Reversionspendel  und 
einigen  bei  Pendelversuchen  überhaupt  nothwendigen  Correctionen 
und  Heductionen).  —  Von  der  gleichförmigen  Bewegung  im  Kreise 
und  von  der  Schwungkraft  im  Kreise.    (In  einem  Anhange  zu  die- 
sem Kapitel  sind  einige  von  gewissen  bestimmten  Voraus- 
setzungen ausgehende,"  was  man  bei  diesem  Anhange  ja 
nicht  unbeachtet  lassen  darf,  elementare  Betrachtungen  über  die 
Schwere  im  Allgemeinen  und  die  Pendellängen  auf  der  snharoidi- 
schen  Erde,  und  über  deren  Abplattung  angestellt,  weiche  nur 
einen  Vorschmack  von  den  diese  Gegenstände  betreffenden  höhe- 
ren Untersuchungen  geben  sollen ,  ab%r  in  der  Art  und  Weise, 
wie  sie  hier  angestellt  worden  sind,  und  unter  den  Voraussetzun- 
gen, welche  denselben  ausdrücklich  zu  Grunde  gelegt  worden 
sind ,  wohl  als  völlig  streng  betrachtet  werden  dürfen.  Einen  höhe- 
ren Zweck  hat  dieser  Anhang  durchaus  nicht).  —  Von  der  Cen- 
tralbewegung  und  von  den  Central kräften  im  Allgemeinen.  (In  die* 
sem  Kapitel  bin  ich  bis  zu  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Schwere 
fortgegangen ,  und  habe  eine  möglichst  deutliche  und  strenge,  aber 
ganz  elementare  Darstellung  desselben  zu  sieben  versucht.).  — 
Die  Lehre  vom  Stosse.    I.  Gesetze  des  &tosses  unelastischer 
Körper.   II.  Gesetze  des  Stosses  elastischer  Körper.  —  Von  der 
Warme.  (Allgemeine  Wirkungen  der  Wärme,  Thermometer  und  des- 
sen verschiedene  Arten,  Correction  des  Thermometers,  Pyrometer 
und  dessen  verschiedene  Arten ,  Maximum-  und  Minimum-Thermo- 
meter, Thermnmetrngraphen,  Ausdehntings-Coefficienten  und  deren 
Bestimmung,  rostfiirmige  Compensationspendel  und  de  ren  Berech- 
nung, Metall  -  Thermometer  von  Jürgensen  oder  Holtzmann, 
Winnerl  und  Breguet.  Benutzung  desselben  Princips  zur  Com- 
pensatio n  der  Uhrpendel  und  der  Chronometer ,  Quecksilherpendel 
und  deren  genaue  Berechnung,  specitische  und  relative  Wärme, 
Mischungsmethode,  Schmelzungsmethode  mit  Einschluss  der  la- 
tenten Wärme  und  des  Eiscalorimeters ,  Abkühlungsmethode  oder 
Erkaltungsmethode ,  Benutzung  der  specifischen  Warme  der  Metalle 
zur  Bestimmung  sehr  hoher  Temperaturen.  Wärmequellen,  strah- 
lende Wärme ,  Differentialthermometer  und  deren  verschiedene  Ar- 
ten, Intensität  der  Wärme,  verschiedene  Versuche).  —  Von  dem 
Gleichgewichte  tropfbarer  Flüssigkeiten  oder  die  ersten  Gründe 
der  Hydrostatik  (in  ziemlich  ausführlicher  Darstellung,  namentlich 
auch  von  schwimmenden  Körpern  und  vom  Metacentrum).  —  Von 
den  Capillaritätserscheinungen.   —   Einige  der  wichtigsten  Ge- 
setze der  Bewegung  tropfbarer  Flüssigkeiten  oder  die  ersten  Grunde 
der  Hydraulik  (Stromquadrant).  —  Von  den  ausdehnsamen  Flüs- 
sigkeiten. (Hierbei  natürlich  in  ausführlicher  Darstellung  von  den 
verschiedenen  Arten  des  Barometers  und  der  Luftpumpe ,  auch  von 
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den  verschiedenen  Luftarten  und  deren  Entwickelung,  Eudiometer). 
-  Von  der  Verdunstung.  —  Von  der  Hydrometrie.  —  Von  dem 
nubenmessen  mit  dem  Barometer.  —  Von  der  Bestimmung  des 
specihschen  Gewichts.  ( Völlig  strenge  und  sorgfaltige  mathematische 
Darstellung  dieser  höchst  nichtigen  Lehre,  mit  fortwährender  Be- 
rücksichtigung der  nöthigen  Correctionen  und  Reductionen). 

Alle  diese  Gegenstände  sind  einer  so  viel  als  möglich  stren- 
get)« aber  völlig  elementaren  mathematischen  Betrachtung  unter- 
worfen worden,  und  den  ganzen  übrigen  Theil  der  Physik,  näm- 
lich die  Lehre  von  der  Electricität,  dem  Galvanismus,  Magnetismus, 
EJectroroagnetismus ,  die  Lehre  vom  Schall  und  vom  Lichte  wird 
nebst  einer  kurzen  Darstellung  der  Meteorologie  und  der  im  Luft- 
Kreise  vorkommenden  Licht-Erscheinungen  der  hoffentlich  bald  er- 
scheinende zweite  Theil  dieses  Werks  enthalten. 

Weil  ich  der  Meinung  bin,  dass  Niemand  physikalischen  Un- 
terricht ertheilen  sollte,  der  sich  nicht  vorher  mit  einer  solchen 
streng  mathematischen ,  aber  elementaren  Darstellung  der  Physik, 
»re  dieselbe  in  dem  vorliegenden  Werke  zu  geben  versucht  wor- 
den ist,  vertraut  gemacht  hat,  worüber  ich  mich  in  der  Vorrede 
ausführlicher  ausgesprochen  habe,  so  gehört  es  natürlich  nicht  zu 
meinen  geringsten  wünschen,  dieses  >Verk  namentlich  auch  von 
angehendeu  Lehrern  der  Physik  nicht  unbeachtet  gelassen  zu  sehen. 
Dass  in  demselben  mehr  als  in  den  meisten  andern  Lehrbüchern 
I  der  Physik  über  Maschinenlehre  u.  dgl.  vorkommt,  hat  seinen 
i  Grund  zum  Theil  darin ,  weil  dieses  Werk  zugleich  auch  die  dritte 
|  Abtheilung  meines  Lehrbuchs  der  Mathematik  und  Physik  für 
!  rtaats-  und  landwirthschaftliche  Lehranstalten  und  Kameralisten 
überhaupt  bildet;   ausserdem  halte  ich  aber  solche  mehr  prak- 
tische  Dinge  auch  für  allgemein  lehrreich ,  und  würde  dieselben 
auch  ohne  den  vorher  erwähnten,  mehr  speciellen  Zweck  nicht 
der  Aufnahme  in  dieses  Lehrbuch  der  Physik  ausgeschlossen 

Müller,  Dr.  F.,  Grundzüge  der  Krystallographie.  Mit  1*23 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  8.  Braunschweig.  1&45. 
®  ggr. 

Haida  t  .  Histoire  du  magneHisme  dont  les  phenomenes  sont 
rendus  sensibles  par  le  mouvement  In  8.  plus  une  pl.  Nanci.  1845. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und 
verwandte  Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Quetelet,  Stieffei,  heraus- 
gegeben von  Dr.  J.  Lamont,  C-onservator  der  Königl. 
Sternwarte  bei  München. 

Jahrgang  1844.  XI.  Heft.  »Stündliche  Beobachtungen  zur 
Zeit  des  rVühlings-Aequinoctiums  1844  von  Brüssel,  Keimes,  Lyon, 
Valenciennes,  Alais,  Dnon,  Toulouse,  Greenwich,  Luzern,  Utrecht, 
Amsterdam,  Deventer,  Leuwarden,  Groningen,  Prag,  Angers,  Thou- 
arce,  Cracau,  Lemberg,  Marseille,  Frankfurt  am  Main,  Parma, 
Mailand,  Genua,  Triest,  Florenz,  Neapel,  Aoste,  Mästricht,  War- 
schau, Rom,  St.  Etienne,  München.  —  Meteorologische  Beobach- 
tungen in  Leipzig  im  Jahre  1843  von  Hrn.  Prof.  Möbius.  —  Me- 
teorologische l  VI  »ersieht  der  Witterung  in  Aschaffenburg  1843  von 
Hrn.  Prof.  Dr.  Kittel.  —  Kurze  Beschreibung  der  Sternwarte  des 
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Hrn.  Freiherrn  v.  Senftenberg  in  Senftenberg,  von  dem  Coo- 
servator  Hrn.  Prof.  Ha  ekel.  —  Temperature  elevee  eprouvee  a 
Parme  depuis  le  8  jusqu'  au  17  de  Juin  1844 ,  avec  les  resultats 
des  quatorzes  annees  precedentes  1830—1843.  Note  communiquee 
par  M.  A.  Co  IIa,  Directeur  de  lObservatoire  de  l'universite.  — 
Beobachtungen  des  meteorologischen  Vereins  im  Grossherzogthume 
Baden,  zusammengestellt  una  mitgetheilt  von  Hrn.  Ph.  Stieffei, 
Prof.  an  der  Polytechnischen  Schule  in  Carlsruhe.  —  Magnetische 
Terminbeobachhmgen  in  Kremsmünster  1842  und  1843  von  Hrn. 
M.  Koller,  Director  der  Sternwarte.  —  Zusammenstellung  der  ira 
Jahre  1842  in  Hohenpeissenberg,  Landsberg,  München,  Dilingeu, 
Günzenhausen,  Burgiengenfeld,  Ansbach,  Neustadt  an  der  Aiscb. 
Würzburg,  Hof,  Cronberg  und  Stuttgart  beobachteten  starken  und 
anhaltenden  Winde.  —  Zusammenstellung  der  im  Jahre  1843  in 
Hohenpeissenberg,  München,  Dilingen,  Günzenhausen,  ßurglen- 

Senfeld,  Ansbach,  Neustadt  an  der  Aisch,  Stuttgart,  Carlsruhe, 
[of,  Bensberg  und  Cronberg  beobachteten  starken  und  anhalten- 
den Winde.  —  Observationen  meteorologicae  in  Specula  Mediola- 
nensi  institutae  a  Job.  Cape  Mi,  II.  Astronomo  Adjuncto.  — 
Vermischte  Nachrichten. 

Jahrgang  1844.  Heft  XII.  Magnetische  und  meteorolo- 
gische Beobachtungen,  angestellt  an  der  Konigl.  Sternwarte  bei 
München  während  äer  Monate  April,  Mai  und  Juni  1844.  —  Stund« 
liehe  Beobachtungen  zur  Zeit  des  Sommer  -Solstitiums  1844  roo 
Alais,  Dijon,  Leuwarden,  Utrecht,  Deventer,  Amsterdam,  Gro- 
ningen, Frankfurt  am  Main,  Valenciennes ,  Toulouse,  Luzero« 
Thouarce1,  Lyon,  St.  Etienne,  Mont  Pilat,  Grecnwich,  Prae, 
Senftenberg,  Parma,  Mailand,  Genua,  Floreuz,  Triest,  Genf, 
St  Bernard,  Aosta,  Marseille,  Cracau,  Lemberg,  Warschau,  Bern, 
Gent,  Luxemburg,  Makerstoun,  Kremsmünster,  München.  —  Nach- 
trag zum  Frühlings-Termin  1844  von  Genf,  St.  Bernard,  Bern,  Gent. 
Luxemburg,  Makerstoun,  Kremsmünster.  —  Stündliche  Beobach- 
tungen zur  Zeit  des  Herbst-Aequinoctiums  1844  von  Brüssel,  Tou- 
louse, Thouarce,  Alais,  Geneve,  St.  Bernard,  Parma,  Triest,  Ge- 
nua, Florenz,  Bologna,  Mailand,  Luzern,  Frankfurt  a.  M.,  Cracau, 
Amsterdam,  Groningen,  Deventer,  Utrecht,  Leuwarden,  Faulhorn, 
Valenciennes,  Sexfontaines  (haute  Marne),  Kremsmünster,  Prag, 
Senftenberg,  Bern,  Gent,  Rom,  Neapel,  Aosta,  Madrid,  Lausanne, 
Domaine  de  Rousseau,  München,  Marseille.  —  Nachtrag  tum 
Friihlingstermin  1844  von  Lausanne,  Kremsmünster,  Paris.  — 
Nachtrag  zum  Sommer -Solstitium  1844  von  Brüssel,  Rom,  Lao- 
sanne, Domaine  de  Rousseau.  —  Vermischte  Nachrichten :  Resul- 
tate der  magnetischen  und  meteorologischen  Beobachtungen  an  der 
Sternwarte  in  Cracau  im  Jahre  1844  von  Hrn.  Prof.  Weisse. 
Director  der  Sternwarte.  —  Altitudes  geodeViques  de  quelques 
points  de  la  Baviere  au  dessus  du  niveau  moyen  de  l'ocean  a 
Brest  etc.  Par  M.  le  Commandant  Delcros.  —  Perturbatioos 
magnetiques  ohservees  dans  la  declinaison  ä  Fobservatoire  de  Parme 
(Italic)  pendant  les  mois  d'Avril,  Mai,  Juin  et  Juillet  1844.  —  Tem- 

Feratur  der  Quellen  in  der  Umgegend  von  Dillingen  von  Hrn.  Pol» 
ak,  k.  Lyceal  -  Professor  in  Dillingen.  —  Uebcr  den  Hagel  in 
Steiermark  von  Dr.  Wilh.  Gintl,  k.  k.  Professor  der  Physik  zu 
GrÜtz.  —  Beobachtungen  angestellt  zu  Mittenwald  vom  qu.  C\  Ober- 
beamten Wagner,  berechnet  von  Hrn.  Prof.  Meister  im  Sep- 
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teiWier  des  Jahres  1844.  —  Resultate  der  Barometer-  und  Ther- 
mometer- Vergleich  ungen  ,  welche  auf  der  im  Jahre  1843»  durch 
kirnten,  Istrien,  Ober-Italien ,  Tyrol,  Salzburg,  Ober-Oesterreich 
uud  Böhmen  unternommenen  Heise  ausgemittelt  worden  sind,  von 
Dr.  Wilh.  Gin tl ,  k.  k.  Prof.  der  Physik  in  (.rat/.  —  Sechste 
Fortsetzung  der  Beitrage  des  Hrn.  Sabine  zum  Erdmagnetismus. 
~  Magnetische  Beobachtungen  in  Toronto  1840 — 1843. 


Vermischte  Schriften. 


The  Cambridge  Mathematical  Journal.  Nr.  XXIII. 
Februar y  1845.  I.  On  the  Theorv  of  Linear  Transformations 
(Cavley).  —  II.  On  Magic  Squares  (Moon).  —  III.  On  the  Theory 
of  Developments.  Part  I.  (Boole).  —  IV.  Demonstration  of  a 
Fundamental  Proposition  in  the  Mechanical  Theory  of  Electricity 
(W.  Thomson).  —  V.  On  the  Reduction  of  the  General  Equation 
of  Surfaces  of  the  Second  Order  (W.  Thomson).  —  VI.  On  Cer- 
toio  Integral  Transformations  (Bronwin).  —  Vll.  On  Certain  Con- 
ümied  Fractions  (Percival  Frost). 


Bei  der  Universität  zu  Lund  sind  neuerlich  die  folgenden 
akademischen  Schriften  erschienen : 

Fursta  Capitlet  af  allmfin  Storhetslära.  Präs.  Mag.  Carl  Joh. 
Da  Hill.  Prof.  i.  Math.  Resp.  Carl  Oskar  Ruth.  Lund  1815-  4. 

Prolegomena  om  Addition.  Präs.  Mag.  Carl  Joh.  D:s  Hill, 
Prof.i.  Math.  Resp.  Corfitz  Aug.  Beckfriis.  II.  Lund  1845.  4. 

Prolegomena  om  Multiplication.    Präs.  Mag.  Carl  Joh.  D:s 
>  Bill,  Prof.  i  Math.  Resp.  Carl  Erik  Scbweder    III.  Lund 
1845.  4. 

Fortsatta  Prolegomena  om  Multiplication.  Präs.  Mag.  Carl 
Joh.D:sHill,  Prof.  i  Math.  Resp.  Gustaf  Willi.  Joh.  v.  buhen. 
IV.  Lund  1845.  4. 

Method  att  utdraga,  hwilken  rot  som  helst  ur  en  reel  hinom. 
Acaderoisk  Afhandling.  Präs.  Carl  J oh.  Hill.  Math.  Prof.  Resp. 
Carl  Gust.  Leijonhufwud.   Lund  1845.  8. 

ütkast  tili  en  allmän  theori  for  binomiska  imaginära  rotter. 
Akademisk  Afhandling.  Präs.  Mag.  Carl  Joh.  Hill,  Math.  Pro- 
fessor Resp.  Gust.  Maur.  Posse.    Lund  1845.  8. 

Om  imaginära  rotters  utdragninff.  Academisk  Afhandling. 
Prä*.  Carl  Joh.  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Math.  Elof  Wilh. 
Widegren.    Lund  1845.  8. 

Om  imaginära  Cubikrötters  utdragning.  Academisk  Afhand- 
ünsi.  Präs.  Carl  Joh.  Hill,  Resp.  Claes  August  Norman. 
Uod  1845.  8. 

Arithmetisk  Lösning  af  Casus,  irreducibilis.  Akademisk  Afband- 
ün«.  Präs.  Mag.  Carl  Joh.  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Chri- 
«topher  Eckerbom.    Lund  1845.  8. 


3  SO 


Hetraktelser  ftfwer  den  8a  kallade  Casus  irreducibilis.  Atade 
misk  Afliaudling.  Präs.  Mag.  Carl  Joh.  Hill,  Math.  Prof. Htm. 
Thure  Martin  Baath.   Lund  1845.  8. 

Gm  Cartesii  och  Fouriers  teckenreglor.  Akademisk  Afhaml 
ling.  Praes.  Carl  Joh.  Hill,  Resp.  Carl  Albin  Hoimberg. 
Lund  1845.  8. 

De  Axiomate  ad  theoriam  parallelarum  stabiliendampertinente 
disputatio.    Präs.  Mag.  Carl  Job.  D:s  Hill,  Math.  Prof.  Ree 
&  örd.  Resp.  Carol.  Ad.  Th.  Lind  wall.    P.  III.  Lundae 
1845.  4. 

Lemmata  ad  theoriam  parallelarum  stabiliendam  idonea.  Priis. 
Carol«  Job.  D:s  Hill.  Resp.  Bened.  Nicol.  Ad.  Lindvall. 
P.  IV/  Lundae  1845.   4.  med  1  tab. 

Cnnatus  Euclidaei  axiomatis  XII.  probandi  antiqui.  Präs.  Carol. 
Joh.  D:s  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Elis  Maur.  Uli  man.  P.  V. 
Lundae  1845.  4. 

Ueber  die  Theorie  der  Parallelen  bat  Herr  Professor  Hill  za 
Lund  auch  die  folgende  lesenswerthe  Schrift  herausgegeben: 

Conatus  Theoriam  linearum  parallelarum  stabili- 
endi  praecipui,  quos  recensuit  novisque  super strmit 
fundamentis  atque  anxit  Car.  Joh.  D:s  Hill,  Math.  Prof. 
Lundae  1844.  4. 

Theoria  linearum  aequidistautium.  Präs.  Mag.  Carol.  Job. 
D:s  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Adolph  R.  Äberg.  P.V1L  Luo- 
dae  1845.  4. 

Theoria  linearum  connormalium.  Präs.  Mag.  Carol.  Joh.  D:s 
Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Esaias  Laur.  Palm.  P.  VIII.  Lun- 
dae  1845.  4. 

Portati f  Apparat  for  bestammandet  af  fasta  kropparn  länijdfur- 
ändringar  tili  iölje  af  förandrad  temperatur.  Akademink  Artiaad- 
ling.  Präs.  Dr.  A.  W.  Ekel  und,  Prof.  i  Fysiken,  L.  K.  VV.  A.; 
Förf.  J.  G.  M.  v.  Gegerfelt   Lund  1845.   8.  med  1  plansch. 


Ich  erlaube  mir,  die  geehrten  Leser  des  Archivs  auf  den  die- 
sem Hefte  beigelegten ,  das  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteo- 
rologie von  Dr.  Joh.  Muller,  Prof.  der  Physik  und  Tech- 
nologie an  der  Univ.  zu  Freiburg  i.  B.  als  zweite  um  - 
earbeitete  und  vermehrte  Aufl.  der  Bearbeitung  von 
ouillet's  Lehrbuch  der  Physik.  2  Bde.  betreffenden  Pn>- 
spectus  aufmerksam  zu  machen. 


» 
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Literarischer  Bericht* 


Arithmetik. 


Elemente  der  niederen  Analysis.  Bearbeitet  von 
J.  Rogg,  Professor  der  Mathematik  am  ohern  Gymna- 
«ium  in  Ehingen.  Mit  drei  Figurentafeln.  Ulm.  1845. 
I  tblr. 

Der  Titel  dieser  Schrift  scheint  nicht  ganz  glücklich  gewählt 
zu  sein ,  und  konnte  leicht  einen  von  dem  wirklichen  Inhalte  der* 
selben  verschiedenen  Inhalt  erwarten  lassen.  Dieselbe  enthalt  näm- 
lich die  gewöhnlichen  Elemente  der  Buchstabenrechnung  und  Alge- 
bra bis  inclusive  zu  den  quadratischen  Gleichungen  ;  dann  die  An- 
wendung der  Buchstabenrechnung  und  Algebra ,  sowie  auch  der 
^meinen  Arithmetik  auf  die  ebene  Geometrie;  hierauf  die  ebene 
Trigonometrie ;  und  endlich  in  einem  Anhange  eine  etwas  weitere 
Ausführung  der  ebenen  Trigonometrie,  die  Auflösung  der  unbe- 
stimmten Gleichungen  des  ersten  Grades,  die  Lehre  von  den  figu- 
rirten  Zahlen,  das  Wichtigste  aus  der  Combinationslehre ,  die 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  uud  deren  Anwendung 
auf  die  Entwicklung  der  gewöhnlichen  Functionen  in  Reihen: 
alle«  recht  deutlich  und  klar,  mehrfach  durch  Beispiele  erläutert, 
aber  ohne  besondere  Eigentümlichkeiten ,  die  hier  Hervorgehoben 
ui  werden  verdienten.  Druck  und  Papier  sind  sehr  fjut,  und  erste- 
rer  empfiehlt  sich  namentlich  durch  seine  Zierlichkeit. 

Ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Alge- 
h r&  zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf  die 
Zwecke  des  praktischen  Lebens  bearbeitet  von  H.  B. 
Lunsen.  Zweite  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Oldenburg.  1845.   8.    1  thlr.  8  ggr. 

Dieses  wohl  schon  aus  seiner  ersten  Auflage  hinreichend  be- 
kannte Lehrbuch  entspricht  nach  unserer  Ueberzeugung  seinem 
auf  dem  Titel  angegebenen  Zwecke  auf  eine  vorzugliche  Weise, 
indem  es  die  Lehren  der  gemeinen  Arithmetik,  der  Buchstaben- 
rechnung und  der  Elemente  der  Algebra  mit  ungemeiner  Deutlichkeit 
vorträgt  und  durch  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  zweckmassig  gewähl  - 
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ter  Beispiele  praktisch  erläutert,  weshalb  wir  dasselbe  auch  vor- 
züglich allen  denen ,  welche  die  Mathematik  zu  irgend  einem  prak- 
tischen Zwecke  erlernen,  empfehlen.  In  der  Lehre  von  den 
Gleichungen  ist  der  Herr  Verf.  mit  Recht  nur  bis  zu  den  qua- 
dratischen Gleichungen  fortgegangen,  da  die  cubischen  Gleichun- 

S»n  doch  im  Ganzen  nur  wenige  Anwendung  finden,  und  den 
eschluss  der  Schrift  macht  die  Lehre  von  den  Progressionen, 
von  den  Logarithmen  und  die  Zinseszinsen- Rechnung.  Ungern 
haben  wir  die  Lehre  von  den  Kettenbrflehen  vermisst,  da  dieselben 
auch  bei  praktischen  Geschäften  oft  vortreffliche  Dienste  leisten 
können,  und  eben  so  wünschenswert  würde  uns,  schon  der  soge- 
nannten zusammengesetzten  AHigationsrechnung  wegen,  wenigstens 
eine  kurze  Anleitung  zur  Auflösung  unbestimmter  Aufgaben  gewe- 
sen sein,  welche  der  Herr  Vf.  Sei  einer  wohl  zu  erwartenden 
dritten  Auflage  seiner  verdienstlichen  Schrift  zweckmässig  noch 
einverleiben  dürfte.  In  einem  Anhange  sind  mehrere,  vorzugs- 
weise ein  theoretisches  Interesse  in  Anspruch  nehmende  Lehren 
etwas  weiter  erläutert  worden,  nämlich  die  Lehre  von  den  Zah- 
lensystemen. Einiges  aus  der  Zahlenlehre,  die  Verwandlung  perio- 
discher Decimalbrüche  in  gemeine  Brüche,  die  Theorie  des  Posi- 
tiven und  Negativen,  die  ausführlichere  Theorie  der  Proportionen, 
über  das  sogenannte  arithmetisch -geometrische  Mittel  zweier  Zah- 
len *),  eine  weitere  Ausführung  der  Lehre  von  der  Elimination, 
die  Theorie  des  Imaginären  mit  Rücksicht  auf  die  neueren  Ansich- 
ten von  Gauss  über  diese  Lehre,  über  das  Unendlich -Kleine 
und  Unendllch-Grosse,  u.  s.  w. 

Bobillier,  Principes  dalsrebre.  Nouvelle  edition.  In  8. 
Chalons-sur-Saöne  et  Paris.  1845.   4.  50. 

Entdeckung  einer  numerischen  General- Auflösung 
aller  höh  er  n  end  lieh  en  Gl  eich  un  gen  von  jeder  belie 
b ige n  algebraischen  oder  transcen deuten  Form  von 
A.  F.  Vogel,  Mathematiker  zu  Leipzig.  1845.  8.    16  ggr. 

Der  Herr  VI.  dieser  Schrift  scheint  mit  den  neueren,  \uu\ 
selbst  auch  mit  den  älteren  Arbeiten  über  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen wenig  oder  gar  nicht  bekannt  zu  sein  ;  sonst  würde  er  die- 
selbe wahrscheinlich  nicht  geschrieben  haben. 

Malmst  ^n,  C  J. ,  in  Solutionen!  aequationum  algebraicarnm 
disquisitio.   P.  1—4.   4.   Upsala.  1845. 

(Wir  bedauern,  diese  Schrift  noch  nicht  zu  Gesicht 
bekommen  zu  haben.) 

J  Differenziali  delle  funzioni  algehriche  e  trascendenti  si  deda- 
cono  dail'unica  legge  di  derivazione  che  si  manifesta  nelle  funzioni 
stresse,  poebi  cenni  di  Francesco  d.  r.  Bourelly.  Padon. 
1844.   In  8. 

Politische  Arithmetik.    Anleitung  zur  Kenntnis« 
und  Uebung  aller  im  Staatswesen  vorkommenden  Be 
reebnungen.   Ein  Handbuch  für  Staatsbeamte  und  Ge- 

*)  M.  8.  Supplemente  znra  mathematischen  Würterbudie.  Thl.  H.S.ftW- 
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NckaftsiitS  du  er.  Von  L.  C.  Bleib  treu,  Professor  au  der 
olytechnischen  Schule  in  Karlsruhe.    Erste  Abthei- 
uog.  Heidelberg.  1845.   8.    1  thlr.  4  ggr. 

Dieses,  wie  es  scheint,  vorzugsweise  auf  das  praktische 
Miirfniss  berechnete  Buch  enthält  in  seiner  bis  jetzt  vorliegen- 
den ersten  Abtheilung  nach  einer  kurzen  Einleitung  über  den  Be- 
zrif  der  politischen  Arithmetik  oder  Staatsrechenkunst  Folgendes: 
I.  Maass-  und  Gewichtswesen  (hier  auch  vom  Nonius,  Com- 
jtaraior  u.  dgl.)    H.    Finanzwesen,    t.  Geldwesen.    Erste  Ab- 
theilung.  Münzen.    Erster  Abschnitt.   Silbermünze.    Zweiter  Ab- 
schnitt. Goldmünze.  Dritter  Abschnitt.  Platinmünze.   Vierter  Ab- 
schnitt.   Kupfermünze.     Fünfter  Abschnitt.     Handelswerth  der 
Münzen.    Sechster  Abschnitt.    Werthsvergleichung  der  Münzen 
nach  dem  Münzfuss.    Siebenter  Abschnitt.  Valvation  der  Münzen. 
Zweite  Abtheilung.  Gold  und  Silber  in  Barren.   2.  Von  den  Wech- 
^Operationen.   3.  Vom  einfachen  Zins.    4.  Staatsschuldentilgung. 
5.  Vom  Verkehr  mit  Staatspaniereu.    6.  Oeffentliche Glücksspiele. 
III.  Zahlenverhältnisse  der  Bevölkerung.    IV.  Bestim- 
mung der  Wahrscheinlichkeit  des  menschlichen  Lebens. 
V.  Anstalten,  welche  auf  die  menschliche  Sterblich- 
keit gegründet  sind.    1.  Leibrenten  und Lebensversicherungs* 
Anstalten.    (Hiermit  schliesst  die  bis  jetzt  vorliegende  erste,  bis 
S.  272.  reichende  Abtheilung.) 

i 

Ueber  das  bei  allen  diesen  Gegenständen  vorkommende  eigent- 
lich Praktische  oder  Technische  enthält  diese  Schrift,  wie  es  uns 
scheint,  viel  Lehrreiches,  und  mehr  als  sonst  in  anderen  Schrif- 
ten dieser  Art  vorkommt.  Von  analytischen  Entwicklungen  sind 
Dar  die  unbedingt  notbigsten  gegeben  worden.  Die  letzteren  finden 
jl>«?r  die  Leser  unter  den  neuesten  Schritten  über  politische  Arith- 
metik in  hinreichender  Vollständigkeit  in  dem  schon  im  Literari- 
schen Berichte  Nr.  XXV.  S.  371.  empfohlenen  Buche  von  Oet- 
tinger. 

Montag,  J.  B.,  Wie  mittelst  nachstehender  höchst  einfacher 
Rechenmaschine  oder  Rechenscheibe  auf  mechanischem  Wege  und 
oboe  die  geringste  Kenntniss  vom  Einmai-Eins  zu  haben  das  Facit 
von  Additions-,  Subtractions- ,  Multiplications-,  Divisions-  und 
Reijehletri  -  Aufgaben  stets  richtig  und  leicht  aufgefunden  wird. 
Effert  1845.    S:  6  ggr. 


Geometrie. 


Op permann,  L.,  Elementair  Plangeometri.  Copenhagen. 
1845.  &   1  Rbd.  32  Sk. 

Laffitte,  C,  Essai  d'une  Demonstration  du  Postulatum 
J  Eoclide ,  pouvant  servir  de  Supplement  aux  divers  cours  de  geo- 
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metrie  qui  fondent  la  theorie  des  paralleles  sur  ce  Postulatuni. 
In  8.  plus  une  pl.    Paris.  1845. 

Lehrbuch  der  vergleich  enden  Geometrie  oder  oene 
bewährte  Methode,  die  Lehren  der  Stereometrie  in 
natürlicher  Ordnung  mit  denen  der  Planimetrie,  zu- 
gleich in  paralleler  Weise,  darzustellen,  von  A.  Ma- 
histre,  Licentiat  und  Professor  der  Mathematik  an 
der  Normalschule  zu  Chartres.  Aus  dem  Französi- 
sch en  übersetzt  und  mit  Aufgaben  vermehrt  von 
A.  Lorey,  Kandidat  der  Theologie  und  Vorsteher  der 
Realschule  zu  Weimar.  Mit  8  1  ithogr.  F i gure n tafeln. 
Weimar  1845.  8. 

Dieses  Buch  ist  eine  Uebersetzung  der  folgenden  Schrift: 
Les  analogies  de  la  geometrie  el  einen  tai  r  e,  oulageo- 
metrie  dans  l'e&pace,  ramenee  ä  la  geometrie  plane: 
par  A.  Mahistre.    *2«-.  eil  it.    Paris  1844.     Bekanntlich  hat 
man  in  neuerer  Zeit  mehrfach  versucht,   die  zwischen  der  soge- 
nannten Planimetrie  und  Stereometrie  noch  bestehende  Scheide- 
wand aufzuheben,  und  diese  beiden  Theile  der  Geometrie  als  ein 
wissenschaftlich  geordnetes  Ganze  vorzutragen.    Dass  mau  diese» 
Bemühungen  Beifall  geben  muss,  versteht  sich  von  selbst;  und 
eben  so  leicht  ist  ersichtlich,  dass  dieselben,  gehörig  eingeleitet, 
zu  einem  günstigen  Resultate  führen  müssen ,  da  ja  doch  am  Ende 
die  Planimetrie  als  ein  specieller  Fall  in  der  Stereometrie,  d.  h. 
iu  der  Wissenschaft  vom  Räume  überhaupt,  enthalten  sein  muss. 
In  der  in  einer  deutschen  Uebersetzung  vorliegenden  Schrift  des 
Herrn  Mahistre  ist,  wie  man  durch  deren  Titel  *)  leicht  zu  glau- 
ben veranlasst  werden   könnte ,  der  so  eben  kurz  angedeutete 
höhere  wissenschaftliche  Gesichtspunkt  Jedoch  keinesweges  fest- 
gehalten worden,  indem  dieselbe  eigentlich  nur  als  ein  Lehrbuch 
der  ebenen  Geometrie  zu  betrachten  ist,  in  welchem  den  einzel 
nen  Kapiteln  unter  der  Ueberschrift  von  Analogien  die  ent- 
sprechenden Lehren  der  Stereometrie  angehängt  worden  sind,  so 
dass  also  in  diesem  Buche  die  letztere  Wissenschaft  nicht  als  der 
in  wissenschaftlicher  Rücksicht  höher  stehende,   die  Planimetrie 
mit  umfassende  Theil  der  Geometrie  oder  der  Wissenschaft  vom 
Räume  überhaupt,  sondern  gewissermaassen  nur  als  ein  Anhang 
zur  Planimetrie  erscheint.    Können  wir  nun  auch  aus  diesen  Grün- 
den der  vorliegenden  Schritt  eine  höhere  wissenschaftliche  Bedeu- 
tung nicht  beilegen  ,  so  ist  doch  auf  der  anderen  Seite  nicht  zu 
verkennen ,  dass  bei  dem  ersten  geometrischen  Unterrichte  es  aller- 
dings lehrreich  für  den  Anfanger  sein  rauss ,  wenn  bei  dem  Vor- 
trage der  Planimetrie  ihm  sogleich  gezeigt  wird,  dass  damit  die 
Wissenschaft  vom  Räume  noch   keineswegs  abgeschlossen  ist, 
sondern  dass  es  noch  andere  den  vorgetragenen  analoge  Sätze  für 
den  Raum  überhaupt  giebt,  welche  erstere  gewissermaassen  in 
sich  schliessen,  wobei  man  sich  aber  doch  auch  Ja  in  Acht  neh- 
men mag,  dass  in  den  Köpfen  der  noch  rohen  Anfanger  nicht  eine 
so  leicht  mögliche  Verwirrung  entstehe  und  die  Bestimmtheit  und 


•)  Der  Titel  des  franzosischen  Originals  spricht  den  Zweck  des  Ver- 
fasser« bestimmter  aus. 
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Klarheit  der  Begriffe  verloren  gehe.  Dieser  letztere  mehr  metho- 
dische Zu  eck  scheint  dem  Verf.  auch  lediglich  bei  der  Abfas- 
sung seiner  Schrift  vorgeschwebt  zu  haben,  und  von  dieser  Seite 
muss  dieselbe  also  auch  vorzüglich  von  den  Lesern  beurtheilt 
werden. 

Ins  Ei  uze  Ine  hier  einzugehen  ist  keine  Veranlassung  vorhan- 
den, da  wir  viele  sonstige  Eigentümlichkeiten  oder  besonders 
bemerkenswerthe  neue  Sätze  und  Beweise  in  der  Schrift  gefunden 
zu  haben  uns  nicht  erinnern,  indem  dieselbe  Oberhaupt  nur  die 
ganz  gewöhnlichen  Lehren  der  Planimetrie  und  Stereometrie  ent- 
hält. Es  fehlen  selbst  manche  Satze,  die  zu  interessanten  Ana- 
logien zwischen  der  Planimetrie  und  Stereometrie  hatten  Veran- 
lassung geben  können,  wie  z.  B.  das  Euler  sehe  Theorem  von 
den  Polyedern.  Gegen  die  Strenge  der  Beweise  würden  wir  Man- 
ches einzuwenden  haben,  wenn  uns  hier  ein  grösserer  Raum  ver- 
stattet wäre.  Bemerken  wollen  wir  daher  nur  gauz  im  Allgemei- 
nen .  dass  wir  den  strengen  Begriff  der  Gränze  und  eine  durch- 
greifende Anwendung  der  Gränzenmethode  in  dieser  Schrift  nirgends 
gefunden  haben.  Wie  man  aber  ohne  diese,  für  die  gesammte 
Mathematik  so  höchst  wichtige  Methode  eine  strenge  Darstellung 
in  der  Geometrie  und  in  der  Mathematik  überhaupt  erringen  will, 
Ist  uns  wenigstens  unbegreiflich.  Natürlich  steht  und  lallt  mit 
derselben  auch  die  strenge  Darstellung  der  Lehre  von  den  Ver- 
haltnissen incommensurabler  Grössen.  Umgangen  hat  der  Vf.  die 
Gränzenmethode  durch  das  gleich  zu  Anfang  eingeschaltete  zweite 
Kapitel:  von  den  unendlich  kleinen  Grössen  und  vom 
Maasso  der  Grössen  überhaupt.  Aber  gleich  der  soge- 
nannte Lehrsatz  in  §.  14.:  Zwei  endliche  Grössen  können 
als  einander  gleich  betrachtet  werden,  wenn  ihr  Un- 
terschied unendlich  klein  ist,  und  noch  mehr  der  Beweis 
desselben:  In  der  That  wird  man  zwischen  diesen  bei- 
den Grössen  durchaus  keine  Ungleichheit  aufstellen 
können,  so  klein  man  dieselbe  auch  annehmen  mag, 
vromit  die  ganze  Sache  abgethan  wird ,  möchte  doch  viele  Anfan- 
ger stutzig  machen,  und  bei  manchem  weiter  Denkenden  die  so 
noch  gerühmte  Strenge  der  Geometrie  in  Misscredit  bringen. 

Abgesehen  hiervon  kann  aber  das  Buch  seiner  oben  ant^ege- 
benen  allgemeinen  Tendenz  wegen  minder  geübten  Lehrern 
manchen  Nutzen  und  manche  Belehrung  gewähren,  und  empfehlen 
wir  es  denselben  daher  zur  Beachtung;  gehörig  mathematisch 
durchgebildete  Lehrer,  wie  sie  in  jetziger  Zeit  zur  Freude  eines 
Jeden,  der  an  dem  Gedeihen  des  mathematischen  Unterrichts 
nahrhaften  Antheil  nimmt,  wohl  bei  Weitem  die  meisten  deutschen 
höheren  Lehranstalten  besitzen,  werden  aber  in  diesem  Buche 
schwerlich  etwas  finden,  was  sie  sich  nicht  selbst  auf  der  Stelle 
mit  Leichtigkeit  zu  entwickeln  im  Stande  sein  sollten.  Durch 
den  reichhaltigen  Anhang  von  Formeln  und  Beispielen  zur  Berech- 
nung von  Linien,  Flächen  und  Körpern  (S.  247 — S.  332.)  hat  der 
Herr  Uebersetzer  den  Werth  des  Buchs  als  Unterrichtsmittel, 
namentlich  für  die  eine  mehr  realistische  Richtung  habenden  Ele- 
mentarschulen, erhöhet. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  und  sphärischen  Tri- 
gonometrie für  die  obern  Klassen  höherer  Lehranstal- 
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ten,  nebst  einem  Uebn ngsau f gaben  und  Excurae  ent- 
haltenen Anhange.  Von  Dr.  August  Wienand,  Lehrer 
der  Mathematik1  und  zu  eitern  Collegen  an  der  Real- 
schule im  Waisenhause  zu  Halle.  Mit  zwei  Kupfer- 
tafeln.   Halle.  1845.    8.    1*2  ggr. 

Die  frühem  Theile  dieses  Lehrbuchs  sind  im  Liter.  Ber 
Nr.  XIX.  S.  28t».  und  Nr.  XXII.  S.  336.  angezeigt.  Die  dort  gerühmte 
Deutlichkeit  gilt  auch  von  dem  vorliegenden  Theile.  Der  so  leicht 
zu  beweisende  Eni  ersehe  Satz  von  den  Polyedern  ist  mit  Recht 
in  die  Stereometrie  selbst  aufgenommen,  und  der  Anhang  enthält 
noch  manches  Lehrreiche  und  den  Zwecken  des  Unterrichts  För- 
derliche, sowie  das  Buch  überhaupt  einen  erfahrenen  und  sich 
dem  Unterrichte  mit  Liebe  hingebenden  Lehrer  bekundet. 

Grösstenteils  neue  Aufgaben  aus  dem  Gebiete 
der  Geometrie  descriptive  nebst  deren  Anwendung 
auf  die  konstruktive  Auflösung  von  Aufgaben  über 
räumliche  Verwandtschaften  der  Affinitat,  Collinea- 
tion  etc.  Systematisch  geordnet  und  gelost  von  Leo- 
pold Mossbrugger,  Professor  an  der  Kantonsschule 
zu  Aarau.  Mit  58  lithographirten  Tafeln  (in  einer  be- 
sonderen zweiten  Abtheilung).    Zürich.  1845.  4.  4  t b  1  r. 

4  ggr- 

In  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Vf. : 

„Das  Ziel,  welches  ich  bei  der  Bearbeitung  dieses  Werkcbeos 
im  Auge  hatte,  ist  ein  zweifaches,  nämlich: 

1.  Soll  der  verhältnissmassig  geringe  Vorrath  von  Aufgaben 
im  Gebiete  der  Geometrie  descriptive  nicht  nur  durch  neue,  bis- 
her noch  ungedruckte  Aufgaben  vergrössert  werden ,  sondern  bei 
deren  Auflösung  soll  immer  die  rein  geometrische  Construktion 
vorherrschend  und  der  mechanische  Theil  der  Zeichnungslehre  als 
untergeordnet  erscheinen.  2.  Soll  dies  Werkchen  dazu  dienen, 
Resultate  und  Aufgaben  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes, 
besonders  jene  über  die  neuern  Verwandtschaften  der  Affinität, 
Collineation,  Reciprocitat  mehr  unter  constraktive  Anschauung*- 
formen  zu  bringen ,  und  so  die  beiden  nach  einem  Ziele  strebenden 
Zweige  der  Mathematik,  die  analytische  Geometrie  des  Raumes 
und  die  Geometrie  descriptive,  welche  bisher  strenge  von  einan- 
der getrennt  wurden,  einander  näher  zu  bringen." 

Dass  man  beiden  Zwecken  seinen  vollen  Beifall  geben  nuxss< 
versteht  sich  von  selbst ,  •  und  eben  so  wenig  ist  zu  verkennen, 
dass  der  Herr  Vf.  namentlich  dadurch ,  dass  er  die  neueren  geo- 
metrischen Verwandtschaften  in  den  Kreis  seiner  construktionellen  ' 
Entwicklungen  —  man  möge  uns  diesen  Ausdruck,  der  aber  lo 
der  That  nicht  ganz  unpassend  zu  sein  scheint ,  verzeihen  —  gezo- 
gen hat,  der  descriptiven  Geometrie  in  mehrfacher  Beziehung  eine 
neue  Seite  abgewonnen  hat,  weshalb  wir  glauben,  dass  das  werk 
angelegentlich  zu  weiterer  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient. 

Der  Druck  und  die  von  dem  Herrn  Zeichnungslehrer  Belli- 
ger ausgeführten  Zeichnungen,  die  bei  einem  Werke  dieser  Art 
natürlich  von  besonderer  Bedeutung  sind,  lassen  in  keiner  Bezie 
hung  etwas  zu  wünschen  übrig. 
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Analytische  Geometrie  de«  Raumes  mit  Berück- 
sichtigung der  neueren  geometrischen  Verwandtschaf- 
ten and  zur  grössern  Verständigung  des  Werkes  er- 
forderlichen Entwickelungen  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene.  Zum  Selbststudium.  Von  L.  Moss- 
bmgger,  Professor  an  der  Kantonsschule  in  Aarau. 
Mit  acht  lithographirten  Tabellen.  Aarau.  1845.  8. 
4  thlr. 

Dieses  zugleich  eine  nicht  geringe  Anzahl  dem  Herrn  Verf. 
eigeothümlicher  Untersuchungen,  auf  welche  in  der  Vorrede  beson- 
ders hingewiesen  worden  ist,  enthaltende  Handbuch  der  analyti- 
schen Geometrie  des  Raumes  ist  jedenfalls  eins  der  ausführlich- 
sten und  vollständigsten  Bücher  dieser  Art,  welche  wir  gegen- 
wärtig besitzen,  und  wird  vou  keinem  sich  für  diese  Studien 
foteressirenden  entbehrt  werden  können.  Wir  wollen  daher  im 
Folgenden  den  allgemeinen  Inhalt  desselben  etwas  näher  an- 
geben. 

Einleitung.  Ueber  die  Gleichung  der  Geraden,  des  Kreises 
und  der  Linien  des  zweiten  Grades,  nebst  deren  Discussion. 
Erstes  Kapitel.  Betrachtung  der  Punkte  und  geraden  Linien 
im  Räume.  Zweites  Kapitel.  Von  der  Ebene  und  der  Ver- 
bindung derselben  mit  Linien  und  Ebenen.  (In  diesen  beiden  Ka 
piteln  kommt  ein  reicher  Schatz  von  Aufgaben  vor,  und  viele, 
welche  sich  in  den  sonstigen  Lehrbüchern  der  analytischen  Geome- 
trie nicht  finden ;  namentlich  enthält  das  zweite  Kapitel  auch 
Vieles  über  die  regulären  Korper  und  über  die  eckigen  Korper 
überhaupt.)  Drittes  Kapitel.  Von  der  Coordinaten- Verände- 
ning.  (Hierbei  auch  die  Herleitung  der  Grundformeln  der  sphäri 
sehen  Trigonometrie.)  Viertes  Kapitel.  Geometrische  Ver- 
wandtschaften. A.  Ebener  Systeme.  B.  Betrachtung  der  geome- 
trischen Verwandtschaften  räumlicher  Systeme.  (Dieses  Kapitel 
ist  eins  der  reichhaltigsten  im  ganzen  Buche.)  Fünftes  Kapitel. 
Von  den  Cylinder-Flächen.  Sechstes  Kapitel.  Von  den  Kegel- 
ll.ichen.  Siebentes  Kapitel.  Von  der  Kugelfläche.  Achtes 
Kapitel.  Verwandlung  aer  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen 
in  solche  Formen,  die  zu  Untersuchungen  tauglich  sind,  und  von 
der  Beziehung  der  Oerter  der  Mittelpunkte  zu  den  Flächen  selbst. 
(Der  ganze  Inhalt  dieses  Kapitels  kann  als  dem  Herrn  Vf.  eigen- 
tümlich betrachtet  werden.)  Neuntes  Kapitel.  Discussion  der 
allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  zweiten  Grades.  Zehntes 
Kapitel.  Von  den  Diametral  -  Ebenen  und  der  Reduction  der 
allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  zweiten  Grades  auf  ihre  ein- 
fachen Formen.  (Auch  in  diesem  Kapitel  findet  sich  vieles  dem 
Herrn  Vf.  Eigentümliche.)  Eilftes  Kapitel.  Bestimmung  der 
Eigenschaften  der  Flächen,  welche  einen  Mittelpunkt  haben. 
Zwölftes  Kapitel.  Ueber  die  geometrische  Bedeutung  der 
Constanten  in  der  allgemeinen  Gleichung;  der  Flächen  des  zweiten 
(«rades.  (Auch  dieses  Kapitel  ist  dem  Herrn  Vf.  ganz  eigentüm- 
lich.) Dreizehntes  Kapitel.  Geometrische  Oerter.  Vier- 
zehntes Kapitel.  Von  den  Durchschnitten  der  Flächen  des 
zweiten  Grades,  insbesondere  in  ebenen  Curven.  Anwendungen 
dieser  Sätze  auf  Aufgaben  und  Beispiele.  Fünfzehntes  Ka- 
pitel. Allgemeine  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades, 
in  Beziehung  auf  ihre  gegenseitigen  Verwandtschaften. 
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Wir  empfehlen  dieses  Werk  nochmals  nicht  bloss  allen  denen, 
welche  sich  ausführlicher  über  die  neueren  Fortschritte  der  ana- 
lytischen Geometrie,  belehren  wollen ,  sondern  auch  allen  denen, 
welche  Stoff  zu  eigenen  Uebungen  und  Untersuchungen  suchen. 


Praktische  Geometrie. 


■ 

G  a  u  1 1  i  e  r ,  L. ,  Notions  de  geometrie  pratique.  Nouvelle  edi- 
tion.   In  12.    Paris.  1845. 

Ca  tonnet,  A.  J. ,  Traites  completes  theoriques  et  pratiqaes 
de  l'arpentage,  de  la  geodesie  moderne  etc.  Secoude  edition.  In 
12.  plus  des  pl.   Amiens.  1845.   3.  50. 

Pezelt,  Der  kleine  katadioptrische  Kathetometer  nebst 
Anleitung  zum  Gebrauch  desselben.  Mit  4  Lithogr.  er.  8.  Pesth. 
1845.   1  thlr.  4  ggr. 

Beut  her.  Fr.,  Kurze  Anweisung  zur  Linear  perspective,  mit 
den  nothigen  praktischen  Vortheilen,  bei  deren  Anwendung  für  die 
ausübende  Zeichenkunst.     2.  revid.  mit  1  Tafel  vermehrte  Aull 
Kassel.  1845.    18  ggr. 


Trigonometrie. 


Koller,  A.  v. ,  Elemente  der  Goniometrie  und  ebenen  Trigo- 
nometrie.  Mit  einer  lithogr.  Tafel.   Trier.  1845.   8.   8  ggr. 


■ 

Mechanik. 


Die  Geostatik  als  Leitfaden  fflr  den  Unterricht  an 
technischen  Lehranstalten,  sowie  zum  Gebrauche  für 
Techniker  überhaupt,  ohne  Anwendung  der  Differen- 
zial-  und  Integralrechnung  von  Dr.  Moritz  Rüblmann. 
Professor  der  angewandten  Mathematik  und  Maschi 
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neniebre  an  der  königlichen  höheren  Gewerbschule 
zu  Hannover.  Zweite,  völlig  umgearbeitete  und  ver- 
mehrte Auflage.  Mit  vielen  Holzschnitten.  Dresden 
und  Leipzig.  1615.   8.    1  thlr. 

Dieses  die  gew  öhnlichen  Lehren  der  Statik  fester  Korper  in 
deutlicher  elementarer  Darstellung  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Kraftepaare :  die  Lehre  voii  der  Reibung  und  von  den  ein- 
fachen Maschinen ,  mit  Berücksichtigung  der  Reibung  und  der 
Seilbiegung  (wie  dies  der  Vf.  nennt):  endlich  die  Lehre  von  der 
Festigkeit  der  Korper  enthaltende  Werkchen  scheint  seinem  auf 
dem  Titel  näher  bezeichneten  Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen, 
und  verdient  Praktikern  und  Lehrern  an  elementaren  technischen 
Lehranstalten  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Dass  in  dem- 
selben die  Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  aus- 
geschlossen ist ,  geht  schon  aus  dem  Titel  hervor.  In  der  Angabe 
der  Quellen,  aus  denen  der  Herr  Vf.  geschöpft  bat,  hätte  der- 
selbe etwas  vollständiger  sein  sollen. 


Praktische  Mechanik. 


Das  Dädaleon,  eine  neue  Flugmaschine,  vorge- 
schlagen von  Friedrich  von  Drieberg.  Mi t  4  Tafeln  Ab- 
bildungen.   Berlin.  1845.    8.    8  ggr. 

Die  Flug  Übungen  und  den  ersten  freien  Ausflug,  welche 
Herr  v.  Drieberg  in  §.  35.  und  §.  36.  seiner  Schrift  den  Lesern 
derselben  so  angelegentlich  und  wahrlich  mit  grosser  Zuver- 
sicht mit  seiner  einer  Fledermaus  ganz  ähnlich  sehenden  Flug- 
maschine  anzustellen  empfiehlt,  .hätte  er  mit  derselben  erst  selbst 
anstellen  sollen,  bevor  er  dieselbe  bekannt  machte.  Dass  dies 
geschehen,  ist  wenigstens  nirgends  ausdrücklich  gesagt.  Da  er 
seinen  Wohnsitz,  wenn  wir  aus  seiner  früheren  berühmten  Schrift 
über  den  Luftdruck  uns  recht  erinnern,  in  der  uns  wohlbekannten 
Inigegend  von  Fehrbellin  hat,  so  würde  es  ihm  gewiss  an  einem 
See,  <ien  er  zu  diesen  Versuchen  fordert,  nicht  gefehlt  haben,  und 
eben  so  wenig  ist  zu  bezweifeln,  dass  unter  seiner  Dienerschaft 
eher  als  unter  dem  bescheidenen  Hauspersonale  eines  gemeinen 
Professors  Matheseos  vel  Physices  sich  zwei  tüchtige  Kerle  gefun- 
den haben  wurden,  die  ihn,  in  der  Maschine  steckend,  wie  er 
verlangt,  durch  einen  heftigen  Wurf  von  dem  an  dem  Rande  des 
Sees  errichteten,  etwa  30  Fuss  hohen  Gerüst  in  das  freie  Luft- 
meer  hinaus  schleudern ,  und  ihm  dadurch  den  nothigen  Anfang  der 
Schussbewegung  mittheilen  konnten.  Gewiss  hätte  er  sich  auch 
hinreichend  in  dieser  Beziehung  erprobten  Leuten  mit  Zuversicht 
anvertrauen  können.  Da  aber,  wie  gesagt,  nirgends  von  einer  ge- 
schehenen Anstellung  der  Versuche  die  Hede  ist,  so  müssen  wir- 
freilich  uns  dem  Glauben  hingeben,  dass  der  Herr  Vf.  fürchtete, 
das  von  ihm  selbst S.  6.  erzählte  Schicksal  des  Schneiders  Berb- 
linger zu  Ulm  zu  theilen,  welcher  bei  den  Versuchen  mit  seiner 
Maschine,  dereu  Flügel  die  Gestalt  eines  hohlen  Zuckerhuts  hat- 
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ten,  Arme  und  Beine  brach.  Da  nun  andere  ehrliche  Leute  auch 
nicht  gern  Arme  und  Beine  brechen,  so  ersuchen  wir  den  geehr- 
ten Herrn  Vf.  nochmals,  selbst  nur  erst  mit  wirklich  angestellten 
Versuchen  voranzugehen,  und  geben  ihm  die  Versicherung,  dass 
e«,  wenn  dieselben  glücklich  ausfallen  sollten,  an  Nachfolgern 
nicht  fehlen  wird.  Wenn  aber  der  Herr  Vf.  die  Verbindlichkeit, 
dergleichen  Versuche  selbst  zuerst  anzustellen,  vielleicht  durch 
die  auf  8.  0.  am  Ende  sich  findende  Bemerkung,  dass  es  zunächst 
hauptsächlich  darauf  ankomme,  eine  erweislich  richtige  Theorie 
des  Menschenflugs  aufzustellen,  woraus  dann  die  Möglichkeit  oder 
Unmöglichkeit  des  Menschenfluss  leicht  zu  ersehen  sein  werde, 
von  sich  abzulenken  suchen  sollte,  so  müssen  wir  uns  erlauben, 
ihm  bemerklich  zu  machen,  dass  es  seiner  sogenannten  Theorie, 
durch  welche  er  den  ^Nachweis  der  Möglichkeit  des  Mensch  entlugs 
zu  führeu  sucht,  leicht  eben  so  gehen  konnte,  wie  es  nach  sei- 
ner Angabe  der  Theorie  ergangen  ist,  durch  welche  La  lande 
das  Gcgentheil  zu  beweisen  suchte.  Dass  die  Sache  möglich 
ist,  lässt  sich  am  Ende  nicht  bezweifeln;  nur  kommt  gerade  hier 
Alles  auf  das  Wie?  an,  und  da  müssen  wir  nun  einmal  auf  unse- 
rer Forderung  wirklich  mit  Glück  angestellter  Versuche  bestehen 


Astronomie. 


F ladung,  J.  A.  F.,  Versuch  pomilftrer  Vorträge  über  Astro- 
nomie ohne  Berechnungen.   Wien.  1845.    gr.  16.    1  thlr.  -4  ggr. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1848.  Auf  Veranlassung 
der  Ministerien  des  Unterrichts  und  des  Handels  herausgegeben 
von  J.  F.  Encke,  Director  der  Berliner  Sternwarte.  Berlin.  1845. 
8.   3  thlr.  8  ggr. 

« 

Connaissance  des  tems  ou  des  mouvemens  Celestes,  ä  l'usage 
des  astronomes  et  des  navigateurs,  pour  Tan  1848.  Publiee  par 
le  bureau  des  longitudes.  (Sans  additions.)  In  8.  plus  un  ta* 
bleau.   Paris.  184$.   5  ir. 


Physik. 


Buff,  Grundzüge  der  Experiments!- Physik,  mit  Rücksicht 
auf  Chemie  und  Pnarmacie,  zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen 
und  zum  Selbstunterricht     Mit  zahlreichen  Holzschnitten  und 
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angeführten  Tafeln.   2te  Lieferung.  Heidelberg.  1845.  8.  16  ggr. 
(Die  erste  Liefer.  erschien  184o  und  kostet  ebenfalls  16  ggr.) 

Bouchardat,  A.,  Cours  des  sciences  phvsiques.  Chimie. 
Vomle  Edition.    In.  12.    Wem  Physique.    In  1&   Paris,  1&15. 
Prix  du  volujne  de  chimie....   3.  50. 
du  volume  de  physique....   3.  50. 

Heussi,  Der  physikalische  Apparat,  insbesondere  als  Lehr- 
mittel in  Gymnasien ,  *  Kealschuleu  und  anderen  Unterrichtsanstal- 
teo.  Parcbim.  im.  8.   8  ggr. 

U  eh  er  die  Existenz  den  Luft-  und  Wasserdrucks. 
In  Beziehung  zu  den  dagegen  gemachten  Einwürfen 
des  Herrn  Baro n  von  Drieberg.  Ein,  Beitrag  zur  neue- 
ren Phvsik.  Von  S.  Sachs,  kiin igl.  Regierungs-Bau- 
Ingnector  zu  Berlin.    Berlin.  1845.   8.    8  ggr. 

Bloss  die  Existenz  dieser  mit  einer  sehr  devoten  Dedication 
an  Seine  Hochgeboren  den  Königl.  Preuss.  Kammerherrn  und  Rit- 
ter n.  s.  w.  Herrn  Baron  von  Drieberg  versehenen  Schrift  woll- 
ten wir  hier  anzeigen;  denn  gelesen  haben  wir  dieselbe  nicht, 
das  gestehen  wir  offen.  Ueber  Dinge,  über  welche  Jeder  schon 
ans  seiuem  physikalischen  Gymnasial  -  Unterrichte  in  Tertia  rich- 
tige Begriffe  nutbringen  muss ,  und  deren  Richtigkeit  sich  hand- 
greiflich nachweisen  und  im  eigentlichen  Sinne  ad  oculos  demon- 
striren  lässt,  so  viel  Redens  zu  machen,  scheint  uns  wahrlich 
nicht  der  Muhe  werth.  Möge  der  Himmel  nur  die  Lehre  von  der 
Lnft  vor  jeder  Drieberg- Literatur  bewahren! 

Rottger,  J.  L. ,  Falschheit  der  Lehre  .vom  Drucke  der 
Luft  im  Gefolge  der  Beweisführung  des  Kammerherrn  von  Drie- 
berg.  8.    Halberstadt.  1845.   8  ggr. 

(Diese  mit  der  Schrift  von  Sachs  schon  den  Anfang  einer 
iVieberg- Literatur  bildende  Schrift  ist  uns  noch  nicht  zu  Ge- 
>Mt  gekommen.) 

Sanson,  A.  .F.,  Navigation  atmospherique.  Explications com- 
plementaires  sur  le  Systeme  physique,  mecauique  etc.  de  San- 
»«■  pere  et  Iiis;  prrfcedees  de" TAeronautique  des  dames,  lettre 
eo  prose  et  en  vers  libres  etc.   In  8.  plus  2  pl.   Paris.  1845. 

Biot,  Instructions  pratiques  sur  l'observation  et  la  mesure 
de6  proprietes  optiques  appelees  rotations,  avec  l'expose'  succinct 
de  lear  application  a  la  chimie  medicale,  scientifique  et  industri- 
elle. In  4.   Paris.  1845. 

Dan i eil,  J.  F.,. Elements  of  Meteorologie;  being  the  Third 
Edition,  revised  and  enlarged,  of  Meteorological  Essays.  2  vols. 
&o,  plates,  clotb.   32  s. 

Voyage  autour  du  monde,  entrepris  par  ordre  du  roi  par 
M.  Louis  de  Freycinet,  capitaine  de  vaisseau  etc.  —  Meteoro- 
logie. 1  vol.  in  4.   25.    Magnetisme  terrestre.  1  vol.  in  4.  15. 
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Vermischte  Schriften 


Templeton,  W.,  Taschenbuch  fÖr  Mühlen-  und  Maschinen- 
hauer, enthaltend:  Dezimalbruch  rech  nung ,  Tafeln  von  Qnadrat- 
und  Kubikwurzeln,  angewandte  Geometrie,  Ausmessung,  Festig- 
keit versch.  Materialien,  mechanische  Potenzen,  Wasserräder, 
Saug-  und  Druckpumpen,  Dampfmaschinen,  Tafeln  über  das  sne- 
citische  Gewicht  u.  s.  w.  Nebst  einem  Anhange,  enthaltend:  Um- 
fang, Quadrat,  Kubus  und  Flacheninhalt  von  Kreisen,  Kugeln.  — 
Nach  der  fünften  vermehrten  und  verbesserten  Aufl.  aus  dem  Eng- 
lischen fibersetzt.  Nebst  einem  Anhang  zum  Gebrauch  des  Schieb  - 
maassstabes.  Mit  Holzschnitten  und  litnogr.  Tafeln.  Krunn.  1845.  8. 

(Enthält  viele  für  «den  praktischen  Gebrauch  recht  brauchbare 
Notizen.) 

The  Mathematician.  Number  III.  On  the  Transforma- 
tion of  Algebraic  Equations.  —  On  the  Variation  of  Parameters. 

—  Approximate  Rectilication  of  the  Circle.  —  Fundamental  Func- 
tions of  Two  Ares.  —  Propositions  on  the  Conic  Sections.  —  Od 
the  Theory  and  Application  of  Poles  and  Polars.  —  Horner  on 
Algebraic  Transformation.  —  Equation  of  the  Paranoia  referred  to 
two  Tangents.  —  On  the  Function  r  (j*  + 1).  —  Solutions  of 
Mathematical  Exercises.  —  Mathematical  Exercises  (continued). 

—  Note  on  Probahility.  —  On  the  Fonuation  of  Numerical  Equa- 
tloos  having  nearly  equal  Roots.  —  On  the  Theory  of  Coordinates. 

Nuniber  IV.  Modern  Geometry.  Anharmonic  Ratio.  Section 
of  Involution.  —  On  a  case  of  Elimination.  —  Propertie« 
of  the  Spherical  Triangle.  —  On  a  Principle  in  the  Theory  oi 
Probabilities.  —  On  the  Transformation  ol  Algebraic  Equations. 

—  On  Deünite  Integrals.  —  Properties  of  the  Parahola.  —  Mathe- 
matical Exercises  (continued),  —  Solutions  of  Mathematical  Exercises. 

Number  V.  ^  Solutions  of  Mathematical  Exercises  (continued). 

—  On  the  Imaginary  Expressions  for  sin x  and  cosx.  —  Polesand 
Polars  in  Space.  —  Modern  Geometry  (continued),  —  Mathema- 
tical Note.  —  Application  of  Algebra  to  the  Modern  Geometrv.  — 
Deconiposition  of  Rational  Fractions  and  Summation  of  Infinite 
Scrics.  —  Mathematical  Exercises  ( continued).  —  Solutions  of 
Mathematical  Exercises. 

Number  VI.  Poles  and  Polars  in  Space.  —  Propositions 
on  the  Conic  Sections.  —  Application  of  Algebra  to  the  Modern 
Geometry.  —  On  the  Transformation  of  Algebraic  Eouations.  — 
On  the  Equilibrium  of  Roofs.  —  On  the  Reduction  ot  certain  In- 
tegrals to  more  simple  Fonns.  —  Developement  of  Poisson's  nietbod 
offinding  the  Resultant  of  two  equal  Forces.  —  Horner  on  Alce- 
braic  Transformation.  —  Mathematical  Notes.  —  Forraulae  Tor 
Right- Angled  Spherical  Triangles  deduced  in  succession.  —  Solu- 
tions of  Mathematical  Exercises.  —  Mathematical  Exercises  (con- 
tinued). —  Collection  of  Miscellaneous  Exercises  in  Geometry  (or 
the  use  of  Seminaries  and  private  Students. 

(Nr.  I.  und  II.  «.  m.  Litcrar.  Ber.  Nr.  XXIII.  S.  356.) 
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literarischer  Bericht. 


Geschichte  der  Mathematik  and 

Physik. 


i  •  > 


Simon  Sterin.  Par  Mr.  A.  Quetelet. 

Durch  diese  kleine  Schrift  Aber  Beinen  Landsmann  Simon 
Sterin  hat  Herr  Quetelet  einen  sehr  dankenswerthen  Beitrag 
zur  Geschichte  der  Mathematik  geliefert,  weshalb  ich  die  Leser 
des  Archivs  auf  dieselbe  aufmerksam  zu  raachen  nicht  verfehle. 
Besonders  interessant  ist  aber  auch  die  nächste  Veranlassung  zu 
der  Herausgabe  dieser  Schrift,  welche  ich  im  Folgenden  Herrn 
Quetelet  selbst  erzählen  lassen  werde,  weil  dabei  die  Leser  des 

Archivs  nur  gewinnen  können. 

»  «      •  • 

Je  visitais  uo  jour  —  sagt  Herr  Quetelet  am  Anfange  seiner 
Schrift  —  en  compagnie  d'un  des  savants  les  plus  destingues  de 
notre  epoque,  la  magiiifique  salle  de  reeeption  de  l'universite  de 
Gaod.  Pfaus  en  admirions  les  proportion*  elegantes:  mais  nous 
exprimion8  en  meme  temps  nos  regrets  que  la  sculpture  ne  füt 
Pas  encore  venue  en  aide  ä  l'habile  architecte ,  pour  Computer  son 
beau  monument.  L'imagination,  apres  avoir  erre  librement  sur  un 
eosemble  harmooieux,  a  besoin  de  s'arreler  aux  details,  et  surtout 
de  trouver  des  objets  qui  soutienoent  son  essor  par  de  grandes 
peusees.  On  n'aime  point  a  trouver  un  palais  desert;  et  les  nommes 
qui  peuvent  niieux  en  faire  les  honneurs  sont  ceux  qui,  dans  la 
succession  des  temps,  ont  repandu  le  plus  d'eclat  sur  leur  patrie. 

„Je  regrette,  ait  M.  Arago,  car  c  etait  le  noble  visiteur  que 
javais  Thonneur  d'aecompagner,  je  regrette  qu'uoe  äussi  belle  salle 
oe  soit  pas  animees  par  les  statues  de  vos  hommes  les  plus  distin- 
^jes  dans  les  sciences  et  les  lettres;  ce  serait  ici  leur  place,  et 
je  vois  avec  plaisir  que  larchitecte  y  a  pense."  —  „II  nous  serait 
peut  etre  difficile  de  peupter  cette  salle  comme  vous  l'entendez, 
dit  eo  souriant  la  personne  qui  voulait  bien  nous  servir  de  guide. 

Band  VH.  26 
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Dans  les  sciences  physiques  et  matbematiques ,  par  exeinple,  qoi 

{»rendrions  nous  pour  representant  V  —  »tyui?  repartit  vivement 
'astronome  francnis ,  qui  ?  mais  Simon  Stevin ,  le  veritable  auteur 
d'uno  des  helles  decouvertes  dont  on  fait  honneur  ä  Tun  de  me* 
compatriotes  les  plus  illustres,  a  Pascal I  N'eüt  il  trouve  que  la 
loi  des  pressions  des  liquides  sur  les  parois  des  vases,  le  savant 
brugeois  devrait  avoir  sa  statue  dans  ce  palais." 

Cette  statue  s'elevera  en  effet.  Simon  Stevin,  malgre  ce  qu'eo 
ont  dit  les  etrangers,  n'a  point  ete  oublie"  de  ses  compatriotes. 
Sa  statue  fera  IVnement  ^ttl'öTguell  de  sa  ville  natale,  dont  lui- 
meme  etait  Her,  car  c'etait  le  seul  titre  qu'il  prit  dans  ses  ouvrases, 
sur  la  premiere  page  desquels  on  lit  ces  mots  si  remarquables  dans 
leur' snmdicite :  Par  Simon  Sterin  de  Bruces. 

Nacfidem  Herr  Que  tele  t  nach  dieser  Einleitung  die  Ter- 
schiedenen  Arbeiten  und  Entdeckungen  Simon  Sterins  namhaft 
gemacht  und  näher  charakterisirt  hat,  sagt  er  gegen  das  Ende  der 
Schrift: 

Tant  de  travaux  et  de  succes  dans  des  branches  si  diverses, 
tant  de  decouvertes  fccieatilimies  et  dlnventions  utties  .expliquent 
suflTisament  la  reconnaissance  aes  compatriotes  dü  gäomd'tre  brugeois, 
et  justifient  l'honneur  insigoft-  que  lui  fait  sa  ville  natale  en  loi 
erigeant  une  statue  sur  l'une  de  ses  places  publiques.  Cet  honoeur 
decerne*  plus  de  deux  siecles  apres  sa  mort,  Ta  ete*  spontanement 
et  pendant  que  1  Oranger  croyait  que  jusqu'au  nom  Simon  Sterin 
avait  6t6  ouulie  dans  sa  patrie. 

Bruges  s'est  montree  digne  d'avobr  donnö  le  jour  aux  deux 

eta 
loio 
/uelle 

apprecie  les  sciences  a l'egal  des  neaux-arts ,  et  quelle  a  f 
avec  un  egal  succes  ä  ces  deux  sources  d'illustration. 

Eine  sehr  dankenswerthe  Zugabe  zu  der  kleinen  sehr  splendid 
gedruckten  Schrift  bilden  die wohl  geluugeoeo  Bildnisse  Stevin« 
und  des  Fürsten  Moriz  von  Nassau,  in  dessen  Diensten  bekannt- 
lich Stevin  stand,  so  dass  es  gewiss  Niemandem  gereuen  wird, 
sich  in  den  Besitz  dieser  Schrift  gesetzt  zu  haben,  wobei  wir 
jedoch  bemerken  mflssen ,  dass  wir  Freilich  nicht  wissen  und  auch 
aus  ihr  selbst  nicht  entnehmen  können,  ob  sie  überhaupt  auf  dem 
Wege  des  Buchhandels  zu  beziehen  ist.  G. 


Arithmetik. 

..1  /  .    /  i   *  . 

.'»'      *■{  *i  '    '  .  i 

Bol tshauser, H.:  Die  Grundlehren  der  Algebra,  theoretisch 
entwickelt,  mit  Beispielen  und  Aufgaben.  Mit  Besonderer  Rück- 
sicht auf  den  Gebrauch  in  Schulen  bearbeitet,  gr.  8.  Solotburo. 
18 15.    1  Thh\ 

ßolts hauser,  HL:  Resultate  der  im  Vorstehe 
teoeo  Beispiele  und  Aufgaben,  gr.  8>   Ebend.   9  ggr. 
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Organon  der  oesammten  t  ransc enden te n  A»alysi& 
Von. Dr.  E.  H.  Dirksen,  ordentlichem  Professor  au  der 
Friedrich  -  Wilhelms  -  Universität  und  ordentlichem 
Mitglied«  der  Kbnigl.  Academie  der  Wi  ssenschaften 
2B  Berlin.  Erster  Theii*  Tran scend e n te  Elemeotar- 
lehre.   Berlin.  1&5.  8.  4  Rthlr. 

Ueber  ein  Werk,  welches,  wie  das  vorliegende,  offenbar  nur 
die  Frucht  eines  langjährigen  angestrengten  Nachdenkens  sein 
kaon,  und  den  wissenschattlichen  kifer  seines  Verfassers  in  dem 
echüosten  Lichte  erscheinen  lä'sst,  in  einem  Blatte,  wie  dieser 
Literarische  Bericht  ist  und  sein  soll ,  ein  in  jeder  Beziehung 
gehörig  begründetes  Urtheil  abgeben  zu  wollen,  würde  anniaassend 
sein,  weshalb  wir  uns  mit  den  folgenden  allgemeinen  Andeutungen 
besenugeo  müssen ,  welche  bloss  den  Zweck  haben ,  die  Leset  des 
Archivs  einigermaassen  auf  den  richtigen  Standpunkt  zu  stellen, 
aus  welchem  sie  dieses  Werk  zu  beurtheilen  haben. 

Auf  den  ersten  Blick  stellt  sich  im  Allgemeinen  heraus,  dass, 
so  wie  einige  andere  neuere  Schriften,  auch  dieses  Werk  ans  dem 
tief  und  lebhaft  gefühlten  Bedürfniss  einer  strengeren  Begrttndung 
Her  Aoalvsis,  insbesondere  ober,  und  zunächst,  der  Theorie  der 
Reihen,  n ervorgegangen  ist,  und  in  seiner  ganzen  eigenthfimlichen 
Fassung  mehr  noch  als  die  meisten  andern  Werke  von  ähnlicher 
Tendenz  dem  alten,  leider  nur  noch  zu  häufle  herrschenden 
Schlendrian  kräftigst  entgegen  tritt.  Freilich  werden  die  eifrigen 
Anhänger  vieler  sogenannter  eleganter  analytischer  Theorien,  wie 
z.  B.  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,  des  allgemeinen 
polynomischen  Lehrsatzes  oder  gar  des  Infinltinomiurrs,  des  all- 
gemeinen Reversionsproblems  und  verschiedener  dahin  gehörender 
Theoreme ,  so  wie  überhaupt  fast  der  ganzen  sogenannten  combi- 
oatorischen  Analysis,  dieselben  in  diesem  Werke  vergeblich  soeben, 
dagegen  aber  fast  auf  jeder  Seite  mit  dem  ihnen  unleidlichen  — 
aber  dessenungeachtet  för  die  gesammte  Analysis  im  höchsten 
Grade  wichtigen  und  ganz  unentbehrlichen  —  Begriffe  der  Grftnze 
2e<|ualt  werden,  und  daher,  wie  wir  im  Geiste  voraussehen,  bei  der 
Durchsicht  desselben  hin  nnd  wieder  bedenklich  den  Kopf  schütteln. 
Wer  es  aber  wagt,  wie  wir  —  ursprünglich  ganz  im  Geiste  der 
combinatorischen  Analysis  gebildet  —  es  vor  nun  ungefähr  zwanzig 
J.thren  in  der  That  selbst  gewagt  haben,  den  grössten  Theil  des 
früher  Erlernten  auf  einige  Zeit  von  sich  zu  werfen,  und  das  Stu- 
dium der  Analysis  in  einem  Werke  wie  das  vorliegende  gewisser- 
ruaassen  von  vorn  anzufangen — was  freilich  in  Betracht  dwr  früher 
schon  aufgewandten  Zeit  und  Anstrengung  keine  Kleinigkeit  ist, 
und  eine  nicht  geringe  moralische  Kraft  erfordert  —  wird  zwar  der 
ihm  ganz  ungewohnten  Betrachtungsweise  wegen  anfangs  auf  Hin- 
dernisse und  Schwierigkeiten  mancherlei  Art  stossen ,  am  Ende 
aber  gewiss  mit  der  grössten  Achtung  vor  den  Bestrebungen  der 
neueren  Analysis,  und,  was  die  Hauptsache  ist,  wahrhafter  Be- 
reieWrung  und  Berichtigung  seiner  analytischen  Anschauungsweise 
irod  Kräftigung  seines  analytischen  Scharfsinns  von  dem  Werke 

bei  den.  # 
[Sur  solche  völlig  vorurteilsfreie  Leser,  die  den  redlichen 
Willen  haben,  sich  mit  der  neueren  Darstellungswelse  der  Analysis 
vertraut  m  machen,  wünschen  wir  diesem  Werke,  uud  nur  solch.«  % 
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Leser  verträgt  dasselbe  seiner  Natur  nach.  Da  es  übrigens  durch- 
aus nur  elementare  Kenntnisse  voraussetzt,  so  bietet  sein  Studium 
auch  keine  andern  Schwierigkeiten  dar,  als  solche,  die  von  der 
Natur  der  Sache  unzertrennlich  sind.  Eine  scharfe  Bestimmung 
und  Zergliederung  der  Begriffe  in  ihre  kleinsten  T  heile  gehört  zu 
den  wesentlichsten  Vorzügen  desselben ,  und  dass  der  Begriff  der 
Gränze  und  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen,  namentlich 
von  deren  Convergenz  und  Divergenz  und  den  Rechnungsoperatiooen 
mit  denselben,  so  wie  auch  die  Lehre  von  den  imaginären  Grosser, 
in  ihm  eine  Hauptrolle  spielen,  versteht  sich  für  die  Kenner  der 
neueren  Analysis  von  selbst.  Um  aber  denselben  eine  genauere 
Uebersicht  seines  reichen  Inhatte  zu  geben,  theilen  wir  im  Fol- 
genden die  Ueberschriften  der  Kapitel  und  einzelnen  Abschnitte  mit. 

Erstes  Kapitel.  Von  den  Progressionen,  dem  Pro- 
gressionsact  und  den  Reihen.    Zweites  Kapitel.  Voo 
den  unendlichen  Reihen.     I.  Von  den  unendlichen  Reihen 
überhaupt,  den  möglichen,  den  gegebenen  und  den  vollständig  be- 
stimmten unendlichen  Reihen,  Gleichheit  und  Ungleichheit  der 
unendlichen  Reiheu.    IL   Eintheilung  der  vollständig  bestimmten 
unendlichen  Reihen.    III.  Lehrsätze  in  Betreff  der  vollständig 
bestimmten  unendlichen  Reihen.   Drittes  Kapitel.    Von  den 
einfachen  algebraischen   Bezi  ehungsiormen    der  un- 
endlichen Reihen.    I.   Von  den   einlachen  algebraischen  ße- 
ziehungsformen  der  unendlichen  Reihen  überhaupt.    II.    Von  den 
einfachen  algebraischen  Beziehungsformen,  mit  Rücksicht  auf  näher 
bestimmte  unendliche  Reihen  betrachtet.     Viertes  Kapitel* 
Von  den  allgemeinen  Gliedern  und  den  Gränzen  der 
vollständig   bestimmten   unendlichen  Reihen.  Tran 
scendenteGrundbestimmungsform  der  Analysis.  I.  Von 
den  allgemeinen  Gliedern  der  unendlichen  Reihen.    II.    Von  den 
Gränzen  der  vollständig  bestimmten  unendlichen  Reihen.   III.  Von 
der  transcendenten  Gruiidbestiiiiniiingsform  der  Analysis  und  den 
einfachen  Transcendenteu  überhaupt.    Fünftes  Kapitel.  Voo 
den  convergirenden  unendlichen  Reihen.    I.    Von  den 
convergirenden  Reihen  überhaupt  und  deren  gegenseitigen  Bezie- 
hungen.   II.  Lehrsätze  in  Betreff  der  hinreichenden  Bedingungen 
der  Convergenz  und  der  Divergenz  unendlicher  Reihen.    III.  Be- 
sondere Erörterungen.    Sechstes  Kapitel.  Von  einigen  ex- 
nliciten  einfachen  Transcendenten.    L   Von  der  hyper- 
bolischen Exponentialgrüsse.   II.  Von  dem  Sinus  und  dein  Cosinus. 
III.   Von  den  Argumenten  der  hyperbolischen  Exponentialgrüsse, 
des  Sinus  und  des  Cosinus,  insofern  diese  selbst  als  bestimmend 
angesehen  werden.    Siebentes  Kapitel.  Von  einigen  expli* 
eilen    zusammengesetzten    Transcendenten.     I.  Voo 
dem  hyperbolischen  Logarithmus.    II.  Von  dem  Arcus -Sinus.  IIL 
Von  dem  Arcus- Cosinus.    IV.  Von  der  Tangente.   V.  Von  der 
Arcus  -  Tangente .  VI.  Von  der  Cotangente.  VII.  Von  der  Areas- 
Cotangente.  VIII.  Von  der  Gleichung  u>B=:a +oi  und  den  Potenzen 
negativer  oder  imaginärer  Wurzeln.    Achtes  Kapitel,  Erör- 
terung einiger  anderweitigen  Beziehungen  zwischen 
den  bisher  besprochenen  Transcendenten.   Den  Haupt- 
inhalt dieses  Kapitels  bilden  die  Transcendenten  sin  fia,  cospa, 
sin  Pa,  cos  Pat  aresin  a,  arc  cos  «  und  die  bekannte  Gaussische 
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Reibe.  Ii*  eine  nähere  Angabe  des  Inhalts  desselben  können  wir 
aber  nicht  eingehen,  weil  wir  uns  dazu  einiger  nicht  fÖr  sich  ver- 
ständlicher Zeichen,  die  der  Herr  Verfasser  in  demselben  anwendet, 


Jedenfalls  ist  dieses  Werk  ein  sehr  wich  titer  JrJeitrag  zu  der 
Begründung  der  Analysis,  welcher  von  Keinem  unbeachtet 
gelassen  zu  werden  verdient;  und  der  aus  dem  sorgfältigen  Studium 
desselben  hervorgehende  Gewinn  wird  unter  allen  Verhaltnissen  ein 
.«ehr  reeller  sein ,  weshalb  wir  auch  dem  Erscheinen  des  zweiten 
Theiles  mit  Verlangen  entgegen  sehen. 

Cournot,  A.  Ar:  Elementarlehrbuch  der  Theorie  der  Funk- 
tionen oder  der  Infinitesimalanalysis.  Mit  besonderer  Beziehung 
auf  ihre  Anwendung  in  den  Naturwissenschaften,  Künsten  und 
Gewerben.  Deutsch  bearb.  von  Dr.  C.  Schnuse.  1«  Lief.  er.  8. 
(mit  8  Figurentafeln).  Darmstadt.  1845.  8.  Geh.  2  Rthlr.  12  ggr. 

Minsinger:  Die  gemeinen  oder  Britischen  Logarithmen  der 
Zahlen,  voo  1  bis  1000,  die  Quadrat  -  una  Kubikwurzeln  der  Zahlen 
von  1  bis  100,  mehrere  oft  vorkommende  Zahlen,  die  Primzahlen 
der  Zahlen  von  1  bis  1000  etc.  2te  verm.  Ausgabe.  Augsburg.  1845. 

9  ggr* 

De  Aequatiooe  Differentiali  aap*  y,  per  Integralia  de- 

finita  integranda,  Disputatio.  P.  I.  Praes.  Mag.  Carolus  J. 
Ma  (rasten,  Mathem.  Inferior.  Professor  Reg.  et  Ord.  Regiae 
Acad.  Scient.  Holm,  atque  Reg.  Societ.  Scient.  Upsaliensis  Mem- 
bnira  et  Societ.  Philomat  Paris.  Correspond.  ttesp.  Ericns 
Edlund.    Upsaliae.  1845. 


CJeometrie. 


Die  Probleme  derGeraden  Linie,  des  Winkels  und 
der  Ebenen  Fläche.  Von  Heinrich  Erb,  Gr ossherzogl. 
Badischem  Finanzrath.   Heidelberg.  1845.  8.  1  Rthlr. 

Als  die  Haupttendenz  dieser  philosophisch-mathematischen  Schrift 
ist  wohl  ein  neuer  Versuch  zur  Begründung  der  Lehre  von  den  Paralle- 
len ,  und  dabei  der  Grundlehren  der  Geometrie  überhaupt  anzusehen, 
ün  Allgemeinen  trägt  dieselbe  mehr  den  Charakter  eines  philoso- 
phischen Raisonnements,  als  einer  strengen,  dem  von  den  griechi- 
schen Geometern  für  alle  Zeiten  vorgezeichneten  Wege  folgenden 
geometrischen  Untersuchung.  Auf  S.  12.  sagt  der  Herr  Verfasser, 
dass  er  in  dieser  Schrift  mitunter  Winken  gefolgt  sei ,  die  in  einer 
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im  Jahre  182J  unter  dem  Titel:  „Zur  Ma themati k  und  Logik. 
Vorspiele  zu  ih rer  Erweiterung  und  Begründung.  Von 
Karl  Augustus  Erb"  erschienenen  Schrift  enthalteu  sind. 

Schon  mehrmals  ist  in  dem  Literarischen  Berichte  emibot 
worden,  dass  wir  uns  in  demselben  der  Beschränktheit  desRaums 
wegen  auf  ausführliche  Kritiken  von  Paralleleutheorieu  u.  der^L 
nur  unter  besondern  Umständen  einlassen  können,  ein  Prinap, 
welches  wir  auch  bei  der  obigen  Schrift  um  so  mehr  in  Anwendung 
bringen  müssen,  weil  dieselbe,  wie  schon  erwähnt,  zu  sehr  ins 
Gebiet  des  blossen  philosophischen  Raison ueuients  hinüber  streift. 

Darstellende  Geometrie  von  J.  Ad  he  mar.  Deutsch 
oearbeitet  und  bereichert  mit  den  neuesten  Fort- 
schritten der  isometrischen  Proiectionslehre,  nebst 
einer  allgmeinen  Begründung  dieser  Wissenschaft, 
von  O.  M öll i  nge r,  Professor  an  der  höheren  Lehran- 
stalt zu  Solothum.  Solothurn.  1845.  8.  mit  1  Atlas 
7  Rthlr.  8  ggr. 

•  ■ 

Anleitung  zum  Studium  der  darstellenden  Geome- 
trie mit  vorzüglicher  Rücksicht  auf  ihre  An  Wendung 
bei  dem  Zeichnen  technischer  Gegenstände,  insbeson- 
dere jener  der  Baukunst,  der  praktischen  Geometrie 
u  n  d  d  e  s  M  a  s  ch  i  n  e  n  w  e  s  e  n  «.  V  o  n  J  o  h  a  n  o  H  ö  n  i  g ,  ö  f  f e n  tl. 
ordentl.  Professor  der  darstellenden  Geometrie  an 
k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien.  Mit  26  Kupfer- 
tafeln.  Wien.  1845.8.   5  Rthlr.  8  g^r. 

So  wie  das  in  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XXVL  S.  396. 
angezeigte  AVerk  von  Mossbrugger,  welches  sich  aber  durch 
verschiedene  dort  näher  angedeutete  Eigenthümlichkciten  aus- 
zeichnet, liefern  auch  die  beiden  vorstehenden,  mit  demselben  fast 
gleichzeitig  erschienenen  Werke  den  erfreulichen  Beweis,  dass  das 
Studium  der  darstellenden  oder  descriptiven  Geometrie  auch  in 
Deutschland  immer  mehr  Eingang  gewinnt,  und  vorzüglich  auf  Ge- 
werbschulen und  polytechnischen  Lehranstalten  immer  eifriger 
betriehen  wird ,  wovon  der  wohlthätige  Einlliiss  auf  Künste  und 
Gewerbe  sich  schon  hinreichend  gezeigt  hat  und  künftig  sich  gewiss 
immer  noch  mehr  zeigen  wird.  Auch  bei  dem  stereometrischen 
Unterrichte  auf  Gymnasien  haben  wir  Immer  die  Anknüpfung  der 
Grundlehren  der  Perspective  und  der  descriptiven  Geometrie  sehr 
zweckmässig  und  lür  das  Gedeihen  des  stereometrischen  Unter- 
richts überhaupt  sehr  erspriesslich  gefunden. 

Elementare  Satze  aus  der  Coord  inaten  -  Geometrie 
für  zwei  Dimensionen  nebst  ihrer  Anwendung  beiden 
Beweisen  der  interessantesten  Theoreme  von  Ruther- 
ford und  Fenwick.  Au»  dem  E  ng  Irschen  ii hersetzt  und 
mit  einem  Nachtrage  versehen  von  Dr.  August  Wiegaod. 
Halle.  1845.  8.  .  , 

Wenn  dieser  Schrift  der  Herren  Rutherford  und  Fenwick 
eine  besondere  Eigenthüiulichkeit  soll  zugesprochen  werden  können, 
so  besteht  dieselbe,  wie  es  uns  scheint,  einsig  und  allein  darin, 
dass  die  Gleichungen  der  geraden  Linie  und  aer.  Ebene  nicht  in 
der  sonst  meistens  gebräuchlichen  Form 
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uod 

Ax  +  By+Cz  +  D=zO, 

sondern  io  der  Form 

*   ß  r 


in  Anwendung  gebracht  werden,  was  aber  bekanntlich  nicht 
und  wohl  zuerst  von  Lame  in  «einem  Examen  des  differeu- 
tes  methodes  employees  pour  reioadre  les  probl emes 
de  Geometrie,  p.  80.  geschehen  ist.  Nach  unserer  leberzeu- 
?ung  wird  der  Vorzug  der  einen  oder  der  andern  Methode  immer 
durch  die  besondere  Natur  der  jedesmaligen  Untersuchung  bedingt 


,  wobei  wir  aber  zugleich  im  All  gerne  inen  den  ältereo 
Formen  ■»!  . 

t   *     •     *        •  * 


and 


den  Vorzug  einzuräumen  geneigt  sind,  weil  dieselben  in  der  That 
allgemeiner  sind,  als  die  netteren,  uod  nicht  auf  das  Unendliche 
führen,  wenn  man  den  einen  oder  den  andern  Coefficienten  ver- 
schwinden zu  lassen  genftthi^t  ist.  Dabei  verdient  aber  immerhin 
die  vorliegende  kleine  Schrift  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden, 
weil  in  der  That  die  besonderen  Bequemlichkeiten,  welche  die  in 
derselben  vorzugsweise  in  Anwendung  gebrachten  Formen  in  ein- 
zelnen Fällen  gewähren,  nicht  so  allgemein  bekannt  zusein  scheinen, 
wie  sie  es  verdienen,  und  die  Schrift  zur  näheren  Erläuterung 
dieses  bemerkenswerthen  Gegenstandes  allerdings  ganz  geeignet  ist. 


Lamezan,  Gustav,  Frhr.  v.:  Eine  in  ihren  Principien  und 
Resultaten  neue  Methode  zur  Auffindung  von  Curven,  welche 
Eigenschaften  eines  Grossten  und  Kleinsten  besitzen.  gr.  8. 
Wflrzburg.  1846.  8  ggr. 

(Diese  Scfirift  ist  uns  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen  und  wird 
späterhin  weiter  besprochen  werden.) 
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Praktische  Geometrie. 


Die  Anfangsgründe  des  geometrischen  Zeichnens. 
Eine  Reihe  der  wichtigsten  im  Praktischen  vorkom- 
menden Element  arconstructionen.  Für  den  Unterricht 
in  Volks-  und  Gewerbschulen  zusammengestellt  von 
J.  H.  Knonauer.   Zweite  Auflage.   Zürich.  1846.  4. 

Nicht  bloss  den  auf  dem  Titel  genannten  Schulen,  sondern 
auch  den  beiden  untersten  Klassen  der  Gymnasien,  in  denen  der 
geometrische  Unterricht  meistens  noch  keine  streng  wissenschaft- 
liche Form  annehmen  darf,  aber  eine  Vorbereitung  auf  denselben 
doch  wünschenswerth  und  nothwendig  ist,  glauben  wir  diese  Vor- 
legebiatter  zum  geometrischen  Zeichnen  empfehlen  zu  dürfen.^  Die 
Figuren  sind  in  einer  zweckmässigen  Grösse  ausgeführt  und  bieten 
eine  hinreichende  Mannigfaltigkeit  dar,  indem  sie  sich  nicht  bloss 
auf  gerade,  sondern  auch  auf  krumme  Linien  beziehen.  Ein  Jeder, 
wer  die.se  sämmtlich  nicht  schwierigen  Constnictionen  auszuführen 
gelernt  hat,  wird  sich  dadurch,  auch  abgesehen  von  allen  sonstigen 
Zwecken  des  Unterrichts,  eine  in  vielen  Fällen  des  gemeineö 
Lehens  recht  nützliche  Uebung  erworben  haben ,  welche  in  keiner 
Schule,  selbst  auch  in  gewöhnlichen  Landschulen,  ganz  unberück- 
sichtigt gelassen  werden  sollte.  Freilich  mag  dabei  die  Anschaffung 
der  nothigen  Instrumente  hin  und  wieder  hindernd  in  den  Wes; 
treten,  wobei  aber  die  vorgesetzte  Behörde  hülfreiche  Hand 
bieten  miisste. 

Godebski:  Geometrie  du  Jalon,  ou  l'art  de  resoudre  le* 
problcmes  usuels  de  geemelrie  pratique,  a  l'aide  de  simples  alignc- 
ments ;  contenant  de  nhis  la  theorie  4l4mentaire  des  transversales 
rectiiignes  ainsi  que  la  description  des  Instruments  et  des  moyens 
ordinaires  pour  tracer  et  mesurer  des  lignes  droites,  ouvraee 
consacre*  ä  la  pratique,  in  8"°,  aecomp.  de  5  pl.  Brüx.  1845. 
1  Rthlr.  8  ggr. 

Guy,  M.  P.  G. :  L'art  du  geometre  arpenteur,  ou  Tratte  de 
geomtfrie  pratique.   Paris  1845.   3  Fr.  50  C. 

Stampfer,  S. ,  Prof.  der  prakt.  Geometrie  am  k.  k.  polyt 
Institute  in  Wien:  Theoretische  und  praktische  Anleitung  zum 
Nivelliren  und  zu  andern  damit  verwandten,  beim  Eisenbahnbau 
vorkommenden  geometrischen  Arbeiten,  (nebst  3  Kupfert).  Wien. 
1845.   gr.  8.   Geh.  1  Rthlr.  8  ggr. 

Lehrbuch  der  höheren  Geodäsie.  Von  August 
Decker.  Mit  drei  Figurentafeln.  Neue  Ausgabe. 
Mannheim.    Verlag  von  Heinrich  Hoff.  1845.  8.  lRthlr. 

Wir  müssen  die  Leser  des  Archivs  darauf  aufmerksam  machen, 
dass  ihnen  hier  unter  dem  Aushängeschilde  einer  neuen  Aus- 
gabe nichts  weiter  geboten  wird,  als  ein  längst  bekanntes,  schon 
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vor  mehreren  Jahren  erschienenes  Buch,  welchem  ein  neuer  Titel 
vorgedruckt  worden  ist.  So  w^eoig  wir  ein  solches  Verfahren  des 
Verlegers  billigen  können ,  sö  soll'  es  uns  doch  auf  der  andern 
Seite  treuen,  wenn  auf  diese  Weise  ein  grösseres  Bekanntwerden 
des  Buches  bewirkt  wird,  weil  dasselbe,  ohne  Neues  zu  enthalten 
und  auf  eine  gewisse  Vollständigkeit  Anspruch  machen  zu  dürfen, 
diejenigen  in  verschiedenen  grosseren  Werken  und  einzelnen  Abhand- 
lungen zerstreuten  Lehren  der  höheren  Geodäsie ,  welche  für  die 
gewöhnlichen  topographischen  Messungen  am  unentbehrlichsten 
sind,  in  einer  deutlichen  Zusammenstellung  enthält. 


Trigonometrie. 


Scott:  Plane  Trigonometry  and  Mensuration,  for  the  use  of 
the  Royal  Military  College.   London.   1845.   8"*.  bound  9  s.  6  d* 

Thomson,  J. :  Elements  of  Plane  and  Spherical  Trigono- 
metry; with  the  First  Principles  of  Analytic  Geometry.  4th  edition, 
with  various  additions  and  improvements.  London.  1845.  8". 
cloth.  4  sh. 


Praktische  Mechanik. 


Poncelet:  Industrielle  Mechanik,  deutsch  von  A.  Hallbauer, 
fomplet.   Nürnberg.  2  Bände.  5  Rthlr.  12  ggr. 

Poncelet,  J.  V.:  Lehrbuch  der  Anwendung  der  Mechanik 
auf  Maschinen.  Deutsch  herausgegeben  von  Dr.  C.  H.  Schnuse. 
'2  Bd.  1.  Lief.  gr.  8.  (nebst  2  lithogr.  Taf.).  Darmstadt.  1845. 
Geh.  1  Rthlr.  8  ggr. 

«  • 

Weisbach,  J. :  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen - 
Mechanik.  Ohne  Anwendung  des  hohem  Calculs  für  den  Unter- 
richt an  technischen  Lehranstalten  etc.  In  2  Theilen.  Mit  gegeo 
1000  eingedruckten  Holzschnitten.  1.  2.  Lieferung  gr.  8.  liraun- 
schweig.  1845.   1  Rthlr. 

;j  i 
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Astronomie. 

Mädler,  J.  H. i  Der  Wunderbau  de«  Weltall«  oder  populär* 
Astronomie.   2te  vermehrte  Aufl.  1  Lief.   Berlin.  8  ggr. 

Mädler,  Dr.,  J.  H. :  üeber  die  Futtern -Systeme.  EU» 
Rede.    gr.  8.   Berlin.  1845.    Geh.   4  ggr. 

Theoretiska  Astronomien*  Grunder  für  Begynnare  af  J. 
Bredman,  Astronomiae  Professor.  Med  7  Tabeller  in  Stentryck. 
üpsala.  1845.   8.  h.  2.  R:dr  40  sk. 

Ny  Tabell  for  Lunar  -  Distansers  Corriaerande ,  af  J.  J. 
Ästrand.   Gotheborg.  1845.    1  ark  4:o.  h.  8  sk. 

Benzenberg,  J.  F.:  Versuche  «Iber  die  Umdrehung  der 
Erde.   Aufs  Neue  berechnet.    Düsseldorf.  1845.  gr.  8.   8  ggr. 

Block:  Die  gregorianische  Zeitrechnung  vom  Jahre  1845  Mi 
zum  Jahre  2000  in  einem  Tableau  dargestellt,  gr.  Fol.  Berlin.  8  ggr. 

Sur  jes  corrections  de  la  Iunette  me'ridtenne,  par 
M.  Liagre,  canitaine  duglnie,  ancien  e'leve  del  ecoie 
m  i  litair  e  de  Be  Igique.  4. 

Die  in  dieser  aus  den  Schriften  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Brüssel  (T.  XVIII.  des  Me*m.  cour.  et  Mein,  des 
savants  e'trangers)  abgedruckten  Abhandlung  gegebene  elegante  Be- 
handlung des  Mittagsrohrs  empfehlen  wir  der  Aufmerksamkeit  der 
Astronomen.  Wenn  auch  über  diesen  wichtigen  und  interessanten 
Gegenstand  schon  viel J  Vorzügliches  geschrieben  worden  ist,  io 
scheint  sich  doch  die  vorliegende  Abhandlung  durch  ihre  Eigen- 
tümlichkeit in  mehrfacher  Beziehung  auszuzeichnen. 

Sammlung  von  Hülfstafeln.  Herausgegeben  im 
Jahre  1822  von  Ii.  €.  Schumacher.  Neu  herausgegeben 
und  vermehrt  von  G.  H.  L.  Warnstorff,  Dr.  Phil,  uod 
Lehrer  der  Mathematik  und  Naturwissenschaften 
am  Progymoasio  zu  Harburg.  Altona.  1815.  8. 
2  Rthln  12  ggr. 

Herrn  Dr.  Warnstorff  ist  man  grossen  Dank  schuldig,  dass 
er.  eine  neue  Ausgabe  des  im  Jahre  1822  .erschienenen,  aber 
schon  seit  längerer  Zeit  völlig  vergriffenen,  ersten  Theils  der  vor* 
trefflichen  Schumach ersehen  Hülfstafeln,  welche  jedem 
Beobachter  unentbehrlich  sind,  veranstaltet  hat.  Dabei  darf 
aber  nicht  unbemerkt  bleiben ,  dass  durch  Hinzufugung  einer  grosse- 
ren Anzahl  ganz  neuer  Tafeln  das  Werk  jetzt  eine  völlig  verän- 
derte Gestalt  erhalten  hat,  wie  fiiir  die  Besitzer  der  älteren  Aus- 
gabe aus  der  folgenden  ausführlichen  Inhaltsanzeige  ersichtlich 
sein  wird. 
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- 

I.  Tafel  zur  Verwandlung  der  Sternzeit.  — II,  Tafel  zur  Ver- 
wandlung der  mittleren  Zelt  10  Sternzeit.  -—  III.  '  Bessel's  Refrac- 
tions  •  Tafeln.  —    IV.  Tafeln  zur  Reduction  auf  den  Meridian.  — 

V.  Tafel  der  Logarithmen  von  m  =  ^  und  n  =  .  ~ 

VI.  Logarithmen  der  Hflhenparallaxe  der  Sonne  von  10  zu  10 
Tagen.  —  VII.  Tafeln  um  aus  der  beobachteten  Zenithdlstanz 
des  Nordsterns  die  PoIhfJhe  des  Beobachtungsorts  zu  linden ,  von 
A.C.  Petersen.  —  VIII.  Tafel  für  die Mittagsverbesserung  von  Gauss. 
—  IX.  Tafel  für  die  Mitternachtsverbesserung.  —   X.  Tafel  die 
mittlere  gerade  Aufsteigung  der  Sonne  zu  finden,  für  Par.  Mer.  — 
XI.  Allgemeine  Tafeln  für  Aberration  und  Nutation  mit  der  Con- 
stante  der  Aberration  =r  20",  4451,  der  Constante  der  Nutation 
=  9»^23Ö  uod  der  Schiefe  der  Ekliptik  für  1850  berechnet  von 
Herrn  Hofrath  Nicolai.  —  XII.   Langen  und  Breiten  der  Haupt- 
Verwarten.  —  X1U.  Tafel  zur  Verwandlung  des  Bosens  in  Zeit1  — 
XIV.  Tafel  zur  Verwandlung  der  Zeit  in  Bogen«  -r-  XV.  Tafel  zu* 
Verwandlung  der  Zeit  in  Decimnltbeile  des  Tages.  —  XVI.  Langen 
der  Kreisbogen,  den  Halbmesser  =  1  gesetzt.  —  XVII.  Verfresse* 
roog  des  aus  correspondirenden  Höhen  abgeleiteten  Mittags,  nenn 
die  Höhen  des  Vormittags  und  des  Nachmittags  nur  nahe  gleich 
sind.  —  XV111.  Zeitbestimmung  aus  Zenithdistanzen,  mit  der  an 
das  Mittel  der  Zeiten  anzubringenden.  Correctioo.  —  XIX.  Zeitbe- 
stimmung mit  dem  PassageniostrumeBte.  —  XX.  Zeitbestimmung 
ans  den  Durchgängen  zw  eier  Sterne  durch  denselben  Yertikalkreis.— 
XXI.  Reduction  der  nahe  am  Meridian  beobachteten  Zenithdistanzen 
auf  den  Meridian. —  XXU.  Reduction  der  nahe  am  Meridian  beob- 
achteten Zenithdistanzen  der  Sonne  auf  den  Meridian*  —  XXIII. 
Methode  die  Breite  aus  dem  Mittel  mehrerer  von  der  Culmination 
entfernten  Zenithdistanzen  eines  Sternes  zu  finden  (Mittheilung  des 
Herrn  Hofraths  Gauss.)  —  XXIV.  Metbode,  die  Polhobe  aus  einer 
beobachteten  Hßhe  des  Nordsternes  sü  finden-— XXV.  Berechnung 
der  Zeriithdistanz  und  des  Azimuths  aus  dem  Stundenwinkel.  — 
XXVI.  Grundformeln  und  Differentialgleichungen  der  sphärischen 
Trigonometrie.  —  XXVII.  Interpolationsmethode  für  halbe  Intervalle 
der  Argumente  von  Gauss.  —  XXVIII.  Tafel,  um  für  eine  be- 
stimmte Polhohe  aus  dem  Stundenwinkel  und  der  Declination, 
Aziinuth,  Hohe  und  parallactischen  Winkel  zu  berechnen.  — 
XXIX.  Tafeln,  um  Höhenunterschiede  aus Barometerbeobach|ungen 
zu  bestimmen  von  Gauss.  —   XXX.  Dieselben  von  Hessel.  — 
XXXI.  Dieselben  von  Carlini.  —  XXXII.  Verwandlung  der  Baro- 
meterscalen  und  Thermometerscalen ,  für  Pariser  Zoll,  Englische 
Zoll  und  Millimeter.   Ebenso  für  Reaumur,  Centigrad  und  Fahren- 
beit.  —  XXXIII.  Tafeln  zur  Reduction  des  altfranzosischen  Baro- 
meters auf  0'  Reaumur.  —  XXXIV.  Reduction  des  metrischen 
Barometers  auf  0°  Centigrad.  —  XXXV.  Reduction  des  englischen 
Barometers  auf  32°  Fabrenheit.  —   XXXVI.   Reduction  des  alt- 
französischen  Barometers,  wenn  Scale  und  Quecksilber  eine  ver- 
schiedene Temperatur  haben.   (Alle  diese  Tafeln  setzen  Scalen 
Ton  Messing  voraus.)  —  XXXV II.  Logarithmen  von  vier  Decimai- 
Mellen  für  Zahlen  und  trigonometrische  Functionen,  mit  Hinzu- 
föining  der  Gauss'schen  TäYel  fOr  Summen  und  Differenzen. 

Man  sieht  hieraus,  wie  viel  des  Nützlichen  diese  auch 
•iiisserlich  gut  ausgestattete,  und  mit  erner  deutsch  und  fran- 
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züsisch  verfassteil  Einleitung  versehene  Sammlung  von  Tafeln 
und  Formeln  enthält,  welche  kein  Beobachter  fernerhin  wird  ent- 
behren können. 


Herr  Staatsrath  v.  Struve  hat  den  systematischen  Catalog 
der  Bibliothek  der  Sternwarte  Puikowa  aus  der  Beschreibung  der 
Sternwarte,  die  bis  aui  einige  Correcturen  der  Kupfer  vollendet  ist, 
besonders  abdrucken  lassen ,  und  damit  den  Astronomen  ein  ange- 
nehmes Geschenk  gemacht. 

Librorum  in  Bibliotheca  Speculae  Polcovensis  contentorum 
Catalogus  Systematicu*.  Ex  opere  descriptionis  speculae 
seorsim  excudi  curavit,  indice  alphabetico  et  praefatiooe 
auxit  F.  G.  W.  Struve.  Petropoli  tvpis  Academ.  Scient. 
1845.  8vo.  (437  Seiten,  Vorrede  XLVllI.). 

Schon  des  Formats  wegen  ist  dieser  Catalog  bequemer  zu  ge- 
brauchen als  der  in  dem  grossen  Werke  abgedruckte,  aber  noch 
wesentlicher  ist  der  Vorzug,  den  er  durch  das  hinzugefügte  alpha- 
betische Namenverzeichnis  aller  darin  enthaltenen  Schriftsteller, 
mit  Rückweisung  auf  die  Seiten ,  wo  ihre  Werke  vorkommen ,  er- 
halten hat. 

Die  Bibliothek  enthielt  im  Anfange  dieses  Jahres 
2242  Werke,  3109  Dissertationen,  und  60  Himmelskarten* 
sowohl  einzelne  als  Sammlungen  von  Karten. 
Unter  den  Werken  befinden  sich  Kepplers  Manuscripte  in  16 
Bänden.  Die  ganze  Sammlung  bestand  ursprünglich  aus  20  Bän- 
den, von  denen  aber  Th.  6,  7,  8  und  12  sich  in  der  Kaiserlichen 
Bibliothek  in  Wien  befinden.  Diese  Theile  enthalten  die  1718  von 
Hansch  herausgegebenen  Briefe,  und  sind  nach  dem  Abdrucke 

Der  Vorrede  ist  ein  vollständiges  Verzeichnis  aller  Schriften, 
die  Keppler  herausgegeben  hat,  beigefügt,  das  41  Nummern  ent- 
halt. Sie  schliesst  mit  Berichtigungen  zulalandes  Bibliographie. 


Physik. 

I 


i         '  «  . 

Die  Reform  der  Naturwissenschaften.  Aufforderung  zu  einer 
gründlichen  Kritik,  namentlich  der  Naturlehre.  Von  einem  Lehrer 
der  Naturwissenschaften.   8.   Hamburg.  1845.   12  ggr. 

Anfangsgründe  der  Physik.  Von  Andreas  von  Et- 
tingshausen. Zweite  Auflage.  Mit  fünf  Kupfertafeln. 
Wien.  1845.  8.   3  Rthlr.  8  ggr. 

Wir  freuen  uns  sehr,  aus  dem  so  baldigen  Erscheinen  einer 
zweiten  Auflage  dieses  empfehlenswerthen  Lehrbuchs  der  Physik 
den  Sjchluss  »eben  su  können,  dass  die  Zahl  der  Liebhaber  einer 
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mathematischen  Darstellung  der  Hauptlehren  der  Physik  in 
Deutschland  immer  noch  gross  genug  ist ,  dass  ein  Werk  wie  das 
vorliegende,  in  weichein  die  mathematische  Seite  der  Darstellung 
vorwaltet,  sich  Bahn  zu  brechen  im  Stande  ist.  Obgleich  Verbesserun- 
gen überall,  wo  sie  not  big  waren,  angebracht  sind«  so  hat  der  Verf.  doch 
zu  vielen  wesentlichen  Veränderungen  keine  Veranlassung  gefunden; 
nur  wurde  es  in  dem  chemischen  Abschnitte  für  zweckmässig  er- 
achtet ,  durchgehends  nur  von  Aequivalenten,  nicht  aber  von  Atom- 
gewichten zu  sprechen,  und  auch  die  Bezeichnung  damit  in  Ein- 
klang zu  bringen ,  welchem  gemäss  statt  der  in  der  ersten  Auflage 
gebrauchten  Doupelatome  H%9  N*t  (\  in  der  zweiten  Auflage  bloss 
die  einfachen  Buchstaben  //,  N,  Cl  als  Zeichen  der  Mischungs- 
geuichte  stehen. 

Wir  können  uns  daher  hier  auch  begnügen ,  auf  unsere  bei- 
fällige Anzeige  der  ersten  Auflage  im  Literarischen  Berichte.  Nr. 
XV.  S.  237.  zu  verweisen,  und  wünschen  dem  empfehlenswerthen 
Buche  nur  immer  noch  grösseren  nnd  allgemeinereu  Eingang. 

« 

Hessler:  Handbuch  der  Nuturlehre  nach  dem  Bedarf  der 
Techniker,  Künstler  und  Gewerbtrcibendeu,  und  ziuu  Gebrauch 
beim  Unterricht  in  technischen  Schulen,  so  wie  beim  Selbstunter- 
richt für  praktische  Techniker  und  Gewerbtreibende  und  Industrielle 
überhaupt.   Mit  500  Holzschnitten.   Wien.  1845.   3  Rtblr.  8  ggr. 

Handwörterbuch  der  Chemie  und  Physik.  2r  Band  2te  Hälfte. 
(H — K).  Herausgegeben  von  E.  F.  August,  F.  W.  Barentin, 
W.  H.  Dove,  L.  F.  Kämtz,  K.  F.  Klödeo,  R.  F.  Marcband» 
F.  Mindiog,  F.  W.  G.  Itadicke,  J.  A.  W.  Roeber,  L.  F.  W.  A. 
Seebeck.  Alit  eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin.  1845.  gr.  8. 
i  Rthlr.  8  ggr. 

• 

Menzzer,  Dr.  C.  L.:  die  Lehre  vom  Luftdruck,  in  ihrem 
Princip  als  unlogisch  erwiesen,  nebst  einer  Fundamentaltheorie 
über  das  Barometer  und  die  Schwere.   Halberstadt.  1846.    8  ggr. 

P  o  u  1  se  n ,  Dr.  Chr.  H. :  die  Cootact  -  Theorie ,  vertheidigt 
gegen  Faradays  Abhandlung  :  „über  die  Quelle  der  Kraft  in  der 
Volta  schen  Säule."  Inaugural  -  Dissertation,  gr.  8.  Heidelberg. 
1845.    6  ggr. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  zu  Prag. 
Herausgegeben  von  K.  Kreil.  5r.  Jahrgang,  gr.  4.  Prag.  1845. 
3  Rthlr.  8.  ggr. 


«.     •  !... 
»•  » 


Simon  in,  pere:  Re'sumö  des  observations  möteorologiques 
faites  ä  Nanci  pendant  l'annee  1844 ,  et  de  la  Constitution  meaicale 
de  la  meme  annee.   In  8.  plus  un  tableau.   Nanci.  1845. 

Observations  des  Phönomenes  pe'riodiques.  Eztrait 
du  Tome  £VIII.  des  Memo  i  res  des  rAcademie  Royale  de 
Bruxelles.  4. 

Diese  Abhandlung  des  Herrn  Quetelet  enthält  die  Zusam- 
der  Resultate  der  bekanntlich  von  der  Akademie  der 
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unternommenen  und  veranlassten  Beobachtungen  der  periodischen 
Phänomene  für  1845.   .  , 

,::  t  f'  ■     ..."       .      •.*»•**"  .  «      '  » 

Pouillet:  IVote  sur  le  me'teore  de  Malaunay.   Paris.  1845. 
55  Cent. 

•  •  .  - 

Bertrand,  Alex.:  Lettre«  sur  les  revolutions  du  globe. 
Enrichies  de  nouvelles  notes  par  Arago  etc.  Mit  4  Taf.  Paris 
1845.   6  Fr. 

Der  physikalische  Apparat,,  insbesondere  als 
Lehrmittel  in  Gymnasien,  Realschulen  und  anderen 
Unterrichtsanstalten.  Von  Dr.  J.  Heussi,  Oberlehrer 
am  Grossherzogl.  Friedrich  Franz  Gymnasium  tu 
Parchim.   Parchini  und  Ludwigslust.  1845.   8.   8  ggr. 

Diese  kleine  Schrift,  welche  ursprünglich  als  Abhandlung  des 
Schulprogrammes  des  Gymnasiunis  zu  Parchim  für  1845  gedient 
hat,  ist  angehenden  Lehrern  der  Physik  an  höheren  Unterrichtsan- 
stalten,  namentlich  solchen,  deren  erstes  amtliches  Geschäft,  wie  dies 
namentlich  jetzt  bei  neuen  Anstellungen  häufig  der  Fall  ist,  in  der 
Anschaffung  eines  neuen  oder  wenigstens  vollständigeren  physika- 
lischen Apparats  besteht,  zu  empfehlen,  weil  sie  in  dferselben 
manche  beherzigungswerthe  Andeutungen  finden  werden.  Mit  den 
in  dieser  Schrift  ausgesprochenen  Ansichten  über  die  Stucke, 
aus  denen  ein  für  eine  höhere  Lehranstalt  bestimmter  uhysikali- 
scher  Apparat  vorzugsweise  bestehen  muss,  erklären  wir  uns  im 
Allgemeinen  völlig  einverstanden.  Da  die  zu  Gebote  stehenden 
Mittel  meistens  beschränkt  sein  werden,  so  wird  immer  vorzüglich 
der  Grundsatz  festgehalten  werden  müssen:  Wenig,  aber  das 
Wenige  gut,  was  auch  ganz  die  Ansicht  des  Herrn  Verfassers 
zu  sein  scheint.  Natürlich  '  müssen  so  viel  als  möglich  alle  Haupt- 
lehren  und  unter  denselben  wieder  vorzugsweise  diejenigen  bedacht 
werden,  weiche  besonders  eine  Begründung  auf  experimeotalem 
WTege  erfordern.  Aber  auch  für  die  einer  mehr  mathematischen 
Begründung  fähigen  Lehren  sind  einige  zweckmässig  eingerichtete 
Apparat©  sehr  wunschenswerth ,  weil  es  immer  für  die  Schüler 
höchst  anregend  und  belehrend  sein  muss,  wenn  ihnen  die  genaue 
Uebereinstimmung  der  auf  rein  theoretischem  Wege  gefundenen 
Resultate  mit  dem  Ergebniss  unmittelbarer  Erfahrung  vor  Augeo 
gelegt  werden  kann.  Auch  auf  einige  weniger  allgemein  bekannte 
Apparate,  wie  z.  B.  auf  das  Monochord  und  den  örgelapparat  von 
Lange  in  Berlin  ist  in  dieser  Schrift  aufmerksam  gemacht  wor- 
den, was  derselben  ebenfalls  zur  Empfehlung  gereicht. 


» 
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Vermischte  Schriften. 

 !  1  


•  » 

Die  drei  neuesten  Theile  von 

The  American  Journal  of  Science  and  Arte.  Qon- 
ducted  by  Professor  Silliman  and  Benjamin  Silli- 
m an.   New*  Häven. 

enthalten  ausser  vielen  anderen  bemerkenswerten  naturwissen- 
KbafÜichen ,  vorzüglich  auch  chemischen  Abhandlungen  die  fol- 
genden mathematischen  und  physikalischen  Aufsätze.  . 

Vol.  XLVI.  1844.  Nro.  I.  Art.  I.  On  the  Actio*  of 
Yellow  Light  in  producing  the  Green  Color,  and  Indigo  Light  the 
Movement«  of  Plant«;  by  D.  P.  Gardner,  M.  Ü.  p.  I.  —r  Art. 
XIV.  On  the  Mode  of  Formation  of  the  Tails  of  Comets,  bv 
Prof.  William  A.Norton,  p.  104.  —  Art.  XVIII.  Te  Variation 
and  Di»  of  the  Magnetic  Needle  at  Nantucket ,  Mass. ;  bv  W  i  1 1  i  a ra 
Mitchell,  p.  157.  —  Art.  XXII.  Notice  of  Travels  in  the  Alps 
ofSavoy,  and  other  parts  ofthe  Pennine  Chain,  with  ohservations 
oo  the  phenomena  ot  Giaciers;  by  James  D.  Forbes,  Fl  R.  S. 

Nro.  II.  Art.  V.  Statement  of  Eletations  in  Wisconsin;  by 
J.  A.  Lapham.  p.  258.  —  Art.  VII.  Abetract  of  a  Meteorologien  l 
Joarnal  for  the  year  1843,  kept  at  JMarietta,  Ohio;  by  S.  P. 
Hildreth,  M.  D.  p.  277.  —  Art.  VIII.  A  Week  among  the 
Glaciers;  by  Dr.  H.  Allen  Grant.  p.  281.  —  Art.  XIV.  On  the 
Parallel  ogram  of  Forces;  by  Prof.  Alexander  C.  Twining. 
p.  324.  —  Art  XVII.  On  tne  possibie  Variation  in  the  Lengtn 
of  the  Day  ,  or  of  the  Times  of  Rotation  of  the  Earth  upon  its 
Axb;  by  Prof.  W.  \V.  Math  er.  p.  344. 

Vol.  XLVU.  1844.  Nro.  1.  Art.  II.  Researches  in  Ein- 
ddation  of  the  Distribution  of  Heat  over  the  Globe ,  and  especialiy 
of  the  Climatic  Features  peculiar  to  the  Region  of  the  United 
States;  by  Samuel  Forry,  M.  D.  p.  18.  —  Art  III.  A  new 
Method  for  Computing  Interest;  by  ueo.  R.  Per k ins,  A.  M. 
p.  51.  —  Art.  VI.  Öbservati  ons  upon  the  Dip  of  the  Magnetic 
fieedle;  by  Prof.  Thomas  Hobart  Perry.  p.  84.  —  Art.  VII. 
Astrooomical  Observation«  performed  at  the  Imperial  Observatory 
of  Pulkova;  translated  from  the  ßibliotbeque  Universelle,  of  Octo- 
ber  1843;  by  Jas.  Nooney,  Jr.,  A.  M.  p.  88. 

Nro.  II.  Researches  in  Elucidation  of  the  Distribution  of 
Heat  over  the  Globe,  and  especialiy  of  the  Climatic  Features  pe- 
culiar to  the  Region  ofthe  United  States;  by  Samuel  Forry, 
M.  D.  (conclud  ed).  p.  221.  —  Art.  II.  On  the  Condition  of 
Equilibrium  between  Livingimd  Dead  Forces;  by  Robert  Henry 
Kaantieroy,  p.  241.  —  Art.  IV.  Com  pari  son  of  Gauss's  Theory 
of  Terrestrial  Magnetism  with  Observation ,  by  Prof.  Elias 
Loomis;  p.  278.  —  Art.  VI.  Abstract  of  a  Meteorological  Re- 
gister for  1032  -43,  kept  at  Rio  de  Janeiro;  by  John  Gardner, 
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Esu.  p.  290.  —  Art.  IX.  Secular  Acceleration  of  the  Moons  Mean 
Motion;  by  James  H.  Coffin.  p*  324.  —  Art  XIII.  Od  the 
Measure  of  Polygons;  by  Prof.  George  C.  Whitlock.  p.  380. 

Vol.  XLVIIL  1845.  Nro.  I.  Art.  III.  Magnetical  InvesÜ 
gations ;  by  the  Rev.  William  Scoresby,  B.  D.  p.  33.  — 
Art.  IV.  A  neu  way  of  obtaining  the  Exponential  and  Logarithmic 
Theorems;  by  Prof.  Theodore  Strong;  p.  36.  —  Art.  XII. 
New  Experiments  on  the  Solar  Spectrum;  communicated  by  Prof. 
Olmsted.  p.  137.  —  Art.  XV.  Effect  of  a  contracted  space  in 
obstructing  the  Vibrations  of  a  Mercurlal  Pendulum;  by  George 
Baker;  p.  156 

Nro.  II.  Art.  II.  Remarks  by  Dr.  Hare,  on  a  recent  spe- 
culation  by  Faraday  on  electric  eonduction  and  the  nature  of  matter, 
p.  247.  —  Art.  VII.  Abstract  of  a  Meteorological  Journal,  for  the 
year  1844,  kept  at  Marietta,  Ohio;  by  S.  P.  Hildreth.  M.  D. 
p.  287.  —  Art.  X.  Observation«  made  at  New  Haveo,  Conn. ,  ob 
the  Shooting  Stars  of  the  August  Meteoric  Period,  in  1844;  com- 
municated by  E.  C,  Herr  ick.  p.  316.  —  Art.  XIII.  Idea  of  an 
Atom,  suggested  by  the  phenomena  of  weigth  and  temperature; 
by  James  D.  Whe  I  p  l  e  y.  p.  332. 

•  • 

Den  beiden  Nummern  eines  jeden  Bandes  sind  immer  reich- 
haltige bibliographische  Notizen  und  Miscetlen  beigegeben ,  so  das» 
dieses  längst  bekannte  treffliche  Journal  für  einen  Jeden ,  wer  sich 
mit  den  Fortschritten  der  mathematischen  und.  physikalischen 
Wissenschaften  in  der  neuen  Welt  bekannt  machen,  und  in  fort- 
währender Bekanntschaft  erhalten  will ,  ganz  unentbehrlich  ist 
Wir  hoffen  ununterbrochen  im  Stande  zu  sein,  den  Hauptinhalt  der 
einzelnen  Nummern  bald  nach  ihrem  Erscheinen  in  dem  Literari- 
schen Berichte  anzugeben ,  und ,  was  uns  besonders  bemerkens- 
wert h  und  unsern  Zwecken  förderlich  zu  sein  scheint,  in  dem 
Archive  mittheilen  zu  können. 
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XXVIII. 

Literarischer  Bericht. 

Geschichte  der  Mathematik  und 

Physik. 


In  dem  neuesten  Bande  der  Ann;alen  der  k.  k.  Stern- 
warte  in  Wien  (Drei  unÄ  zwanzigster  Theil.  Neuer 
Folge  Dritter  Band.)  hat  Herr  Director  C.  L.  von  Littrow 
einige  interessante  Notizen  über  Kepler  mitgetheilt,  welche  wir 
hier  ausheben ,  da  die  trefflichen  Annalen  der  Wiener  Sternwarte, 
die  nach  dem  Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  Öffentliche  Kosten 
herausgegeben  werden,  wohl  nicht  vielen  Lesern  des  Archivs  zu 
Gesicht  kommen  durften. 

In  der  zu  Linz  erscheinenden  Zeitschrift  des  Museum 
Francisco  -  Caro  Ii  num  für  1842  finden  sich  mehrere  Aufsätze 
von  Herrn  G.  Kapp  über  einige  Kepler  s  Aufenthalt  in  Linz 
betreffende  sehr  interessante  Urkunden,  die  man  im  Archive  der 
ob  der  ennsischen  Stände  aufgefunden  hat.  Ein  Facsimile  eines 
Tbeils  einer  dieser  Urkunden  theilt  Herr  Director  von  Littrow 
in  dem  genannten  Bande  der  Annalen  mit,  und  bemerkt  zu  besse- 
rem Verständniss  desselben  vorher  Folgendes: 

Kepler  bekleidete  die  Professur  der  Mathematik  an  der  Land- 
schaftsschule ,  seine  Hauptbeschäftigung  blieb  aber  die  Verfertigung 
der  Rudolphinischen  Tafeln,  und  nebenbei  der  Landmappen  von 
Oherusterreich.  Auf  die  letztere  Arbeit  scheinen  die  Stande  be- 
sondern Werth  gelegt  zu  haben,  weil  die  vorhandenen  Karten 
Ton  Lazius  und  Hirsvogel  unrichtig  und  unvollkommen  waren.  Die 
Fortschritte,  die  Kepler  seit  dem  Jahre  1614  in  deren  Verbes- 
serung gemacht,  dünkten  den  Ständen  zu  gering,  und  es  scheint, 
dass  sie  es  an  Betreibungen  nicht  fehlen  liessen.  Kepler  fühlte 
die  Schwierigkeit,  zwei  so  weitläufige  Arbeiten,  deren  eine  die 
andere  ausscnloss,  neben  einander  zu  fördern.   Natürlich  lag  ihm 
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selbst  vorzuglich  sein  astronomisches  Werk  .im»  Herzen ;  der  Ver- 
fertigung der  Landmappen  hatte  er  sich  aus  schuldigem  Ge- 
horsam, wie  er  sich  an  mehreren  Stellen  ausdrückt,  unterzogen. 
Auf  eine  wiederholte  Betreibung  der  Stände  gab  er  endlich  die 
Antwort  in  einem  Berichte,  aus  welchem  das  mitgetheilte  Fac- 
simile  entlehnt  ist.  Nachdem  er  vorausgeschickt,  dass  die  Vornahme 
der  einen  Arbeit  nothwendig  die  Vernachlässigung  der  andern  zur 
Folge  habe,  handelt  er  von  dem  Lnifange  jeder  einzelnen,  MM 
spricht  sich  nun  über  die  Rudolphinischen  Taleln  insbesondere  in 
der  folgenden  jedenfalls  sehr  charakteristischen  Weise  aus. 

„S3on  ben  Tabulis  Rudolphj." 

„(Euer  (Knaben  werben  felbcr  trtffen,  ober  $cm  anbern  Matbe- 
mat'cis  berichtet  fein,  baß  in  re  literaria  bie  tabula  astrono- 
micae  ein  wohlbebäct)tIid)eß  ^auptwerf!)  fein  muffen,  snb  gar 
nit  wie  ein  Coniedj  über  nad?t  an^ufleHen,  ober  wie  ein  poenia 
auff  Hoffen  einfallen  befiele ,  ober  wie  ein  Commentarius  super 
Aristotelem  aug  bem  (£rmel  ju  fchüttelen :  fonbern  man  M  üil 
3af)dang  ju  beftnnen  t>nb  mit  Observationibus  onb  calculauo- 
nibus  ju  bemühen  babe,  will  man  bte  recrmung  alfo  oerfafün, 
baß  ft'e  auff  t>il  Rimbert  ja  taufent  Safjre  t)inber  ftd?  tmb  für  ftcb 
gelten  folle.  Copernicus  hat  27  3ahr  jugebracht,  ehe  er  fria 
opus  Revolutiomim  tmb  £abulae  anß  liecf>t  gebracht.  2ln  bm 
Tabulis  Rudolphj  fyatt  Tycbo  Brahe  albeveitt  38  3ahr,  nämlicb 
big  in  feine  gruben ,  imb  jwar  teber^eit  mit  #ülff  10.  20.  81 
studiosorum  gearbeitet,  ©eine  Verrichtung  ift  bife :  <£rftlich  |tf 
Gr  baß  werft)  mit  Observationibus  (wolche  gleichfam  t»nfer 
Jeug,  ftein  onb  fyoty  jum  gepeu  feinb)  überflüffig  t>erfehen ;  fütS 
anbei*  bie  fixas  Stellas  über  ein  &aufent  aufgerechnet,  vnb  jeben 
ftern  feinen  ort,  weil  dt  benfelben  jeber  3eit  bereit,  aufgejeidjnct. 
Drittenß  hart  Crr  an  ben  Planeten,  wölliche  wegen  ire  unfähigen 
»erwirten  Bewegung  baß  meifle  Jlcpffbredjen  »erurfachen,  au* 
angefangen,  t>nb  beo  fon  onb^onb  überhaupt  baß  feinige  getban, 
t>nb  ben  bau  an  btefer  feitt  auffgefchlagen. 

Die  übrigen  fünff  planetcn,  nit  weniger  an  ©cm  t?nb  $tciu\ 
fo  t>il  unb  mehr  benn  ober  <£r  jemafjlß  gemeint  fyatt,  feint1 
mir  gepliben. 

Sin  ber  Tonnen,  alß  bem  (Jeffrein  rmb  grunbfeffe  j,u  allen 
Planeten  tmb  an  bem  Planeten  Matte  fyab  3ch  9  3ahr  gear: 
beittet,  ba  3er)  nod)  &imlict)e  Jpülff  t?on  tauglichen  studiosis  cje-- 
habt ,  big  ich  meine  Commentaria  de  Marte  anß  1 1 c <±>  r  gebracht 

Derjenige  gelehrte  Mathematicus ,  Dfivid  Fabricins,  ber 
mich  &or  einem  3ahr  wegen  meineß  langen  SÖerjugß  ftarrfh 
gejapfft  tMib  je  »ermeint,  ©c  wolte  mit  feinen  Tabulis  ferrig 
fein,  ber  jeucht  big  3ahr  bie  fdmauppen  wiber  ein,  tmb  melbet, 
baß  ftch  ben  ben  ©onnenftnfternüffen  noch  ein  anberer  merrfltchct 
defectus  ftnbe,  ber  big  bahero  noch  onerortert  geplibcn,  ift  ge- 
wiglich rool  an  ben  rechten  .fnopff  frommen." 
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Die  Unterschrift  dieses  Berichts  lautet  wortlich  so:  , 

3ot>an  Jteppler. 
Die  Aufschrift  ist  folgende: 

3  o  f>  a  n  Jteplevö  Mathematici  ger)orfamf}e£  anbringen. 

Hier  hat  also,  was  jedenfalls  höchst  bemerkenswert  ist, 
unser  berühmter  Landsmann  selbst  seinen  Namen  in  derselben 
Schrift  einmal  Keppler,  und  einmal  Kepler  geschrieben. 
Daher  bemerkt  Herr  Oirector  v.  Littrow  mit  Recht,  dass  hier« 
nach  die  Schreibweise  dieses  gefeierten  Namens  der  Willkühr 
aohein»  gestellt  zu  sein  scheine. 

Mau  ist  Herrn  Director  v.  Littrow  für  diese  Mittheilungen 
grosseu  Dank  schuldig,  so  wie  überhaupt  dergleichen  Beiträge 
zur  Geschichte  der  Mathematik  sehr  dankbar  aufzunehmen  sind. 
Bei  einem  Manne,  der  wie  Kepler  ein  so  sehr  bewegtes  Leben 
geführt  hat,  und  seinen  Wohnsitz  an  so  vielen  verschiedenen  Orten 
aufzuschlagen  genöthigt  gewesen  ist,  würden  sorgfaltige  Nachfor- 
schungen über  sein  Leben  an  diesen  verschiedenen  Orten  gewiss 
2n  manchen  nicht  unwichtigen  Resultaten  führen  und  zu  interes- 
santen Mittheilungen  Veranlassung  geben  können.  So  ist  z.  B. 
Kepler  bekanntlich  auch  kurz  vor  seinem  am  15.  November  16-J1 
zu  Kegetisburg  erfolgten  Tode  Professor  der  Mathematik  zu 
Rostock  gewesen.  Lieber  diesen  freilich  nur  sehr  kurzen  Ab- 
schnitt seines  Lebens  ist,  so  viel  uns  bekannt  ist,  bis  jetzt  nichts 
Uenusjendes  veröffentlicht  worden.  Daher  möchten  wohl  einige 
Nachforschungen  in  dem  dortigen  Universitätsarchive  über  die 
nächste  Veranlassung  seiner  Berufung  und  über  sein  ganzes  dor- 
tiges Wirken  wünschenswert  sein,  welche  gern  in  das  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik  von  uns  aufgenommen  werden  würden. 


In  Nro.  43.  und  44.  (ausgegeben  den  1.  Mai  1845),  und  Nro. 
46 — 49.  (ausgegeben  den  10.  Juni  1845)  der  Mittheilungen 
der  natur  forsch  enden  Gesellschaft  in  Bern  hat  der  Ar- 
chivar der  Gesellschaft ,  Herr  Rudolf  Wolf, 

Auszüge  aus  Samuel  Königs  Briefen  an  Albrecht 
von  Haller,  mit  literarisch- historischen  Notizen 

mit^etheilt,  welche  auch  in  einem  besondern  Abdruck  als  für  sich 
bestehende  Schrift  erschienen  sind. 

SamuelKönig,  welcher  1712  zu  Büdingen  geboren  wurde  und 
nach  mancherlei  Schicksalen  im  August  1757  als  Hofrath  und  Biblio- 
thekar des  Prinzen-Statthalter  von  Holland  und  Professor  der  prakti- 


sch! zu  den  grössten  Mathematikern  des  vorigen  Jahrhunderts, 
nimmt  aber  neben  denselben  keine  unwürdige  Stelle  ein.  Am  meisten 
ist  er  durch  seinen  mit  Maupertuis  mit  grosser  Heftigkeit  ge* 
fährten  Streit  über  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  und 
seine  in  dieser  Streitsache  unter  dem  Titel  Appel  au  public 
erschienene  Schrift,  seine  Elemens  de  Geometrie,  contenant 
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4es  six  premicrs  livres  d'Euclide.  A  la  Haye.  1758.  4*) 
und  verschiedene  ein/eine  Abhandlungen  bekannt  geworden.  In 
den  von  Herrn  Wolf  mitgetheilten  Briefen  giebt  König  seinem 
berühmten  Landsinanne  AI  brecht  v.  Hall  er  unausgesetzt  Nach- 
richt über  seine  Schicksale  und  w  issenschaftlichen  Arbeiten  und 
Bestrebungen ,  vorzüglich  natürlich  über  die  erwähnte  Streitsache. 
Dieselben  lassen  einen  sehr  hellen  Blick  in  das  Treiben  der  Ge- 
lehrten der  damaligen  Zeit  und  einiger  gelehrten  Gesellschaften 
thun,  und  sind  jedenfalls  ein  sehr  dankenswerther  Beitrag  zur 
Geschichte  der  Mathematik.  Die  Sprache  ist  nicht  selten  etwas 
derb,  wie  z.B.  in  dem  Fr  an  equer.  3.  juin  1748  datirten  Briefe, 
wo  König  u.  A.  Folgendes  an  Hai ler  schreibt:  „On  nie  mande 
qu'on  songe  serieusement  ä  etablir  a  Berne  une  profession  de 
matheraatique,  cela  est  admirable;  mais  je  vois  que  cela  va  dans 
Tancien  train,  puisque  dans  le  Gutachten  du  senat  acaderaujue. 
Mr.  Engelhard,  par  le  canal  apparement  de  quelques  amis,  est 
mis  en  avant  comme  fort  capable  de  poste.  De  gräce,  mon  eher 
Monsieur,  puisque  Vous  avez  vu  ce  que  c'est  que  mathematiques 
mdlez  Vous  un  peu  de  cette  affaire  lä,  puisque  Vos  amis  qui  ont 
du  credit  s'en  rapportent  ä  Votre  jugement.  Que  savent  ces  Mes- 
sieurs du  Gutachten  de  Mr.  Engeln ard  et  de  ses  mathematiques, 
qui  sont  aussi  peu  son  fait  que  la  medecine  est  le  mien :  il  ne  s'y 
est  jamais  applique  et  ne  se  dohne  pas  pour  cela.  II  en  est  de 
meme  de  Blauner  que  je  connais  particulierement ;  c'est  un  tres- 
pauvre  diable,  absolument  sans  genie  et  sans  science  et  absoto- 
ment  incapable  d'un  tel  poste  **).  Je  n'en  dis  pas  autant  d  un 
certain  homme  du  pays  de  Vaud,  nomm£  Mr.  Mögard,  qui  faitje 
metier  d'avocat  ä  Berne;  celui-lä  est  fort  habile,  au  point  que  j'ai 
cru  pouvoir  le  recommander  a  P&ersbourg  en  qualite  de  geometre, 
mais  il  n'a  pas  voulu  y  aller  u.  s.  w."  Von  einer  andern  Art  ist 
der  schöne  von  einem  tiefen  Gemüth  zeugende  Brief  Fr  an  equer. 
15.  decembre  1747,  in  welchem  er  Ü allern  den  Tod  seines 
von  ihm  erzogenen  Bruders  anzeigt. 

Jedenfalls  hat  Herr  Wolf  durch  die  Sammlung  dieser  Briefe 
einen  dankenswerthen  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  über- 
haupt und  der  Geschichte  der  Mechanik  insbesondere  geliefert, 
in  welcher  letzteren  der  Streit  zwischen  König  und  MaupertuU 
über  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung,  wenn  auch  die  wissen- 
schaftlichen Resultate  desselben  nicht  gross  genannt  werden  dürfen, 
immer  eine  nicht  ganz  unbedeutende  Rolle-  spielen  wird. 

Sollte  sich  Herrn  Wolf  noch  Gelegenheit  zu  ähnlichen  Mit- 
theilungen darbieten,  so  verdient  er  alle  Aufmunterung,  dieselben 
dem  mathematischen  Publikum  nicht  vorzuenthalten. 


*)  Es  giebt  auch  eine  Ausgabe  von  1762. 

**)  Gerade  aber 'dieser  pauvre  diable  erhielt  nach  Herrn  Wolfs  Be- 
merkung im  Jahre  1749  die  neno  Profcssur,  und  war  in  derselben  der 
Vorgänger  des  verdienten  Tralle  s ,  welcher  später  Akademiker  in  Berlin 
wurde,  und  als  solcher  im  Jahre  1822  auf  einer  Reise  zur  Besorgung 
eines  Pendelapparats  in  London  plötzlich  starb. 
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Systeme,  Iiehr-  und  Wörterbücher. 

■ 


Worterbuch  der  angewandten  Mathematik.  Ein 
Handbuch  zur  Benutzung  beim  Studium  und  prakti- 
schen Betriebe  derjenigen  Künste  und  Gewerbe,  wel- 
che Anwendungen  der  reinen  Mathematik  erfordern. 
Zugleich  als  Fortsetzung  des  Klügel'schen  Wörter- 
buchs der  reinen  Mathematik.  Im  Vereine  mit  mehre- 
reo  Gelehrten  und  Praktikern  herausgegeben  von  G. 
A.  Jahn,  Dr.  Philos.,  Lehrer  der  Mathematik  und 
Astronomie,  u.  s.  w.  zu  Leipzig.  Zweiter  Band.  M — Z. 
Mit  vier  Tafeln  Abbildungen.   Leipzig.  1&15. 

Mit  dem  vorliegenden  zweiten  Bande,  der  auch  einige  Zusätze 
za  beiden  Bänden  enthält,  ist  dieses  Wörterbuch  der  angewandten 
Mathematik  geschlossen.  Was  in  dem  Literarischen  Berichte 
Nro.  XXII.  §.  3*29.  zur  Empfehlung  des  ersten  Bandes  gesagt 
worden  ist,  gilt  auch  von  diesem  gauz  in  derselben  Weise  bear- 
beiteten zweiten  Bande.  Denn  wir  sind  fortwährend  der  Meinung, 
dass  dasselbe,  ohne  tiefer  in  die  Wissenschaft  einzugeben  und 
überhaupt  höhere  Ansprüche  zu  machen ,  in  dem  auf  dem  Titel 
naher  bezeichneten  Kreise  recht  nützlich  wirken  wird,  und  als 
Hülfamittel  zum  Nachschlagen  gute  Dienste  leisten  kann,  wenn 
man  über  irgend  einen  Gegenstand  der  angewandten  oder  techni- 
schen Mathematik  eine  augenblickliche  niclit  tiefer  eingehende  Be- 
lehrung und  einige  Nachweisungen  über  die  betreffende  Literatur 
▼erlangt. 


Arithmetik. 


Lehrbuch  der  Arithmetik  für  höhere  Bildungsan- 
stalten. Aus  h  istorischen  und  psychologischen  Grund- 
lagen für  die  Zwecke  des  Unterrichts  neu  entwickelt 
von  Dr.  Th  eod  or  Wittstei  n.  Erste  Abtheilung.  Die 
Operationen  an  einfachen  rationalen  Zahlen.  Hanno- 
ver. 1846.    8  ggr. 

In  der  Vorrede  macht  der  Herr  Verfasser  vorzüglich  auf  zwei 
Eigenthümlichkeiten  aufmerksam,  durch  welche  sich  dieses  neue 
Lehrbuch  der  Arithmetik  vor  andern  Lehrbüchern  auszeichnet, 
von  denen  die  erste  die  wissenschaftliche  Systematik,  die 
zweite  die  Metbode  der  Darstellung,  welches  Ausdrucks 
wir  uns  hier  fürs  Erste  bedienen ,  nachher  aber  den  eigentlichen 
Zweck  des  Herrn  Verfassers  näher  bezeichnen  wollen ,  betrifft. 

In  der  ersteren  Beziehung  wird  das  folgende  Princip  aufge- 
stellt:  Jeder  Schritt  vorwärts  im  Gebiete  der  Arith- 
metik muss  entweder  ein  Fortschritt  in  der  Reihe 
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der  Rechnungsarten  ,  oder  ein  Fortschritt  in  der 
Reihe  der  Zafilen \gattunrjen  sein. 

Als  die  zweite  Eigentümlichkeit  bezeichnet  der  Herr  Ver- 
fasser die  räumliche  Auffassung,  welcher  von  ihm  durch- 
gängig die  arithmetischen  Objecto  unterworfen  werden,  worunter 
er  aber  keineswegs  eine  Benutzung  der  Geometrie  für  die  Zwecke 
der  Arithmetik  verstanden  wissen  will ,  sondern  vielmehr  das  Cha- 
rakteristische einer  gewissen  Klasse  von  Formen,  die  Herbart 
sehr  passend  Reihen  forme n  nennt,  und  zu  denen  auch  die 
Zahl  gehört,  darin  erkennt,  dass  sich  in  ihnen  der  Uebergang  Ton 
irgend  einem  Elemente  A  zu  irgend  einem  andern  C  mir  durch 
Vermittelung  eines  zwischenliegenden  Elements  B  ausfuhren  lasse, 
wozu  noch  komme,  dass  diese  Form  nur  eine  Dimension  habe 
oder  eine  einfache  Reihe  bilde ,  wenn  der  Uebergang  von  A  zu 
C  nothwendig  stets  durch  das  nämliche  B  hindurchgehen  rooss, 
wie  z.  B.  bei  der  Zeit  und  der  (reellen)  Zahl,  dagegen  im  ent- 
gegengesetzten Falle  mehrere  Dimensionen  habe  oder  Reihen  von 
Reihen  bilde. 

Wir  müssen  uns  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  leider 
mit  diesen  wenigen  allgemeinen  Andeutungen  begnügen,  wünschen 
aber ,  dass  diese  Schrift ,  insbesondere  auch  ihre  lesens* 
werthe  Vorrede,  von  den  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten 
nicht  unbeachtet  gelassen  werde.  Besonders  begierig  sind  wir 
auf  die  Art  und  \Veise,  wie  der  Herr  Verfasser  späterhin  die 
Lehre  von  den  imaginären  Zahlen  seiner  räumlichen  Auffassung 
der  Zahl  überhaupt  unterordnen  und  in  sein  System  einreihen 
wird,  wodurch  er  sich  das  wichtige  Verdienst  erwerben  wird, 
diese  Lehre  nach  den  neueren  Ansichten  von  Gauss,  welche, 
wie  er  selbst  sagt,  ein  Herausgehen  aus  einer  Zahlen  1  i  nie  in 
eine  Zahlen  ebene  verlangt,  in  das  System  der  Arithmetik  und 
in  ein  elementares  Lehrbuch  derselben  zuerst  aufgenommen  und 
mit  dem  ersteren  gehörig  verflochten  zu  haben. 

Wir  empfehlen  daher  dieses  Lehrbuch  nochmals  zu  besonderer 
Beachtung. 

Wiegand:  meine  Methode,  die  Sätze  der  Addition,  Suh- 
traction,  Multiplication  und  Division  durch  Beispiele  zu  veran- 
schaulichen.   Halle.  1845.    4}  ggr. 

Heyne:  die  Vortheile  des  Gebrauchs  der  dekadischen  Ergän- 
zungen beim  Rechnen.   Naumburg.  1845.    4  ggr. 

Vorlesungen  über  die  Integralrechnung.  Vorzüglich  nach  den 
Methoden  von  A.  L.  Cauchy  bearbeitet  von'  Moigno.  Deutsch 
herausgegeben  von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Braunschweig.  1846.  8. 
3  Rthlr.  8  ggr. 

Observations  sur  !a  Transformation  des  Integra- 
les multiples.   Par  A.  F.  Svanberg.   A  Upsal.  184».  4. 

Diese  allen  denen ,  welche  sich  mit  der  Theorie  der  bestimm 
ten  Integrale  beschäftigen ,  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlende 
Abhandlung  ist  aus  Vol.  XIII.  der  Nova  Acta  Reg.  Soc.  Scicnt. 
Upsal.  besonders  abgedruckt.  Ueber  den  Zweck  derselben  können 
wir  uns  nicht  besser  als  mit  den  folgenden  eigenen  Worten  des 
Herrn  Verfassers  aussprechen :  „Dans  les  transformations  des  in- 
tegrales multiples  il  y  a  deux  especos  distinetes  de  ditöcultes ,  qui 
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m  wesenteot,  dout  l'une,  savoir  la  Substitution  ä  faire  uour  le 
proddt  des  differentielles,  a  depuis  long-tems  <<te  consideree; 
laotre  relative  aux  limites ,  n ayant  jamais  ete  bien  discutee ,  fera 
1  objet  du  memoire  present.  Eh  examinaut  une  integrale  multiple, 
pri»e  eotre  des  limites  constantes  et  finies ,  on  trouve ,  qu'elle  ne 
gtaeral  apres  sa  transformation  etre  representöe  par 


flu  Das  en 


uoe  seule  autre,  mais  que  pour  une  integrale  double  p.  e.  il  en 
Cwt  quarre,  prises  entre  des  limites  differentes,  pour  reproduire 
bv&leur  de  la  proposee.  La  matiere  etant  abstraite,  il  nous 
prahle  bon  d'aborder  ia  question  par  des  considerations  g^onie- 
triques,  qoi  feront  voir  au  lecteur  au  premier  coup  d'oeil  les  difü- 
cnltes  nouvelles  et  le  chemin,  qu'il  lui  faut  suivre  pour  les  sur- 
monter.  La  transformation  des  integrales  multiples  d'un  nombre 
quelconque  de  variables,  prises  entre  des  limites  constantes  et 
Ües,  se  faisant  d'une  maniere  parfaitement  semblable  a  celle  des 
intesrales  doubles,  nous  croyous  pas  necessaire  dV  faire  ajiplica- 
tioB  speciale."  Unter  mehreren  bemerkenswerthen  Formeln,  zu 
denen  der  Herr  Verfasser  gelangt ,  befindet  sieb  auch  das  von  Herrn 
Dr.  Schlomilcb  in  diesem  Archiv.  Tbl.  V.  S.  211.  entwickelte 
lotegral 

x  sina.r 


welches  Herr  Professor  A.  F.  Svanberg  mit  Hinweisung  auf 
Herrn  Dr.  Schlümilcbs  Arbeit  auf  folgende  Art  ausdrückt: 


» 

woraus  mittelst  einer  leichten  Transformation  das  von  Herrn  Dr. 
Sehl 5 milch  a.  a.  O.  angegebene  Integral  folgt. 

Wir  empfehlen  diese  Abhandlung  nochmals  zu  besonderer 
Beachtung.  V 


Geometrie. 


Ueber  die  Methode  des  geometrischen  U  n  terrich ts. 
Nebst  Erläuterungen  zu  dem  Leitfaden  für  den  ersten 
ünterrricht  in  der  Geometrie.  Von  Bernhard  Becker, 
Oberlehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Olden- 
burg. 8.  Frankfurt  a.  M.  1845.    16  ggr. 

Diese  Schrift  ist  gegen  die  Euklidische  Metfiode  gerichtet. 
Wenn  der  Herr  Verfasser  auf  S.  72.  in  einer  Note  sagt :  „Freunde 
and  Verehrer  der  Euklidischen  Methode  werden  das  hier  vom  pä- 
dagogischen Standpunkt  aus  gefällte  Urtheil  vielleicht  etwas  weg- 
werfend findeu.  Dass  die  Euklidische  Methode  vortrefflich  wirken 
kann,  wo  sie,  von  einem  tüchtigen  Pädagogen  gehandhabt,  wirklich 
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in  das  Seelenleben  der  Jugend  eingreift,  das  soll  nicht  geleugnet 
werden,"  so  stimmen  wir  ihm  darin  vollkommen  bei.  AVeon  et 
dann  aber  hinzufügt:  „Allein  die  Erfahrung  bestätigt  nur  zu  «ehr, 
dass  diess  höchst  selten  der  Fall  ist,"  so  müssen  wir  uns  erlauben, 
ihm  bemerklich  zu  machen ,  dass ,  um  kurzweg  ein  solches  Urtheil 
ohne  alle  Anmaassung  fallen  zu  dürfen,  eine  sehr  grosse,  an  sehr 
vielen  Orten  in  verschiedenen  Ländern  —  und  zwar  nicht  bloss  in 
den  Ländern  deutscher  Zunge,  sondern  z.  ß.  auch  in  England, 
Holland,  Schweden  u.  s.  w. ,  wo  doch  auch  Mathematik,  nament- 
lich Geometrie,  sehr  viel  gelehrt  und  getrieben  wird  —  gemachte 
Erfahrung  nnd  eine  genaue  Kenntniss  der  Individualitat  sehr  Tieler 
Lehrer  der  Mathematik  erforderlich  ist,  die  wir  uns  in  dem 
Maasse,  wie  sie  um  einen  solchen  Ausspruch  geradezu  für  richtig 
oder  unrichtig  erklären  zu  dürfen ,  uns  erforderlich  zu  sein  scheint, 
nicht  beilegen  können. 

Abgesehen  hiervon  ist  aber  das  Schriftchen,  von  dem  Staad- 
unkte  des  Herrn  Verfassers  aus,  verständig  abgefasst  und  be- 
undet  den  erfahrenen ,  kenntnissreichen  und  seinem  Lehrcegen* 
Stande  mit  der  wärmsten  Liebe  ergebenen  Lehrer.  Eine  Lehr- 
methode im  Allgemeinen  charakterisiren  zu  wollen,  hat  immer 
seine  eigentümliche  Schwierigkeit,  was  auch  hier  der  Fall  ist.  Wir 
können  nur  sagen  ,  dass  die  Methode  des  Herrn  Verfassers  eben  die 
ist,  welche  in  neuerer  Zeit  der  alten  Euklidischen  Methode  mehr- 
fach gegenüber  gestellt  worden  ist,  und  sich  wohl  zuerst  in  den 
Schriften  und  der  Lehrweise  Thibaut's  —  den  wir  aber  hier  Uoss 
anführen,  um  die  Methode  in  der  Kürze  zu  charakterisiren,  womit 
wir  übrigens  nicht  sagen  wollen,  dass  der  Herr  Verfasser  gerade 
ein  besonderer  Anhänger  desselben  sei  —  am  meisten  ausgeprägt 
hat.  „Die  Grundgedanken sagt  der  Herr  Verfasser  auf  S.  73.,  „die 
den  Lehrer  beim  Unterrichte  in  der  Geometrie  leiten  müssen,  be- 
ruhen einerseits  auf  der  Forderung  der  Wissenschaft,  dass  man 
in  das  Wesen  und  Werden  des  Gegenstandes  eindringt  und  die 
wesentlichen  Gesetze  der  Geometrie  genetisch  ableiten  müsse, 
andererseits  auf  der  Forderung  der  Pädagogik,  dass  die  Seele  in 
ihrer  Totalität  als  Einheit  vom  Denken  und  Anschauen  aufgefasst, 
und  namentlich  die  mathematische  Phantasie  als  das  eigentliche 
Element  aller  mathematischen  Thätigkeit  geübt  werden  müsse," 
worin  wir  ganz  mit  ihm  übereinstimmen,  aber  glauben,  dass  es 
verschiedene  zu  diesem  Ziele  führende  Wege  gebe. 

Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geome- 
trie von  Bernhard  Becker,  Oberlehrer  an  der  höheren 
Bürgerschule  zu  Oldenburg.  8.  Frank  fürt  a.  M.  1845. 
8  ggr. 

Wir  halten  diesen  einfach,  aber  doch  systen  atisch  gegliederten,  auf 
die  fortwährende  Anschauung  und  die  praktische  Anwendung  gerichte- 
ten Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geome- 
trie, eben  für  diesen  ersten  geometrischen  Unterricht  in  den  un- 
tersten Klassen,  also  etwa  für  zehnjährige  Knaben,  sehr  zweckmässig 
abgefasst,  und  sind  stets  der  Meinung  gewesen ,  dass  dieser  erste 
Unterricht,  wenn  er  einige  Frucht  tragen  soll,  vernünftigerweise 
kaum  anders  ertheilt  werden  kann  und  darf.  Für  die  höheren 
Klassen  von  Tertia  an  machen  wir  aber  andere  wissenschaftliche 
Ansprüche,   und  halten,  wie  sehr  auch  in  der  vorhergehenden 
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vSchrift  und  in  der  Vorrede  zu  der  vorliegenden  der  Verfasser  da- 
ae^en  sprechen  mag,  eine  Methode,  die  im  Wesentlichen  sich  an 
die  griechischen  Muster  anschließt,  in  den  Händen  eines  tüchti- 
gen Lehrers  für  diejenige,  welche  am  sichersten  zum  Ziele  fuhrt, 
und  für  die  gesammte  wissenschaftliche  Bildung  der  Schuler  unter 
allen  Umständen  die  meiste  Frucht  bringt.  Von  den  Schützen, 
welche  uns  die  sogenannte  neuere  Geometrie  darbietet,  kann  und 
niuss  man  auch  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  allen  nur  mög- 
lichen Gebrauch  machen ,  worauf  m  diesem  Archive  schon  mehr- 
mals hingewiesen  worden  ist.  Mehrere  in  demselben  .mitgetheilte 
Aufsätze,  z.B.  von  Arndt,  Schlömilch  u.  A.,  arbeiten  daraufhin, 
und  besonders  sind  den  Lehrern  ,  die  nicht  auf  die  Quellen  zurück- 
gehen wollen ,  auch  die  bis  jetzt  erschienenen ,  ebenfalls  im  We- 
sentlichen in  Euklidischem  Geiste  ubgefassten  drei  Schriften  von 
Adams  über  die  Transversalen,  über  die  harmonischen  Verhält- 
nisse und  über  das  Dreieck  zu  empfehlen ,  in  denen  schon  ein  sehr 
reiches  Material  niedergelegt  ist.  Auch  verdient  von  Neuem  auf 
das  hn  Literar.  Berichte.  Nr.  III.  S.  53.  angezeigte  Schriftchen  von 
K.  Wolf,  ferner  auf  die  Lehrbücher  der  Geometrie  von  Kunze, 
Müller,  Bretsch neider  u.  A.  aufmerksam  gemacht  zu  werden. 

Die  merkwürdigsten  Eigenschaften  des  geradlini- 
gen Dreiecks.  Von  C.  Adams.  Mit  zwei  Kupfertafeln. 
Winterthur.  1&46.    8.  1  Rthlr.  6  ggr. 

Diese  Schrift  kann  als  eine  Fortsetzung  der  beiden  in  Nro. 
XV.  S.  230.  und  Nro.  XXIII.  S.  350.  des  Literarischen  Berichts 
angezeigten  Schriften  desselben  Verfassers  über  die  Lehre  von 
den  Transversalen  und  über  die  harmonischen  Verhältnisse  be- 
trachtet werben ,  und  hat  auch  ganz  denselben ,  namentlich  am 
letztereo  Orte  ausführlich  von  uns  angegebenen,  sehr  löblichen 
Zweck,  worüber  wir  uns  daher  hier  nicht  weiter  zu  verbreiten 
brauchen.  Dieselbe  ist  in  fünf  Abschnitte  get heilt,  welche  die  fol- 
genden CJeberschriften  führen :  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln 
und  Neiten  des  Dreiecks.  Der  umschriebene  und  die  vier  berüh- 
renden Kreise.  Die  Höhenperpendikel.  Die  Distanzen  der  wich- 
tigsten Punkte  im  Dreieck.  Aufgaben.  —  Die  Darstellung  ist  überall 
'lern  Gegenstande  völlig  angemessen ;  einfach ,  deutlich  und  klar. 
Die  Einmischung  der  Trigonometrie  ist  ganz  vermieden  worden, 
was  nur  völlig  gebilligt  werden  kann.  Elben  so  zweckmässig  er- 
scheint es  bei  einer  Schrift,  wie  die  vorliegende,  dass  die  Lehr- 
sätze und  Aufgaben  von  einander  getrennt  worden  sind.  Jeder 
Lehrer  wird  in  derselben  ein  reiches  Material  von  Sätzen  finden, 
von  denen  er.  auch  häufig  sehr  zweckmässige  Anwendungen  als 
Tebungsaufgaben  machen  können  wird. 

Anger:  über  den  Einfluss  der  Projektionslehre  auf  die  neuere 
Geometrie.    Danzig.    1845.    4*  ggr. 

Jacobs:  ausführliches  Lehr-  und  Uebungsbuch  der  Anfangs- 
gründe der  ebenen  analytischen  Geometrie.  Braunschweig.  1845. 
1  Rthlr.  16  ggr. 
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Praktische  Geometrie. 


He us in 3 er,  K.  L. :  Abhandlungen  aus  dem  Gebiet  der  Feld* 
raesskunst.    Friedberg.   1845.    18  ggr. 

Bourns,  C. :  Principles  and  Practise  of  Land  Engineering. 
Trigonometrical ,  Subterraneous  and  Marine  Surveying,  with  an 
Appendix.    2d.  edition   1845.    15  s. 

In  den  Mitthei hingen  der  naturforschenden  Gesell- 
schaft  in  Bern.  1844.  Nro.  '26.  Nr.  36—38.  findet  man  interes- 
sante Notizen  zur  Geschichte  derVermessungen  in  der 
Schweiz  von  Herrn  Rudolf  Wolf.  Nro.  36  —  38.  betreffen  ror- 
züglich  die  von  Johann  Georg  Tralles  in  den  Jahren  17>* 
bis  1798  ausgeführten  Arbeiten.  In  dem  ersteren  Jahre  maass  er 
eine  Standlinie  bei  Thun.  Eine  zweite  Basis  maass  er  vom  5.  b» 
13.  September  1791  mit  einer  Ramsden'schen  Stahlkette  von  100 
Pariser  Fuss  auf  dem  grossen  Moose  bei  Aarberg  zur  Belehnine 
und  auf  Kosten  seines  Schülers  Hassler,  welcher,  1770  zu  Aamu 
geboren,  am  21.  November  1843  als  Chef  der  amerikanischen 
Küsten  Vermessung  starb.  Durch  das  Einrücken  der  Franzosen  \t 
Bern  im  M&rz  1798  wurden  die  ganzen  Arbeiten  unterbrochen,  und  erst 
in  den  Jahren  1801  und  180*2  dachte  man  daran,  sie  durch  Tralle* 
fortsetzen  zu  lassen.  Aber  bald  brach  die  Helvetik  zusammen 
der  ängstliche  Tralles  flüchtete  nach  Neuen  bürg  und  kehrte  niefit 
wieder  (s.  oben  S.  412.). 

Die  erste  Periode  der  Vermessungsarbeiten  in  der  Schweiz 
schloss  sich  somit  ohne  grosse  Resultate ;  aber  das  eine  Verdienst 
bleibt  ihr,  das  Bedürfnis«  geweckt  zu  haben  und  so  die  Mutter 
aller  folgenden  Arbeiten  in  diesem  Fache  geworden  zu  sein. 

Oer  Herr  Verfasser  dieser  Notizen  verdient  alle  Aufmunterung, 
dieselben  bis  zu  den  neuesten  Zeiten,  wo  bekanntlich  so  grosse 
und  ausgezeichnete  geodätische  Operationen  in  der  Schweiz  au- 
geführt Worden  sind  (m.  s.  z  B.  Literar.  Bericht  Nro.  11.  S.  32.), 
fortzusetzen. 

Lehrbuch  der  höhereu  Geodäsie  von  Dr.  Philipp 
Fischer,  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  und  Ma- 
thematik an  der  Gewerbschule  zu  Darmstadt.  Erster 
Abschnitt.  Enthaltend:  die  Theorie  der  Beobachtung«- 
fehler  und  ihre  Ausgleichung  durch  die  Meth ode  der 
kleinsten  Quadrate.   Darmstadt.   1845.   8.   20  ggr. 

Diese  Schrift  ist  nichts  mehr  und  nichts  weniger  als  ein  hei 
Weitem  dem  grössten  Theile  nach  ganz  wörtlicher  Auszug 
aus  Encke's,  wie  wir  wenigstens  meinen  sollten,  unter  allen 
Leuten  von  Fach  sehr  bekannt  gewordenen  *)  Abhandlung  über 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  den  Jahrgängen  1834,  1835. 


*)  Der  Herr  Verfasser  scheint  freilich  nach  S.  VI.  der  Vorrede  d§« 
(iogentheil  zu  glauben. 
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183*>  des  Berliner  astronomischen  Jahrbuchs,  mit  verschiedenen 
nicht  selten  ziemlich  willkührlichen  und  dem  richtigen  Verstand- 
niss  eben  keinen  Vorschub  leistenden  Auslassungen ,  und  einigen 
Znsätzen  aus  ein  Paar  kleineren  Aufsätzen  von  Bessel  und  Ja- 
<  obi,  also,  wie  wir  leider  nicht  anders  sagen  können,  eine  ganz 
unsdbstständige  Arbeit,  lieber  die  Anwendung  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  in  der  Geodäsie  kommt  auch  fast  gerade  nur 
das  vor,  was  sich  darüber  in  En  cke's  Abhandlung  findet,  und  von 
einem  Verhält  niss  seiner  (d.  h.  des  Herrn  Verfassers)  Arbeit 
zu  der  in  Nro.  XII.  S.  181).  des  Literarischen  Berichts  angezeigten, 
hob  wohl,  wie  wir  wenigstens  hoffen  und  wünschen,  bekannt  genug 
gewordenen  trefflichen  Schrift  Gerlings  über  denselben  Gie^en- 
stand,  welche,  wie  jeder  Kundige  weiss  und  bei  näherer  Ansicht 
sogleich  finden  wird,  als  das  nicht  leicht  zu  gewinnende  Resultat 
einer  langjährigen  geodätischen  Praxis  zu  betrachten  ist,  kann  daher 
pr  keine  Rede  sein,  wie  ausführlich  sich  der  Herr  Verfasser  auch 
in  der  Vorrede  über  ein  solches  Verhaltniss  verbreiten  mag.  Wenn 
der  Herr  Verfasser  aber  in  der  Vorrede  S.  VI.  sagt,  dass  er  ohne 
die  ihm  durch  Encke's  Abhandlung  gewährte  Erleichterung  gar 
nickt  hn  Stande  gewesen  sein  würde,  etwas  so  z iem lieh  voll- 
ständiges, und  jedenfalls  nicht  in  der  Kürze  der  Zeit,  welche  er 
auf  seine  Arbeit  verwenden  konnte,  zu  liefern,  so  können  wir  ihm 
darin  nach  der  vorliegenden  Probe  nur  vollkommen  beistimmen. 

• 

Kolbe,  F.:  Sehnentafel,  enthält  die  zur  Bestimmung  aller 
Winkel  von  0°  bis  180°  von  Minute  zu  Minute  erforderlichen  Seh- 
<*»  für  den  Halbmesser  =  100.   Halberstadt  1845.   4.   8  ggr. 


Trigonometrie. 


Lauteschläger:  Trigonometrische  Aufgaben  mit  vollstän- 
digen Auflösungen.  Ein  Hülfsbuch  filr  Lehrer  der  Physik. 
Dannstadt.  1845.    16  ggr. 


M  e  ch  a  n  i  k. 


Migout  und  B erger y:    theoretisch  praktische  Anleitung' 
zur  Berechnung  der  gebräuchlichsten  Maschinen.    Deutsch  von 
Schnnse  und  YV.  Bornhardt.  Braunschweig,  1&15.  2  Rtblr.  16  ggr. 
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Optik. 


In  dem  Literarischen  Berichte  Nro.  XIII.  S.  200.  ißt  Ober  die 
optischen  Arbeiten  des  Herrn  Professors  Joseph  Petzval  io 
Wien  Bericht  erstattet  worden.  Seit  jener  Zeit  ist  über  den 
weiteren  Fortgang  dieser  Arbeiten  uns  nur  erst  vor  ganz  kurzer 
Zeit  eine  aus  der  Wiener  Zeitung  vom  11.  December  1845 
entlehnte  Nachricht  zugetrauten ,  welche  wir  den  Lesern  des  Ar- 
chivs ,  denen  wohl  nicht  allen  die  genannte  Zeitung  zu  Gesiebt 
kommen  dürfte,  im  Folgenden  mittheilen : 

„Wissenschaftliche  Nachrichten." 

„Schon  im  Jahre  1843  setzte  ich  das  wissenschaftliche  Pu- 
blicum in  einer  Schrift,  betitelt:  „Bericht  über  die  Ergeb- 
nisseeiniger dioptri sehen  Untersuchungen"  in  Kenntnis 
von  den  unter  meiner  Leitung  stehenden  optischen  Arbeiten,  und 
versprach  darin,  wenigstens  einige  der,  die  vornehmsten  optischen 
Gebilde:  Fernrohr,  Mikroskop,  Camera  obscura,  angehenden  ße 
reebnungen  praktisch  ausführen  zu  lassen,  und  über  die  Eigen- 
thümlichkeiten  dieser  Linsen  -  Combinationen  einen  Bericht  hinzu-' 
zufügen.  —  Der  Ausführung  dieses  Vorhabens  stemmten  sich 
jedoch  mancherlei  unvorhergesehene  Schwierigkeiten  entgegen, 
und  ich  bin  erst  jetzt  im  Staude  meinem  Versprechen  naenzo- 
kommen,  wünsche  jedoch  für  diese  Verzögerung  das  Publicum 
dadurch  schadlos  zu  halten,  dass  ich,  den  Aufschwung  eines  edlen 
Industriezweiges  in  Oesterreich  als  Zweck  stets  im  Auge  behal- 
tend ,  uicht  nur  Sorge  trage  für  die  immer  gleiche  Güte  und  wo 
möglich  Veredlung  der  unter  meiner  Leitung  zu  Stande  kommenden 
Erzeugnisse,  sondern  auch  von  nun  an  Einfluss  nehme  auf  die 
Billigkeit  der  Preise,  in  so  fern  wenigstens,  als  solche  mit  der 
Gediegenheit  der  Arbeiten  vereinbar  ist.  Die  hierauf  abzielenden 
Massregeln  sind  bereits  getroffen,  und  ich  habe  als  zu  denselben 
gehörig  nur  noch  hinzuzufügen :  dass  ich  selbst  das  Publicum  io 
einfacher  und  präciser  Sprache  bei  jedem  unter  meiner  Leitung 
ausgeführten  optischen  Instrumente  in  Kenntnis»  zu  setzen  gesonnen 
bin  von  dem  /wecke ,  den  Eigenschaften  und  Leistungen  dessel- 
ben, welche  Letztere,  so  oft  diess  thunlich  ist,  ohne  der  Ver- 
ständlichkeit Eintrag  zu  thun,  genau  bestimmt,  und  in  Zahlen 
ausgedrückt  werden  sollen;  dass  ferner  (um  dem  Missbrauche 
meines  Namens  vorzubeugen)  nur  diejenigen  Instrumente  oder 
Apparate  als  nach  meiner  Angabe  ausgeführt  zu  betrachten  seien, 
die  ich  in  geeigneter  Art  als  solche  anerkenne. 

Als  ersten  der  auszuführenden  Gegenstände  habe  ich  einen 
solchen  gewählt,  der  einerseits  keines  grossen  mechanisch  -  opti- 
schen Etablissements  bedarf,  und  doch  andererseits  sich  als  der 
interessanteste  und  edelste  der  Optik  beurkundet,  durch  seioe  be- 
sonderen Eigenschaften  sowohl  als  auch  durch  den  Umstand,  dass 
er  Tugenden  eines  optischen  Instrumentes :  Schärfe ,  Lichtstärke, 
Gesichtsfeld,  die  die  Anderen  nur  theilweise  benothigen,  seiner 
Natur  nach  im  vollsten  Maasse  besitzen  muss.  Ich  meine  das 
Lampen-  oder  Hydroozygen  -  Gas  -  Mikroskop.    Hiermit  ist  aber 
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unzertrennlich  das  optische  Beleuchtung*- Problem  verknüpft,  so 
daas  zu  gleicher  Zeit  dieses  einer  befriedigenden  Losung  entge- 
{pogeführt  werden  musste.  —  Auch  hegte  icn  die  Absicht,  gleich* 
zeitig  die  theoretischen  Resultate  meiner  mehrjährigen  Untersu- 
rhungen zu  veröffentlichen.  —  Allein  diesem  Vorhaben  trat  jedoch 
eine  schwere  Krankheit,  an  deren  Folgen  ich  noch  leide,  hindernd 
in  den  Weg,  und  ich  sehe  mich  jetzt  genothigt,  dem  Wissenschaft- 
lieben  Publicum  einstweilen  dasjenige,  was  wirklich  fertig  gewor- 
den ist,  zu  übergeben,  nämlich  den  Beleuchtungsapparat  mit  einem 
mikroskopischen  Objective  grösserer  Art.  Es  ist  dieser  Beleuch- 
tuogüapparat  als  solcher  ein  selhstständiges  Ganzes,  und  geeignet 
m  verschiedenen,  dem  in  photographischer  oder  optischer  Technik 
Bewanderten  leicht  einleuchtenden,  Anwendungen,  unter  anderen 
auch  zur  Erzeugung  der  sogenannten  Nebelbilder.  Ich  hoffe,  ja  ich 
hin  uberzeugt  davon ,  dass ,  gleichwie  das  von  mir  angegebene 
Daguerreotypen  -  Objectiv  zu  mehreren  nützlichen  Entdeckungen 
die  erste  Veranlassung  wurde,  auch  dieser  Apparat  zu  neuen  Fort- 
Khritten/m  mehreren  Kunst-  und  Industriezweigen,  namentlich  im 
Gebiete  der  technischen  Beleuchtungs-  Industrie,  Gelegenheit  geben 
wird,  welche  Fortschritte  ihrerseits  wieder  der  Wissenschaft  zu 
Gute  kommen  werden.  Obwohl  ich  nun  diesen  Apparat  als  das 
erste  Glied  eines  wissenschaftlichen  Werkzeuges,  nämlich  der  Lam 
peo •  Mikroskope,  betrachte,  so  empfangt  doch  in  ihm  das  Publicum 
ein  Instrument ,  welches  zur  Verschönerung  jedes  socialen  Lebens 
vorzuglich  geeignet  ist. 

Die  Ausführung  dieser  Apparate  ist  dem  Herrn  Optiker  Waibl 
(Mariahilfer  Hauntstrasse  Nr.  40.)  übertragen.  Er  besteht  wesent- 
lich aus  zwei  Tneilen,  dem  bildmachenaen  und  beleuchtenden. 
Ereterer  muss  die  Eigenschaft  haben ,  von  dem  abzubildenden  Ge- 
genstände ein-achromatisches,  genügend  scharfes  und  perspectivisch 
richtiges  Bild  zu  liefern,  d.  h.  eine  gerade  Linie  an  keiner  Stelle 
des  Gesichtsfeldes  in  eine  krumme  zu  verwandeln.  Oer  Andere 
soll  die  Eigenschaft  haben ,  nicht  etw  a  Licht  zu  erzeugen ,  —  wie 
keine  Maschine  Kraft  erzeugt,  —  sondern  das  von  irgend  einer 
Lichtquelle,  etwa  einer  Lampe,  ausströmende  Licht  auf  das  zw  eck- 
mässisfste  zu  verwenden,  und  eben  dadurch  gewissermassen  zu 
vervielfältigen.  —  Der  Quantität  nach  hängen  nun  die  Leistungen 
eines  solchen  Apparates  von  den  Dimensionen  desselben  ab ;  der 
kleinste  derjenigen ,  die  bei  Herrn  Waibl  verfertigt  werden,  hat  die 
Eigenschaft,  das  Licht  einer  Lampe,  bei  welcher  der  Durchmesser 
de*  Brenners  einen  Zoll  nicht  überschreitet,  zu  versechsfachen, 
»der  da  bei  dieser  Grösse  die  Lampe  eine  Lichtstärke  von  etwa 
1')  Millikerzen  besitzt,  auf  eine  dem  Apparate  gegenüberstehende 
Wand  ein  solches  Licht  zu  werfen ,  wie  es  von  der  Stelle  aus,  wo 
der  Apparat  steht ,  aber  ohne  denselben  6  Lampen  oder  96  Kerzen 
werfen  würden.  Mit  den  Dimensionen  des  Apparates  aber  steigt 
die  Lichtstärke  desselben  im  kubischen  Verhältnisse,  d.  h.  ein 
zweimal  grösserer  Apparat  hat  achtmal  so  viel  Licht.  Verwendet 
faan  den  Beleuchtungs  -  Apparat  zur  Erzeugung  von  Nebelbildern, 
^  verhält  er  sich  zu  den  frühern  Erzeugnissen  dieser  Art,  wie 
sich  das  von  mir  angegebene  Daguerreotypen  -  Objectiv  zu  den 
früheren  Erzeugnissen  jener  Art  verhielt:  Er  leistet  nämlich  mit 
der  einfachen  Oellampe  bei  gleichen  Dimensionen  ungefähr  das- 
selbe, was  sonst  mit  dem  in  Hydrooxygengas  glühenden  Kalkcylin- 
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der  erzeugt  wurde,  und  liefert  mit  letzterem  Effecte,  die,  wenn 
man  will,  der  Intensität  des  Tageslichtes  gleich  kommen ,  ja  die 
selbe  überbieten  können.  —  Zudem  erfordert  die  Handhabung 
dieses  Instrumentes  weder  besondere  Geschicklichkeit,  noch  ausser 
gewöhnliche  Vorsicht. 

Herr  Waibl,  der  durch  ein  k.  k.  ausschliessl.  Privilegium  ge- 
schützt ist,  hat  diese  Apparate  in  dreierlei  Dimensionen  verfern"«!. 
und  ist  bereit,  selbe  »ach  Wunsch  in  jeder  beliebigen  Grosse  zu 
üefern.  Prof.  Dr.  Jos.  PetzvfcL** 

Gewiss  würde  es  vielen  Lesern  des  Archivs  angenehm  «cid, 
auch  die  Preise  der  Apparate,  auf  welche  in  der  vorhergehenden 
Anzeige  aufmerksam  gemacht  worden  ist,  kennen  zu  lernen,  wes- 
halb wir  uns  erlauben,  Herrn  Prof.  Petzval  oder  Herrn  Waibl 
hier  um  deren  gefällige  Mittheilung  zu  ersuchen ,  und  werden  dann 
nicht  unterlassen ,  dieselben  in  diesem  Literarischen  Berichte  zu 
allgemeiner  Kenntniss  zu  bringen. 


Astronomie. 


Biot:  Tratte*  elementaire  d'astronomie  phvsique.  Tom.  10 
Paris.  1845. 

Karsten:  kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr 
1846.   Rostock.  1845.   8.  ggr. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  den 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der 
Sternwarte,  und  F.  Schaub,  Adjunct  der  Sternwarte. 
Drei  und  zwanzigster  Theil.  Neuer  Folge  Dritter 
Band.  Mit  drei  lithographirteo  Beilagen.  4.  Wien.  1815. 

Der  Inhalt  dieses  Bandes  ist  folgender :  Beobachtung  der 
Sonnenfinsterniss  vom  8.  Juli  1842  zu  Oedenburg  in  Ungarn.  Von 
Herrn  Dr.  C.  Bremiker.  —  Meteorologische  und  astronomische 
Beobachtungen,  angestellt  zu  Prag  in  den  Jahren  1828 — 1832  von 
Herrn  F.  G.  Hallasch ka,  Probst  zu  Alt-Bunzlau,  k.  k.  wirk!. 
Hofrath  und  Director  der  philosophischen  Studien.  —  Facsimiie 
einer  Handschrift  von  Johann  Kepler.  —  Facsimiie  eines  Fragment« 
aus  P.  M.  Heil  s  astronomischem  Tagebuche  auf  Wardoe.  — *  Be- 
schreibung des  neuen  Regulators  am  Uhrwerke  des  Refractors  und 
einer  Einrichtung  zum  Einstellen  am  Stundenkreise  bei  fortwähren- 
dem Eingriffe  der  Uhr.  Von  Herrn  Chr.  Starke,  leitendem  Werk- 
meister am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien.  —  Resultate 
der  Planeten  -  Beobachtungen  am  Meridiankreise  im  Jahre  1842.  - 
Reducirte  Beobachtunsen  des  Mondes  am  Meridiankreise  im  Jahre 
1842.  —  Beobachtete  Mondsterne  1842.  —  Resultate  der  Planeten* 
Beobachtungen  am  Meridiankreise  im  Jahre  1843.  —  Reducirte 
Beobachtungen  des  Mondes  am  Meridiankreise  im  Jahre  1843.  — 
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Beobachtete  Mondsterne  1843.  —  Sternbedeckungen  beobachtet  in 
den  Jahren  1843  und  1844.  — -  Berichtigung.  —  Beobachtungen  am 
Meridiankreise.  —  (Jebersicht  der  meteorologischen  Beobachtungen 
im  Jabre  1843.  —  Verzeichniss  der  Werke,  welche  der  k.  k.  Stern- 
wirte vom  September  1843  bis  Ende  1844  als  Geschenke  zuge- 
kommen sind.  —  V  erzeichniss  der  Anstalten  des  Auslandes,  welche 
alljährlich  mit  einein  Exemplare  der  Annalen  betheilt  werden.  — 
Preis-Tarif  der  Werk-stätte  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  zu 
Wiei.  —  Preis -Tarif  von  Herrn  S.  Plüssl. 

Man  wird  hieraus  den  reichen  Inhalt  dieses  Bandes  und  den 
Eifer  und  die  Umsicht,  womit  die  Herren  Herausgeber  der  Stern- 
warte zu  Wien  vorstehen,  erkennen. 


Physik. 


Gehlers  physikalisches  Worterbuch.  II.  Bd.  Sach-  und 
Namenregister  mit  ergänzenden  Zusätzen  v.  G.  W.  Muncke.  Nebst 
Nachtr.  zu  dem  Verz.  geogr.  Ortsbestimmungen  von  C.  L.  v.  Littrow. 
Leipzig.   1&45.   4  Rthlr: 

Littrow,  C.  L.  v. :  Nachträge  zu  dem  Verzeichniss  geogr. 
Ortsbestimmungen.   Leipzig.  1845.    4  ggr. 

Notice  sur  l'art  aerostatique  par  un  aeronaute.   Lille.  1845. 

Herger,  die  Systeme  der  magnetischen  Curven,  Isogonen  und 
Isodynamen  nebst  anderweitigen  empirischen  Forschungen  über  die 
etisch  -  polaren  Kräfte.  Erläutert  von  Ernst  Herger.  2 —  4te 
mit  22  Taf.  Leipzig.  1845.  9  Rthlr.  (S.  Literar.  Bericht 
Nro,  XXII.  S.  343.) 

Pohl:  der  Elektromagnetismus  und  die  Bewegung  der  Him- 
melskörper  in   ihrer    gegenseitigen  Beziehung.     Breslau.  1846. 

Die  periodisch  wiederkehrenden  Eiszeiten  und  Sindfluthen  und 
die  wichtigsten  Folgerungen  aus  diesen  wechselnden  Ueber- 
scbwemmungen  der  südlichen  und  nördlichen  Kontinente  von 
W.  v.  Bruchhausen.   8.    Trier.  1845.    1  Rthlr. 


Vermischte  Schrillen. 

■ 


J.  J-  v.  Littrow's  vermischte  Schriften.  Herausge- 
geben von  C.  L.  v.  Littrow,  Director  der  Sternwarte 
fQWien.  Drei  Bände.  Erster  Band.  Stuttgart.  1845. 
*  1  Rthlr.  18  ggr. 
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Mit  dieser  Sammlung  der  vermischten  Schriften  seines  ver- 
storbenen Vaters  hat  Herr  Director  C.  L.  v.  Littrow  gewiss  vielen 
Lesern  ein  sehr  angenehmes  Geschenk  gemacht.  Ausser  mehreren 
anderen  Aufsätzen  enthalt  dieser  erste  Band  auch  Manches,  was 
von  allgemeinem  mathematischen  und  physikalischen  Interesse  ist 
und  unter  den  populären  Schriften  dieser  Art  immer  eine  vorzüg- 
liche Stelle  einnehmen  wird,  da  J.  J.  v.  Littrow's  Talent  (ur 
wahrhaft  populäre  Darstellungen  bekannt  genug  ist.  Wir  erlauben 
uns  die  Leser  in  dieser  Beziehung  nur  auf  Folgendes  aufmerksam 
zu  machen:  Unrichtigkeit  4er  christlichen  Zeitrechnung.  Der  Winter. 
Ueber  das  Nordlicht.  Witterun»  des  Cholerajahres  1831.  Rego- 
lirung  der  öffentlichen  Uhren.  Wittwen-  Institute  im  Allgemeinen. 
Ueber  eine  Verbesserung  der  Fernröhre  durch*  einen  vaterländi- 
schen Kunstler  (ein  sehr  klar  geschriebener  Aufsatz  über  Fern- 
rohre im  Allgemeinen,  namentlich  aber  über  das  achromatische 
Fernrohr  und  das  dialytische  Fernrohr  insbesondere).  —  Die  niit- 


Lufsätze  über  die  betreffenden  Gegenstände,  namentlich  die  (öl- 
enden hierher  gehörenden  :    ßabbage,  Economy  of  Machinen. 


Wie  of  Newton.  Brewster,  natürliche  Magie.  Garthe,  Heiligen- 
schein. —  Wir  sehen  der  Fortsetzung  dieser  Sammlung  mit  Ver- 
langen entgegen. 

The  American  Journal  of  Science  and  Arts.  Coo- 
ducted  by  Professor  Silliman  and  Benjamin  Silliman. 
New  Häven.    (S.  Literar.  Bericht  Nro.  XXVII.  S.  407.) 

Vol.  XLIX.  1845.  Nro.  1.  Art.  II.  Account  of  some  new 
Ärticles  of  Philosophical  Apparat us;  by  Prof.  E.  S.  Snell.  p. -U 
—  Art.  VIII.  Singular  case  of  Parhelion,  with  a  statement  of  the 
Theorv  of  ordinary  Halos;  by  Prof.  E.  S.  Snell.  p.  73.  -  Art. 
XI.  Practical  observations  on  the  Generation  of  Statical  Eleclri- 
city  by  the  Electrical  Machine;  by  Lieut.  George  W.  Rains. 
U.  S.  A.  p.  1)3.  —  Art.  XIV.  New  Electro •  Ma^netic  Engine:  by 
Prof.  Char.  G.  Page.  p.  131.  —  Art.  XV.  Axial  Galvanometer, 
and  Double  Axial  Reciprocating  Engine;  by  Prof.  Charles  G. 
Page.  p.  136.  —  Art.  AVI.  Report  of  Observations  on  the  Tran- 


sit of  Mercury,  Mai  8th.,  1845;  by  Prof.  Olmsted.  p.  142. 


TM.  VII.  Heft  IV.  S.  348.  mnu  die  Nummer  der  Abhandlung  nicht 
LX,  sondern  ,>\L"  heUacn. 
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Arithmetik. 

Nr.  der 

ig.  Heft.  Seite. 

IL  Abgekürzte«  Verfahren  bei  der  Kubikwurzelaus- 
ziehung. Von  dem  Herrn  Schalrath  J.  H.  T. 
Müller,    Director  de«   Realgymnasiums  zu 

Wiesbaden  1.  4« 

V.  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  mit 
imaginären  Coefficienten.    Von  dem  Heram- 

geber  I.  65 

VI.  Verwandlung  der  irrationalen  Grotte  <$A  in  ei- 
nen Kettenbruch.  Von  Herrn  P.  Seeling, 
Elcmentarlehrer  zu  Hückeswagen  im  Regie- 
rungsbezirk Düsseldorf  I.  69 

X.  Aussog  ans  einem  Schreiben  des  Herrn  Schul- 
rath J.  H.  T.  Müller,  Director  des  Realgym- 
nasium* xu  Wiesbaden,  an  den  Herausgeber, 
(lieber  Kramp's  Belmndlungsweise  der  Auflö- 
sung der  eubischen  Gleichungen.)  .  .  .  .  .  I-  107 
\l.    lieber  die  Theorie  der  Proportionen*    Von  dem 

Herrn  Dr.  Lehmann  zu  Berlin  II.  113 

Ml.  lieber  die  Bestimmung  einer  Gränse,  welche 
die  Anzahl  der  bei  der  Aufsuchung  des  gröss- 
ten  gemeinschaftlichen  Theilcrs  zweier  Zahlen 
zu    machenden   Divisionen    nicht  übersteigen 

kann.    Von  dem  Herausgeber  U.  137 

UV.  Beweis  des  Taylor  sehen  Lehrsatzes.  Nach  der 
Abhandlung:  Note  sur  la  fonnule  de  Taylor 
par  M.  J.  Caque  in  dem  Journal  de  Mathema- 
tiques  pures  et  upuliquees,  publie  par  Joseph 
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Nr.  der 

Abhandlung.  Hctt 
Liouville.    Octobrc  1845.  p.  379.  frei  bearbei- 
tet von  dem  Heraasgeber  II.  IW 

\\ V.  Das  Binomialtheorem ,  die  Exponentialreihe, 
die  logarithmische  Reihe,  die  Reihen  für  den 
Sinus  und  Cosinus  and  die  Reihe  für  den  durch 
seine  Tangente  bestimmten  Arcus,  zusammen- 
hängend im  Geiste  der  neueren  Analysis  darge- 
stellt.   Von  dem  Herausgeber     .    .  '.    .    .    HI-  272 

XXXIII.  Ueber  die  höheren  DifFerenzialquotienten  des 
Ausdrucks  (<a?a-{-/M?-f-0)  —  (/*-M).  Von  dem 
Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch  an  der 
Universität  zu  Jena  IV.  357 

XXXVI.  Bemerkungen  zu  den  im  Archiv  Thl.  VIII.  Heft 
2.  p.  213  —  214  von  Herrn  Dr.  Dienger  auf- 
gestellten Theoremen  I  —  V.  Von  dem  Herrn 
Doctor  F.  Arndt,  Lehrer  am  Gymnasium  zu 
Stralsund  IV.  383 

XXXVII.    Weitere  Erörterungen  analytischer  Gegenstände. 

Versuch    einer  genetischen  Entwickelong  der 
'analytischen 'Reihe.   Von  dem  Herrn  Dr.  Bar- 
fuss zu  Weimar  IV.  387 

XL.    Note  aar  la  convergence  des  sertes.   Par  Mon- 
sieur C.  J.  Malmsteu,  Profess.  des  Math.  4 

Upsal  IV.  419 

XLI.  Ueber  die  höheren  Differenzialquotienten  belie- 
biger Funktionen  des  Logarithmus.  Von  dem 
Herrn  Prof.  Dr.  O.  Schlömilch  an  der  Uni- 
versität zu  Jena  IV.  427 

XLI1I.  Kur  Abhandlung  Nr.  XLVII.  in  Thl.  VII.  S.  430. 
des  Archivs.  Von  dem  Herrn  Dr.  Di  enger, 
Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  hö- 
heren Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Hei- 
delberg  IV.  4äo 

Geometrie. 

I.  Darstellung  der  geometrischen  Verwandtschaf- 
ten mittelst  projektivischer  Gebilde.  Von  Hrn. 
Fr.  Seydewitz,  Oberlehrer  am  Gymnasium 

zu  Hciligens  tadt  .   I.  j 

III.    Verschiedene  mathematische  Bemerkungen.  Von 
dem  Herrn  Professor  Dr.  Stegmann  an  der 
Universität  zu  Marburg  ........    I.  49 

I.    Ueber  die  mechanische  Construction  der 
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Abhandlung.  Heft  Seite. 

II.  lieber  diu  sogenannte  Neoide    ....  53 

III.  Ueber  die  Nabel  punkte  auf  dem  EUipsoid  55 
IV.    Bestimmung  der    grü ästen    in,  ein  gegebenes 

Dreieck  zu  beschreibenden  Ellipse.    Von  Herrn 
Wilh.  Mösta,  Stud.  der  Matli.  zu  Marburg   1.  59 
X.    Bemerkung  zu  der  Aufgabe  des  Herrn  A.  Rit- 
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Darstellung  der  geometrischen  Ver- 
wandtschaften mittels  projektiv  ischer 

Gebilde. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymna«ium  zn  Heiligenttadt. 
(ForUetxung  der  Abhandlung  Tbeil  VII.  Nr.  XIII.) 


Die  Verwandtschaften  der  Collineation  und  der 

Reciprorifät. 

}.  19. 

Man  denke  sich  wieder  in  der  Ebene  £  zwei  Strahl  bü'schel 
B,  B'  oder  zwei  Gerade  A,  A\  uud  in  der  Ebene  zwei  Strahl- 
büschel Bt ,  Zfi  oder  zwei  Gerade  Ax ,  A\  gegeben ;  es  seien  der 
Reihe  nach  a,  b,  c,  d,  e...  und  a' ,  b',  c' \  </'.  e' . . . :  a,  b,  c,  b,  c . . . 
und  a#',  b',  c',  D',  c'...;  a, ,  0lf  t, ,  dl9  et...  und  a'l%  b\,  c\, 
dl,el...;ol,  b„  c,,  ^.  cx  ...  und  a'^b'^c',,  b'^  e',...  die- 
jenigen Strahlen-  und  Funkteupaare  dieser  Gebilde,  welche  resp. 
durch  die  beliebigen  Punkte  (t ,  b.  C,  b,  e. . .  ;  die  beliebigen  Ge- 
ruden  «,  b,  c,  a,  e...  der  Ebene  €,  und  durch  die  beliebigen 
Punkte  alf  blf  cl9  bL,  f x  . . .  und  die  beliebigen  Geraden  a,,  ä1,°C|, 
di,  f, ...  der  Ebene  €1  bestimmt  werden  oder  diese  selber  erst 
bestimmen:  und  zwar  seien  e,  e;  e,  c';  €i ,  e\ ;  die- 
jenigen zwei  Elemente  dieser  vier  Paar  Gebilde,  wel- 
che jedesmal  mit  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  oder 
durchschnitte  derselben  zusammenfallen.  Sind  nun  die 
Ebenen  $ ,  d  durch  irgend  zwei  dieser  vier  Paar  Gebilde  derge- 
stalt auf  einander  bezogen,  dass  entweder 

Theil  VIII.  1 
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a)  B  (a,  b,  c ,  d9  e . . .)  =  ßx  (nx ,  öx ,  cx ,  dx ,  ex . . .)  und 
B  («',  o',  c\  d\  e. . .)  =  Bx  («'„  6',,  c\,  d\,  e\  . ..);  oder 

0)  ^4  (a,  6,  c,  b,  e...)  =  yf,  (alf  &,,  tl9  bx,  cx...)  und 
^'  (a,  b',  c',  b',  e'-.  )  =  A\(*\>  b'lf  c'i,  b'j,  c^... );  oder  aber 

y)  Z?  (« ,  A ,  c ,     ,  e . . .)  =  Ax  (a, ,  blf  cx ,  blf  cx  . . .)  und 
/?'  («',  6',  <?',  ff,  e'. ..)  =  Äx  (a'i,  b'j,  c'j,  b'lt  ist, 

indem  das  den  Gebilden  der  einen  Ebene  gemein- 
schaftliche Element  dem  den  Gebilden  der  anderen 
Ebene  gemeinschaftlichen  Elemente  entspricht; 
wird  die  neue  Art  geometrischer  Verwandtschaft,  in  welche  hier- 
durch die  Ebenen  (5,  $x  und  die  Systeme  ihrer  Elemente  treten, 
im  Falle  et)  und  ß)  mit  dem  Namen  der  Colli neatioii,  und  im 
Falle  y)  mit  dem  der  Reciprocität  bezeichnet;  und  man  sagt : 
diese  Ebenen  und  Systeme  sind  col linear-  oder  reeiprok- 
verwandt. 

Aus  dieser  Definition  und  dem  in  Nro.  XXX.  des  4ten  TheiU 
des  Archivs.  Einl.  5.  entwickelten  Satze  ergibt  sich  nun  auf  den 
ersten  Anblick  das  bekannte  Theorem: 

1.  Sind  in  einer  Reihe  von  Ebenen,  in  bestimmter 
Ordnung  genommen,  je  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgende  collinear-  oder  reci  prok  -  verwandt,  so  ist 
eine  jede  derselben  mit  einer  jeden ,  und  namentlich 
auch  die  erste  mit  der  letzten  collinear-  oder  reeiprok 
v  er  wandt. 

Noch  mehr  :  denkt  man  sich  in  jener  Reihe  von  Ebenen  je 
zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  geometrisch  verwandt  über- 
haupt, aber  so,  dass  das  Hauptdreieck  einer  jeden  Ebene  nicht 
nur  dem  Hauptdreiecke  der  ihr  vorangehenden,  sondern  auch  dem 
der  ihr  nachfolgenden  Ebene  zugeordnet  ist  —  was  im  Allgemeinen 
nicht  nothwendig  ist,  indem  eine  jede  Ebene  in  Bezug  auf  die 
vorangehende  und  die  nachfolgende  zwei  verschiedene  Hauptdrei 
ecke  nahen  kann  —  und  sind  z.  B.  der  Reihe  nach  P ,  P \  P°\ 
PX,PX,P\\  BihBiuB"m  PnuPßnhP"m\  Bn,  B' lVi  B°n-. 
die  zugeordneten  Hauptlinien  und  Hauptpunkte  der  Ebenen 
£,  €//f,  $ir<«*;  so  werden  sich  einerseits  in  den  betref- 

fenden Gebilden  B ,  Bx,  An,  Bm,  An...  die  Elemente  P",  Pv 
B"iu  Pnh  B"n  andererseits  in  den  Gebilden  B\  Blt  Äih 
Biu>  A'jy...  die  Elemente  P" ,  Plt  B"n,  Pnu  B"n  ...  ent- 
sprechen; folglich  müssen  auch  in  den  alternirenden  Gebilden  B. 
Au,  Au  ...  die  Elemente  P",B"n,  B"iy...,  und  in  den  alteroi 
rendeti  Gebilden  B,A'u,  Äiy...  die  Elemente  P'.  B"u,  Bu*.  - 
d.  h.  die  den  Gebilden  der  lten,  3ten,  5ten...  Ebene  gemeinsch&ft- 
lichen  Elemente  in  beider  Hinsicht  sich  entsprechen ;  und  dasselbe 
gilt  von  denen  der  2ten ,  4ten,  üten...  . 

2.  Sind  in  einer  Reihe  von  Ebenen,  in  bestimmter 
Ord  Dung  genommen, je  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgende  geometrisch  verwandt  überhaupt,  jedoch  so. 
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das«  jede  dieser  Ebenen  in  Bezug  auf  die  ihr  folgen- 
de das  nämliche  Hauj)  tdreieck  als  in  Bezug  auf  die 
ihr  vorangehende  besitzt,  so  sind  je  zwei  altern  irende 
Ebenen  dieser  Reihe  oder  überhaupt  je  zwei,  welche 
Itcide  zwei  Stellen  von  ungerader  oder  von  gerader 
Zahl  einnehmen,  collinear  -  oder  r  eeip  rok- v  erwa  n  dt. 


§.  30. 

Sind  die  Gebilde  B,  B'  oder  A,  A'  der  Ebene  €  projektivisch, 
so  sind  auch  die  Gebilde  Blt  Bfl  oder  Av ,  A\  der  Ebene  (£, 
projektivisch,  und  wenn  nun  in  dem  gemeinschaftlichen  Elemente 
der  beiden  ersteren  zwei  entsprechende  e,  e'  oder  C,  e'  sich  ver- 
einigen, so  werden  den  letzteren  auch  in  den  beiden  anderen  Ge- 
bilden zwei  Elemente  el ,  e\  oder  cl ,  t\ ,  die  sich  vereinigen, 
entsprechen  müssen.  Nun  aber  bestimmen  die  Punkte  einer  jeden 
Geraden  der  einen  Ebene  zwei  perspectivische  Strahlhiischel  B, 
K.  und  die  Strahlen  eines  jeden  Punktes  zwei  perspektivische 
Gerade  A,  A',  und  umgekehrt ;  also  folgt : 


1. 


c.  Inje  zwei  collinearen 
Kbenen  entspricht  nicht 
nur  einem  jeden  Punkte 
der  einen  ein  Punkt  der 
luderen,,  sondern  auch 
riner  jeden  Geraden  der 
einen  Ebene  eine  Gerade 
•ler  anderen. 


ß.  In  je  zwei  collinearen 
Ebenen  entspricht  nicht 
nur  einer  jeden  Geraden 
der  einen  eine  Gerade  der 
anderen,  sondern  auch 
einem  jeden  Punkte  der 
einen  Ebene  ein  Punkt  der 
an  deren. 


y.  In  je  zwei  reeiproken  Ebenen  entspricht  nicht 
nur  einem  jeden  Punkte  der  einen  Ebene  eine  Gerade 
»ler  anderen,  sondern  auch  einer  jeden  Geraden  der 
unteren  ein  Punkt  der  zweiten. 


2. 


ff.  Einer  jeden  Geraden 
utid  deren  Punkten  ent- 
spricht wieder  eine  Gera- 
de und  deren  Punkte:  und 
i-iüera  jeden  Punkte  und 
desaen  Strahlen  entspricht 
wieder  e i n  P u n k t  und  des- 
sen Strahlen. 

r.    Einer  jeden  Gerad 
rieht   ein  Funkt  und  d 
ieden    Punkt  und  dessen 
'•erade  und  deren  Punkte. 


ß.  Einem  jeden  Punkte 
und  dessen  Strahlen  ent- 
spricht wieder  eiu  Punkt 
und  dessen  Strahlen;  und 
einer  jeden  Geraden  und 
deren  Punkten  entspricht 
wieder  eine  Gerade  und 
deren  Punkte. 

en  und  deren  Punkten  ent- 
essen  Strahlen;  und  einem 
Strahlen  entspricht  eine 


1* 


Digitized  by  Google 


4 


3. 

er  und  ß. 

In  jeder  der  beiden  Ebenen  gibt  es  ei  n e  Geradf, 
welche  der  unendlich  entfernten  Geraden  der  anderen 
Ebene  entspricht. 

y.  In  jeder  der  beiden  Eben  cn  gibt  es  einenPuokt, 
welcher  der  unendlich  entfernten  Geraden  deranderen 
Ebene  entspricht. 

Eine  jede  der  beiden  so  eben  unter  er  und  ß.  genannten  Ge- 
raden soll  die  Achse  der  betreffenden  Ebene,  und  ein  jeder 
der  beiden  unter  y.  genannten  Punkte  soll  derMittelpunkt  der 
Ebene  heissen. 

4. 

er  und  ß. 

D  ie  unendlich  entfernten  Punkte  der  Achsen  bei- 
der Ebenen  sind  entsprechende  Punkte. 

5. 

er  und  ß. 

Allen  Geraden,  welche  mit  der  Achse  der  einen 
Ebene  parallel  sind,  entsprechen  solche,  welche  ihrer- 
seits mit  der  Achse  der  anderen  parallel  laufen. 

§.  21. 

Da  in  er.  je  zwei  entsprechende  Gerade  in  Ansehung  der 
Punkte,  in  denen  sie  von  den  projektivischen  Strahlbuscbeltr 
B ,  /?,  (oder  Z?',  B\)  geschürten  werden ,  ebenfalls  projektmwh 
sein  müssen,  und  da  die  Punkte,  in  denen  zwei  Paar  entspre- 
chende Geraden  sich  schneiden,  entsprechende  Punkte  sind;  so 
werden  auch  irgend  zwei  entsprechende  Strahlbüsche!  — indem  mau 
sie  sich  von  irgend  zwei  entsprechenden  Geraden  durchschnitten 
denkt  —  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare  projel- 
tivisch  sein  müssen ;  und  ähnlich  verhalt  es  sich  in  ß.  und  y. 


1. 


er.  In  zwei  col  linearen 
Ebenen  sind  je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  in  An- 
sehung ihrer  entsprechen- 
den Punk tenpaar e ,  und  je 
zwei  entsprechende  Strahl- 
büschel  in  Ansehung  ihrer 
e  n ts p  r e ch e  n d  e ii  Strahlen- 
paare proj  ekti  visch ; 


ß.  In  zwei  collineareo 
Ebenen  sind  je  zwei  ent 
sprechende  Strah lbüschel 
in  Ansehung  ihrer  entspro- 
chenden Strahlenpaarr. 
und  je  zwei  entsprechende 
Gerade  in  Ansehung  ihrer 
entsprechenden  Punkten* 
paare  projektivisch; 
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oder : 

das  Doppelverhäl  tniss  ~C  :  —  ,  wel  ches  -durch  irgend 
vier  Punkte  a,  b,  c,  D  einer  Geraden  bestimmt  wird, 

ist  gleich  dem  D  oppe  I  verhältn  isse  JtÜ. :  fl|k,  welches 

t>lCA  l>iD1 

dorcb  die  entsprechenden  Punkte  ßj,  blf  clf  bt  bestimmt 

wird:  und  das  Doppelverhältniss  *\ln,^c  :  6}"'a.  .  ,  wel- 

sin  .       sin  .  uu 

ches  irgend  vier  Strahlen  a,  A,  r,  d  eines  Punktes 
bestimmen,    ist   gleich    dem    D  o  p  p  e  1  v  e  r  h  hl  tnisse 

ftin. a1c1  .  sirr. Jh^i  ^   welches  die  entsprechenden  Strah- 
ns .  ftif£    sin  .  6|  «i 
IfMpi,,  c,,  <(,  bestimmen. 

y.  Jede  Gerade  der  einen  von  zwei  reci p rok  -  ver- 
wandten Ebenen  ist  mit  dem  entsprechenden  Strahl- 
büschel  der  anderen,  und  jedes  Strahlbüschel  der 
ersten  ist  mit  der  entsprechenden  Geraden  der  zwei- 
ten Ebene  —  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Ele- 
mentenpaaTe  pr ojec  ti  v  i  sch  ; 

oder  : 


das  Doppel  v  erhältniss 


oc  ab 
bc  *  bö 


,  welches  in  irgend  einer 


von  beiden  Ebenen  durch  vier  beliebge  Punkte  a,  b,  C,  6 
einer  Geraden  bestimmt  wird,  ist  gleich  dem  Doppel- 

verhältnsse  *!" '     ri>n"i4  ,  welches  durch   die  ent- 
min .  Oj  Ct     Hill  .  Oi  (ll 

sprechenden  Strahlen  aly  bx  ,  q  ,  (1+  der  anderen  Ebene 
kestininit  wird. 

Aus  diesem  Satze  und  aus  der  Definition  der  Collineation  und 
Heciprocität  ergibt  sich  nun  solort: 


2. 


c  Ist  die  Verwand  tschaft 
'Ur  Collineation  zweier 
Ebenen  €4  durch  zwei 
Paar  projekti  vi  sch  eStrahl- 
hüschel  2?,  Bx  und  B1.  Ii\ 
bestimmt  ,  so  bleibt  die 
Beziehung  d  er  Ebenen  und 
■Wer  sämmtlichen  Ele- 
mente zu  einander  unver- 
ändert, wenn  man  jene  zwei 
Paar  Strahlbüschel  V)  ent- 
weder mit  zwei  beliebigen 
anderen  Paar  entsprechen' 
'Jen  Strahl  büschein  ,  oder 
'-')  mit  irgend  zwei  Paar 
entsprechenden  Geraden 


p.  Ist  die  Verwandtschaft 
der  Collineation  zweier 
Ebenen  (?,  €i  durch  zwei 
Paar  proje  ktivische  Gera- 
de A,  Ax  und  A'y  A\  be- 
stimmt, so  bleibt  die  Be- 
ziehung der  Ebenen  und 
ihrer  sämmtlichen  Ele 
mente  zu  einander  unver- 
ändert, wenn  man  je  zwei 
Paar  Geraden  1)  entweder 
mit  zwei  beliebigen  ande- 
ren Paar  entsprechenden 
Geraden,  oder  2)  mit  irgend 
zwei  Paar  entsprechenden 
Strahl büsch ein  beiderEbe- 
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beider  Ebenen  vertauscht, 
und  die  entsprechenden 
Strahlen-  oder  Punkten- 
paare derselben  als  pro- 
lektivisch  entsprechende 
betrachtet;  und  daher  3) 
sind  je  zwei  im  Sinne  von 
«.  co  i  linear  -  verwandte 
Ebenen  zugleich  auch  im 
Sinne  von  ß.  col linear- ver- 
wandt. 


nen  vertauscht,  und  di< 
entsprechenden  Punkte» 
oder  Strahlenpaare  der 
selben  als  projektivisd 
entsprechende  betrachtet 
und  daher  3)  sind  je  zw* 
im  Sinne  von  ß.  collineai 
verwandteEbenen  zugleic 
auch  im  Sinne  von  cc  coli 
near-verwandt. 


y.  Ist  die  Verwandtschaft  der  ReciprocitSt  zweie 
Ebenen  (£,  &  durch  zwei  Strahlbüschel  B ,  &  der  et 
sten  und  zwei  mit  denselben  projektivisch e  Gerd 
At ,  A\  der  zweiten  Ebene  bestimmt,  so  bleibt  die  B< 
ziehung  der  Ebenen  und  ihrer  sfimmtlichen  Element 
zu  einander  unverändert,  wenn  man  1)  jene  zw« 
Strahlbüschel  mit  i rgend  zwei  anderen  Strah  Ibuschcl 
der  Ebene  €  und  diese  zwei  Geraden  mit  den  entspr« 
chenden  Geraden  der  Ebene  oder  2)  jene  ztv<| 

Strahlbüschel  mit  irgend  zwei  Geraden  der  Ebene 
und  diese  zwciGerade  mit  d  eu  entsprech  ende  n  Strahl 
büschein  der  Ebene  ^  vertauscht,  und  die  entspreche«] 
den  Elementen  paare  der  neuen  Gebilde  als  projektl 
visch  entsprechende  betrachtet;  und  daher  3)  spielei 
beid  e  Ebenen  in  dieser  Beziehung  zu  einander  daren 
aus  eine  und  dieselbe  Rolle. 

Da  nun  zwei  projektivische  Gebilde  vollkommen  bestimra 
sind,  sobald  irgend  drei  Paar  entsprechende  Elemente  derselbe 
gegeben  sind ,  so  folgt  aus  dem  letzten  Satze : 


3. 

Die  Verwandtschaft  der  Collineation  zweier  Ef" 
nen  ist  vollkommen  bestimmt,  sobald  entweder  irs^'1 
vier  Paar  entsprechend  e  Punkte  oder  irgend  vier Paa 
entsprechende  Gerade  derselben  gegeben  sind. 

Die  Verwandtschaft  der  Reciproci tat  zweier  Eb^ 
nen  ist  vollkommen  bestimmt,  sobald  in  einer  von  be» 
den  Ebenen  irgend  vier  Punkte  und  in  der  anderen  " 1 
denselben  entsprechenden  Geraden  gegeben  sind. 

Und  zwar  kann  man  in  zwei  Ebenen  vier  Eleni"1 
tenpaare  beliebig  annehmen  und  dann  festsetzen,  <JH 
Ebenen  sollen  collinear-  oder  reci  prok  -  verwand 
und  jene  vier  Elementenpaare  sollen  entsprechend 
sein. 

Ist  in  der  Ebene  €  irgend  eine  Involution  von  Punkten  u<k 
Strahlen  gegeben ,  z.  B.  ist 

A(a,  b,  c,b...  a',  b',  c\  &'...)  =  A'  (a',  b',c\  6'...  a,  b,  c, 5--^ 
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so  folgt  aus  1.  z.  B.  für  coUmeare  Ebenen : 

^1  (*i»bif         fl'u  b'i,  c'i,  b\.„)  =  .4  (a,b,  c,b...  o',b',  c',  b...) 
=  /!'  (a',b',  c',  b...  fl,  b,  c,  b...)  =  J'j  (a\,  b\,  i\,  b'i...  ol9  buC^bj...), 

ako 

* 

U.  8.  W. 


4. 

In  zwei  collinear  •  verwandten  Ebenen  entspricht 
einer  jeden  Involution  von  Punkten  oder  Strahlen  der 
einen  tbene  wieder  eine  Involution  von  Punkten  oder 
Strahlen  der  anderen;  den  Hauptpunkten  oder  Haupt- 
strahlen der  ersteren  entsprechen  die  Hauptpunkte 
oder  Hauptstrahlen  der  letzteren,  und  daher  entspre- 
chen je  vier  harmonischen  Punkten  oder  Strahlen  der 
einen  Ebene  wiederum  vier  harmonische  Punkte  oder 
Strahlen  der  anderen. 

In  zwei  recip rok  -  ve wandten  Ebenen  entspricht 
einer  jeden  Involution  von  Punkten  oder  Strahlen 
der  einen  Ebene  resp.  eine  Involution  von  Strahlen 
oder  Punkten  der  anderen;  den  Hauptpunkten  oder 
Haunts  tra  h  I  e  n  der  ersteren  entsprechen  die  Haupt- 
stranlen  oder  Hauptpunkte  der  letzteren;  und  daher 
entsprechen  je  vier  harmonischen  Punkten  oder 
Strahlen  der  einen  Ebene  vier  harmonische  Strahlen 
oder  Punkte  der  anderen. 

Da  zwei  projektivische  Gerade  ähnlich  sind,  wenn  deren  un- 
endlich entfernte  Punkte  sich  entsprechen,  so  folgt  aus  4.  des  vo- 
rigen Paragraphen  und  aus  1.  des  jetzigen: 

5. 

In  zwei  collinear -verwandte  n  Ebenen  sind  je  zwei 
entsprechende  Gerade,  welche  mit  den  Achsen  paral- 
lel laufen,  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punkten- 
paare projektivisch-ähnlich. 


{.  22. 

Man  denke  sich  in  einer  von  zwei  collinear  -  verwandten  Ebe- 
nen €,  €j,  z.  B.  in  (£,  alle  diejenigen  Geraden  a,  b,  c,  d...y 
welche  auf  der  Achse  derselben  senkrecht  stehen;  so  entspre- 
chen denselben,  als  Parallelen,  lauter  solche  Linien  in  (sfj,  welche 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Achse  von  £t  schneiden, 
und  umgekehrt :  jedem  Strahle  dieses  Punktes  entspricht  eine  von  * 


r 
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jenen  Senkrechten.  Denkt  man  sich  also  denjenigen  Strahl  dieses 
Punktes,  welcher  auf  der  Achse  von  €x  seukrecht  ist,  so  folgt: 

1.  In  zwei  collinearen  Ehenen  gibt  es  allemal 
zwei,  aber  auch  nur  zwei,  entsprechende  Gerade,  de- 
ren jede  auf  der  betreffenden  Achse  senkrecht  steht 

Jetzt  denke  man  sich  in  (£  irgend  zwei  Gerade,  welche  einen 
spitzen  Winkel  q>  einschliessen ,  und  zugleich  die  beiden  Schaareo 
sämmtücher  Geraden ,  welche  mit  jenen  zweien  parallel  laufen ;  so 
entsprechen  diesen  zwei  Schaareu  iu  £x  zwei  Strahlbüschel,  deren 
Mittelpunkte  m,  n  auf  der  Achse  liegen;  und  denkt  man  sich  über 
der  Strecke  mit,  als  Sehne,  einen  Kreis  construirt,  welcher  des 
Winkels  a>  fähig  ist,  so  müssen  je  zwei  Strahlen  dieser  Strahlbü- 
schel, welche  sich  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  schneiden,  zwei 
zu  jenen  beiden  Parallelen-Scnaaren  gehörige  Gerade  entsprechen. 
Offenbar  aber  gibt  es  zwei  solche  Kreise,  welche  symmetrisch  auf 
beiden  Seiten  der  Achse  liegen;  und  nur,  wenn  q>  kein  spitzer, 
sondern  ein  rechter  Winkel  ist,  fallen  beide  in  einen  einzigen  zu 
sammen. 

2.  Sind  in  einer  von  zwei  collinearen  Eben  en  ir- 
gend zwei  Richtungen  gegeben,  so  gibt  es  in  derselben 
u n zä h  1  ige  Paare  von  Geraden,  welche  jene  Richtungen 
haben,  und  deren  entsprehende  in  der  anderen  Ebene 
denselben  Winkel,  als  jene,  einschliesen;  und  zwar 
liegen  die  Durchschnitte  dieser  entsprechenden  Gera- 
den auf  zwei  c  ongruenten  Kreisen  ,  welche  einanderio 
zwei  Punkten  der  Achse  schneiden. 

Es  seien  endlich  A,  B,  C  drei  beliebige  Gerade  der  Ebene 
€,  von  denen  A  und  B  den  spitzen  Winkel  9:  B  und  C  den 
spitzen  Winkel  1/;;  A  und  C  den  Winkel  Op-f-ty)  einschliessen: 
den  drei  Schaaren  Gerader,  welche  mit  A,  B,  C  parallel  sind, 
entsprechen  in  €x  drei  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  m,  n,  I 
auf  der  Achse  von  <5X  liegen;  und  beschreibt  man  auf  beiden  Seiten 
der  Achse  über  der  Strecke  mn  einen  des  Winkels  7?,  und  über 
der  Strecke  n«  einen  des  Winkels  innigen  Kreis,  und  verbindet 
irgend  einen  Durchschnitt  dieser  Kreise ,  welcher  ausser  der  Ach.*e 
liegt,  mit  den  Punkten  m,  n,  0  durch  die  Geraden  al ,  hlt  r, ,  so 
müssen  den  letzteren  in  (£  drei  solche  Gerade  #1,  b,  c  entsprechen, 
welche  beziehlich  mit  A ,  B ,  C  parallel  sind  und  also  paarweise 
die  Winkel  <p,  ty,  (qp+ip)  einschliessen.  Liegt  nun,  wie  in  Taf.  I. 
Fi£.  1.,  der  Punkt  n  zwischen  m  und  S,  so  hat  nur  der  Durchschnitt 
solcher  zwei  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einerlei  Seite  der  Achse 
liegen,  die  Eigenschaft,  dass  die  von  ihm  ausgehenden  Linien 
a\  9  h  >  <*i  die  drei  Winkel  <pf  ty,  (<pf«/>)  einschliessen;  liegt  aber 
der  Punkt  n  ausserhalb  m  und  £,  wie  in  Taf.  I.  Fig.  2.,  so  kommt 
dieselbe  Eigenschaft  nur  dem  Durchschnitte  solcher  zwei  Kreise  zn, 
deren  Mittelpunkte  auf  verschiedenen  Seiten  der  Achse  liegen.  In 
jedem  anderen  Falle  nämlich  erhält  man  die  drei  Winket  tp,  f, 

\((p—ty).  Es  gibt  also  in  allemal  zwei  Punkte  *p 
von  welchen  aus  man  drei  G  erad  e  nx .  hx ,  cx  zi  eben  kann, 

•  welche  mit  einander  dieselben  d  r  e  i  W  i  n  k  e  I  <p,  ty,  {q>+ V')» 
als  die  denselben  entsprechenden  Geraden  a,  b,  c  ein- 
schliessen, und  zwar  sind  diese  Punkte  gleichweit  von 
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der  Achse  entfernt,  und  ihre  Verbindung«  linie  steht 
auf  der  Achse  senkrecht,  was  unmittelbar  aus  der  symme- 
trischen Lage  der  Kreise  erhellt. 

Da  nach  Steiner' s  „Abhängigkeit  geom.  Gebilde  u.  s.  w.  Thl. 
I.  S.  47."  zwei  projektivische  Strahlbüschel  allemal  projektivisch 
gleich  sind,  sobald  irgend  drei  Paar  entsprechende  Winkel  der- 
selbea,  welche  durch  drei  entsprechende  Strahlenpaare  bestimmt 
werden,  gleich  sind;  so  folgt  aus  der  vorigen  Betrachtung  uud 
aus  J.  21.  1.,  das«  je  zwei  Strahlen  eines  Punktes  sx,  <sx  den 
Dämlichen  (spitzen)  Winkel ,  als  die  entsprechenden  Strahlen  des 
entsprechenden  Punktes  s,  <r  einschliessen. 

Gesetzt  nun,  es  gäbe  noch  zwei  entsprechende  projektivisch 
deiche  iStrahlbüschel  B,  Bx,  so  könnte  mau  in  ß  die  den  drei 
(«eraden  A,  ß,  C  parallelen  Strahlen  ziehen  und  schliessen,  dass 
die  denselben  entstehenden  Strahlen  von  ßx  durch  die  Punkte 
n,  n,  i  gehen,  und  dass  der  Punkt  ßx  entweder  mit  *,  oder  mit 
ff,  zusammenfallen  müsse.  Es  gibt  also  nur  zwei  Paar  solche 
Strahlbüschel. 

Die  Geraden  A,  ß ,  C  konnten  eben  so  gut  in  der  Ebene  %x, 
aU  in  €,  angenommen  werden,  und  man  würde  in  sowie  vor- 
hin die  Punkte  sx,  <SX,  zwei  Punkte  gefunden  haben,  welche  dem 
so  eben  Gesagteu  gemäss  durchaus  einerlei  mit  *,  *o  sein  müssen. 
Hieraus  folgt,  dass  auch  die  Punkte  «,  ff  gleichweit  von  der  Achse 
der  £  entfernt  liegen,  uud  ihre  Verbindungslinie  auf  der  letzteren 
»eokrecht  steht.  Die  Geraden  jff,  $X<SX  sind  also  jene  zwei  ent- 
sprechenden Geraden,  welche  beide  auf  der  betreffenden  Achse 
»eokrecht  stehen. 

Es  seien  jetzt  q,  pi  die  Punkte,  in  welchen  die  Achsen  Q,  I\ 
der  Ebenen  (£,  €t  voo  den  Senkrechten  sc,  sxcx  geschnitten  werden 
(Taf.  I.  Fig.  3.) ;  so  entspricht  q  dem  unendlich'  entfernten  Punkte 
*on  sxclt  und  pt  dem  unendlich  entfernten  von  sc;  sie  sind  also 
die  sogenannten  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen  dieser,  in  An- 
^hoog  ihrer  entsprechenden  Punktenpaare  projektivischen  Geraden. 
Mao  bestimme  nun  auf  diesen  letzteren  zwei  Puuktenpaare  a,  t  und 
t{,  tt  dergestalt,  dass  die  Strecken  q*  =  qt  p^i  =  Piffi  und 
pXzrp,^  =ojr— qtf  seien;  so  müssen  sowohl  die  Punkte  e,  $,  als 
wen  t,  Ii  entsprechende  Punkte  der  Ebenen  €,  £x  sein;  denn  nach 
S.  250.  des  IV.  Thls.  des  Archivs  ist  Rechteck  q* .  pxsx  =  qä .  Pjöij, 
Kenn  6//  der  dem  6  entsprechende  Punkt  ist;  also  ist,  da  qe—Pijj, 
anrh  px*u  —  q«  =  p^i  ~  Pi^,  und  da  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte 
1. 1.  ff,  e  mit  der  ihrer  entsprechenden  übereinstimmen  muss,  so 
fällt  iji  mit  «,  zusammen  u.  s.  w. 

Hiernach  sind  auch  die  Strecken  *6  =  sx  =  ff  t  =  öx  tx ,  und 
it  =  *jr,  =  ff*  =  di  9X.  Man  denke  sich  durch  die  Punkte  6,  €x 
(oder  t,  tt)  in  den  betreffenden  Ebenen  zwei  Parallelen  8,  »S,  mit 
den  Achsen  Q,  1\  ,  und  durch  die  Punkte  sf  sx  die  entsprechen- 
den Strahlenpaare  a,  öt  c,  d,. . ;  aXt  bx,  cl9  dj  .. .  gezogen,  welche 
die  S,  Sx  in  den  Punkten  a,  b,  C,  b...;  aX9  bx,  (x,  ct...  schnei- 
den— so  sind,  zufolge  §.  20.  5.,  und  weil  i,  tx  entsprechende 
dankte  sind,  die  5,  Sx  entsprechende  Gerade,  und  demnach 
'.«,  b,  C,  b...  und  Gx ,  d|,  blf  Ci,  Dj...  lauter  entsprechende 
f'unktenpaare.    Aber  die  Strahlen  o,  6,  c,  d...  bilden  mit  der 
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Senkrechten  $<$  die  nämlichen  Winkel,  als  die  entsi 

«i,  6j,  Cj,  di. ..  mit  ii0t ;  und  es  is?t*<y=i1tfi ;  also  ist  auch  da 
tfb^r^bj  u.  s.  w. ,  d.  h.  die  Geraden  S,  Si  sind  in  Ansehung 
ihrer  entsprechenden  Punktenpaare  proj  ektivisch-g  leicb. 

Legt  man  durch  t,  t  mit  Q,  Px  zwei  Parallelen  T,  7|,so 
gilt  von  ihnen  das  nämliche,  als  von  S,  5j. 

Es  gehe  durch  den  Punkt  Pi  irgend  eine  Gerade,  welche  >S| 
in  und  T*  in  <xx  schneide;  so  ist  die  derselben  entsprechende 
Gerade  mit  der  Senk  recht  eu  so  parallel  und  schneidet  folglich  die 
Ä  und  T  in  entsprechenden  Punkten  a  und  a,  die  auf  einerlei 
Seite  der  Senkrechten  liegen ,  was  mit  at  und  «j  nicht  der  Fall 
ist.  Denkt  man  sich  also  die  Ebenen  ^  so  gelegt,  dass  die 
Punktenpaare  a,  b,  c,  t...  und  0tf  alv  bt,  ct,  Cj...  von  A>,  ^  nach 
einerlei  Seite  hin  auf  einander  folgen,  so  müssen  dagegen  die  ent- 
sprechenden Punktenpaare  a,  ß,  y,  d...  und  al9  ßk,  yx,  ^...too 
T,  2\  nach  entgegengesetzten  Richtungen  laufen. 

Denkt  man  Mich  ausser  &  und  Tx  noch  irgend  eine  dritte 
Gerade  Hx  parallel  mit  Px ,  welche  von  a,  ot  in  rx ,  und  von  jener 
durch  P|  gelegten  Geraden  in  a\  geschnitten  wird,  so  kann  das 
Segment  ti<t\  dem  Segment  6»  äl  nicht  gleich  sein,  aber  ist 
gleich  6a,  und  letzteres  ist  dem  dem  entsprechenden  Seg- 

mente ra'  der  entsprechenden,  mit  Q  parallelen  Geraden  R  gleich; 
also  sind  die  Geraden  R,  Rt  nicht  projektivisch  gleich.  Nun  aber 
können  nur  solche  Gerade,  welche  mit  den  Achsen  parallel  sind, 
projektivisch -gleich  sein,  weil  sonst  ztiei  Paar  unendlich  entfernte 
Punkte,  und  folglich  die  unendlich  entfernten  Geraden  selber  ent- 
sprechend sein  müssten ;  also  gibt  es  ausser  S,  St  und  T,  T\  kein 
drittes  Paar  entsprechende  projektivisch -gleiche  Gerade. 

Als  Ersebniss  der  ganzen  vorigen  Betrachtung  kann  man  nun 
folgenden  katz  aufstellen,  der  sich  in  der  Folge  als  besondere 
wichtig  herausstellen  wird: 

3. 

In  zwei  collinearen  Ebenen  gibt  es  <i)  allemal  zwei 
Paar  entsprechende  Punkte,  deren  entsprechende 
Strahlenpaare  projektivisch  gleiche  Strahlbüschel 
bilden,  aber  es  gibt  kein  drittes  solches  Paar;  b)  und 
diese  Punktenpaare  liegen  auf  denjenigen  zwei  ent- 
sprechenden Geraden,  welche  beide  auf  den  Achsen 
der  Ebenen  senkrecht  stehen,  und  sind  gleich  weit  v^n 
der  b  etreffenden  Achse  entfernt,  c)  Es  gibt  allemal 
zwei  Paar  entsprechende  Gerade,  welche  in  Ansehung 
ihrer  entsprechenden  Punktenpaare  projekti  viscn 
gleich  sind;  aber  es  gibt  kein  drittes  solches  Paar; 
d)  und  zwar  sind  diese  Geraden  mit  den  Achsen  paral- 
lel, und  je  zwei  derselben  Ebene  sind  gleich  weit  von 
der  b  etreffenden  Achse  entfe.rnt.  e)  In  jeder  Ebene  ist 
die  Entfernung  der  beiden  Geraden  von  der  Achse  eben- 
so gross  als  in  der  anderen  Ebene  die  Entfernungjener 
beiden  Punkte  von  der  Achse,  und  die  Entfernung  einer 
jeden  solchen  Geraden  von  einem  jener  Punkte  ist  eben 
so  gross  als  die  der  entsprechenden  Geraden  von  dem 
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entsprechenden  Punkte,  f)  Denkt  man  «ich  dieEbenen 
und  deren  Achsen  parallel  mit  einander,  so  ist  allemal 
das  eine  Paar  der  projektiv  isch  gleichen  entprechen- 
den  Geraden  gleicliliegend,  das  andere  ungle  ichlie- 
gend, und  das  nämliche  gilt  von  den  projektiv  isch 
gleichen  entsprechenden  Strahlbüscheln. 


§.  23. 

Befindet  sich  in  der  Ebene  €  irgend  ein  Kegelschnitt  &,  und 
sind  B,  B*  irgend  zwei  Punkte  desselben,  so  bestimmen  die 
übrigen  Punkte  von  AC  zwei  projektivische  Strahlbüschet  B,  B'; 
diesen  aber  entsprechen  in  der  collinear-  verwandten  Ebene  <£,  zwei 
Strahlbüschel  Bx ,  B\,  wovon  jeder  mit  einem  der  ersteren  pro- 
jektivisch  ist;  also  sind  auch  letztere  unter  sich  projektivisch,  u. h. 
dem  Kegelschnitte  &  entspricht  wieder  ein  Kegelschnitt  £|  ;  und 
in  der  reeiprok  -  verwandten  Ebene  entspricht  jedem  Strahlbüschel 
B ,  B'  eine  demselben  projektivische  Gerade  Ax,  A\;  also  sind 
letztere  auch  unter  sich  projektivisch;  d.  h.  allen  Punkten  von  & 
entsprechen  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes  £x.  Ist  nun  e'der 
gemeinschaftliche  Strahl  von  B ,  6  \  e\  der  von  Bx ,  B\ ,  und 
sind  e,  ex  die  Tangenteu  in  B  und  BXi  so  sind  in  den  Strahl- 
büscheln B ,  B',  Jßx>  Bx  der  Reibe  nach  e ,  e1,  e\ ,  ex  entspre- 
chende Strahlen,  also  auch  e,  ex  in  B,  Bx  u.  s.  w, 

-I. 

In  zwei  collinear  -  verwandten  Ebenen  entspricht 
einem  jeden  Kegelschnitte  wiederum  ein  Kegelschnitt, 
d.  h.  einem  jeden  Punkte  des  einen  entspricht  ein 
Punkt  des  andern,  und  der  Tangente  in  jenem  Punkte 
entspricht  die  Tangente  im  letzteren. 

In  zwei  reeiprok  -  verwandten  Ebenen  entspricht 
einem  jeden  Kegels  chnitte  wiederum  ein  Kegelschnitt, 
d.  h.  einem  jeden  Punkte  des  einen  en  tspri  cht  eine 
Tangente  des  anderen,  und  der  Tangente  im  ersteren 
entspricht  der  Berührungspunkt  der  letzteren. 

Ferner:  ist  £  irgend  eine  Curve  der  nten  Ordnung  und  der 
mten  Klasse  in  der  Ebene  d.  h.  wird  <E  von  einer  beliebigen 
Geraden  A  höchstens  in  n  Punkten  geschnitten ,  und  gehen  an  £ 
von  einem  beliebigen  Punkte  B  höchstens  vi  Tangenten,  so  hat 
auch  das  der  <E  entsprechende  System  von  Punkten  d  mit  der 
der  A  entsprechenden  Geraden  Ax  höchstens  n  Punkte,  und  das 
der  €  entsprechende  System  von  Geraden  (£t  hat  mit  dem  dem 
B  entsprechenden  Punkte  Bx  höchstens  ?ji  Gerade  gemein  u.  s.  w. 
u.  s.  w. 

2. 

In   zwei  collinear- verwandten  Ebenen  entspricht 
ei  ner  jeden  Curve  der  einen  Ebene  wieder  eine  Curve 
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in  der  an  deren,  und  zwar  von  derselben  Ordnunguod 
Klasse  als  die  erste re  ist;  näinli ch  jedem  Punkte  der 
einen  Curve  entspricht  ein  Punkt  der  anderen»  und 
der  Tangente  im  erste  ren  entsprich  t  die  Tangente  im 
letzteren. 

In  zwei  reciprok  -  verwandten  Ebenen  entspricht 
einer  jeden  Curve  der  einen  Ebene  wieder  eine  Curve 
in  der  anderen,  derenKlasse  derOrdnungderersteren, 
und  deren  Ordnung  der  Klasse  der  ersteren  gleich  ist; 
'  Däm  lieh  ei  nein  jeden  Punkte  der  einen  Curve  entspricht 
eine  Tangente  der  anderen,  und  derTangente  im  erste- 
ren entspricht  der  Berührungspunkt  der  letzteren. 

In  einer  Ebene  £  belinde  sich  ein  beliebiger  Kegelschnitt  St, 
und  in  irgend  einer  anderen  Ebene  (£■  ein  beliebiger  Kegelschnitt 
.1?t ;  auf  £  wähle  man  drei  beliebige  Punkte  B ,  Ii,  n  und  ebenso 
auf  drei  beliebige  Punkte  Blt  B\,  a} ,  und  ziehe  in  B,  B'  die 
Tangenten  $,  welche  sich  in  5  schneiden,  in  Blf  B\  die  Tan- 
genten S| ,  s'it  die  sich  in  tt  schneiden,  und  verbinde  endlich 
By  B  mit  n  durch  a,  «',  und  2?,,  B',  mit  ox  durch  alf  a\. 
Nach  §.  21.  3.  darf  man  nun  festsetzen:  die  Ebenen  £,  €|  sollen 
colliriear,  und  zwar  die  vier  Punktenpaare  B,Bt;  B,'  Bv  ;  o,a*i 
C,  6|  entsprechende  Punkte  derselben  sein.  Dann  aber  entspricht 
dein  Kegelschnitte  &  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Punkte 
Bx ,  Bx  und  «!  geht  und  in  Bx,  B\  zwei  Gerade  berührt,  welche 
den  Tangenten  s,  s'  von  &  entsprechen;  nun  aber  sind  s,  sx:  s',s\ 
entsprechende  Linien  von  €,  <SX ;  also  hat  dieser  Kegelschnitt  mit 
.ft,  nicht  nur  die  drei  Punkte  /?, ,  tfx ,  aly  sondern  auch  die  bei- 
den Tangenten  in  Blt  B\  gemein,  d.  h.  er  ist  mit  demselben 
identisch;  u.  s.  w. 

3. 

Zwei  beliebige  Kegelschnitte  sind  auf  unzählige 
Weisen  mit  einander  collinear-  oder  auch  reeiprok-ver- 
wandt. 

Unter  anderen  ist  also  auch  ein  jeder  Kegelschnitt  auf  unzah- 
lige Weisen  mit  sich  selber  collinear-  und  reciprok  -  verwandt. 


Besondere  Fälle, 

oder 

die  Verwandtschaften  der  Affinitat,   der  Gleichheit, 
der  Aehnlichkeit  und  der  Congruenz. 

{.  24. 

Denkt  man  sich  zwei  collineare  Ebenen  im  Sinne  von  ß.  be- 
stimmt, so  kann  man  a  priori  folgende  besondere  Fälle  der  Colli- 
neations  -  Verwandtschaft  statuiren. 
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1.  Ein  Paar  der  Linien  A,  At;  A\  A\  sind  projektivisch 
ähnlich. 

2.  Ein  Paar  derselben  Kind  projektivisch -gleich. 

3.  Beide  Paare  sind  projektivisch -ähnlich. 
i.  Beide  Paare  sind  projektivisch  -  gleich. 

5.  In  Nro.  3.  ist  das  Verhältniss  der  entsprechenden  Strecken 
von  A,  Ay  gleich  dem  Verhaltnisse  der  entsprechenden  Strecken 
von  A\  A\. 

6.  7.  8.  *J.  10.  In  jedem  der  vorigen  Falle  schliessen  zugleich 
die  Geradeu  A,  A'  denselben  Winkel  ein,  als  die  Geraden  Alf  A'y 
und  zwar  legt  man  die  Geraden  A,  Al  so  auf  einander,  dass  sie 
gleichliegend  sind,  so  sind  die  Geraden  A',  A\  entweder 

n)  gleichliegend,  oder 

6)  uugleichliegend. 

Bestimmt  man  dagegen  jene  Ebenen  im  Sinne  von  so  sind 
nur  folgende  Falle  denkbar: 

11.  Ein  Paar  der  Strahlbüschel  B,  Bx ;  B*t  Bk  sind  projek- 
tivisch •  gleich. 

12.  Beide  Paare  sind  projektivisch -gleich;  und  zwar,  wenn 
das  eine  Paar  B,  B,  gleicliliegend  sind,  so  sind  die  beiden  an- 
deren Blt  Bx  entweder 

a)  gleichliegend,  oder 

b)  ungleichliegend. 

13.  14.  In  Nro.  11.  und  12.  sind  zugleich  auch  die  Strecken 
B,  B'  und  Bu,  /T,  einander  gleich. 

Die  meisten  der  hier  aufgeführten  Falle  sind  es  aber  nur 
scheinbar;  entweder  nämlich  enthalten  sie  Bestimmungen,  welche 
in  collinearen  Ebenen  überhaupt  gewissen  Elementenpaareu  der- 
selben eigen  sind,  oder  sie  fallen  mit  anderen  der  hier  genannten 
Fälle  zusammen.  Hier  aber  kann  nur  von  solchen  die  Rede  sein, 
in  welchen  sämmtliche  Elementenpaare  eine  der  allgemeinen  unter- 
geordnete Bestimmung  erleiden,  sowie  von  solchen,  welche  sich 
auf  dieselbe  Weise  zu  diesen  Fallen  selbst  wieder  verhalten. 

Da  nach  §.  21.  5.  und  §.  22.  3.  es  in  zwei  collinearen  Ebe- 
nen allemal  unzählige  Paare  projektivisch -ähnlicher  entsprechender 
Geraden  und  zwei  Paar  projektivisch  -gleiche  -gibt,  welche  mit  den 
Achsen  parallel  laufen,  uud  da  in  Taf.  I.  Fig.  3.  je  zwei  entsprechende 
»Strahlen  der  Punkte  *,  $i  oder  tf,  ax  mit  jenen  erstereu  gleiche 
Winkel  bilden  müssen,  so  erhellt  sogleich,  dass  Nro.  1.,  2.,  6. 
und  7.  keine  besondere  Art  von  Collineations- Verwandtschaft  be- 
gründen; und  dasselbe  gilt  von  Nro.  11.,  12.  b.  und  13.  wegen 
der  projektivisch -gleichen  Strahlbüschel  *,  *,  und  0,  clt  deren 
gegenseitige  Lage  der  in  12.  6.  geforderten  entspricht.  Der  Fall 
14.  b.  ist  derjenige,  wenn  in  Tat.l.  Fig. 3.  die  Strecken  sc  und  sxax 
gleich  gross  werden,  d.  h.  wenn  die  Punkte  s,  a  mit  t,  6  u.  s.  w. 
zusammenfallen.  Diese  Besonderheit  aber  ist  —  hier  wenigstens 
—  desswegen  von  keinem  Interesse,  weil  dieselbe  auf  die  übrigen 
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Elemente  der  Ebenen  keinen  wesentlichen  Einftuss  übt.  Es  blei- 
ben also  nur  noch  die  Fälle  3.,  4.,  5.,  8.,  9.,  10.,  1*2.  n.  und  14.  a. 
zu  erwägen  ührtsr.  Oer  wichtigste  derselben  ist  Nro.  3. ;  mit  ihm 
lullen,  wie  sofort  gezeigt  werden  soll,  Nro.  4. ,  5.,  8.  und  10.  6. 
zusnimiien ,  und  Nro.  9.  b.  und  die  identischen  Nro.  10.  a  und  12.  a. 
bilden  zwei  besondere  Arten  von  Nro.  3.,  denen  wiederum  die 
identischen  Nro.  9.  a.  und  14.  o.  als  die  letzte  Spitze  von  Besoo- 
derung  sich  unterordnen. 


§•  25. 

Sind  sowohl  die  Geraden  A,  Ax  als  A't  A\  proiektiviseb- 
fihnlich,  so  sind  die  unendlich  entfernten  Punkte  eines  jeden  Paares 
entsprechende  Punkte;  also  entsprechen  sich  die  unendlich  ent- 
fernten Geraden  beider  Ebenen  gegenseitig,  d.  h.  ihre  Achsen 
fallen  ins  Unendliche  hinaus. 

Zwei  co Minear-ver wand te  Ebenen,  deren  unendlich 
entfernte  Geraden  sich  gegenseitig  entsprechen,  heis- 
seh  affin,  üud  ihre  Verwandtschaft  die  der  Affinität. 

Hieraus  folgt  sofort: 

1.  In  zwei  affinen  Ebenen  sind  die  unendlich  ent- 
fernten Punkte  je  zweier  entsprechenden  Geraden  ent- 
sprechende Punkte;  und  daher  sind 

2.  Je  zwei  entsprechende  Gerade  in  An  sehn n  g  ihrer 
entsprechenden  Punktenpaare  projekti v  isch -äh nlich: 
Uttel 

3.  Jeder  Schaar  von  ParaHelen  der  einen  Ebene 
entspricht  wiederum  eine  Schaar  von  Parallelen  in  der 
anderen« 

In Taf. I. Fig. 4.  seien  a,  b,  c,  b,  c,  f...  und  a, ,  f»!,  c,,  C»,,  r t ,  ft •  •  • 
beliebige  entsprechende  Punktenpaare  zweier  alunor  Ebenen,  und 
zwar  o,t>|  die  Durchschnitte  von  bc  und  ae,  bicl  und  fli^;  so  hat 
man  krallt  des  zweiten  Satzes  dieses  Paragraphen : 

A«bc: \acb  =  bc:cb  —  b^  :Cib,  =  A«ibiC, :  AMA  ; 

A<*cb: &act  =  ab:ae  =  ülbl  i^Cy  =  A^ibi :  A^iCi : 

also  auch  A<*bc:  &act  =  AMi^i  :A<iifiCi  oder" 

A«bc  :  A«i  Vi  =  Aö«:  A =  A«f  f '  AMifi 
u.  s.  w. 

Also  ist  .auch  Fig.  aberf :  Fig.  fli61c1e1f1  =  &abc :  A  flibiC,  =  const; 
und  da  jede  krummlinichte  Figur  als  eine  geradlinichte  mit  un- 
endlich -  kleinen  Seiten  angesehen  werden  kann,  so  gilt  ganz 
allgemein: 

4.  In  «frei  affinen  Ebenen  haben  je  zwei  entspre- 
chende FUchenräume  ein  bestimmtes  unveränderliches 
Verhältniss  zu  einander, 

5.  Sind  in  zwei  affinen  Ebenen  ein  einziges  Paar 
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entsprechende  FlSchenräurae  einander  gleich,  so  sind 
je  zwei  solche  Räume  einander  gleich. 

Affine  Ebenen  heissen  gleich,  und  ihre  Verwandt- 
schaft die  der  Gleichheit,  wenn  das  Verhältniss  ihrer 
entsprechenden  Flächenräume  das  der  Einheit  ist. 

Es  seien  in  Taf.  I.  Fig.  5.  /?,  Bx  die  Mittelpunkte  irgend  zweier 
entsprechender  Strahlbüschel  affiner  Ebenen;  so  sind  diese  Strahl- 
husche!  hinsichtlich  ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare  projekti- 
visch  und  besitzen  nach  Thl.  IV.  des  Archivs  S.  '249.  zwei  Paar 
entsprechende  Strahlen  ay  b;  ax,  bx  y  die  zu  einander  rechtwinklig 
sind  (Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel).  Sind  nun 
q,  ax  und  b,  bj  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  von  «,  ax  und 
b9  bx>  und  nimmt  man  die  Strecken  Bc  =  Bb,  Bx<\ =  -^lfh »  so 
sind,  weil  Bt :  Bxcx  =  Bb :  B*  b, ,  auch  c,  Ct  entsprechende  Punkte 
von  6,  A|,  und  es  sind  nicht  nur  ab  und  flibi  ,  sondern  auch  ac 
und  fl,C!  entsprechende  Strecken.   Nun  aber  ist 

ab  =  ac,  axbi  —ajCi , 

also  auch 

abia^  =  ac\ax  c,. 

6.  In  zwei  affinen  Ebenen  lassen  sich  zu  jedem  Paar 
entsprechenden  Geraden  unzählige  andere  linden,  de- 
ren entsprechende  Strecken  zu  einander  in  demselben 
Verhältniss  als  die  der  beiden  erstere'n  stehen.  (Vgl. 
f.  24.  Fall  5.) 

Nimmt  man  in  Taf.  1.  Fig.  5.  die  entsprechenden  Punkte  (ifax  auf 
a,  <i,  beliebig  an,  macht  Ba  .  Bxax  =  q1  und  bestimmt  auf  6  eine 
Strecke  Bb  und  demzufolge  J^bi  dergestalt,  dass 

Bb2 :  q*  =  Bb :  Bx  bx  =  const. , 

so  ist 

Ba . Bxax  —  Bb.Bxbx  oder  Ba.Bb  =  Bbx  :Bax , 

also 

W.  Bab  =  W.  Bxbxax ,  VV.  /fob+W.  Bxaxbx  =  H 

und 

W.  bac-f  W.  bx*xtx  =2Ä. 

7.  In  zwei  affinen  Ebenen  gibt  es  unzählige  Paare 
von  Geraden,  deren  entsprechende  denselben  spitzen 
Winkel  al  s  sie  sei  bereinsch  Ii  essen,  und  deren  Strecken 
zu  den  entsprechenden  Strecken  in  einem  und  demsel- 
ben Verhältnisse  stehen;  im  A 1 1  gern e i nen  aber  lassen 
sieb  zwei  solche  Paare  entsprechender  Geraden  nicht 
dergestalt  legen,  dass  beide  zugleich  hinsichtlich 
ihrer  entsprechenden  Punkte  gleichliegend  sind.  (Vgl. 
§.  24.  Fall  10.  6.) 

In  Taf.  I.  Fig.  6.  seien  a,  ax ;  b,  bx  wiederum  die  Schenkel  zweier 
putsprechenden  rechten  Winkel  B,  Bx  und  zwar  so  auf  einander 
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i  gleichlie^end  sind .  was  in  diesem  Falle 
mcu  a,0)  in  a,      und  n,n,  in  6,6,  ml 
in  denselben  auf  «,  «i  und  o,  6}  »Senk 


gelegt ,  dass  beide  Paare 
immer  möglich  ist;  es  seieu 
sprechende  Punkte,  und  in 

rechte  errichtet,  welche  sich  beziehlich  in  den  Punkten  r,  r4  schnei- 
den ;  die  Verbindungslinie  der  letzteren  schneide  er,  at  in  4.  Maj 
beschreibe  über  der  Strecke  Z?tf  als  Durchmesser  einen  Kreis  bimI 
errichte  im  Mittelpunkte  {  der  Strecke  ao,  eine  Senkrechte,  welche 
den  ersteren  in  einem  Punkte  m  schneiden  möge:  verbinde  i  mit 
m  durch  eine  Gerade,  welche  die  in  o,  at  errichteten  Senkrechten 
in  q ,  q1  schneidet,  und  lege  durch  letztere  mit  a.  ax  zwei  Paral- 
lelen ,  wodurch  man  auf  b,  bx  die  Punkte  bt  bj  erhält.  Diess  Tor- 
ausgesetzt ,  so  ist : 

2?&:J?,b,  =oq:a,q!  —  ac.ajr,  =  7in:/A«i  • 

also  sind  b,  Ut  entsprechende  Punkte.  Ferner  ist,  weil  at  =r  aj i. 
auch  qm  =  ^m,  und  es  ist  W.  2?mq  =  W.  B.\n^l  =  /?;  also 
Äq  =  B^  :  nun  aber  ist  /?q=a6,  als  Diagonalen  eines  Recht 
ecks,  und  Z^q,  =  ^bj ;  folglich  ist  auch  ab  =  (^bj  :  und  wacht 
man  Bcz=zBb,  BxcY  —  B^,  so  sind  auch  c,  fj  entsprechende 
Punkte,  und  ac^n,^.  Da  nun  die  Geraden  .4,  Ax  \  C,  Cif  denen 
die  Strecken  ab,  fljbi;  oc,  angehören,  in  Ansehung  ihrer  ent- 
sprechenden Punktenpaare  projektivisch -Ähnlich  sind,  ein  Pur 
entsprechende  Strecken  derselben  aber  gleich  sind,  so  sind  die- 
selben insbesondere  projektivisch -gleich.  Offenbar  aber  gibt  es 
keine  solche  Gerade ,  wenn  sowohl  Z?a>  B^ ,  als  auch  Z?b>2f1bi 
ist.  Ist  M  eine  Parallele  mit  A,  und  gehen  durch  a,  b  irgend 
zwei  Parallelen,  welche  Jft  in  ©,  n>  schneiden,  so  bilden  auefi  (Tie 
entsprechenden  Punkte  alt  bx,  }>lr  Wi  ein  Parallelogramm,  folglich 
ist  die  Strecke  vro  =  ab  =  n,^  =^1^ ,  d.  h.  in  den  Richtunzen 
von  A,  Ax  und  C,  (\  gibt  es  unzählige  Paare  projektivisch 
gleicher  entsprechender  Geraden. 

8.  In  zwei  affinen  Ebenen  gibt  es  im  Allgemeinen 
zwei  Paar  Schaaren  paralleler  Geraden,  die  sich  ent- 
sprechen und  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punk- 
tenpaare  projektivisch -gleich  sind.    (Vgl.  §.  24.  Fall  4.). 

Sind^  zugleich  die  Dreiecke  Bab  und  Blalbl  von  gleichem  In- 
halt, so  ist 

Ba.Bb  =  /?i«i .  oder 
Bt.B^  =Blol:Bb, 

woraus '  folgt ,  das«  wenn  Jßa>JB1a1,  nothwendiz  Bb<sBlb1  sein 
rouss ,  die  Geraden  A,  Ay ;  C,  C\  also  nothwendig  existiren ;  zu- 
gleich aber  sind  dann  auch  die  Dreiecke  congruent,  also 

W.  Äib  =  W.  Ab,ai; 
W.  Äab  +  W.  J^ajbj  =  R;  W.  bac  +  W.  b^  =  2B. 

9.  In  zwei  gleichen  Ebenen  gibt  es  allemal  zwei 
Paar  Schaaren  paralleler  Geraden,  die  sich  entspre- 
chen und  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punkten- 

Saare  projekti  visch-gleich  sind;  und  zwar  sch  Ii  essen 
ie  beiden  Schaaren  der  einen  Ebene  deu  nämlichen 
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Winkel  ein,  als  die  der  anderen;  im  Allgemeinen  aber 
lassen  sich  zwei  solche  Paare  entsprechender  Geraden 
nicht  dergestalt  legen,  dass  beide  zugleich  hinsichtlich 
ihrer  entsprechenden  Punkte  gleich  1  legend  sind.  (Vgl. 
j.  24.  Fall  9:  b.) 

Denkt  man  sich  für  einen  Augenblick  (Taf.  I.  Fig.  7.)  zwei  affine 
Ebenen  so  auf  einander  gelegt,  dass  zwei  ihrer  entsprechenden 
projektiviach-  gleichen  Geraden  (A,  Ax)  samrat  ihren  entsprechen- 
den Punkten  sich  decken,  so  werden  im  Allgemeinen  je  zwei  ent- 
sprechende projektivisch  -  gleiche  Gerade  (C,  (\)  der  anderen 
Parallelenscnaar  nicht  aufeinander  fallen;  es  seien  a,  f,  ft,  fy... 
und  alf  ft,  qt,  bj  ...  entsprechende  Punktenpaare  von  C,  (\;  so 
ist  at)  =  a1bI,  ag==<i|ai ,  af=:alfl...f  also  die  Linien  bt^ ,  qgj, 
fji».-  parallel,  und  \V.  al)bj  —  a^^  oder  =  <p0 ,  jenachdem 

C,  C,  auf  einerlei  oder  auf  verschiedenen  Seiten  von  (Ali)  liegen. 
Da  nun  jede  der  Geraden  b&i ,  9<h  ,  ffi  . .  •  zwei  entsprechende 
Punktenpaaro  enthalt,  nämlich  D,  t>  und  Dj ,  ^  ;  c,  q  und  tt ,  <}•  ; 
b,  f  und  bt ,  fi . . .  ,  so  fallen  in  jeder  zwei  entsprechende  Gerade 
zusammen,  und  man  erhält  also  zwei  Schaaren  entsprechender 
Parallelen,  welche  gegen  die  Linien  A,  Ax  gleich  geneigt  sind. 
Sind  q>  und  y  die  spitzen  Neigungswinkel,  welche  den  angedeu- 
teten verschiedenen  Lagen  von  C,  Cx  entsprechen ,  und  sind  er,  ax 
die  von  A  und  C,  At  und  Cx  eingeschlossenen  Winkel ,  so  ist 

a-f-qp  =  2Ä  —  at  —  9  =  i//0; 

^  — a  —  *2 —    —  ijj  =  9>0; 
2tJ>  =  2Ä  —  K  — a); 


und  ebenso 
1 


2g>0  =  2Ä— («i+a), 


Nimmt  man  statt  der  Geraden  A,  Ax  irgend  zwei  andere  entspre- 
chende, mit  ihnen  parallele  Gerade,  z.  ß.  diejenigen,  wefche 
durch  f,  fi  gehen,  so  kann  man  dieselben  zur  Deckung  bringen, 
ohne  dass  die  Geraden  b&  und  bi&i  ,  9c  und  «iq,  fb  und  fjbj... 
ihren  Ort  verlassen;  nur  die  Abstände  ihrer  Punkte  von  einander 
ändern  sich.  —  Oder  will  man,  statt  A,Alt  die  C,  CY  zur  Deckung 
bringen,  so  wende  man  die  eine  Ebene  um  die  Senkrechte,  welche 
von  dem  Punkte  (aat)  aut  b^  gefällt  wird,  herum,  und  dann  be- 
haupten die  Geraden  bt>  und  C^b,...  wiederum  ihre  Stelle.  Also 
besitzen  die  Ebenen  nur  zwei  Paar  Schaaren  entsprechender  Pa- 
rallelen, welche  gegen  die  Schaaren  der  entsprechenden  projek- 
tivisch -  gleichen  Geraden  gleich  geneigt  sind. 

10.  In  zwei  affinen  Ebenen  gibt  es  allemal  zwei, 
aber  auch  nur  ztvei  Paar  unendlich  entfernte  entspre- 
chende Punkte,  deren  entsprechende  Strahlen  gegen 
je  zwei  entsprechende  projektivisch  -  gleiche  Gerade 
einerlei  Neigung  haben. 

TUeil  VIII  ii 
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Ferner  erhellt  aus  Nro.  9.  unmittelbar: 

11.  In  zwei  gleichen  Ebenen  gibt  es  allemal  zwei 
Paar  unendlich  entfernte  entsprechendePunkte,  deren 
entsprechende  Strahlen  gegen  je  zwei  entsprechende 
projektivisch-gleich  e  Gerade  einerlei  Neigung  haben, 
und  zwar  gehören  d  ieselbe n  w  echse Iseitig  der  jedes- 
maligen anderen  Schaar  solcher  Geraden  an. 

Dass  der  Fall  8.  des  §  24.  eine  allgemeine  Eigenschaft  affiner 
Ebenen  betrifft,  leuchtet  unmittelbar  daraus  hervor,  dass  in  zwei 
concentrischen  projektivischen  Strahlbüscheln  allemal  zwei  Paar 
entsprechende  Strahlen  sich  vereinigen  müssen,  sobald  dieselben 
ungleichliegend  sind.  Denn  demnach  gibt  es  in  zwei  beliebigen 
entsprechenden  Strahlbüscheln  affiner  Ebenen  allemal  zwei  solche 
Paare  entsprechender  Geraden,  welche  einerlei  (spitze)  Winkel 
einschliessen. 

§.  26. 

Sind  zur  Bestimmung  zweier  affiner  Ebenen  (£A  zwei  Paar 
projektivisch-  ähnliche  Gerade  A,  Ax  und  A'9A\  gegeben;  ist  der 
Winkel,  welchen  A,  A'  einschliessen,  dem  von  Ay%  A\  einge- 
schlossenen gleich  ,  und  ist  das  Verhältniss  je  zweier  entsprechen- 
der Strecken  von  A ,  Ax  dem  Verhältnisse  je  zweier  solcher 
Strecken  von  A't  Ä\  gleich,  während  zugleich  auch  beide 
Linienpaare  so  gelegt  werden  können,  dass  beide  gleichliegend 
sind,  so  müssen  die  Verhältnisse  aller  entsprechenden  Strecken 
beider  Ebenen  einander  gleich  sein.  Denn  ist  a  der  Durchschnitt 
von  A,  A'  und  schneidet  irgend  eine  Gerade  M  die  erstere  in  m, 
die  letztere  in  m';  so  ist  das  Dreieck  amm'  dem  von  den  entspre- 
chenden Punkten  fl«,  mlf  m'!  gebildeten  Dreiecke  Ojnijm',  ähnlich, 
indem  W.  triam'  =  W.  mx  0|  n\\  um!  mn  :  m,  ^  =  m'a  :  m',  Oj  ist 
Also  ist  auch  mm':  rtii  m'j  =  ma  :  rn,  <tt  ss  const. .  und  da  je  zwei 
entsprechende  Strecken  der  entsprechenden  Geraden  M.  Mx  einer- 
lei Verhältniss  haben,  und  M  beliebig-  angenommen  ist,  für  den 
Fall  solcher  Geraden  aber,  welche  durch  den  Punkt  a  gehen  oder 
mit  A  oder  Ä  parallel  sind,  statt  dieser  letzteren  eine  der  schon 
betrachteten  Geraden  M  genommen  werden  kann  ,  so  müssen,  wie 
gesagt,  je  zwei  entsprechende  Strecken  beider  Ebenen  sich  zu  ein- 
ander wie  ma.-miOj  verhalten. 

1.  Sind  in  zwei  affinen  Ebenen  irgend  drei  Paar 
entsprechende  Strecken,  welche  zwei  Dreiecke  bilden, 
von  einerlei  Verhältniss,  so  stehen  je  zwei  entspre- 
chende Strecken  derselben  zu  einander  in  demselben 
Verhältniss  (Vgl.  §.  24.  Fall  10.  «.). 

Affine  Ebenen  heissen  ähnlich,  und  ihre  Verwandt- 
schaft die  der  Aehnli  chkeit,  wenn  je  zwei  entspre- 
chende Strecken  derselben  zu  einander  in  einem  und 
demselben  Verhältniss  stehen. 

Sind  in  zwei  Ebenen  (£t  zwei  Paar  projektivisch -gleiche 
Strablbüschel  B,  Bx\  B\  B\  gegeben,  und  können  beide  Paare 
zugleich  gleichliegend  gelegt  werden,  so  müssen  je  zwei  parallelen 
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Strahlen  <i,  af  von  B,  B  ebenfalls  zwei  parallele  Strahlen  ax ,  a\ 
von  Blt  Bx  entsprechen;  folglich  sind  die  unendlich  entfernten 
Geraden  heider  Ebenen  entsprechende  Gerade,  und  die  Ebenen 
selbst  sind  affin.  Zugleich  aber  bestimmen  je  zwei  entsprechende 
Punkte  a,  a,  zwei  Dreiecke  BBa,  BlBla1  ,  deren  entsprechende 
Winkel  gleich  sind ;  also  ist  Ba :  B^  =  Ba  :  Bvit  =  Äß' iBtBx. 
Beide  Ebenen  sind  also  ähnlich. 

2.  Sind  in  zwei  cnllinearen  Ebenen  zwei  Paar  ent- 
sprechende Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  nicht 
unendlich  entfernt  sind,  projektivisch-gleich,  und  sind 
beide  Paare  gleichliegend',  so  sind  diese  Ebenen 
ähnlich  (Vgl.  §.  24.  Fall  12.  a.) 

Es  seien  die  Ebenen  (5,  affin,  und  je  zwei  entsprechende 
Strahl  büschel  derselben  projektivisch  -  gleich ;  B'  sei  ein 

zweiter  Strahlbüschel  in  dessen  Strahlen  mit  denen  des  B  pa- 
rallel laufen;  so  laufen  auch  die  entsprechenden  Strahlen  des  dem 
B'  entsprechenden  Strahlbüschels  Bx  mit  den  entsprechenden 
Strahlen  von  Bt  parallel;  folglich  sind  auch  B ,  B^  projektivisch- 
gleich ,  und  zwar  sowohl  B,  Bx  als  B',  Bx  gleichliegeiid. 

3  Zwei  affine  Ebenen  können,  ohne  ähnlich  zu 
sein,  keine  zwei  entsprechende  Strahlbüschel  besitzen, 
welche'  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Strahlen- 
paare projektivisch-gleich  sind,  es  sei  denn,  dass  ihre 
Mittelpunkte  unendlich  entfernt  liegen. 

4.  In  zwei  ähnlichen  Ebenen  sind  je  zwei  cn tspre- 
icoende  Strahl bü'schel  in  Ansehung  ihrer  e n tsprechen- 

den  Strahlenpaare  projekti  visch-gleich. 

Ferner  zeigt  man  auf  die  bekannte  Weise,  dass 

5.  In  zwei  ähnlichen  Ebenen  das  Verhältniss  je 
nreier  entprechender  Flächenräume  unveränderlich 
t»d  zwar  dem   der  Quadrate  zweier  entsprechender 

,  Strecken  gleich  ist. 

Ist  das  Verhältniss  der  entsprechenden  Strecken  zweier  ähn- 
k|£er  Ebenen  dem  der  Einheit  gleich,  so  müssen  je  zwei  entspre- 
\ Aktie  Strecken  einander  gleich  sein;  in  diesem  Falle  heissen  die 
:£eeoeo  congruent,  und  ihre  Verwandtschaft  die  der  Con- 
zme  n  z  (Vgl.  §•  24.  Fall  9.  a.  u.  14.  a.). 

6.  Zwei  ähnliche  Ebenen  können,  ohne  congruent 
ttueeiu,  keine  entsprechenden  Geraden  besitzen,  wel- 
le In  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punktenpaare 
rojekti visch-gleich  sind,  es  sei  denn,  wenn  man  will, 

unendlich  entfernten  Geraden. 


j.  27. 

Da  zwei  projektivisch  -  ähnliche  Gerade  vollkommen  bestimmt 
•ind,  wenn  irgend  zwei  Paar  ihrer  entsprechenden  Punkte  gegeben 
iml,  so  folgt  aus  dem  Obigen  mit  Leichtigkeit,  dass 

2* 
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1.  Zwei  affine  Ebenen  vollkommen  bestimmt  sind, 
sobald  drei  Paar  entsprechende  Punkte  oder  Geraden 
beliebig  gegeben  sind. 

2.  £wei  ähnliche  Ebenen  sind  vollkommen  bestimmt, 
sobald  zwei  Paar  entprechende  Punkte,  oder  auch  ein 
Paar  entsprechende  Punkte  und  einPaar  entsprechende 
Geraden  beliebig  gegeben  sind. 

• 

3.  Zwei  gleiche  Ebenen  sind  vollkommen  bestimmt, 
sobald  zwei  Paar  entsprechende  Gerade  und  auf  dem 
einen  von  beiden  ein  Paar-entsprechende  Punkte  belle» 
D-S  gegeben  sind. 

4.  Zwei  congruente  Ebenen  sind  vollkommen  be- 
stimmt, sobald  ein  einziges  Paar  entsprechende  Gerade 
und  auf  denselben  ein  einziges  Paar  entsprechende 
Punkte  beliebig  gegeben  sind. 

Eine  Frage,  welche  bereits  der  Entdecker  der  geometrischen 
Verwandtschaften,  Herr  Professor  Möbius,  in  seinem  ßarycen- 
t rischen  Calcul  aufgeworfen  und  die  Bedeutsamkeit  derselben 
für  die  gesummte  Geometrie  nachgewiesen  hat,  ist  folgende:  Wie 
viele  und  welche  Stucke  müssen  gegeben  sein ,  um  eine  einer  ge- 
gebenen Figur  collineare,  affine,  gleiche,  ähnliche,  congrueote  » 
Iconsiruiren?  Die  vorigen  Sätze  und  der  Satz  §.  21.  3.  fuhren 
«ehr  leicht  zur  Beantwortung  dieser  Frage.  Hier  soll  nur  noch  die 
hierauf  Bezug  habende  Betrachtung  vou  §.  23.  3.  weiter  fortge- 
setzt werden. 

Sind  £,  Xt  zwei  Kegelschnitte,  welche  in  zwei  affinen  Ebenen 
sich  entprechen,  und  denkt  man  sich  in  &  eine  Schaar  paralleler 
Sehnen,  so  entsprechen  denselben  ebenfalls  parallele  Sennen  von 
St,  ,  und  den  Mittelpunkten  der  ersteren  die  Mittelpunkte  der  letzte- 
ren kraft  §.  25.  2.  und  3. ;  also  entsprechen  sich  auch  die  den 
Richtungen  der  beiden  Parallelenschaaren  zugeordneten  Durchmesser 
der  Kegelschnitte,  also  auch  die  den  letzteren  parallelen  Sehnen, 
die  Mittelpunkte  der  letzteren,  und  folglich  auch  die  jenen  Daren- 
messern  zugeordneten  Durchmesser  selbst. 

5.  In  zwei  affinen  Kegelschnitten  entsprechen  alle* 
mal  dem  Mittelpunkte  des  einen  der  Mittelpunkt  des 
anderen  und  je  zwei  zugeordneten  Durch  messern  des 
einen  zwei  zugeordnete  Durchmesser  des  anderen.  Und 
daher  entsprechen  sich  auch  die  Achsen  derselben  (al> 
die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  der  von  den  zu- 
geordneten Durchmessern  gebildeten  projektiv!  sehen  Strahl  husche) ' 

Und  da  einem  unendlich  entfernten  Punkte  der  einen 
nur  ein  unendlich  entfernter  der  anderen  entsprechen  kann,  80\< 
folgt  ferner: 

6.  EineHyperbel  kann  nur  mit  ei  n  er  Hy  per  bei,  eine 
Ellipse  mit  einer  Ellipse,  und  eine  Parabel  mit  einer 
Parabel  affin  sein. 

7.  Den  Asymptoten  einer  Hyperbel  entsprechen 
allemal  die  Asymptoten  der  affinen  Hyperbel. 
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Aus  §.  26.  4.  ergibt  sich  : 

8.  In  zwei  ähnlichen  Kegelschnitten  entsprechen  j e 
zwei  zugeordneten  Durchmessern  des  einen  zwei  solche 
zugeordnete  des  anderen,  welche  denselben  Winkel  als 
jene  einschliessen. 

In  zwei  beliebigen  Ebenen  <£,  seien  zwei  beliebige  Ellipsen 
.tx  gegeben;  /*,  H  seien  die  Endpunkte  irgend  eines  Durch- 
messers von  SX,  und  es  sei  a  ein  Endpunkt  des  demselben  zuge- 
ordneten Durchmessers;  ebenso  seien  /*,,  &t  die  Endpunkte  eines 
beliebigen  Durchmessers  von  ,  und  ax  sei  ein  Endpunkt  des 
zugeordneten  Durchmessers.  Jetzt  denke  man  sich  die  Ebenen 
£,  £t  aflin,  und  zwar  B,  Bx\  /f,  Kx\  n,  ax  als  entsprechende 
Punktenpaare  derselben;  so  entspricht  der  Ellipse  St  eine  Ellipse 

f,  welche  durch  die  Punkte  Ä,  Bfx,  a,  geht,  und  welche  in 
,  B'l  zwei  Gerade  berührt,  denen  in  «  die  Tangenten  in  Bf 
entsprechen.  Ferner  ist  nach  5.  die  Strecke  f>\  /»" ,  ein  Durch- 
messer von  K%  ;  also  fallen  die  Mittelpunkte  von  >\,  und  A,  zu- 
sammen,  und  da  die  Mittelpunkte  von  .tf  und  A  ,  sich  entsprechen, 
so  entsprechen  sich  auch  die  beiden  Durchmesser  von  &,  K%9 
welche  durch  die  Punkte  fl,  o,  gehen;  in  St  aber  ist  der  eine 
dieser  letzteren  dem  BB'  zugeordnet;  also  ist  auch  der  andere 
dem  Bl  ßx  in  Kx  zugeordnet.  Demnach  sind  sowohl  die  Geraden, 
welche  St x ,  als  auch  diejenigen,  welche  A\  in  Bl ,  B'l  berühren, 
mit  diesem  dem  BL  //,  zugeordneten  Durchmesser  parallel,  d.  h. 
sie  fallen  zusammen.  Und  da  es  immer  nur  einen  einzigen  Kegel- 
schnitt gibt,  welcher  durch  drei  gegebene  Punkte  geht  und  in 
zweien  derselben  zwei  gegebene  Gerade  berührt,  s«  sind  und 
Kx  identisch. 

Oder  sind  Ä,  Stx  irgend  zwei  Hyperbeln,  und  sind  B,  B; 
Bx  wiederum  die  Endpunkte  irgend  zweier  Durchmesser  der- 
eo,  so  denke  man  sich  durch  //.  //  nach  dem  einen  unendlich 
entfernten  Punkte  a  von  St  zwei  Strahlen  a,  a',  und  nach  dem 
anderen  ß  die  Strahlen  fß,  //,  und  ebenso  nach  dem  einen  unend- 
lich entfernten  Punkte  ax  von  £x  durch  Bx,  B?x  die  Strahlen  at,  a\t 
and  nach  dem  anderen  ßx  die  Strahlen  öXt  b'x  gezogen,  und  setze 
fest,  die  Ebenen  <£,  £,  sollen  collinear,  und  zwar  a,  ax ;  Ä,  k: 
fl*,  a\ ;  6',  6';  sollen  entsprechende  Gerade,  oder,  was  einerlei 
ist,  die  Punkte  By  Bx  ;  Bx ;  «,  cfx ;  ß,  ßx  sollen  entsprechende 
Punkte  sein/  Dann  aber  müssen  sich  die  unendlich  entfernten 
(jieradeu  aß  und  axßx  entsprechen;  folglich  sind  die  Ebenen  affin. 
Der  Hyperbel  .£  entspreche  in  $j  eine  Hyperbel  Ä'j  ;  so  fällt  der 
Mittelpunkt  der  letzteren  mit  dem  von  Stx ,  zugleich  aber  auch  die 
unendlich  entfernten  Punkte  der  einen  Hyperbel  mit  denen  der 
anderen,  folglich  auch  deren  Asymptoten  zusammen.  Die  Hyper- 
beln Stx  ,  A \  haben  also  ausser  den  Punkten  />,  ,  //',  auch  noch 
zwei  Tangenten  und  deren  Berührungspunkte  gemein ;  folglich  sind 
*ie  identisch. 

Sind  endlich  £,  §tx  zwei  beliebige  Parabeln,  und  denkt  man 
«ich  an  St  irgend  zwei  Tangenten  A,  A'f  welche  dieselben  in  o,  q 
berühren,  und  an  Stx  auch  zwei  beliebige  Tangenten  A%9  A\  ge- 
legt, welche  dieselben  in  <i4,  a\  berühren,  so  kann  man  festsetzen, 
die  Ebenen  €,       sollen  affin,   und  zwar  die  Geraden  A,  Ax\ 
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A,  A\  ;  aa',  öjü',  entsprechende  Gerade  sein.  Entspricht  nun  der 
Parabel  St  eine  Parabel  Kx ,  so  geht  letztere  durch  die  Punkte 
o,,  a\,  welche  den  a,  o'  entsprechen,  und  berührt  in  diesen  zwei 
Gerade  Al9  ÄX9  welche  den  Tangenten  A,  A  entsprechen.  Die 
Parabeln  &l9  A,  haben  also  zwei  Tangenten  und  deren  Berüh- 
rungspunkte und  ausserdem  die  unendlich  entfernte  Tangente  ge- 
mein; folglich  sind  dieselben  identisch. 

9.  Zwei  beliebige  Ellipsen  sind  allemal  affine  Fi- 
guren; und  zwar  darf  man  in  jeder  zwei  zugeordnete 
Durchmesser  beliebig  auswählen  und  sodann  fest- 
setzen, dass  die  der  einen  denen  der  anderen  entspre- 
chen sollen. 

10.  Zwei  beliebige  Hyperbeln  sind  allemal  affine 
Figuren;  und  zwar  darf  man  ausser  den  Asymptoten  in 
ie^er  einen  Durchmesser  (und  den  ihm  zugeordneten)  belie- 
big auswählen  und  sodann  festsetzen,  dass  die  einen 
den  anderen  entsprechen  sollen. 

11.  Zwei  beliebige  Parabeln  sind  allemal  affine  Fi- 
guren; und  zwar  darf  man  in  jeder  zwei  Tangenten  be- 
liebig auswählen  und  sodann  festsetzen,  dass  sowohl 
diese  Tangenten  als  auch  deren  Berührungspunkte  ein- 
ander entsprechen  sollen. 

In  Taf.  II.  Fig.  8.  sei  P  eine  beliebige  Parabel ,  A,  Ä  seien  zwei 
beliebige  Tangenten  derselben,  a,  a  deren  Beruh  ningsnunkte. 
*JÖ//  die  der  »Sehne  na'  parallele  Tangente;  a\  deren  Berührunjis- 
punkt  und  6  der  Durchschnitt  von  A,  Ä ;  so  ist  die  Gerade  4*u 
als  harmonische  Polare  des  unendlich  entfernten  Punktes  der  Sehne 
aa',  der  dieser  letzteren  zugeordnete  Durchmesser,  also  a',  der 
Scheitel  des  Parabelsegments  über  oa\  Da  nun  6  der  harmonische 
Pol  von  na'  ist,  folglich  die  Punkte  m  mit  dem  Punkte  o',  und 
dem  unendlich  entfernten  der  Parabel  harmonisch  sind,  so  ist 
00 1  =  ma\  ,  folglich 

<i<u=4j0«  «od  Aaa'a'!  =  I ^aa'*=  2A«/<n<- 

Man  denke  sich  nun  mit  der  Parabel  P  eine  zweite ,  Pv  xu- 
sammengefallen ,  und  wähle  für  P  die  Tangenten  Ay  A'y  für  Px 
die  Tangenten  Ax ,  A\  (wovon  erstere  mit  At  letztere  mit  Mi/ 
zusammenfällt)  beliebig  aus ;  so  darf  man  festsetzen ,  P  und  R 
sollen  affin  und  zwar  Ä ,  Ax ;  A ,  A\ ;  o,  ax ;  a',  a\  entsprechende 
Elemente  sein.  Dann  aber  sind  nicht  nur  die  Dreiecke  a«'*  uo« 
Oia\*i  y  sondern  auch  die  Parabelsegmente  über  den  Sehnen  M 


die  Durchschnitte  b  und  b'  von  p  und  A,  p  und  Ä  nothwendi? 
zwischen  a  und  ö,  a'  und  $;  also  liegen  auch  die  entsprechenden 
Punkte  kl9  b'x  zwischen  ax  und  *lf  a\  und  4X ,  und  sowie  p  zwi- 
schen b  und  b'  liegt ,  rouss  auch  auf  der  Tangente  p  der  dem  r 
entsprechende  Punkt  Pi  zwischen  bx  und  b'x ,  also  innerhalb  des 
Dreiecks  ax«'xtx  liegen.    Nach  §.  25.  4  ist  also 
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S  <u';:  S.  o^',  =*Aaa'* :  A<Jiö'i*i  ; 
aus  demselben  Grunde  aber  ist  auch 

S.  aa' :  S.  oV,  =  ^aa'd  :  \aa\im 

folglich  ist 

S.  aa' :  S.  av\\  :  S.  oV,  =  \aaft  :  A«i<i'i«i  :  A«'^*//; 
Hieraus  aber  ergibt  sich  nun  : 

(S.  aa'— S.  aja'i  — S.  aVj) :  (Aaa'*  —  Aoifl'i*i  — *  Aa'a'i*//) 
=  Aao'a'i  :  (A^oV,  +  A*i*J'ß)  =  S.  aa'  :  A«a'<; 

«Iso  da 

1 

AM/J*  =  4j  Aaa'a'i »  A^a'*  —  2  ±aa'a  i 

i*t,  so  bat  man  die  Proportion 

3 

<L  b. 

S.  aa  =  £-  Aöä'o'p 

o 

12.  Ein  jedes  ParabeJsegment  beträgt  vier  Drit- 
tbeile des  Dreiecks  ,  dessen  (Grundlinie  die  Sehne,  und 
dessen  Scheitel  der  Scheitel  dieses  Segmentes  ist. 


Auf  einander  gelegte  collineare  und  reciproke  Ebenen. 

A. 

■ 

Co  11  in  eare. 
§.  28. 

Werden  irgend  zwei  collineare  Ebenen  <£,  €j  beliebig  auf 
eioaader  gelegt,  und  sind  B,  HY\  If,  1fx  irgend  zwei  Paar  ent- 
«prechende  Strahlbü'schel  derselben,  so  ist  sowohl 
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* 

B  (a ,  6 ,  c ,  d . . .)  =  Bx  (ax ,     ,  Ci ,      . . .) . 

als  auch 

/P(a',  b\  c,  </'...)  =  B'ifa'i*  b\,  cx,  dx..,)\ 

also  schneiden  sich  je  zivei  entsprechende  Strahlen  von  B, 
auf  einem  Kegelschnitte  K,  welcher  auch  die  Punkte  B,  Bx  ent- 
hält, und  je  zwei  entsprechende  Strahlen  von  Br,  Bx  auf  einem 
zweiten  Kegelschnitte  Ä ,  der  auch  durch  die  Punkte  /f,  Bx  gebt. 
Es  sind  nun  aber  die  Strahlen  BB  und  BXHX  allemal  entspre- 
chende sowohl  von  B  und  Bt,  als  auch  von  B  und  Bx ;  also  ha- 
ben die  Kegelschnitte  K,  K  nothwendig  einen  Punkt  i  gemein, 
und  dann  nothwendig  noch  einen  zweiten  p ,  und  wenn  einen  dritten 
q,  auch  noch  einen  vierten  r,  es  sei  denn,  da»*«  sie  sich  berühren 
oder  oskuliren.  Von  diesen  drei  Punkten  p,  q,  r  gehört  keiner 
den  (Geraden  BK,  BXBX  selber  an;  denkt  man  sich  also  irgend 
einen  derselben  mit  By  B,  Bx,  Jfx  durch  die  Geraden  u,  a,  «i,tf'i 
verbunden,  so  müssen  den  o,  a'  von  £  die  <?,,  o'j  in  <£,  entspre- 
chen; folglich  fallen  in  jedem  dieser  drei  Punkte  zwei  entspre- 
chende Punkte  der  Ebenen  <£,  €i  zusammen.  Das  nämliche  Ifest 
sich  aber  nicht  vom  Punkte  i  sagen ;  denn  rechnet  man  ihn  zu  $. 
so  kann  demselben  irgend  ein  Punkt  ix  der  Geraden  Bx  B,i  ent- 
sprechen ,  der  nicht  mit  t  identisch  ist.  Gäbe  es  aber  noch  einen 
vierten  Punkt,  in  welchem  sich  entsprechende  vereinigten,  w> 
würde  derselbe  zwei  entsprechende  Strahlen  von  B,  Bx ,  und  zwei 
andere  von  B'f  Hx  bestimmen,  also  ebenfalls  den  Kegelschnitten 
K ,  K'  gemeinschaftlich  angehören,  was  widersprechend  ist,  da 
diese  Kegelschnitte  nicht  zusammenfallen  können. 

Verbindet  man  die  Punkte  p  und  q,  q^  und  r,  r  und  p  durch 
drei  Gerade  R,  P>  Q,  so  sieht  man  sogleich,  dass  in  einer  jeden 
zwei  entsprechende  Geraden  beider  Ebenen  zusammenfallen;  eine 
jede  vierte  Gerade  aber  von  derselben  Eigenschaft  würde  wenig- 
stens eine  der  drei  ersteren  in  einem  neuen  Punkte  schneiden, 
der  zwei  entsprechende  vereinigte,  was  dem  Vorigen  widerspricht. 
Oder  wählt  man  statt  der  Strahlbüschel  B,BX ;  B1,  Hx  zwei  Paar 
entsprechende  Gerade  A,  Ax;  A',  A\  ,  so  sind  shmmtliche  Gerade, 
welche  die  entsprechenden  Punkte  von  A>  A^  verbinden,  die  Tan- 

fenten  eines  Kegelschnittes  und  sämmtliche  Gerade,  welche 
ie  entsprechenden  Punkte  von  A't  Äx  verbinden,  sind  die  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes  &';  diese  beiden  Kegelschnitte  haben 
allemal  eine  Tangente  i  gemein,  welche  den  Durchschnitt  von 
A,  A'  mit  dem  von  Ax,  A'x  verbindet;  also  haben  sie  nothwendi? 
noch  eine ,  und  wenn  eine  dritte ,  auch  noch  eine  vierte  Tangente 
gemein,  es  sei  denn,  dass  sie  sich  berühren  oder  oskuliren.  In 
jeder  der  drei  letzteren  fallen  zwei  entsprechende  Gerade  der  Ebe- 
nen zusammen,  und  nur  in  der  ersteren  geschieht  dies  nicht. 

Existirt  nur  einer  der  Punkte  p ,  q ,  r ,  z.  B.  p ,  so  kann  aurh 
nur  eine  der,  auf  die  letzte  Weise  erhaltenen  Geraden  P,  Q,  ß 
nämlich  P,  existiren;  denn  zwei  der  letzteren  würden  auch  die 
dritte,  und  alle  drei  auch  drei  Punkte  p,  qfr  fordern,  mw 
umgekehrt;  und  dass  P  im  Allgemeinen  nicht  durch p  gehen  kann, 
erhellt  daraus,  dass,  wenn  in  zwei  aufeinander  gelegten  projekti- 
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tischen  Geraden  ein  Paar  entsprechende  Punkte  sich  vereinigen, 
im  Allgemeinen  allemal  ein  zweite«  solches  Paar  sich  nachweisen 
läsSt. 

1.  Werden  zwei  collineare  Ebenen  beliebig  aufein- 
ander gelegt,  so  gibt  es  im  Allgemeinen  entweder  nur 
einen  oder  drei  Punkte  in  denselben,  in  denen  sieb 
zwei  entprecheude.  vereinigen;  und  zwar  gibt  es  im 
erste n  F a  1 1 e  nur  eine,  d  u r  ch  j e n e n  P u n  k  t  n  i  ch  t  g  e h  e n  d  e 
(■erade,  in  welcher  zwei  entsprechende  sich  vereinigen; 
im  letzten  Falle  da  g  egen  ist  jedeVerbindungsli  nieder 
drei  Punkte  eine  solche  Gerade. 

Ein  jeder  der  Punkte  />,  q,  r  wird  ein  Situationspunkt, 
und  eine  jede  der  Geraden  P,  Q,  H  eine,  dem  ersteren  zuge- 
ordnete, Situationslinie  der  collinearen  Ebenen  '£,<£x  genannt. 

Da  je  zwei  entprechende  Gerade  in  Ansehung  ihrer  entspre- 
chenden Punktenpaare  projektivisch  sind  und  perspektivisch  wer- 
den, wenn  in  ihrem  Durchschnitt  zwei  entsprechende  Punkte  sich 
meinigen,  und  da  ahnliches  von  zwei  entprechenden  Strahlbti- 
wheln  gilt,  in  deren  gemeinschaftlichem  Strahle  entsprechende 
zusammenfallen,  so  folgt: 

2.  Je  zwei  entsprechende  Strahlen  eines  Situations- 
punktes sind  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punk- 
tenpaare perspektivisch,  und  zwar  liegt  ihr  Projek- 
tionspunkt auf  der  zugeordneten  Situationslinie;  und 

Je  zwei  entsprechende  Strahl  b  ü  s  chel ,  deren  Mit- 
telpunkte auf  einer  Situationslinie  liegen,  sind  in  An- 
sehung ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare  perspek- 
tivisch, und  zwar  geht  ihr  perspekti  vischer  Durchschnitt 
durch  den  zugeordneten  Situationspunkt. 

Mittels  §.  21.  3.  ergibt  sich: 

3.  Die  Verwandtschaft  der  Co  II  ineation  zweier  auf 
einander  gelegter  Ebenen  ist  vollkommen  bestimmt, 
sobald  ein  Situationspunkt,  oder  eine  Situationslinie, 
und  irgend  drei  Paar  entsprechende  Punkte  oder  Ge- 
raden beliebig  gegeben  sind. 

4.  Wenn  von  zwei  aufeinandergelegten  collinearen 
Ebenen  ein  Situationspunkt  und  ausserdem  drei  Paar 
entsprechende  Punkte  beliebig  gegeben  sind,  die  zu- 
geordnete Situationslinie  und  zu  einem  beliebig  gege- 
benen Punkte  der  einen  Ebene  den  entsprechenden 
Punkt  der  anderen  zu  finden. 

Auflosung. 

Sind  in  Tal.  11.  Fig.  il  der  Situationspunkt  p  und  die  ent- 
sprechenden Punktenpaare  a>  at ;  b,  bt ;  c,  Ci  gegeben ,  so  verbinde 
man  p  mit  den  letzteren  durch  die  Geraden  o,  «j ;  b,  b%\  c,  cx, 
ziehe  bc  und  nc  (oder  ob),  welche  a  und  b  resn.  in  a  und  p  schnei- 
den, und  ebenso  bi<i  und  «jC^  (odera,^),  welche  «,  und  bt  resp. 
in  «!  und  0,  schneiden :  endlich  ziehe  man  oat  und  a«, ,  welche 
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sich  in  a0,  und  Obt  und  ßßt,  welche  sich  in  b0  schneiden;  so  ist  die 
gerade  P,  welche  o0  mit  b0  verbindet,  die  gesuchte  Situations- 
linie.  —  Ist  nun  q  irgend  ein  Punkt  von  €,  so  verbinde  man  den- 
selben mit  a  und  b  durch  zwei  Gerade ,  welche  b  und  a  resp.  in 
ß>  und  a  schneiden ,  ziehe  sofort  die  Geradeu  o0a'  und  b0^,  wel- 
che ax  und  f»i  resp.  in  a\  und  fft  schneiden,  und  noch  die  Gera- 
den Oj/^i  und  biOf^ :  so  ist  der  Durchschnitt  <h  dieser  letzteren  der 
dem  q  entsprechende  Punkt. 

Beweis. 

Die  Geraden  et,  Oj ;  6A ;  c,  ci  entsprechen  sich  paarweise, 
weil  aufje  zweien  derselben ,  z.  B.  auf  a,  «j ,  zwei  Paar  entspre- 
chende Punkte  p,  px ,  a,  0|  liegen ,  und  da  aus  demselben  Grunde 
auch  die  Geraden  ac,  fl,^:  bc,  b^  sich  entsprechen,  so  gilt  diesg 
auch  von  den  Punkten  ß,  ßx ;  a,  «, .  Nach  Lehrsatz  2.  liegen  dem- 
nach die  Punkte' ii0  und  b0  auf  der  dem  p  zugeordneten  Situation*- 
Jinie.  —  Kraft  desselben  Satzes  entsprechen  sich  nun  auch  die 
Punkte  «',  «'i ;  ß'f  ß\,  und  mithin  auch  die  Geraden  ba,  bia'j; 
äff,  fli/^i.  Also  sind  q,  qt,  als  Durchschnitte  zweier  Paar  entspre- 
chender Geraden,  entsprechende  Punkte. 

5.  Wenn  von  zwei  auf  einander  gelegten  affioeti 
Ebenen  drei  Paar  entsprechende  Punkte  oder  Gerade 
beliebig  gegeben  sind,  einen  Situationspunkt  beider 
Ebenen,  d.  h.  einen  Punkt  zu  finden,  in  welchem  sieb 
zwei  entsprechende  Punkte  vereinigen. 

Auflösung. 

Sind  in  Taf.  II.  Fig.  10.  die  entsprechenden  Punktenpaare  «, 
&>  &i»  C>  ?i  gegeben,  so  ziehe  man  die  Geraden  ab  und  «i^.  die 
sich  in  y  schneiden,  und  lege  durch  c  mit  ab,  durch  cx  mit  a^ 
zwei  Parallelen  ,  die  sich  in  yt  schneiden ;  ebenso  sei  ß  der  Durch- 
schnitt von  ac  und  atct ,  und  ßx  der  Durchschnitt  zweier  durch  b 
mit  ac,  und  durch  bt  mit  0^  parallel  gelegten  Linien.  Jetzt  ver- 
binde man  y  mit  yx ,  und  ß  mit  durch  zwei  Gerade;  so  ist  der 
Durchschnitt  p  dieser  letzteren  aer  gesuchte  Situationspunkt. 

Beweis. 

Denn  legt  man  durch  p  der  Reihe  nach  mit  ab,  ac,  aik,  a^i 
Parallelen,  welche  beziehlich  die  ac,  ab,  a^,  axbi  in  den  Punkteo 
b»  c,  b],  cx  schneiden,  so  ist 

_  7Yi  =  Mi  r  qnd  *b  -  ßßi  -  . 
ab     y/?      a^j '       af  ' 

und  da  auch  die  Lage  der  Punkte  a ,  b ,  c  und  alt  bj ,  Ci ;  a ,  f,  b 
und  a,,  f, ,  bt  die  nämliche  als  die  der  Punkte  y,  pt  yx\  ß,  p,  ft. 
folglich  übereinstimmend  sein  muss,  so  sind  b,  b.;  r.  fj  entspre- 
chende Punkte  und  somit  nach  §.  26.  3.  sind  die  Geraden  pb,  p*i : 
pf,  pC|  ebenfalls  entsprechend.  Dem  Durchschnitte  von  pb  und 
pt  entspricht  also  der  Durchschnitt  von  pbt  und  ptx. 


Digitized  by  Google 


27 


Denkt  man  sich  die  zwei  entsprechenden  Strahlbiischel,  deren 
Mittelpunkte  in  p  liegen,  so  haben  dieselben,  wie  je  zwei  con- 
centrische  projektiviscbe  Strahlbuschcl,  im  Allgemeinen  zwei  Paar 
entsprechende  Strahlen  gemein;  diese  können  jedoch  auch  ganz 
fehlen  oder  im  Grenzfalle  sich  zu  einem  einzigen  vereinigen;  und 
<la  bei  auf  einander  gelegten  aftinen  Ebenen  jedesmal  die  ent- 
sprechenden unendlich  entfernten  Geraden  sien  vereinigen,  so 
folgt: 

6.  In  zwei  beliebig  auf  einander  gelegten  affinen 
Ebenen  gibt  es  allemal  einen  Situationspunkt,  wel- 
chen die  unendlich  entfernte  Gerade  als  Situations- 
linie zugeordnet  ist;  und  ausserdem  gibt  es  im  Allge- 
meinen zwei  oder  (nur  eine  oder)  keine  Situationslinien 
ood  Situationspunkte,  und  diese  gehören  den  beiden 
ersteren  an.. 


§.  29. 

Ein  ausgezeichneter  Fall ,  dessen  allgemeine  Möglichkeit 
Magnus  in  seiner  „Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehr- 
lätzen aus  der  analytisch  en  Ge  oni  etrie.  Berlin.  1833" 
zuerst  nachgewiesen  bat,  ist  derjenige,  das«  in  zwei  entsprechenden 
Strahlbflscheln  je  zwei  entsprechende  Strahlen,  und  dass  zugleich 
io  zwei  entsprechenden  Geraden  je  zwei  entsprechende  Punkte 
einander  decken.  Für  uns  ist  dieser  Fall  durch  die  in  §.  22.  an- 
gestellten Betrachtungen  bereits  erledigt. 

a)  In  der  That:  legt  man  irgend  zwei  collineare  Ebenen  der- 
gestalt auf  einander ,  dass  irgend  eines  der  beiden  Paare  projekti- 
visch gleicher  entsprechender  Geraden,  z.  B.  T,  Tx  in  laf.  1. 
Fig.  3.,  sainmt  ihren  entsprechenden  Punkten  einander  decken,  so 
«erden  auch  die  Mittelpunkte  ff,  ff,  und  die  entsprechenden  Strah- 
leopaare  zweier  projektivisch  gleicher  Strahlbüschel  zusammen- 
fallen müssen.  Die  Achsen  beider  Ebenen  sind  dann  unter  ein- 
ander und  mit  T,  7\  parallel,  und  die  zwei  andern  projektivisch 
deichen  Geraden  S,  St  sind  von  dem  Punkte  (ff  ff,),  sowie  auch 
die  Mittelpunkte  der  zwei  anderen  projektivisch  gleichen  Strahl- 
f'üschel  s,  $i  von  der  Geraden  (TTX)  gleichweit  entfernt. 

b)  Dreht  man  jetzt  die  eine  Ebene  um  den  Punkt  (ffffj),  ohne 
sie  jedoch  von  der  anderen  zu  trennen,  um  eineri  Winkel  von  180°, 
«o  müssen  jetzt  die  Geraden  S,  Sx  sammt  ihren  entsprechenden 
Punktenpaaren  sich  decken ,  während  das  nämliche  aucn  noch  von 
den  entsprechenden  Strahlen  paaren  der  Strahlbiischel  ff,  ßx  gilt. 
Die  Geraden  T,  Tx  nehmen  dann  den  Punkt  (ff ff,),  und  die  Punkte 
*,  t,  die  Gerade  (SSX)  in  die  Mitte. 

c)  Man  denke  sich  die  Ebenen  in  die  Lage  a)  zurückgebracht, 
nun  aber  die  eine  um  die  Gerade  (TTX)  «—  ohne  Verschiebung  — 
keiumge  wendet,  so  fallen  die  Strahlbiischel  s,  sx  und  deren  ent- 
sprechende Strahlenpaare  auf  einander  u.  s.  w. 

d)  Und  denkt  man  sich  jetzt  wieder  die  eine  Ebene  um  den 
Punkt  {s*i)  —  ohne  Umwendung  —  um  180°  herumgedreht,  so 


Digitized  by  Google 


28 

kommen  die  Geraden  S,  St  sammt  ihren  entsprechenden  Punkten- 
paaren  zur  Deckung  u.  s.  w. 

1.  Sind  irgend  zwei  coli ineare  Ebenen  gegeben, 
so  lassen  sich  dieselben  auf  vier  verschiedene  Arten 
dergestalt  aufeinanderlegen,  dass  sowohl  zwei  ent- 
sprechende Strahlbüsehel  und  deren  entsprechende 
Straten  paare,  als  auch  zwei  entsprechende  Gerade  und 
deren  entsprechende  Pu n kte n paare  e inan d e r  decken. 
Man  erhält  nämlich  allemal  eine  von  diesen  vier  La- 
gen, wenn  man  die  beiden  auf  den  Achsen  senkrecht 
stehenden  entsprechenden  Ger  ad  en  auf  einander  legt 
und  sodann  diejenigen  zwei  entsprechenden  proiekfi* 
visch  gleichen  Geraden  oder  die  M ittelpunkte  derje- 
nigen zwei  entsprechenden  projekti visch  -  gleichen 
S  trahl büschel,  welche  gleichliegend  sind,  sieb  decken 
lässt;  und  die  drei  anderen  erhält  man  hiernach,  in- 
dem man  die  eine  Ebene  entweder  um  den  Mittelpunkt 
der  vereinigten  S  t  r  ahl  husch  el  und  zwar  um  ei  neu  Wio- 
kel  von  zwei  Hechten  herumdreht,  oder  um  die  ver- 
einigten Geraden,  ohne  Verschiebung,  herumwendet, 
oder,  wenn  diess  letztere  geschehen,  jene  Drehungum 
den  Mittelpunkt  der  neuen  vereinigten  Strahlbüschel 
wieder  eintreten  lässt.  In  keinem  Falle  aber,  selbst 
nicht,  wenn  beide  Paare  projekti visch-gleicher  Gera- 
den und  die  Mittelpunkte  beider  Paare  projekti  visch- 
gleicher  Strahl  büschel  auf  einander  fallen,  können 
zugleich  die  entprechenden  Eiern entenpaare  des  einen 
Paars  und  auch  die  des  anderen  einander  decken,  es 
sei  denn,  dass  die  Ebenen  congruent  sind. 

Zwei  auf  einander  gelegte  Ebenen  heissen  coli inear  und 
collinear- liegend,  und  ihr  Situationspunkt  Collineatioos 

fmnkt,  ihre  Situationslinie  Colli neationslinie,  wenn  sie  col- 
inear  sind  und  sich  in  einer  der  vier  so  eben  angedeuteten  Lagen 
beiluden;  und  ähnlicherweise  werden  die  Ausdrucke  affin  und 
affi  n  -  liegend,  ähnlich  und  ä  hn  lieh  -  liegend,  Affini- 
tätspunkt, Affinitätslinie,  Aeh nl ichkeitspun kt  und 
Aehlichkeitslinie  zu  verstehen  sein. 

2.  In  zwei  collin  earen  und  collinear  -  Hegenden 
Ebenen  liegen  je  zwei  entsprechende  Punkte  mit  dem 
Co  Hineationspunkte  in  gerader  Linie,  und  schneiden 
sich  je  zwei  entsprechende  Gerade  in  einem  Punkte 
der  Collineationslinie. 

3.  In  zwei  collinearen  und  collin ear  -  liegenden 
Ebenen   sind  die  Achsen  derselben  mit  der  Collinea 
tionslinie  parallel,  und  eine  jede  von  beiden  ist  eben- 
soweit von  dieser  letzteren,  als  die  andere  vomColli- 
neationspunkte  entfernt. 

Aus  den  Sätzen  3.,  4.,  6.  des  §.  26.  und  den  Sätzen  8..  10. 
des  §.  25.  erhellt  nun  sogleich : 

4.  Zwei  afline  Ebenen  können  allemal,  aber  auch 
nur  dann  in  affine  Lagen  gebracht  werden,  wenn  auf 
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den  einen  Paar  Schenkeln  zweier  entsprechenden 
rechten  Winkel  das  Verhaltniss  der  entsprechenden 
Strecken  grosser,  und  auf  den  anderen  kleiner  alsdie 
Einheit  ist. 

5.  Zwei  affine  Ebenen  lassen  sich  im  Allgemeinen 
auf  unzählige  verschiedene  Arten  in  affineLage  brin- 
gen. Befinden  sie  sich  nämlich  in  einer  solchen,  so 
erhält  man  sofort  eine  andere,  indem  man  die  eine 
Ebene  entweder  um  die  Affinitätslinie  ohne  Verschie- 
bung herumwendet,  oder  um  einen  beliebigen  Punkt 
der  Affinitätslinie  und  zwar  um  einen  bestimmten 
unveränderlichen  Winkel  herumdreht,  oder  auch  der- 
gestalt verschiebt,  dass  irgend  ein  Strahl  des  Affini- 
tätsnunktes  in  sei  nem  Orte  verharrt.  Der  A  ff i  ni täts- 
punkt  liegt  allemal  unendlich  entlernt,  wofern  nicht 
derbesondereFall  derAehnlichkeit  vorhanden  ist;  und 
zwar  liegt  derselbe  allemal  in  einer  von  zwei  festen 
Richtungen  der  als  ruhend  vorg es telltenEbene,  welche 
bei  jeder  Drehung  oder  Um  wendungder  anderen  Ebene 
mit  einander  wechseln. 

6.  Zwei  ähnliche  Ebenen  lassen  sich  auf  unzählige 
verschiedene  Arten  in  ähnliche  Lage  bringen,  indem 
man  zu  diesem  Zwecke  nur  irgend  zwei  Paar  entspre- 
chende Strah len  aufeinander  zu  legen  braucht.  Die 
Aehnlich keitsli n ie  ist  jedesmal,  der  Aeh nlich keits- 
ponkt  dagegen  nie  unendlich  entfernt. 

In  Taf.  II.  Fig.  11.  sind  zwei  gleiche  Ebenen  <£,  €j  dargestellt; 
5,  St  sind  zwei  entsprechende  projektiv isch  -  gleiche  Gerade,  wel- 
che sich  sammt  ihren  entsprechenden  Punktenpaaren  decken ; 
T,  Tx  sind  ebenfalls  projektivisch •  gleich,  aber  ungleichliegend, 
uud  dasselbe  £»ilt  von  den  Parallelen  b,  6,;  c,  ck ;  d\  dt....  Wen- 
det man  die  Ebene  <£t  um  die  Gerade  (SSX)  herum,  so  lallen  die 
Punkte  f  i ,  iif,  m!...  auf  f ! ,  Vi.  f*i...,  die  Geraden  es,  ,  tivl9 
mfi, ...  sind  nun  mit  (SSt)  parallel  und  vereinigen  eine  jede  zwei 
entsprechende  Strahlen.  Dreht  man  dagegen  die  Ebene  d  um 
einen  beliebigen  Punkt  von  (SS^ ,  z.  B.  um  (aarf,  und  zwar  um 
IH0°  herum,  so  tritt  jetzt  die  Gerade  (TTX)  an  die  Stelle  von 
{SSi)  und  die  Geraden  S,  Sx  sind  ungleichliegend  u.  s.  w. 

7.  Zwei  gleiche  Ebenen  lassen  sich  auf  unzählige 
verschiedene  Arten  dergestalt  au  feinander  legen, dass 
zwei  entsprechende  Gerade  und  deren  entsprechende 
Punk te n paare,  und  zugleich  zwei  entsprechendePunkte 
und  deren  entsprechende  Str  ah  len  p  aare  einander 
decken.  Dieser  Punkt,  der  Projektionspunkt  beider 
Ebenen,  ist  alleraal  unendlich  weit  entfernt,  und  je 
zwei  seiner  vereinigten  Strahlen,  die  Projektions- 
etrahlen der  Ebenen,  sind  in  Ansehung  ihrer  entspre- 
chenden Punktenpaare  projektivisch  -  gleich.  Die 
Grundlinie  der  Ebenen,  a.  h.  die  Gerade,  deren  jeder 
Punkt  zwei  entsprechende  vereinigt,  ist  entweder 
unter  einem  bestimmten,  unveränderlichen  Winkel 
gegen  die  Projektionsstrahlen  geneigt,  oder  mit  den- 
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Helbeo  parallel;  im  ersten  Falle  sind  je  zwei  in  einem 
Projektionstrahl  vereinigte  Gerade  ungleichlieeend, 
im  zweiten  aber  gleich  liegend,  und  der  eine  Fallent- 
steht  aus  dem  anderen,  indem  man  die  eine  Ebene  um 
die  Grundlinie  herumwendet.  Dreht  man  im  ersten 
Falle  die  eine  Ebene  um  irgend  einen  Punkt  der  Grand- 
linie, und  zwar  um  einen  Winkel  von  zwei  Rechten, 
so  wird  jetzt  einer  der  Projektionsstrahlen  zur  Grund- 
linie, die  neuen  Projektionsstrahlen  aber  sind  wieder 
ungleich  liegend;  und  dreht  man  im  zweiten  die  Ebene 
um  das  doppete  Complement  jenes  unveränderlichen 
Winkels,  so  ändert  auch  jetzt  dieGrundlinie  ihre  Rich- 
tung, aber  auch  jetzt  werden  die  neuen  Projektions- 
strahlen wieder  gleich  1  legen d.  Endlich  erhält  man  in 
beiden  Fällen  nach  und  nach  immer  neue  Grundlinien 
von  derselben  Richtung,  wenn  man  die  eine  Ebeoe 
bloss  so  verschiebt,  dass  ein  Projektionsstrahl  insei* 
nem  Orte  verharrt. 

Keiner  weiteren  Erklärung  endlich  wird  der  folgende  Satz  be- 
dürfen : 

8.  Zwei  coogruente  Ebenen  lassen  sich  allemal  so 
legen,  dass  je  zwei  entsprehende  Element  e  derselben 
sich  decken.  Dreht  man  sodann  die  eine  Ebene  um 
irgend  einen  lesten  Punkt,  und  zwar  um  einen  Winkel 
von  zwei  Rechten  herum,  so  sindje  zwei  entsprechende 
G  er  ad  e  paral  lel  und,  sowie  auch  je  zwei  entsprechende 
Punkte,  von  jenem  festen  Punkte,  de  m  Mi ttelpunkte 
der  Ebenen,  gleich  weit  entlernt;  wendet  man  dagegen 
die  eine  Ebene  um  irgend  eine  Gerade  oh  n  e  Verschie- 
bung herum,  so  liegen  beide  Ebenen  zu  einander  sym- 
metrisch, d.  h.  je  zwei  entsprechende  Gerade  schnei- 
den sich  auf  jener  Geraden,  der  Symmetrallinie,  nnd 
bilden  mit  inr  gle iche  Wi  n kel,  u nd  j e  zwei  entspre- 
chende Punkte  sind  gl  eich  weit  von  der  Symmetrallinie 
entfernt,  und  ihre  Verbindungslinie  steht  auf  dersel- 
ben senkrecht.  Verschiebt  manendlich  die  eineEbene 
dergestalt,  dass  irgend  eine  Gerade  in  ihrem  Orte 
verharrt,  so  sind  je  zwei  entsprechende  Punkte  nnd 
je  zwei  en  tsprechende  Gerade  gleich  weit  von  einander 
entfernt. 

§.  30. 

Wenn  in  zwei  aufeinander  gelegten  collinearen  Ebenen  irgend 
zwei  Punkte  einander  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  so  müssen 
in  der  sie  verbindenden  Geraden  zwei  entsprechende  sich  vereini- 
gen, also  eine  Situationslinie  bilden,  und  nach  dem  4ten  Tbl.  des 
Archivs  S.  258.  b.  müssen  je  zwei  entsprechende  Punkte  dieser 
Geraden  sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  d.  b.  die  Geraden 
selbst  sind  involutorisch  ;  folglich  fallen  die  Durchschnitte  ihrer 
Parallelstrahlen ,  d.  h.  die  den  unendlich  entlernten  Punkten  ent- 
sprechenden Punkte,  zusammen;  jene  Situationslinie   geht  also 
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durch  den  Durchschnitt  der  beiden  Achsen.  Man  sieht  sogleich, 
dass  diess  nicht  im  Allgemeinen  stattfinden  kann ,  indem  man  ja 
zwei  entsprechende  Gerade  so  auf  einander  legen  kann ,  dass  die 
den  unendlich  entfernten  Punkten  derselben  entsprechenden  Punkte 
nicht  zusammenfallen.  Legt  man  sie  aber  wirklich  auf  diese 
Weise,  so  müssen  auch  die  beiden  Strahlbüscbel ,  deren  gemein- 
schaftlicher Mittelpunkt  der  zugeordnete  Situationspunkt  ist,  in- 
vftlotorisch  sein ,  sonst  aber  im  Allgemeinen  keine  anderen  Gera- 
den und  keine  anderen  Strahlbüschel.  Eine  Ausnahme  bildet  ganz 
allein  der  in  §.  24.  unter  Nro.  14.  6  bezeichnete  Fall.  Sind  näm- 
lich die  Abstände  der  Mittelpunkte  $,  sJ  der  projektivisch-gleichen 
Strahlbüschel  von  den  Achsen  einander  gleich ,  so  kann  man  die 
Ebenen  so  auf  einander  legen,  dass  zu  gleicher  Zeit  die  Achsen 
Q,  f\  (Taf.  I.  Fig.  3.)  und  die  Punkte  «,  s1  und  <?,  c,  einander  decken, 
und  dann  werden  einerseits  die  Strahlbüschel  ö,  cy  und  je  zwei 
ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare,  sowie  auch  die  Geraden  T,  Tx 
mit  ihren  entsprechenden  Punktenpaaren  einander  decken;  ande- 
rerseits aber  die  Strahlbüschel  s,  slf  sowie  die  Geraden  S,  Slf 
eine  Involution  bilden.  Ist  nun  9  irgend  ein  Punkt  von(£,  so  liegt 
«ein  entsprechender  gt  auf  der  Geraden,  welche  9  mit  (tftfj)  ver- 
bindet; in  dieser  aber  vereinigen  sich  zwei  entsprechende,  und 
den  unendlich  entfernten  Punkten  beider  entsprechen  zwei  Punkte, 
welche  sich  auf  der  Achse  (QPJ  vereinigen;  also  sind  dieselben 
inroiutorisch ,  und  die  Punkte  g,  entsprechen  sich  in  doppeltem 
Sinne.  Oder  ist  y  irgend  eine  Gerade  von  <£,  so  schneidet  sie 
die  ihr  entsprechende  qx  in  einem  Punkte  von  ('/"/',  j ,  in  welchem 
sich  zwei  entsprechende  vereinigen;  da  nun  die  Punkte,  wo  diese 
Geraden  g,  yt  die  (SSX)  schneiden,  sich  in  doppeltem  Sinne  ent- 
sprechen, so  gilt  diess  auch  von  g,  gt;  und  demnach  gehören 
letztere  zu  zwei  involutorischen  Strahlbüscheln. 

Wären  die  Strecken  jtf,  r^tfj  nicht  einander  gleich,  und  man 
legte  £t  so  auf  einander ,  dass  die  Achsen  Q,  Px  sich  vereini- 
gen, so  könnten  dieselben  nicht  colünear  liegen,  und  höchstens 
mir  die  Punkte  der  Situationsliuien  sich  in  doppeltem  Sinne  ent- 
sprechen. Da  aber  in  diesem  Falle  der  eine  Situationspunkt  der 
unendlich  entfernte  von  (QP\)  sein  würde,  so  wären  zwei  Situa- 
tbnslinien  mit  (QPt)  parallel,  also  die  in  denselben  vereinigten 
Geraden  projektivisch -ahnlich ;  solche  aber  können  nach  dem  4ten 
TW.  des  Archivs  S.  261.  «  niemals  involutorisch  sein.  Dagegen 
würde  diess  von  den  in  der  dritten  Situationslinie  vereinigten  Ge- 
raden, aber  auch  nur  von  diesen  allein,  gelten,  weil  hier  die 
Durchschnitte  der  Paralleistrahlen  in  endlicher  Entfernung  sich 
vereinigen. 

o)  In  zwei  beliebig  auf  einander  gelegten  collinea- 
reo  Ebenen  gibt  es  im  Allgemeinen  Iceine  zwei  Punkte 
oad  keine  zwei  Gerade,  welche  sich  in  doppeltem 
Sinne  entsprechen,  b)  Legt  man  sie  aber  dergestalt 
aafeinander,  dass  zwei  entsprechende  Gerade  einan- 
der, und  zugleich  die  den  Achsen  an  gehörigen  Punkte 
sich  decken,  oder  so,  dass  in  zwei  entsprechenden 
rechten  Winkeln  die  ungleichnamigen  Schenkel  auf 
einander  fallen,  so  sind  jene  zwei  Gerade  und  die  im 
sageordneten  Situationspunkte   vereinigten  Strahl- 
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büschel,  und  andererseits  die  mit  diesen  Winkeln 
concentrischen  Strah ibüscbel  und  die  mit  der  söge 
ordneten  Situationslinie  vereinigten  Geraden  inrolo- 
torisch,  d.  h.  je  zwei  entsprechende  Elemen  te  dersel- 
ben entsprechen  sieb  i n  a o  ppeltem  8 i  nne,  im  Allge- 
meinen aber  auch  nur  diese  allein,  c)  Fallen  die 
Achsen  beider  Ebenen  auf  einander,  so  entspricht 
jede  denselben  parallele  Gerade  einer  anderen  in 
do  ppel  tem  Si  nne,  und  das  nämliche  eilt  von  den  Punk- 
ten derjenigen  Situationslinie,  welche  nicht  mit  den 
Achsen  parallel  ist,  sonst  aber  im  Allgemeinen  von 
keinem  anderen  Elemente,  d)  Sind  in  beiden  Ebenen 
die  Mittelpunkte  der  proje  kti  visch  -  gl  eich  en  Strahl- 
büschel gleich  weit  von  einander  entlernt  (sc  ■=.slCl), 
und  liegen  die  Ebenen  collinear,  so  entspricht  jeder 
Punkt  einem  anderen,  und  jede  Gerade  einer  anderen 
i  n  doppeltem  Sinne. 


B. 

» 

Auf  einander  gelegte  reeiproke  Ebenen. 

§.  31. 

I 

Denkt  man  sich  irgend  zwei  reeiprok- verwandte  Ebenen 
beliebig  auf  einander  gelegt,  und  ist  A  irgend  eine  Gerade  von  € 
und  Bl  der  ihr  entsprechende  Punkt  von  <£i,  ferner  o,  b,  c,  b... 
die  Punkte  von  A,  und  a, ,  6,,  cl9  dx..*  die  denselben  entspre- 
chenden Strahlen  von  Blf  so  ist 

A  (o,  b,  c,  b...)  =  Bi  (di,  blt  cl9  d1...). 

Sind  nun  al9  bl9  il9  bt . . .  diejenigen  Punkte  von  A ,  in  welchen 
dieselbe  von  al9  bl9  cl9  dx...  geschnitten  wird,  so  ist  auch 

A  (a,  b,  c,  b . . .)  =  Ax  (oj,  bi,  Cj,  bx . . .). 

Oder  sind  a,  b,  c,  d...  diejenigen  Strahlen  des  Punktes  Bv 
welche  nach  den  Punkten  o,  b,  c,  b . . .  gehen ,  so  ist 

&i  (ai>       Ci,  di*..)  —  B  (a,  6,  c,  €?...). 

Nach  §.  20.  2,  müssen  auch  die  den  Punkten  al9  bl9  c,,  bj...  ent- 
sprechenden Geraden  durch  die  den  Strahlen  al9  bi,  cl9  o\...  ent- 
sprechenden Punkte  a,  b,  C,  b...  gehen,  und  die  den  Strahlen 

a,  6,  c9  d...  estsprechenden  Punkte  auf  den  den  Punkten  fl,  b,  c. 

b.  ..  entsprechenden  Strahlen  aXf  blf  cl9  dx..  liegen. 

Je  zwei  Punkte  einerGeraden,  vondenenein  jeder 
auf  der  dem  anderen  entsprechenden  Geraden  liegt, 
insofern  immer  nur  der  eine  zu  der  anderen  und  der  andere  zo  a*er 
anderen  Ebene  gerechnet  wird,   sollen  zwei  zugeordnete 
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Punkte  jener  Geraden;  und  je  zwei  Strahlen  eines 
Punktes,  von  denen  ein  jeder  nach  dem  anderen  ent- 
sprechenden Punkte  geht,  wobei  ebenfalls  nicht  beide 
.Strahlen  zu  jeder  Ebene  gerechnet  werden,  sollen  zwei  zuge- 
ordnete Strahlen  jenes  Punktes  heissen. 

1.  In  zwei  auf  einander  gelegten  reciproken  Ebe- 
nen bilden  die  zugeordneten 


Ponktenpaare  einer  jeden 
Geraden  zwei  in  Ansehung 
derselben  projek  ti  vische 
Gerade. 


Strahlenpaare  eines  jeden 
Punktes  zwei  in  Ansehung 
derselben  proj ekti vische 
Strahl  büsch  el. 


Rechnet  man  einen  Punkt  zu  beiden  Ebenen  zugleich,  so  ent- 
sprechen demselben  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Gerade, 
und  dem  Durchschnitte  der  letzteren  auch  zwei  Gerade,  welche 
ihrerseits  den  ersteren  zum  Durchschnitte  haben;  und  ebenso  ent- 
sprechen einer  jeden  Geraden  zwei  Punkte,  und  der  Verbindungs- 
linie der  letzteren  zwei  andere  Punkte,  welche  auf  jener  ersteren 
liefen.  Zwei  Punkte,  von  denen  ein  jeder  der  Durchschnitt  der 
dem  anderen  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Geraden  ist, 
sollen  zwei  Wechsel pun kte ,  und  zwei  Gerade,  von  denen  eine 
jede  die  der  anderen  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Punkte 
enthält,  sollen  zwei  Wech sei strah len  he id er  Ebenen  heissen. 
Je  zwei  Wechselpunkte  und  Wechselstrahlen  sind  also  in  doppel- 
tem Sinne  zugeordnete  Punkte  und  Strahlen.  Denkt  man  sich  nun 
die  zugeordneten  Punktenpaare  einer  Geraden,  welche  irgend  zwei 
Wecbselpunkte  mit  einander  verbindet,  so  müssen  dieselben,  weil 
in  den  projektivischen  Geraden,  die  sie  bilden,  ein  einziges  Paar 
»ich  io  doppeltem  Sinne  entsprechen,  eine  Involution  von  Punkten 
bilden,  unu  desshalb  je  zwei  zugeordnete  Punkte  dieser  Geraden 
Wecbselpunkte  beider  Ebenen  sein  u.  s.  w. 

2.  Je  zwei  zugeordnete 
Punkte  einerGeraden  sind 
Wechselpunkte  beider 
Ebenen,  sobald  diess  von 
einem  einzigen  Paare  sol- 
cher Punkte  gilt;  und  dann 
bilden  sie  eine  Involution 
von  Punkten.  Ilution  von  Strahlen. 

Denkt  man  sich  zwei  Gerade  a,  b ,  deren  jede  zwei  Wechsel- 
punkte verbindet,  und  ist  p  ihr  Durchschnittspunkt,  ferner  P  die 
Gerade,  welche  dem  Punkte  p  entspricht,  insofern  derselbe  zu  <5t 
gerechnet  wird,  endlich  o,  b  die  Punkte,  wo  die  Geraden  a,  b  von 
P  geschnitten  werden,  so  sind  nach  dem  vorigen  Satze  sowohl  p 
und  a,  als  auch  p  und  b  Wechselpunkte,  d.  h.  rechnet  man  p 
zur  Ebene  €,  so  geht  die  entsprechende  Gerade  von  p  ebenfalls 
durch  die  Punkte  a  und  b.  Der  Punkt  p  ist  also  ein  solcher 
Punkt  beider  Ebenen,  welchem  ein  und  dieselbe  Gerade  P  ent- 
spricht, es  mag  derselbe  zu  der  einen  oder  zur  anderen  Ebene 
gerechnet  werden.  Ist  nun  c  irgend  eine  dritte  Gerade,  welche 
zwei  Wecbselpunkte  verbindet,  und  ist  c  ihr  Durchschnitt  mit  P, 
so  liegt  der  Wechselpunkt  von  c  auf  c ;  aber  die  Geraden,  welche 

Thcil  VIII.  3 


2.  Je  zwei  zugeordnete 
Strahlen  eines  Punktes 
sind  Wechselstrahlen  bei- 
der  Ebenen,  sobald  diess 
von  einem  einzigen  Paare 
s olcher  Strahlen  gilt;  und 
dann  bilden  sie  eine  lnvo- 
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dem  Punkte  c  in  dem  einen  und  dem  anderen  Sinne  entsprechen, 
gehen  beide  durch  w,  d.  h.  p  ist  der  Wechselpunkt  ?oo  c;  also 
geht  die  Gerade  c  durch  p.  Gäbe  es  nun  noch  einen  Punkt  von 
derselben  Eigenschaft  als  p,  so  wurden  die  Geraden  a,  6,  e... 
auch  durch  diesen  gehen,  was  unmöglich  ist. 

3.  In  zwei  aufeinander  gelegten  reciproken  Ebenen 


gehen  sä mmtlicheGeraden, 
w  o  v  o  n  j  e  d  e  zwei  W  e  ch  s  e  l- 
punkte  verbindet  ,  durch 
einen  und  denselben  Punkt, 
und   diesem  Punkte  ent- 


liegen  die  Durchschnittt  je 
zweier  Wech  s e I  strahlen 
auf  einer  und  derselben 
Geraden,  und  d ieser  Gera- 
den entsprechen  in  beiden 


sprechen  in  beiden  Ebenen    Ebenen  zwei  Punkte,  wel« 


zwei  Gerade,  welche  mit 
einander  zusammenfallen. 
Es  gibt  aber  nur  einen 
Punkt,  welcher  diese  bei- 
denEigenschaften  zugleich 
besitzt. 


che  sich  mit  einander  Ter* 
einigen.  Es  gibt  a ber  nur 
eine  Gerade,  welche  diese 
beiden  Eigenschaften  zu- 
gleich besitzt. 


Da  die  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte  M,  Ml  beider  Ebenen 
verbindet,  der  YVechselstrahl  der  unendlich  entfernten  Geraden  ist 
so  folgt  aus  dem  vorigen  Satze  rechts: 

4.  Diejenige  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte  bei- 
der Ebenen  mit  einander  verbindet,  lRuft  mit  derjeni- 
gen parallel,  deren  entsprechende  Punkte  sich  ver- 
einigen. 

Es  sei  A  irgend  eine  Gerade,  und  a,  b,  c,  b...  seien  ihre  Punkte: 
in  £  liegend  vorgestellt,  entspreche  ihr  der  Punkt  Blf  in  ^  öe> 
gend,  der  Punkt  B,  und  ebenso  den  Punkten  «,  b,  c,  b...  einer- 
seits die  Strahlen  ax ,  bx ,  clf  dx...  von  Blf  andererseits  die 
Strahlen  «,  6,  c,  er*...  von  B,  Dann  sind  die  Durchschnitte  von 
a9  ax ;  o,  bv ;  c,  cx ;  d,  dt...  die  Wechselpunkte  von  a,  b9  e,  Q~.t 
und  da 

B(a,  b,  c,  d...)  =  A(a9  b,  c,  b...)  —  BY  (o,,  blt  q.rf,...). 
so  ist  auch 

B  (a,  b,  c,  d,..)  =  Bx  (al9  blt  clf  dx...); 

d.  h.  diese  Durchschnitte  sammt  den  Punkten  /?,  Bx  liegen  auf 
einem  Kegelschnitte  5h  Und  da  der  oben  mit  p  bezeichnete 
Punkt  der  Wechselpunkt  des  Durchschnittes  von  A  und  P  ist, 
oder  auch  ,  weil  die  Geraden  a ,  8 ,  v ,  6 . . . ,  welche  p  mit  o,  6, 
c,  6...  verbinden,  durch  die  Wecnselpunkte  der  letzteren  gehen, 
und 

B(a,  bf  c,  </...)  =  A  (rt,  &,  C,  b...)  ~  p  (a,  ß,  y,  d\..)t 

also 

#(a,  fl,  c,  <**...)  /?,  y,  *3...) 
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ist,  *o  Hegt  auch  p  aut  Ä.  In  den  Strahlhüscheln  p ,  2?  ent- 
spricht demjenigen  Strahle  von  p ,  welcher  nach  dem  Durchschnitte 
von  A  und  P  geht,  der  beiden  gemeinschaftliche  Strahl  Bp;  also 
berührt  ersterer  den  &  im  Punkte  j>. 

Durch  ein  analoges  Räsonnement  gelangt  man  zur  rechten 
Seite  des  folgenden  Doppelsatzes,  worin  wir  der  Kürze  wegen  den 
Punkt  p  deu  Pol  und'  die  Gerade  P  die  Polare  der  beiden 
Ebenen  nennen  wollen: 

5.  In  zwei  aufeinander  gelegten  reciproken  Ebenen 


liegen  die  sämmtlichen 
Punkte,  deren.  Wechsel- 
punkte einer  und  dersel- 
ben Geraden  angehören, 
auf  demUm  fange  eines  Ke- 
gelschnitts, weicherauch 
diebetden,  dieserGerad en 
entsprechenden  Punkte 
enthält  und  im  Pole  der 
beidep  Ebenen  diejenige 
Gerade  berührt,  welche 
nach  dem  Durchschnitte 
jener  Geraden  und  der  Po- 
lare der  beidenEbenen  ge- 
richtet ist. 


umhüllen  die  sämmtlichen 
Geraden,  deren  Wechsel- 
strahlen einem  und  dem- 
selben Punkte  angeboren, 
einen  Kegelschnitt,  wel- 
cher auch  die  be  i den ,  die- 
sem Punkte  entsprechen- 
den Geraden,  und  ausser- 
dem diePolare  derbeiden 
Ebenen     in  demjenigen 
Punkte  berührt,  welcher 
mit  jenem  ersteren  Punkte 
und  dem  Pole  der  beiden 
Ebenen  in  gerader  Linie 
liegt. 


Der  Kegelschnitt,  welcher  die  Wechselpunkte  der  Punkte 
einer  Geraden  enthält,  soll  der  Wechselpunkt- Kegelschnitt 
dieser  Geraden,  und  derjenige,  welcher  von  den  WTechsel- 
strahlen  der  Strahlen  eines  Punktes  umhüllt  wird,  soll  der  Wech- 
selstrahlen -  Kegelschnitt  dieses  Punktes  — in  Bezug 
auf  die  reciproken  Ebenen  (£,  ^  —  genannt  werden. 

Die  Anwendung,  welche  wir  von  dem  vorigen  Satze  machen 
werden ,  erfordert  noch  folgende  anderweitige  Betrachtuns.  Es  sei 
K  irgend  ein  Kegelschnitt,  v  ein  beliebiger  Punkt  und  P  die  har- 
monische Polare  von  p  in  Bezug  auf  K;  ferner  seien  et,  ß,  y,  ö... 
die  Strahlen  von  p,  welche  K  in  den  Punktenpaaren  a0,  or0;  b0,  ß0', 
fo>  Yo'>  *o>  ä0...  und  eine  beliebige  Gerade  A  in  n,  b,  c,  b... 
schneiden;  endlich  seien  alt  bx ,  Cg,  dg...  die  harmonischen  Po- 
laren der  Punkte  a,  b,  c,  b...,  welche  die  Strahlen  et,  ß,  y,  d... 
resp.  in  den  Punkten  a,,  bg,  Cl9  bg...  schneiden,  und  a,  o,  c,  d... 
die  Geraden,  welche  a,  b,  c,  b...  mit  dem  harmonischen  Pole  B 
von  A  verbinden.  Diess  vorausgesetzt,  so  sind  je  zwei  Punkte 
a,  nt ;  b,  bi ;  c,  c.  ;  c,  . . .  resp.  mit  Oq,  Oq  ;  b0,  ß0  ;  c0,  y0 ;  b0,S0... 
harmonisch,  und  die  Ntrahlenpaare  a,  ftg ;  b,  bg ;  c,  cx ;  d,  dg..., 
als  zugeordnete  harmonische  Polaren  des  Punktes  B  für  K,  bilden 
eine  Involution  ;  also  hat  man 

p  (a,  ß,  y,  6 . . .)  =  A  (n,  b,  c,  b . . .)  =  B  (a,  6,  c,  d . . .) 
=  BL  (al ,  bi ,  Cg ,  dg  . . .) , 

und  folglich 

p  (et,  ß,  y,  ö .. .)  =  Bg  (<?! ,  bg ,  Ci,  dg . . .) , 

3* 
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d.  b.  die  Punkte  a,  b,  c,  nebst  p  und  B  liegen  auf  einen 
Kegelschnitte  5t, .  Da  die  Gerade,  welche  die  Punkte  B  und  p 
verbindet,  die  harmonischen  Pole  von  A  und  P  enthält,  also  die 
harniooische  Polare  des  Durchschnittspunktes  von  A  und  P  \sX, 
so  na US8  derselben  im  Strahlbüschel  p  der  nach  diesem  letzteren 
Punkte  gehende  Strahl  entsprechen,  dieser  Strahl  also  den  Kegel- 
schnitt .K,  in  p  berühren.  Nach  gehöriger  Berücksichtigung  der 
anderen  Seite  erhalt  man  also  folgenden  Doppelsatz : 

6. 


i 


6.  Ist  irgend  ein  Kegel* 
schnitt  und  in  der  Ebtae 
desselben  irgend  eineGe 
ra de  und  irgend  ein  Strahl- 
büsch ei  gegeben,  und  be- 
stimmt man  tu  rjedenPonkt 
dieser  Geraden  denjenigen 
Strahl  desselben,  welcher 
mit  den  beiden  an  den  Ke- 
geschnitt gehenden  Tan- 
genten und  mit  dem  jenen 
Strahl  hüschel    an  gehöri- 
gen   Strahle  harnionisch 
und  zwar  dem  letzterenzu- 
geordnet  ist,  oder,  um  um- 
fassender zu  reden,  welcher 
die  diesem  letzterenStrab- 
le   zugeordnete  harmoni- 
sche Polare  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  ist,  so 
umhüllen  alle  diese  Strah- 
len  einen    neuen  Kegel- 
schnitt, welcher  auch  die 
harmonische   Polare  des 
Mittelpunktes  des  gegebe- 
nen StrahlbüscheTs  ,  und 
die   gegebene  Gerade  in 
demjenigen     Punkte  be- 
rührt, der  mit  diesem  Mit- 
telpunkte und  dem  barnio- 
nischen Pole  der  gegebe- 
nen Geraden    in  gerader 
Linie  liegt. 

Ein  besonderer  Fall  der  linken  Seite  dieses  Satzes  ist,  wenn 
die  gegebene  Gerade  unendlich  entfernt  ist,  oder  der  zu  bestim- 
mende Punkt  in  der  Mitte  der  jedesmaligen  Sebne  liegen  soll. 

7.  In  zwei  auf  einander  gelegten  reeiproken  Ebenen 


Ist  irgend  ein  Kegel- 
schnitt und  ist  in  der  Ebe- 
ne desselben   irgend  ein 
Punkt  und  irgend  eineGe- 
rade   gegeben,   und  be- 
stimmt  man   auf  jedem 
Strahle    dieses  Punktes 
denjenigen    Punkt,  wel- 
cher zu  den  beiden  Durch- 
schnitten des  Kegelschnit- 
tes und  dem  Durchschnitte 
ener  Geraden  der  vierte 
larmonische,  dem  letzte- 
ren   zugeordnete  Punkt, 
oder,  um  umfassender  zu  re- 
den, w  e  1  ch  e  r  d  e  r  d  e  m  D  u  r  ch- 
schnite  jener  Geraden  zu- 
geordnete harmonische  Pol 
in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt ist,  so  gehören  alle 
diesePunkte  einem  neuen 
Kegelsch  nitte  an,  welcher 
auch    den  harmonischen 
Pol  der  gegebenen  Gera- 
den enthält,  und  in  dem 
gegebenen  Punkte  dieje- 
nige Gerade  berührt,  aie 
nach    dem  Durchschnitte 
der  gegebenen  Geraden 
und  der  harmonischen  Po- 
lare des  gegebenen  Punk- 
tes ge  ri  cn  tef  ist. 


auf  einer  beliebig  gegebe- 
nen Geraden  einen  Punkt 
zu  finden,  dessen  entspre- 
chende G eraden  durch  die- 
sen Punkt  selber  gehen. 


in  einem  beliebig  gegebe- 
nen Strahlbüschel  einen 
Strahl  zu  finden,  dessen 
entsprechende  Punkte  aal 
diesem  Strahle  selber  lie- 
gen. 
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Anflösung.  Zu  drei  beliebi- 
gen Punkten  n ,  b ,  c  der  gege- 
benen Geraden  A  suche  man  die 
entsprechenden  Geraden  «, ,  6lt 
clt  welche  A  in  den  Punkten 
^1»  ei  schneiden;  denke  sich 
zwei  projektivische  Gerade  A, 
Alf  wovon  n,  b,  c  und  n,,  b,,  c, 
drei  Paar  entsprechende  Punkte 
find,  und  suche  diejenigen  zwei 
Punkte  («,),  (ff,)  von  A,  Al9 
in  deren  jedem  sich  zwei  ent- 
sprechende vereinigen,  so  hat 
Jeder  von  beiden  die  verlangte 
Eigenschaft.  5 

Beweis  (links).    Denn  sind 
den  von  c,  f,  und  schneiden  sie 
man  nach  §.  21.  y.: 


Auflösung.  Zu  drei  beliebi- 
gen Strahlen  a,  6,  c  des  gege- 
benen Strahlbiischels  B  suche 
man  die  entsprechenden  Punkte 
ni  j  Di  9  ci  Ufl(l  verbinde  sie  mit 
B  durch  <*,,  bl9  cx ;  denke  sich 
zwei  projektivischeStrahlbuschel 
Bt  Bx ,  wovon  a9  6,  c  und 

,  c,  drei  Paar  entsprechende 
Strahlen  sind,  und  suche  dieje- 
nigen zwei  Strahlen  (ee*),  {ffi) 
von  B,  Bt ,  in  deren  jedem  sich 
zwei  entsprechende  vereinigen; 
so  hat  jeder  von  beiden  die  ver- 
langte Eigenschaft. 

ei  >  fi  die  entsprechenden  Gera- 
die  A  {A{)  in  f , ,  g>, ,  so  hat 


6,  Cf,  f...)  =  2?,  (a„  6„  c„  <?„ /;...)  ==  i*&  (•!,!>!,  c„  f!,<p,.  .); 

abo 

^  (flf  0,  c,  e,  (...)  =  ^,  (a,,  b,,  c,,  f,,  a?,...). 
Aber  nach  der  Konstruktion  ist 

A  (a,  b,  c,  e,  f...)  =  ^1,  (Oj,  b„  c„  Cj,  ft...)# 


also  auch 


^  («ii  &t,  Clf  f,,  9>i .) 


=  ^t  («i»  &t>  q,  f,,  f,.. .), 


da  zwei  projektivische  Gebilde  durch  drei  Paar  entsprechende 
bestimmt  sind ,  so  fallen  c,  und  f, ,  g>t  und  f,  zusammen. 


Äiud  die  Punktenreihen  a,  b,  C  und  a,,  b,,  c,  ungleichliegend, 
so  viht  es  bekanntlich  allemal  zwei  Punkte  (cc,),  (ff,);  sind 
sie  dagegen  gleichliegend,  so  gibt  es  entweder  zwei,  oder  nur 
einen,  oder  auch  keinen  solchen  Punkt.  Ist  aber  in  der  Ebene 
(€€,)  ein  einziger  solcher  Punkt  (re,)  vorhanden,  so  gibt  es  auf 
jedem  Strahle  desselben  im  Allgemeinen  nothwendig  einen  zweiten 
Oft)*  aDd  somit  unzählig  viele  in  der  Ebene.  ' 


Ist 


in  zwei  aufeinander  gelegten  reeiproken 
ein  einziger  Punkt  vorhanden,  dessen  ent- 


8 

Ebenen 

•  preche nde  Geraden  durch  ihn  selber  gehen,  odereine 
einzige  Gerade,  deren  entsprecht  ende  Punkte  auf  ihr 
selber  liegen,  so  gibt  es  im  Allgemeinen  unzählig  viele 
solche  Punkte  und  Gerade. 

Aal  drei  beliebigen  Strahlen  a,  ß,  y  des  Punktes  p  seien 
c>;  *o>  ft>;  co>  fr  drei  solche  Punktenpaare,  deren  entspre- 
le  Geraden  durch  die  betreffenden  Punkte  selber  gehen ;  so 
sind  jedes  Paar  die  Hauptpunkte  derjenigen  Involution,  welche 
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von  den  Wechselpunkten  der  betreffenden  Geraden  gebildet  wird, 
also  mit  je  zwei  Wechselpunkten,  z.  B.  mit  p  und  dem  der. Geraden 
P  angehörigen  Punkte  harmonisch.  Denkt  man  sich  also  durch 
die  fünf  Punkte  o0,  a0,  b0,  Ö0,  r0  einen  Kegelschnitt  K  gelegt,  so 
ist  P,  die  Polare  der  beiden  Ebenen,  zugleich  die  harmonische 
Polare  des  Poles  p  der  beiden  Ebenen  in  Bezug  auf  Ä",  und  folg- 
lich liegt  auch  der  Punkt  r0  auf  K.  Denkt  jnan  sich  ferner  eine 
beliebige  Gerade  A  und  einerseits  den  Wechselpunkt-Kegelschnitt 
von  A,  welcher  die  Strahlen  a,  ß,  y,  d...  von  p  in  den  Punkten 
fli»  frj»  fi»  schneidet,  andererseits  auf  jedem  dieser  Strahlen 

denjenigen  Punkt  bestimmt,  welcher  zu  den  beiden  Durchschnitten 
Qof  «o>  l*o»  ßol  *o>  yo?  &o>  ^0...  des  Kegelschnittes  K  und  zu  dem 
Punkte  o,  b,  c,  o...  der  Geraden  A  der  vierte  harmonische,  dem 
letzteren  zugeordnete  Punkt  ist,  so  liegen  alle  diese  Punkte  nach' 
Lehrsatz  G.  auf  einem  Kegelschnitte  $.x ,  welcher  im  Punkte  p 
diejenige  Gerade  berührt,  die  nach  dem  Durchschnitte  von  A  und 
P  gerichtet  ist.  Nun  aber  sind  auch  n,  o,  und  o0,  Op;  b,  b%  und 
&o>  ft)>  f»  ci  und  c0,  y0  harmonisch;  also  haben  die  Kegelschnitte 
Ä  und  5?!  vier  Punkte  p,  a1,bl,  gemein;  zugleich  aber  auch 
die  Tangente  in  p  (5.).  also  fallen  sie  zusammen/  Denkt  man  sich 
also  auf  einem  beliebigen  vierten  Strahle  6  von  p  zwei  Punkte, 
deren  entsprechende  Geraden  durch  sie  selber  gehen,  so  sind 
.nicht  nur  diese,  sondern  auch  die  Punkte  b0,  Ö0  des  Kegelschnittes 
K  sowohl  mit  b,  bj  als  auch  mit  p  und  dem  der  P  angehörigen 
Punkte  harmonisch ;  jene  beide  ersteren  fallen  also  mit  b0,  o\>  zu- 
sammen.  Wiederholt  man  endlich  dieses  ganze  Räsonnement  aut 
der  Seite  rechts,  so  erhält  man  zunächst  folgenden  Doppelsatz: 

9.  In  zwei  auf  einander  gelegten  reciproken  Ebenen 


liegen  sammtliche  Punkte, 
deren  entsprechende  Ge- 
raden durch  sie  selber  ge- 
hen, au  f  dem  Um  fange  ei  n  es 
einzigen  Kegelschnittes, 
für  welchen  der  Pol  der 
beiden  Ebenen  der  harmo- 
nische Pol  der  Polare  der 
beiden  Ebenen  ist,  und  je 
zwei  Wechselpunkte  der 
beiden  Ebenen  zwei  zuge- 
ordnete harmonische  Pole 
sind. 


umhüllen  sammtliche  Ge- 
rade, deren  entsprechen- 
de Punkte  auf  ihnen  sel- 
ber liegen,  einen  einzigen 
Kegelschnitt,  für  welchen 
die  Polare  der  beiden  Ebe- 
nen zugleich  dieharmoni- 
sehe  P  olare  des  Pols  der 
beiden  Ebenen  ist,  und  je 
zwei  Wechselstrahlen  der 
beiden  Ebenen  zwei  zuge- 
ordnete harmonische  Po- 
laren sind. 


Jeder  Mittelpunkt  der  beiden  Ebenen  hat  offenbar  einen  un- 
endlich entfernten  Punkt  zum  Wechselpuukte,  nämlich  denjenigen 
der  Geraden,  welche  ihn  mit  dem  Punkte  p  verbindet;  also  läutt 
die  harmonische  Polare  des  einen,  M9  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt K  (links)  mit  der  Geraden  pM ,  und  die  des  anderen,  X- 
mit  der  Geraden  Mxp  parallel;  da  nun  pM  und  pMt  selber  mit 
einander  nicht  parallel  sind,  so  kann  die  Gerade  MMX,  welche 
man  die  Mittellinie  der  beiden  Ebenen  nennen  kann,  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K  (links)  gehen.  Da- 
gegen geht  dieselbe  nothwendig  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes K  (rechts) ,  indem  ihr  WTechselstrahl  die  unendlich  ent- 
fernte Gerade  ist,  folglich  auch   der  harmonische  Pol 
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letzteren  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  der  erstereu  ange- 
huren  muss. 

10.  Die  Mittellinie  der  beiden  Ebenen  geht  durch 
deo  Mittelpunkt  desjenigen  Kegelschnittes,  dessen 
Tangenten  durch  die  ihnen  selbst  entsprechenden 
Packte  gehen,  und  nur  dann  auch  durch  den  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes,  der  diese  Punkte  enthält, 
wenn  der  Pol  der  beiden  Ebenen  unendlich  entfernt 
ist,  oder  die  Mittellinie  mit  der  Polare  der  beiden 
Ebenen  zusammenfällt. 

In  Taf.  II.  Fig.  12.  sei  St  derjenige  Kegelschnitt,  dessen 
Punkte  auf  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen ,  und  A  derjenige, 
welcher  von  diesen  letzteren  umhüllt  wird;  so  wird,  wenn  irgend 
zwei  Tangenten  von  K  mit  a ,  b  oder  c* ,  tlx  bezeichnet  werden, 
jeoftchdem  sie  in  €  oder  in  £j  liegen  sollen,  und  nun  den  a  und 
b  die  Punkte  o,  und  bi  von  &  und  Cj  entsprechen,  der  der  c,  ent- 
sprechende Punkt  c  auf  a ,  und  der  der  dx  entsprechende  Punkt 
^  auf  b  liegen ,  und  also  der  andere  Durchschnitt  dieser  Tangente 
mit  §t  sein  müssen.  Dem  Durchschnitte  6  von  a  und  b  entspricht 
also  die  Gerade  o ,  b , ,  und  dem  Durchschnitte  tj  von  C\  und  r/j  ent- 
spricht die  Gerade  co;  folglich  ist  der  Durchschnitt  (e^t)  von 
imd  rb  der  Wechselpunkt  von  (et,),  und  beide  liegen  mit  dem  Pole 
p  beider  Ebenen  in  gerader  Linie.  Man  denke  sich  at  mit  b,  b, 
mit  c  durch  zwei  Gerade  verbunden,  welche  sich  im  Punkte  q 
schneiden,  und  von  diesem  Punkte  und  dem  Punkte  /;  nach  (ßtj) 
die  Geraden  h  gezogen:  so  ist  h  die  harmonische  Polare  des 
Punktes  q  in  Bezug  auf  &,  folglich,  da  h  durch  den  Punkt  p 
seht ,  liegt  q  auf  der  Polare  P  beider  Ebenen ,  welche  die  harmo- 
nische Polare  von  p  für  &  ist.  —  Die  Geraden  t/t  h  sind  mit  den 
Tangenten  o,  b  harmonisch,  also  zwei  zugeordnete  harmonische 
Polaren  in  Bezug  auf  K,  d.  h.  der  harmonische  Pol  von  h  für  K 
liegt  auf  derselbe  liegt  aber  auch  auf  P,  welche  auch  für  A 
die  harmonische  Polare  von  p  ist;  demnach  ist  q  der  harmonische 
Pol  von  //  nicht  nur  in  Bezug  auf  &,  sondern  auch  auf  K;  und  es 
sibt  somit  auf  der  Linie  P  unzählige  Punktenpaare  q,  v,  welche 
in  Bezug  auf  SC  und  K  zugleich  zugeordnete  harmonische  Pole 
bind.  Die  Polare  der  beiden  Ebenen  ist  also  eine  reelle  oder  ideale 
gemeinschaftliche  Sekante  von  &  und  A \  und  ebenso  zeigt  man, 
dass  der  Pol  der  beiden  Ebenen  ein  reeller  oder  idealer  gemein- 
schaftlicher Tangentendurchschnitt  derselben  ist.  Haben  aber 
irgend  ein  System  von  Kegelschnitten  eine  reelle  oder 
ideale  Se  kante  P  gern ein^  wel  che  zugleich  in  Bezu^ 
auf  alle  die  harmonische  Polare  eines  und  desselben 
Punktes  p  ist,  so  sage  ich,  diese  Kegelschnitte  haben 
läogs  der  Geraden  P  eiue  reelle  oder  ideale  doppelte 
Berührung. 

11.  In  zwei  aul  einander  gelegten  reeiproken  Ebe- 
nen gibt  es  im  Allgemeinen  zwei  sich  entsprechende 
Kegelschnitte,  welche  längs  der  Polare  heia  er  Ebenen 
als  Berüh ru ngs sehne,  und  unter  dem  Pole  beider  Ebe- 
nen, als  Berührung sr» ole,  eine  reelle  oder  ideale. dop- 
pelte Berührung  haben  ,  und  die  Ei  genthümUchkei  t 
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besitzen,  dass  einer  je  den  Tangente  eines  bestimmten 
von  beiden  die  Punkte,  in  weichen  sie  den  anderen 
schneidet,  und  jedem  Punkte  dieses  letzteren  dieTan- 
genten,  welche  Ton  ihm  an  den  ersteren  gehen,  auf 
bestimmte  und  unzweideutige  Weise  entsprechen. 
Dahingegen  entsprechen  den  Punkten  des  ersteren 
zwar  au  cli  die  Tangenten  des  anderen,  doch  liegen 
diese  Punkte  nicht  auf  diesen  Tangenten. 

Sind  irgend  zwei  Kegelschnitte  K,  St,  welche  sich  doppelt 
berühren,  gegeben;  sind  clf  dlt  /j  irgend  drei  Tangenten  eines 
beliebigen  von  beiden  —  vorausgesetzt,  dass  beide  einander 
aussen  Hessen  —  und  bezeichnet  man  zwei  derselben ,  z.  B.  C|,  dlf 
zugleich  auch  mit  a,  b;  den  Durchschnitt  von  a  und  6  mit  6;  den 
von  ct  und  rfx  mit  Xx ;  die  Punkte,  wo  a  und  b  den  anderen  Kegel- 
schnitt schneiden,  mit  ax ,  c  und  bx,  D;  die  Punkte,  wo  fi  ihn 
schneidet,  mit  f,  f^;  die  Geraden  co  und  n, ^  mit  t  und  slt  und 
hat  man  bei  dieser  Bezeichnung  darauf  gesehen ,  dass  nicht  cd  und 
Oi&i,  fö  und  fjbj,  sondern  cbt  und  «jö,  fbi  und  rtö  es  sind,  deren 
Durchschnitt  auf  der  Berührungssehne  P  liegt       so  kann  man 


sich  zwei  mit  der  Ebene  der  beiden  Kegelschnitte  zusammenge- 
fallene reeiproke  Ebenen  €,  <£i  denken  und  festsetzen,  dass  die 
Geraden  clt  dlf  flf  54  von  <?i  den  Punkten  c,  c,  f,  8  von  €  ent- 
sprechen sollen,  und  da  drei  dieser  Punkte  auf  ihren  entsprechen- 
den Geraden  liegen,  so  gibt  es  nach  8.  unzählige  solche  Punkte 
und  Geraden,  und  diese  bestimmen  nach  11.  zwei  sich  doppelt- 
berührende Kegelschnitte,  deren  einer  mit  K  die  Tangenten  ft, 
d\>  fi  >  der  andere  mit  St  die  Punkte  c,  D,  f  gemein  hat,  und 
da  dem  Punkte  ol ,  als  dem  Durchschnitte  von  c, ,  sl9  die  Verbin- 
dungslinie  der  Punkte  C  und  und  dem  Durchschnitte  bj  von 
di,  sL  die  Verbindungslinie  von  b  und  *  entsprechen  muss,  aU» 
auch  «!,  bx  auf  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen,  so  hat  der 
letztere  Kegelschnitt  fünf  Punkte  c,  b,  f,  n1,  b]  mit  &  gemein,  ist 
also  mit  demselben  identisch.  Er  geht  also  auch  durch  den  Punkt 
ti»  Endlich  müssen  in  dem  neuen  Paare  von  Kegelschnitten  so- 
wohl  als  in  dem  gegebenen  die  Durchschnitte  von  cb]  und 
fbj  und  fjb  auf  der  Berührungssehne  liegen;  also  fallt  die  Beriiii- 
rungssehne  des  einen  Paars  mit  der  des  anderen  zusammen ,  und 
da  es  immer  nur  einen  Kegelschnitt  gibt,  welcher  einen  gegebenen 
St  längs  einer  gegebenen  Geraden  P  doppelt  berührt  und  eine 
gegebene  Gerade  Cj  zur  Tangente  hat,  so  fällt  auch  K  mit  dem 
anderen  neuen  Kegelschnitte  zusammen. 

12.  Sind  i  n  einer  Ebene  irgend  z  wei  Kege  I  schnitte, 
welche  eine  reelle  oder  ideale  doppelte  Berührung 
haben,  gegeben,  so  kann  man  ä)  sich  allemal  zwei  Ebe- 
nen denken,  welche  mit  der  ersteren  zusammengefallen 
sind,  und  festsetzen,  diese  Ebenen  sollen  reeiprok, 
und  jene  Kegelschnitte  sollen  in  doppeltem  Sinne  ent- 
sprechende Kegelschnitte  sein,  d.  n.  die  Punkte  und 
Tangenten  des  einen  den  Tangenten  und  Punktendes 
anderen,  sowohl  wenn  der  erstere  i n  der  einen,  a I- 
wenn  er  in  der  anderen  Ebene  liegend  vorgestellt 
wird;  b)  und  zugleich  kann  man  festsetzen,  dass  all* 
Tangenten  eines   bestimmten   von  beiden  durch  die 
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ihnen  entsprechenden  Punkte  des  anderen  gehen,  nicht 
aber  zu  gleicher  Zeit,  dass  auch  die  Tangenten  in  die- 
sen letzteren  Punkten  durch  die  Berührungspunkte 
der  ersteren  gehen  sollen,    c)  Diese  Beziehung  der 
beiden  Ebenen  au  f  einander  ist  allemal  nur  auf  eine 
einzige  Weise  möglich,  es  sei  denn,  dass  die  Kegel- 
schnitte einander  gegenseitig  ausschliessen,  in  wel- 
chem Falle  allein  ein  jeder  von  den  Tangenten  des  an- 
deren gesch nitte n  w  i rd,  so  dass  man  einmal  die  Punkte 
des  einen  auf  den  entsprechenden  Tangenten  des  an- 
deren, und  ein  zweitesmal  die  Pu-nkte  des  zweiten 
auf  den  entsprechenden  Tangenten  des  ersten  liegen 
lassen  kann;  und  d)  man  erhält  diese  Beziehung,  in* 
dem  man  drei  Tangenten  (c„  c/j,  /*.)  des  einen  Kegel- 
schnittes, welche  den  anderen  in  drei  Punkten  paar  en 
(f,«i;  &,  bt ;  f,      schneiden,  beliebig  auswählt  und  einer 
jeden  einen  dieser  Punkte  (c,  t>,  f)  und  ausserdem  der 
Verbindungslinie  (a1b1)  von  zweien  der  drei  anderen 
Punkte  den  gegenseitigen  Durchschnitt  der  betref- 
fenden zwei  Tangenten  (c,,       entsprechen  lässt;  oder 
auch  indem  man  vier  Tangenten  des  einen  beliebig 
annimmt  und  eine  jede  einem  der'beiden  Punkte  ent- 
sprechen lässt,  in  welchen  sie  den  anderen  Kegel- 
schnitt schneidet;  doch  ist  in  beiden  Fällen  darauf  zu 
achten,  dass  die  Verbiq  dun  gslinie  je  zweier,  dersel 
ben  Ebene  zugewiesenen  Punkte,  z.  B.  C,  t>,  und  dieje- 
nige der  ihnen  zugesellten  Punkte  (Oi,  bj)  einander 
nicht  auf  der  Berührungssehne  schneiden. . 

Legt  man  die  Ebenen  €t  dergestalt  auf  einander,  dass  die 
Mittelpunkte  IM,  Mx  derselben  sich  decken,  so  wird  die  unendlich 
entfernte  Gerade  zur  Polare  ,  und  der  Punkt  {MMX)  oder  M  zum 
Pole  beider  Ebenen,  und  da  dieser  letztere  auch  jetzt  der  harmo- 
nische Pol  der  ersteren  für  jeden  der  Kegelschnitte  K,  &  sein 
oiuss,  so  ist  derselbe  zugleich  der  Mittelpunkt  dieser  Kegelschnitte. 
Ferner  ist  die  unendlich  entfernte  Gerade  eine  gemeinschaftliche 
Sekante  dieser  Kegelschnitte,  d.  h.  dem  unendlich  entfernten 
Punkte  einer  ieden  Geraden  ist  ein  und  derselbe  unendlich  ent- 
fernte Punkt  als  harmonischer  Pol  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte 
zugeordnet;  also  sind  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  des  einen 
zweien  des  anderen  parallel,  nnd  hieraus  folgt,  dass  AT,  X  ähn- 
liche und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  sind  (Vgl.  Thl.  5.  des 
Archivs.  S.  238.). 

13.  Werden  zwei  reciproke  Ebenen  dergestalt 
auf  einander  gelegt,  dass  ihre  Mittelpunkte  einander 
decken,  so  sind  die  beiden  entsprechenden  Kegel- 
schnitte, von  denen  die  Punkte  des  einen  auf  den  ent- 
sprechenden Tangenten  des  anderen  liegen,  ähnlich 
und  ähnlich  liegend. 

Jede  Gerade  einer  von  zwei  reciproken  Ebenen,  welche  durch 
deren  Mittelpunkt  geht ,  wird  ein  Durchmesser  derselben  ge- 
nannt, und  ein  Durchmesser  der  Ebene  $t  heisst  einem  Durch, 
messer  a  von  €  zugeordnet,  wenn  der  erstere  nach  dem  ent- 
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sprechenden  unendlich  entfernten  Punkte  des  letzteren  gerichtet 
ist.  Liegen  die  beiden  Ebenen  aufeinander  nnd  concentnsch ,  so 
sind  die  zugeordneten  Durchmesser  nichts  anders  als  die  zugeord- 


folglich  zwei  projektivische  Strahlbflschef  M ,  My  Denkt  man 
sich  nun  die  eine  Ebene  €j  um  den  Mittelpunkt  m  dergestalt  ge- 
dreht, dass  die  ungleichnamigen  Schenkel  $  und  tj9  5t  und  t  der 
entsprechenden  rechten  Winkel  dieser  Strahlbüschel,  welche  sie 
bekanntlich  immer  besitzen,  einander  decken,  d.  h.  legt  man  die 
Strahlbüschel  MtMi  involutorisch ,  so  ist  jedem  Durchmesser  (06,) 
eio  und  derselbe  Durchmesser  (ff] 6)  zugeordnet,  er  mag  nun  in  £ 
oder  in  €1  liegend  vorgestellt  werden.  Es  sei  a  irgend  ein  Punkt 
von  a;  so  ist  die  ihm  entsprechende  Gerade  av  mit  n,  parallel  und 
geht  durch  den  Wechselpunkt  von  a;  und  ist  1^  der  mit  a  zusam- 
menliegende Punkt  von  bt ,  so  ist  die  ihm  entsprechende  Gerade 
ß  mit  6  parallel  und  geht  durch  den  Wechselpunkt  von  bt.  Aber 
sowohl  nie  Geraden  aL  und  b  als  auch  die  Wechsel  punkte  von  0 
und  b|  sind  identisch;  also  fallen  die  beiden  dem  Punkte  (ab,) 
entsprechenden  Geraden  at  und  ß  zusammen.   Hieraus  folgt: 

14.  Zwei  reciproke  Ebenen  lassen  sich  allemal  so 
aufeinander  legen,  dass  ihre  zugeordneten  Durchmes- 
serpaare eine  Involution  von  Strahlen  bilden,  und 
dann  fallen  je  zwei  Gerade,  welche  einem  und  demsel- 
ben Punkte,  und  je  zwei  Punkte,  welche  einer  und  der- 
selben Geraden  beider  Ebenen  entsprechen,  mit  ein- 
ander zusammen. 

Auch  für  diese  Lage  der  beiden  Ebenen  nun  la'sst  sich,  wie 
oben,  zeigen,  dass  diejenigen  Punkte,  welche'auf  den  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  liegen,  einem  Kegelschnitte  &  angehören, 
und  dass  diese  Geraden  einen  Kegelschnitt  K  umhüllen.  T)ie  bei- 
den Tangenten  aber,  welche  von  irgend  einem  Punkte  des  &  an  JC 
gelegt  werden,  müssen  nach  dem  vorigen  Satze  zusammenfallen; 
also  liegt  dieser  Punkt  auf  dem  Umfange  des  K,  und  somit  lallen 
die  beiden  Kegelschnitte  Ä,  K  selbst  zusammen. 

Sind  in  Taf.  II.  Fig.  13.  K,  &  die  beiden  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Kegelschnitte,  welche  bei  einer  concentrischen,  sonst 
aber  beliebigen  Lage  der  Ebenen  £,  $t  die  vereinigten  entspre- 
chenden Elementenpaare  enthalten,  und  denkt  man  sich  die  eine 
Ebene  <£x  um  eine  der  den  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Achsen, 
z.  B.  um  A,  berumgewendet,  so  fallen  die  Scheiteltangenten  «1 
und  nt  in  ihre  frühere  Stelle  ß  und  v  zurück,  ihre  Endpunkte  bj 
und  nt  aber  fallen  in  die  Punkte  a  und  m;  ferner  fallen  die  beiden 
Tangentenpaare  ff  und  ff,,  x  und  xl9  welche  von  den  Scheiteln  des 


jedem  der  vereinigten  Punkte  (nbj),  (mtij),  (tti)  zwei  ver- 

einigte und  durch  ihn  selbst  gehende  Gerade  entsprechen.  Zu- 
gleich sieht  man,  dass  die  zwei  Paar  zugeordneten  Durchmesser 
a,  at  und  b9  bx  mit  den  ungleichnamigen  Schenkeln  auf  einander 
fallen  u.  s.  w.  Der  neue  Kegelschnitt ,  welcher  also  jetzt  an  die 
Stelle  der  beiden  vorigen  K9  $  tritt,  geht  folglich  durch  die  Punkte 
n,  m,  4,  t  und  wird  in  denselben  von  den  Geraden  at  .  n, ,  ff,  t 
berülirt 


neten 


zusammen ,  so  dass  also  nun 
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Hütte  man  den  Ebenen  €,  £t  gleich  anfangs  durch  Drehung 
der  einen  eine  andere  Lage  zu  einander  gegeben ,  und  sodann  die 
eine  um  die  neue  Achse  A  herumgewendet,  so  würde  man  gleich- 
wohl wieder  dieselbe  Lage  der  Ebene  (£,  ^t  wie  vorhin  erhalten 
baben ,  weil  heidemale  die  ungleichnamigen  Schenkel  der  entspre- 
chewlen  rechten  Winkel  in  aen  Strahlbüscheln  der  zugeordneten 
Durchmesser  zusammenfallen  müssen ,  und  es  nur  zwei  solche 
rechte  Winkel  geben  kann;  es  sei  denn,  dass  man  die  andere 
Achse  B  statt  A  zur  Umwendungsachse  nähme. 

Diess  ergibt  sich  mit  mehr  Klarheit  und  Einfachheit,  wenn  wir  die 
Sache  unabhängig  von  den  Kegelschnitten  K,St  betrachten.  Es  seien 
die  Ebenen  beliebig  concentrisch  gelegt;  dieWTinkel  st  (Taf.  IL 

r  i^.  14.)  und  sif1  seien  die  von  zwei  Paar  zugeordneten  Durchmessern 
4.  <i  und  /,  /j  gebildeten  rechten  Winkel;  so  kann  man  die, Ebenen 
zweimal  durch  Drehung  und  wiederum  zweimal  durch  Umwetidung 
so  legen,  dass  die  Durchmesser  *  und  tl9  t  und  sl  auf  einander 
fallen;  durch  Drehung  nämlich,  indem  man  die  Ebene  <Ti  entweder 
um  den  spitzen  Winkel  stx  rechts  herum,  oder  um  das  Supplement 
dieses  Winkels  links  herum  dreht;  und  durch  Umwetidung,  indem 
man  die  Ebene  £t  entweder  um  die  Gerade  A,  welche  den  spitzen 
Winkel  stt  halft  et,  oder  um  die  auf  A  senkrechte  Gerade  ß  wen- 
det. In  einer  jeden  von  diesen  vier  Lagen  erhalten  auch  je  zwei 
entsprechende  Elemente  beider  Ebenen  eine  verschiedene  Lage  zu 
einander ;  ausserdem  aber  gibt  es  keine  fünfte. 

Liegen  die  zugeordneten  Durchmesser  bereits  invoiutorisch,  so 
kann  man  sich  zur  Umwetidung  der  Ebenen  statt  der  Geraden  A, 
B  der  Durchmesser  *,  t  selber  bedienen.  »Sind  nun  a,  at  irgend 
zwei  Wechselpunkte  von  * ,  und  dreht  man  die  Ebene  &  um  180«, 
so  bilden  auch  jetzt  die  Punkte  fl,  Oj  in  ihrer  neuen  Lage  zwei 
Wechselpunkte,  dieselben  sch Hessen  aber  den  Mittelpunkt  M  der 
von  den  Wechselpunkten  gebildeten  Involution  eiu  oder  aus,  je- 
nachdem  sie  ihn  vorher  aus-  oder  einschlössen;  und  zwar  gilt 
diess  zugleich  dann  auch  von  je  zwei  Wechselpunkten  des  Durch- 
messers t.  Wendet  man  dagegen  die  eine  Ebene  um  den  Durch- 
messer t  herum,  so  tritt  nur  auf  s  jener  Unterschied  der  Lage 
ein.  Nun  aber  sind  die  Hauptpunkte  der  genannten  Involution 
allemal  zwei  Punkte  des  in  lieue  stehenden  Kegelschnitts,  und 
sie  existiren  oder  nicht,  jenachdem  der  Mittelpunkt  der  Invo- 
lution ausserhalb  oder  zwischen  je  zwei  zugeordneten  Punkten 
liegt;  ferner  ist  es  klar,  dass  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser 
der  beiden  Ebenen  jetzt  zugleich  zugeordnete  Durchmesser  des 
Kegelschnittes  sind ,  und  solche  zwei  Durchmesser  schneiden  den- 
selben entweder  alle  beide ,  oder  uur  der  eine  von  beiden ;  also 
kann  man  mit  vollkommener  Sicherheit  schliessen: 

15.  Werden  zwei  reciproke  Ebenen  dergestalt  auf 
einander  gelegt,  dass  ihre  zugeordneten  Durchmesser* 

Eaare  eine  Involution  von  Strahlen  bilden,  a)  so  ge- 
ören  die  sämmtlichen  Punkte,  welche  auf  ihren 
entsprechenden  Geraden  liegen,  dem  Umfange  eines 
Kegelschnittes  an,  welcher  diese  Geraden  in  jenen 
Punkten  berührt,  b)  Dreht  man  nun  die  eine  Ebene  um 
einen  Winkel  von  zwei  Rechten  um  ihren  gemeinsamen 
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Mittelpunkt»  so  erscheint  jener  Kgelschoitt  als  Hy- 
perbel, als  Ellipse,  oder  er  verschwindet  ganz,  je- 
nachdem  er  anfangs  eine  Hyperbel,  oder  nicht  vorban- 
den, oder  eine  Ellipse  war.  c)  Wendet  man  dagegen 
die  eine  Ebene  um  eine  Achse  jener  Involution  oder, 
was  einerlei  ist,  um  eine  Achse  jenes  Kegelschnittes 
herum,  so  erscheint  derselbe  von  Neuem  als  Hy  por bei, 
wenn  er  vorher  eineEIIipse  o der  n ichtv or haoo en  war; 
dagegen  erscheint  er  als  Ellipse  oder  verschwindet, 
Wenn  er  vorher  eine  Hyperbel  war,  j enachdem  dieUni- 
wendung  um  die  Haupt  - oder  um  die  Neben  ach  se  der- 
selben geschieht,  d)  Ueberhaupt  lassen  sich  die  bei- 
den Ebenen  allemal  auf  vier  verschiedene  Weisen  so 
auf  einander  legen,  dass  die  zugeordneten  Durchmes- 
serpaare eine  Involution  von  Strahlen  bilden,  und 
zwar  erscheint  jener  Kegelschnitt  allemal  in  zweien 
dieser  Lagen  als  Hyperbel,  in  einer  einzigen  als  E  • 
lipse,  und  in  der  letzten  verschwindet  er. 

Endlich  denke  man  sich  irgend  einen  Kegelschnitt  K,  drei 
beliebige  Punkte  desselben  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten 
gegeben  ;  zwei  dieser  letzteren  seien,  der  eine  (BBX),  der  andere 
(BB'J,  die  Tangente  in  jenem  (AAX),  die  in  diesem  (A'A'i),  der 
dritte  Punkt  (aax)  und  die  Tangente  in  demselben  (aax),  endlich 
der  Durchschnitt  von  (AAX)  uncl  (A'A\)  sei  mit  (86,)  und  die  Ver- 
bindungslinie von  (KBi)  und  {B'B\)  mit  bezeichnet  Jetzt 
denke  man  sich,  zwei  Ebenen  (£,  (£j  seien  mit  der  Ebene  des  ge* 

f ebenen  Kegelschnittes  zusammengefallen,  und  setze  fest,  diese 
Ebenen  sollen  reeiprok,  und  zwar  die  vier  Punkte  B,  B',i,i 
und  die  vier  Geraden  AXi  Ax>  xxt  entsprechende  Elemente  der- 
selben sein ;  so  wird  auch  dem  Durchschnitte  fix  von  Alr  Ax  die 
Verbindungslinie  s  von  B,  B>,  dem  Durchschnitte  Bx  von  jj,  Ax 
die  Verbindungslinie  A  von  6,  B,  und  dem  Durchschnitte  Bx  von 
$v ,  A\  die  Verbindungslinie  Ä  von  6 ,  B'  entsprechen.  Endlich 
entspricht  dem  Durchschnitte  von  Ax,  ax  die  Verbindungslinie  von 
B,  n;  und  dem  Durchschnitte  von  A'x,  ax  die  Verbindungslinie 
vou  /?',  a;  folglich  auch  dem  Punkte  ax  die  Tangente  o.  Den 
vier  Punkten  (BBX) ,  {B'B'x)y  (an1),  (*<$,)  entsprechen  also  vier 
Paar  vereinigte  Gerade  (AxA)f  (A\A')y  (axa),  (sxs);  also  gehören 
diese  Punkte  einem  Kegelschnitte  A  an,  welcher  diese  Gerade  be- 
rührt, und  dessen  sämmtliche  Punkte  und  Tangenten  die  näm- 
liche Eigenschaft  als  jene  besitzen  u.  s.  w. 

16.  Ist  in  einer  Ebene  ein  beliebiger  Kegelschnitt 
gegeben,  so  kann  man  sich  allemal  zwei  Ebenen  den- 
ken, welche  mit  der  Ebene  dieses  Kegelschnittes  zu- 
sammenfallen, und  festsetzen,  dieselben  sollen  reci- 

6rok  sein,  und  jeder  Tangente  des  Kegelschnittes  ihr 
erü hrungs punkt,  sowie  auch  einer  jeden  Geraden 
ein  und  derselbe  Punkt  in  Bezug  auf  beide  Ebenen 
entspre  chen. 

In  diesem  Falle  wird  jeder  Punkt  der  harmonische  Pol  der 
ihm  entsprechenden  Geraden ,  und  letztere  die  harmonische  Polare 
jenes  Punktes  in  Bezug  auf  die  beiden  Ebenen  oder  auch  jenen 
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Kegelschnitt  genannt;  diese  Benennung  soll  aber  auch  noch  dann 
gelten,  wenn  die  zugeordneten  Durchmesser  zweier  reciproken 
Ebenen  involutorisch  liegen,  und  kein  Kegelschnitt  vorhanden  ist, 
dessen  Punkte  auf  den  entsprechenden  Geraden  liegen. 


Die  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaft  der  Recipro- 
eität  kehrt  also  an  ihrem  Schlüsse,  der  offenbar  ein  nothwendiger 
ist,  zu  jenen  einfachen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zurück, 
von  welchen  die*  neuere  Geometrie  sowohl  in  ihrer  historischen 
als  systematischen  Entwicklung  ihren  Ausgang  nahm ;  und  ebenso 
hatten  sich  uns  auch  bereits  als  letzte  und  partikulärste  Erschei- 
nungen der  Collineation  jene  Eigenschaften  der  Aehnlichkeit,  der 
Gleichheit,  der  Congruenz  ergeben,  auf  welchen  die  Elemente  der 
sogenannten  Geometrie  der  Alten  beruhen.  Tbeils  aber  ist  die 
Art,  wie  diese  Erscheinungen  Ton  Neuem  hervortreten,  eine  an- 
dere als  früher,  nämlich  nicht  als  Eigenschaften  blosser  Figuren, 
sondern  von  Systemen  sämmtücher  Elemente  einer  oder  mehrerer 
Ebenen;  theils  sind  neue  Erscheinungen  hinzugekommen,  von 
deren  Vorbandensein  man  anfangs  nichts  wusste.  —  Schon  Mö- 
bius hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  den  Elementarsätzen 
über  die  ßestimmungsstiicke,  welche  gesehen  sein  müssen,  um 
eine  einer  gegebenen  Figur  congruente,  ähnliche,  gleiche  zu  con- 
struiren,  analoge,  die  Verwandtschaft  der  Affinität  und  der  Colli- 
neation  betreffende  Sätze  sich  hinzugesellen  lassen ;  und  die  Eigen- 
schaften der  harmonischen  Pole  und  Polaren  konnte  man  freier 
aad  allgemeiner  d.  h.  ohne  Hülfe  eines  Kegelschnittes  darstellen, 
selbst  wenn  man  von  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Reciprocität, 
wie  er  oben  aufgestellt  worden,  nicht  ausgehen  wollte.  —  Diese 
Eigentümlichkeit  im  Entwicklungsgänge  der  Geometrie,  welche 
wir  auch  im  4ten  Theile  des  Archivs.  S.  278.  wahrzunehmen  Gele- 
genheit hatten,  scheint  von  allgemein  -  wissenschaftlicher  Natur  und 
besonders  geeignet  zu  sein,  über  das  Verhältniss  der  neuern  Geo- 
metrie zu  der  der  Alten  das  genügende  Licht  zu  verbreiten.  Die 
strenge  Wissenschaft  schreitet  zwar  immer  nur  vom  Allgemeinen 
zum  Besondern,  d.  h.  von  dem  was  weniger,  zu  dem  was  mehr 
Bestimmungen  enthält,  fort ;  aber  etwas  anderes  ist  das  Allgemeine 
der  Erscheinung  und  das  Allgemeine  dem  Begriffe  nach ;  jenes  ist, 
wie  der  Punkt,  die  Gerade,  das  Dreieck,  der  Kreis,  nur  das  ein- 
fache Element,  welches  in  allen  oder  mehreren  besonderen  Ge- 
bilden erscheint,  woraus  4Üe  letzteren  äusserlich  zusammengesetzt 
and  mittels  desselben  konstruirt  werden;  dieses  dagegen  ist  das 
Gesetz  oder  Princip,  wodurch,  wie  z.  B.  die  Trsnsversalen- 
tbeorie,  das  Princip  der  Projektivität,  des  Punktes  der  mittleren 
Entfernung,  der  Fusspunkten- Vielecke  und  Fusspunkten  -  Curven, 
eine  Mann  ich  faltigkeit  von  Gebilden  auf  einander  bezogen  und  deren 
Eigenschaften  durch  innere  Fortbestimmung  entwickelt  werden.  — 
Der  Punkt  ist  das  allen  Figuren  gemeinsame  Element  und  gilt 
desshalb  der  Anschauung  für  allgemeiner  als  z.  B.  der  Kegel- 
schnitt, während  er  andererseits  wieder  nur  als  eine  besondere 
Art  von  Kegelschnitt  erscheint.  —  Indem  die  Geometrie  von  ein- 
facheren zu  zusammengesetzteren  Gebilden  fortschreitet,  verschafft 
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sie  sich  die  Gewissheit  and  das  Fundament  ihrer  Principe,  wor- 
unter schon  jeder  Lehrsatz  gerechnet  werden  kann ;  und  indem  sie 
die  letzteren  diskutirt,  bringt  sie  Klarheit,  Ordnung  und  Vollstän- 
digkeit in  die  Erscheinungen  und  wird  sich  ihrer  Methode  mehr 
und  mehr  bcwusst;  dieses  letztere  Moment  tritt  aber  natürlich  ge- 
gen das  erstere  zurück,  so  lange  die  gewonnenen  Gesetze  selbst 
eines  reicheren  Inhalts  entbehren,  und  wenn  dann  zu  einer  Zeit, 
wie  der  unsrigen,  umfassendere  Gesetze  entdeckt  und  mit  Vorliehe, 
vielleicht  mit  Vernachlässigung  der  gewohnten  äusseren  Form 
ausgebeutet  werden,  so  kann  es  den  Anschein  erhalten,  als  weoo 
eine  ganz  neue  Art  von  Geometrie  sich  Bahn  bräche,  und  man 
kann  vergessen,  dass  auch  die  Alten  ihre  geometrische  Analyst 
gehabt,  und  dass  die  Neueren  weder  ihre  Theorien  ohne  die  Ele- 
mente befestigen,  noch  auch  ohne  fortgesetzte  Synthesis  zu  fer- 
neren Entdeckungen  würden  fortschreiten  können. 


II. 

Abgekürztes  Verfahren  bei  der 
Kubikwurzelausziehung. 

Von  dem 

Herrn  Schulrath  J.  H.  T.  Müller, 

Director  de«  Realgymnasium«  zu  Wiesbaden. 


Bei  der  Anwendung  der  gewöhnlichen  Formel  zur  Ausziehuoz 
der  Kubikwurzel ,  nämlich: 

(aar    6)a  =  a3  x% 

wird,  wie  Jeder  weiss,  mit  zunehmender  Zahl  der  Ziffern,  die 
Berechnung  der  zweiten  Zeile  bald  sehr  beschwerlich.  Der  Ein- 
sender dieses  hatte,  um  die  Rechnung  möglichst  zu  erleichtern, 
in  seinem  Lehrbuche  der  allgemeinen  Arithmetik  den  drei  letzten 
stets  wiederkehrenden  Gliedern  folgende  Gestalt 

I3a.a.a:a +  (3a.  ar+6) .  6 } .  6 
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I 

segelten,  nach  welcher  sich  die  Zahl  der  Multiplicationen  vermin- 
dert und  der  Werth  von  3a  sich  zwei  mal  benutzen  lässt.  Hiernach 
hat  man  die  bis  zu  irgend  einer  Stelle  gefundene  Wurzel  zu  ver- 
dreifachen, dieses  Product  nochmals  mit  der  Wurzel  zu  multipli- 
ciren  und  durch  Division  mit  dem  Hundertfachen  dieses  Wertnes 
in  den  neuen  Theilradicanden  die  nächste  Ziffer  b  zu  finden.  Wird 
hierauf  diese  Ziffer  dem  bereits  berechneten  Dreifachen  der  bis- 
herigen Wurzel  rechts  angehängt,  die  so  erhaltene  Zahl  mit  dieser 
Ziffer  rnultiplicirt ,  das  Product  unter  3u.a,  jedoch  zwei  Stellen 
weiter  rechts,  gestellt  und  die  Summe  beider  Producte  nochmals 
mit  der  letztgetundeneo  Ziffer  rnultiplicirt ,  so  ist  der  neue  voll- 
ständige Subtrahendus  gefunden. 

Ist  z.  B.  23456  die  bereits  gefundene  Wurzel,  so  erhält  man 
durch  Verdreifachung  und  nachherige  Multiplication  mit  23456 

70368, 
23456 

MO?*) 
211104 
281472 
3T>1840 
422208 

als  neuen  Divisor:   1650551808  . .,  und  wenn  9  die  neueWur- 

6333201    zelziffer  ist,  durch  Anhän- 
165061514001    ffing  derselben  an  obige 
als  neuen  Subtrahendus:  1486553626009    „^pricTrtete  ™* 
Auch  konnte 

3a2&ra+3ao»*  +  &a 


{3aar(aa:+6)  +  6a}.Ä 

verwandelt  werden ,  was  jedoch  keine  grössere  Erleichterung 
gewährt. 

Hierbei  blieb  aber  der  üebelstand,  dass  mit  jeder 
Wurzelziffer  die  Zahl  der  Producte  um  1  zunimmt. 

Dies*  lässt  sich  beseitigen ,  wenn  bei  der  Aufsuchung  jedes 
neuen  Divisors  der  nächstvorhergehende  Divisor  benutzt 
«ird.  Da  nämlich  bei  der  nächsten  Theilradication  der  Divisor 
3a.  a  in  3(ar-|-6)3  =  3« .  a .  x1  +  (2ar -f  b) .  36  übergeht,  so  hat 
man  nur  die  bisherige  Wurzel ,  ohne  ihre  letzte  Zif f er ,  zu 
verdoppeln,  rechts  an  das  erhaltene  Product  diese  Ziffer  zu  hän- 
gen, die  so  erhaltene  Zahl  mit  dem  Dreifachen  derselben  Ziffer 
zu  multipliciren  und  das  entstandene  Product  um  das  Hundertfache 
des  vorigen  Divisors  zu  vermehren,  damit  der  neue  Divisor  er- 
halten werde. 

Der  vorige  durch  2345  des  obigen  Beispiels  bestimmte  Divi- 
sor war  16497075.  Man  erhält  jetzt  durch  Verdoppelung  von  2345 
und  Anhängung  der  letzten  Wurzelziffer  6: 
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4690«  i 

140718<3  und  durch  Multiplication  mit  3.6  etc. 

8443Ö8(8 
10407075. . 

1G5Ö551808  als  neuen  Divisor.  | 

Um  die  oben  angegebene  Berechnung  des  neuen  Subtraheodas 
mit  möglichst  wente  Ziffern  abzumachen,  stelle  man  über  die 
40906  die  verdreifachte  bisherige  Wurzel  2345C,  hänge  hieran  die 
neue  Wurzelziffer  9  und  verfahre  dann  wie  oben.  Dann  erh&lt 
die  ganze  Theilrechnung  folgende  Gestalt: 

70368, 
4090o 
140718 k 

§44308 
16497075.. 

1050551808.. 

 &mm 

105001514001 
1485553020009 (9 

Nach  der  zuerst  gezeigten  Methode ,  obwohl  sie  schon  um  Vie- 
le» kürzer  als  die  durch  3aa&ra  +  3ao2:r+63  bezeichnete  ist,  sind 
demungeachtet  zur  Berechnung  von  n  geltenden  Wurzelziffern  noch 

3+4+5+..  +  n+l=w~~)  *+4;  nach  der  zuletzt  angegebeneq 

aber,  welche  bei  jeder  Theilrechnung  bloss  vier  Multiplicationen 
erfordert,  nur  4(« — 2) +  3—  in— 5  Producte  zu  bilden,  wo  io  Bei- 
den Fällen  die  eigentlich  immer  nur  die  letzte  Wurzelziffer  betref- 
fenden Verdoppelungen  und  Verdreifachungen  der  Wurzel  nicht 
mitgezählt  worden  sind.  Man  erspart  daher  bei  nmaliger  Wurzel- 

ausziehung  die  Berechnung  von  "~  '        Producten.  Aus  diesem 

1  .  'L 

Grunde  dürfte  das,  soviel  der  Einsender  weiss,  bisher  noch  nicht 
angewandte  Verfahren  einige  Beachtung  verdienen  und  sich  viel 
leicht  zur  Aufnahme  in  die  Lehrbücher  der  Arithmetik  eignen. 
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III. 

Verschiedene  mathematische 
Bemerkungen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Stegmann 

an  der  Universität  zu  Marburg. 


I.   Ueber  die  mechanische  Cons  tructi  on  der 

Lemniscate. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Fusspunkte  aller  Perpendikel, 
welche  von  dem  Mittelpunkte  einer  Hyperbel  auf  die  Tangenten 
derselben  gefällt  werden  können,  ist  bekanntlich  eine  schleifen- 
förmige  Curve,  von  den  Schriftstellern  vorzugsweise  „die  Fuss- 
pnakten curve  der  Hyperbel"  genannt,  mit  einer  Gleichung 
vom  vierten  Grade 

I   •  (*2 +  0V 

iwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y ,  wobei  die  Ab« 
scissen  x  auf  der  Queeraxe  der  Hyperbel  von  dem  Mittelpunkte 
derselben  an  gerechnet  werden  und  wobei  a  die  halbe  Queeraxe, 
ß  die  halbe  Nebeoaxe  der  Hyperbel  bedeutet  *).  »Setzt  man 
hier  ;r  =  t*cosif/,  f/  =  wsini//,  so  erhält  man  die  Polargleichung 

u*  =     cos  y>* — ß2  sin 


*)  Man  kann  über  die  Fuaspunktencurven  der  Kegelschnitte  über- 
haapt  eine  Abhandlung  in  Crclle's  Journal.  Bd.  XX.  S.  88.  von  Herrn 
Rudolf  Wolf  in  Bern  nachsehen,  worin  jedoch,  was  die  Fusspunkten- 
rarve  der  Ellipse  anbetrifft,  die  zur  Gleichung 

U*  —  a9  cos     -f-  ß*  sin  y% 

hinzutre  fügte  Bemerkung  (S.  90.) :  Dies  sei  „eine  durch  die  Untersu- 
chungen des  Herrn  lfofrath  Gauss  schon  bekannte  Form  der  Ellipsen- 
Gleichung'-,  nicht  ao  zu  verstehen  ist,  als  wäre  die  gedachte  Fusspunk- 
ten curve  selbst  eine  Ellipse. 

Theü  Vin.  4 
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Für  den  Fall ,  dass  die  Hyperbel  g  I  e i  cb  s  e  i  t  i  g ,  also  ß  =  a 
ist,  nehmen  diese  Gleichungen  die  einfachere  Form  an 

M2  =  a2  cos  2t/;; 

und  die  Fusspunktencurve  geht,  wie  hieraus  ersichtlich  ist,  in  die 
gemeine  Lemniscate  über.  Nun  hat  Herr  Dr.  Haedenkamp 
in  dem  dritten  Theile  dieses  Archivs.  Seite  400.  folgende  mecha- 
nische Construction  für  die  Fusspunktencurve  der  Hyperbel,  also 
namentlich  auch  für  die  Lemniscate ,  bekannt  gemacht.  „Denkt 
man  sich  zwei  gleiche  Kreise,  deren  Mittelpunkte  Cund  C  seien, 
und  bewegt  eine  gerade  Linie  gleich  der  Axe  CC  so ,  dass 
deren  Endpunkte  sich  in  entgegengesetzter  Richtung  in  den  Peri- 

Eherien  der  beiden  Kreise  bewegen,  so  beschreiht  die  Mitte  der 
inie  CC  die  Fusspunktencurve  einer  Hyperbel ,  deren  Gleichung 

l  cos  if 2  -  (^~)  «in  ^  =  «2 

ist ,  wobei  r  den  Radius  der  Kreise ,  d  die  Entfernung  der  Mittel- 
punkte und  u  den  Radius  Vector  der  Curve  vorstellt. *  Macht  man 

■ 

so  wird  die  Curve  eine  Lemniscate." 

Diese  Entdeckung  muss  in  doppelter  Hinsicht  interessant  ge 
nannt  werden.  Denn  einerseits  macht  die^  Construction  der  in 
Untersuchung  stehenden  Curven  auf  die  hier  gelehrte  Art  weit 
weniger  Mühe,  als  wenn  man  einzelne  Tangenten  an  die  Hyperbel 
coristruiren  und  die  Fusspunkte  der  zugehörigen,  vom  Mittelpunkte 
darauf  gefällten  Perpendikel  bestimmen  wollte.  Zweitens  aber, 
weil  diese  Curven  alsdann  durch  einen  Punkt  (den  Halbirungspnnkt 
von  (l)  beschrieben  werden,  der  mit  zwei  andern,  auf  gegebenen 
Curven  fortrückenden  Punkten,  nämlich  den  Endpunkten  von  rf, 
fest  verbunden  ist,  so  lässt  sich  die  von  Chasles  und  Abel- 
Transon  ersonnene  und  vor  einiger  Zeit  von  mir  erläuterte  Me- 
thode *)  zur  geometrischen  Construction  der  Tangente ,  Normale 
und  des  Krümmungshalbmessers  sehr  bequem  anwenden.  Allein 
bei  einer  genaueren  Prüfung  fand  ich,  dass  die  obige,  von  Hae- 
denkamp  aufgestellte  Gleichung  nicht  ganz  richtig  ist,  dass 
nämlich  der  Divisor  4  in  den  beiden  Gliedern  links  vom  Gleich- 
heitszeichen beide  Male  weggestrichen  werden  muss.  Die  folgende 
Rechnung  wird  diese  Behauptung  rechtfertigen. 

Wenn  wir  die  Abscissen  x  auf  der  Axe  CC  und  zwar  vom 
Halbirungspunkte  dieser  Axe  an  'zahlen ,  und  wenn  w  ir  den  nächst- 
gelegenen Scheiteln  der  beiden  Kreise  C  und  C  beziehungsweise 
die  Abseissen  |  und  —  £  zuschreiben,  so  hat  der  Kreis  C  die 
Gleichung 

y*=2r(*~|)-(*-i)«, 


*)    S.  Theil  VII.  Heft  1.  dieses  Archivs. 
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und  dem  Kreise  um  C  entspricht  die  Gleichung 

y1  =  1t  (-*-£)  _  (-.r-£)2 
=  -2*(*+ö_(*+g)» 

Wenn  wir  daher  die  sich  bewegende  Gerade  in  einer  belie- 
hen Stellung  tixiren  und  unter  xa  und  y%  die  Coordinaten  desjeni- 
gen Endpunkts  verstehen ,  welcher  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
C  ruht,  und  unter  xlf  yx  die  Coordinaten  ihres  andern,  auf  dem 
Kreise  C  he ünd liehen  Endpunkts,  so  bestehen  die  Gleichungen 

(1)  H  =  ±*T*{*%-&-(*r-&, 

(2)  yt  =  +  V^-  Ar  (x,  +|)  -      -f  Ö« 

Es  sei  nun  /erner  die  constante  LSnge  der  sich  bewegenden 
Geraden  gleich  d,  wobei  wir  grösserer  Allgemeinheit  wegen  noch 
nicht  d=  CC '=2(£fr)  voraussetzen  wollen,  so  ist  jedenfalls 

(3)  (y2-yi)2  +  (^-^i)2  =  ^. 

Endlich  möge  der  Halbirungspunkt  der  sich  bewegenden  Ge- 
raden bei  der  angenommenen  Stellung  die  Coordinaten  x  und  y 
haben,  so  ist 

(4)  *  =  ^-(.*a  +  *i), 

I 

(5)  y  =  j(3&+.*i); 

and  man  wird  die  Gleichung  zwischen  .r  und  y  für  die  vom  Hal- 
birangspunkt  beschriebene  Curve  gewinnen,  sobald  es  gelingt  aus 
diesen  fünf  Gleichungen  (1)  bis  (5)  die  vier  Grössen  x2>  yl9  y2 
zn  eiiminiren. 

Die  Gleichung  (4)  giebt  aber 

Xt  z=z^lx  .Tj  , 

■ 

also 

xa— X\  —2(x— Xi)> 
Und  mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man  aus  (3)  den  Werth 


wegen  (5)  ist 
daher  wird 

4* 
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Stellt  raan  hiermit  die  Gleichungen  (1)  nnd  (2)  zusammen,  so  er- 
hellt, dass  es  nur  noch  darauf  ankommt,  aus  den  beiden  Gleichungen 

±  i  V iP-4(x-:ri)*=  ±  V  2r (2*- xx  —iy-Vx-xx-%\ 


(6) 


die  partikularisirende  Grosse  xt  zu  eliminiren. 
Quadrirt  man  aber  und  addirt,  so  erhält  man 

also 

Sfa  +  J^.=  ar(«-*-1-B-*«-P+2(Ä^rI)i. 

oder 

(7)        «MV+j«!1-!^  2  (r+£)  (*-*,-!), 

und  wenn  man  die  Gleichungen  (6) ,  nachdem  man  sie  quadrirt  ba 
von  einander  subtrahirt,  so  ergiebt  sich  sogleich 

yVda-4(^~J1)J  =  2r.r--2x4  +  2*(x1+£) 

=  2r.r  —  2ar  (x — xx  — £). 

Substituirt  man  nun  hier  die  aus  (6)  fliessenden  Werth* 

2(ar-jr,— |)  —  .  • 

2(x-^)  =  ^  : 

so  hat  man  folgende  Gleichung: 

V  V[(r+|)*rf*- (*»  +y2  +  j     +  är{  + 

=  .r  (>r*  +  2r$  -     -  y*-  *  d*  +  . 
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oder 

ff)   j  , 

(  =  *«.[2(r+e«-.(^+^  +  iil»+2r|+S»)p. 

Sie  ist  vom  sechsten  Grade  und  entspricht  dem  allgemeinsten  Falle. 
Sobald  aber 

«£=  CC  =  2(r+£) 
angenommen  wird,  so  geht  (8)  über  in 

und  nun  kann  durch  d2— r*)]  auf  beiden  Seiten 

diridirt  werden ,  wodurch  sich  ergiebt  : 

d.  b. 

oder,  gehörig  geordnet: 

(9)  <*«+jV  +  (d1-»a>y,-!^»=0. 

Dies  ist  die  verlangte  Gleichung,  welche,  wie  man  sieht,  der 
Fufispunktencurve  einer  Hyperbel  angehört  und  durch  die  Sub- 
stitution 

|  ;r  =  ucos^,  y  — usinij; 

sofort  in 

u*  =  r*  cos  *}>a  —  (rf4— r2)  sin  tt>* 

transformirt  wird. 


11.   Ueber  die  sogenannte  Ncoide. 

In  einer  pädagogischen  Zeitschrift  kam  mir  neulich  ein  Artikel 
ni  Gesicht,  worin  Jemand,  um  seine  Leser  an  transcendente 
Curven  zu  erinnern,  beispielsweise  den  Namen  Neoide  aufführt. 
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Dem  grössten  Tbeil  der  Geometer  dürfte  zwar  unter  dieser  Be- 
nennung keine  bestimmte  Curve  bekannt  geworden  sein,  das  Yer* 
ständniss  wird  aber  dadurch  möglich  gemacht,  das*  auf  Bu res 
Lehrbuch  der  Mathematik  (Wien.  183'}.)  Bezug  genommen  wird, 
worin  sich  allerdings  (Bd.  III.  S.  241.)  der  Beleg  findet.  Allein 
Burg  muss  zur  Aufstellung  dieser  Species  einer  transcendenten 
Curve  sich  haben  verleiten  lassen  durch  ganz  besondere  Umstände, 
worüber  man  sich  nicht  leicht  wird  eine  Mutbmaassung  bilden 
können,  denn  weder  vor  noch  nach  Erscheinen  jenes  Lehrbuchs 
findet  sich  von  der  Neoide  bei  den  Schriftstellern  eine  Spur,  uod 
die  so  benannte  Curve  bedarf  auch  in  der  That  keines  besonderen 
Namens,  vielmehr  sind  schon  von  dem  berühmten  Mathematik« 
des  Alterthums,  dem  Vater  der  höheren  Geometrie,  ihre  Eigen- 
schaften erforscht  und  bekannt  gemacht,  und  die  Nachkommen 
haben ,  um  sein  Gedächtniss  zu  ehren ,  gerade  diese  Curve  nacta 
seinem  Namen  benannt.  Was  Herr  Professor  Burg  über  d« 
Entstehung  seiner  Neoide  angiebt,  läuft  nämlich  darauf  hinaus 
dass  der  Radius  eines  Kreises,  während  er  sich  um  den  Mittel 
»unkt  dreht,  allmählich  grösser  wird,  und  zwar  in  direktem  V« 
Iialtniss  mit  dem  wachsenden  Polarwinkel  <p.  Stellt  also  r  df 
ursprüngliche  Länge  des  Radius,  entsprechend  dem  Polarwink 
(p~0  vor,  und  entspricht  dem  Polarwinkel  q>  =  it  die  Länger' 
so  findet  zwischen  einem  beliebigen  <p  und  dem'  zugehörigen 
dius  Vector  u  die  Gleichung  Statt 

und  gerade  so  steht  sie  am  angeführten  Orte.  Nun  ist  aber  weite 
nichts  merkwürdig,  als  wie  man  sich  durch  diese  oft  gebraucht 
Gleichung  einer  wohlbekannten  Curve  konnte  necken  lassen,  »* 
namentlich  der  gelehrte  und  unisichtige  Professor  B  urg  die  w ahn 
Natur  derselben  einen  Augenblick  verkennen  mochte.  Zumal  so 
bald  man 

setzt,  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  augenblicklich  io 

aty  2a 

u=it=t*-*> 

nämlich  in  die  Jedermann  geläufige  und  zehn  Seiten  vorher  (S 
231.)  von  Herrn  Burg  selbst  aufgestellte  Polargleichung  d« 
Archimedischen  Spirale!  Die  Neoide  ist  also  nichts  and»-' 
als  eine  Archimedische  Spirallinie,  bei  welcher  der  const 
Abstand  zweier  auf  einander  folgender  Windungen  2a  beträgt. 
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III.   Ueber  die  Nabelpunkte  auf  dem  Ellipsoid. 
An  f  jedem  dreiaxigen  Ellipsoid 

wobei  a>A>c  vorausgesetzt  werden  soll,  kann  man  bekanntlich 
kreisförmige  Schnitte  dadurch  hervorbringen,  dass  man  die 
schneidende  Ebene  durch  die  mittlere  Axe  26  unter  einem  sol- 
Neigungswinkel  #  gegen  die  Ebene  XY  legt,  dass 


ist  Die  Coordinaten  desjenigen  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids 
gelegenen  Punkts,  in  welchem  ein  solcher  Kreis  sich  mit  der 
«Wen  die  Axen  *2a  und  2c  bestimmten ,  in  der  Ebene  XZ  lie- 
EUipse  durchschneidet,  sind 


Reuden  Ellipse  durchschneidet,  sind 


(1)  yi=0. 


Gänsen  giebt  es  natürlich  vier  solche  Punkte,  von  denen 
je  zwei  in  einem  Durchmesser  der  Ellipse  (2«,  2c)  liegen. 

Es  giebt  aber  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid  auch  vier  Punkte, 
in  welchen  die  Fläche  eine  s ph arische  Krümmung  besitzt,  so 
das«  rings  berum  alle  Normalschnitte  gleich  grosse  Krümmungs- 
halbmesser haben,  und  diese  Punkte,  die  sogenannten  Nabel- 
punkte vom bi lies)  liegen  ebenfalls  auf  dem  Umfange  der  Ellipse 
za,  2«).  Man  weiss,  dass  die  Existenz  so  wie  die  Ausmittelung 
Punkte  von  dar  Auflösung  der  Gleichungen 

(l  +  9*)s-f»9f  =  0, 
(l+9V-(l+/>2)/  =  0, 

abhängt,  von  denen  die  dritte  jedesmal  eine  Folge  der  beiden 
ändern  ist ,  und  wobei  in  herkömmlicher  Weise  durch  p>  q,  r,  $,  l 

die  nartielleu  Differentialquotienten  ~- ,  flz ,  €Pzt  (^L-t  *± 
oje  parueiieu  i/merenuaiquouei  le    ^   ^    ^  ^ 

vorgestellt  werden  *).    Auf  das  Ellipsoid 


*)  tcrgl.  z.  B.  Cauchy  Applications  du  Calc.  infinites,  ä  la  Geo- 
metrie. Lee,.  XIX.  p.  354.  Leroy  Annlyt.  Geom.  §.  397.  und  §.  429. 
Hoigno  Calc.  diff.  ei  Calc.  integr.    T.  J.  Lee.  XXXIV.  p.  372. 
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bezogco,  nehmen  diese  Gleichungen  die  Form  an: 

a*b*z* 

a2oazs    LVa2-AVaa     U*-*V  ©*  -I 

(fla  — c2)e4.ry  _n. 
o^Ä*!*  

und  man  erhält  daraus,  mit  Rücksicht  auf  die  gegebene  Gleichung 
des  Ellipsoids,  für  die  Coordioaten  eines  Nabelpunktes  die  Werthe : 


(2)  ya  =  0,   


.      4/  Ö*  — C* 

Die  Vergleichun^  dieser  Formeln  mit  den  bei  (1)  aufgestellten 
führt  nun  zu  einem  interessanten  Lehrsatze.  Um  diesen  aber  mit 
grosserer  Leichtigkeit  entwickeln  zu  können,  will  ich  den  geneig- 
ten Leser  ersuchen,  sich,  wenigstens  in  Gedanken  ,  folgende  ein- 
fache Figur  zu  entwerfen.  Eine  halbe  Ellipse  stelle  den  durch 
die  Coordinatenebene  XX  hervorgebrachten  elliptischen  Haupt- 
schnitt mit  den  Axen  2«  und  "2c  vor,  ihr  Mittelpunkt  sei  O,  ood 
an  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  2a  seien  die  Buchstaben  A, 
A',  an  den  Endpunkt  der  Halbaxe  c  sei  C  gesetzt.  Nun  nehm<> 
man  auf  dem  elliptischen  Quadranten  AC  einen  Punkt  M  an,  wel- 
cher den  Scheitel  eines  kreisförmigen  Schnitts  vorstellen 
möge,  und  fälle  das  Perpendikel  MP  auf  OA ,  so  dass  den  Glei- 
chungen (1)  zu  Folge 

■ 

Mp=  *>=cVfe5 

sein  soll.  Ferner  nehme  man  auf  dem  elliptischen  Quadranten 
CA'  einen  Punkt  N  an,  welcher  den  auf  aiesera  benachbarten 
Quadranten  gelegenen  Nabelpunkt  vorstellen  möge,  und  ßlle 
das  Perpendikel  "NQ  auf  OA\  so  ist  den  Gleichungen  (2)  zu  Folge 

<*=-«.— vmg. 
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Es  besteht  also  die  Gleichung 

(JPXMP=  OQxNQ. 


oder  die  Proportion 

OQ  :MP=:  OP  itfQ. 


Dies  sind  aber,  wie  allgemein  bekannt  ist,  die  charakteristi- 
schen Relationen,  welche  zwischen  den  Coordinaten  der  Endpunkte 
zweier  conjugtrter  Dianieter  in  der  Ellipse  Statt  finden;  wir  haben 
also  folgenden  Lehrsatz: 

Wenn  man   einerseits  den   auf  dem  elliptischen 


raigen  Schnitts,  andererseits  den  auf  dem  benachbar- 
ten Quadranten  gelegenen  Nabelpunkt  mit  dem 

MittelpunktedesEllipsoidsv erbindet,  so  ist  der  eine 
dieser  Semidiameter  mit  dem  andern  conjugirt 

Mit  Anwendung  dieses  Satzes  würde  man,  sobald  es  darauf 
ankäme,  die  Formeln  (*2)  für  die  Coordinaten  eines  Nabelpunkts 
möglichst  bequem  zu  renroduciren  ,  und  wenn  man  auch  die  For- 
meln (1)  erst  entwickeln  müsste,  folgende  einfache  Rechnung 
zu  machen  haben.  Da  der  durch  die  Axe  26  und  den  Punkt  M 
gehende  Schnitt  des  Ellipsoids  ein  Kreis  sein  soll,  so  muss 


Quadrante  n 


elegenen  Scheitel  eines  kreisfftr 


om  ■=  6*  &  h. 


6*, 


aher  auch 


sein.   Hieraus  erhält  man 


also 


und 


also 
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Nun  ist  zu  Folge  der  bekannten  Eigenschaft  conjugirter  Dia- 
nieter und  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  der  Coorditiaten 

x*\zx  =  a  :  c , 

>  xx  :  2j  =:  a  :  c ; 

folglich 

welches  die  verlangten  Formeln  sind 

Dem  vorher  gefundenen  Lehrsatze  lässt  sich  jedoch  auch  noch 
«ine  andere  Seite  abgewinnen.  Alle  das  Ellipsoid  schneidende 
Ebenen ,  welche  nicht  durch  den  Mittelpunkt  O  gehen,  aber  paral- 
lel zu  der  durch  2b  und  M  gelegten  Ebene  sind,  liefern  bekannt- 
lich lauter  kreisförmige  Schnitte,  und  da  die  an  die  Ellipse  ACÄ 
im  Punkte  N  zu  construirende  Tangente  vermöge  der  Eigenschaft 
conjugirter  Diameter  parallel  mit  GM  läuft,  so  muss  offenbar  die 
in  N  an  das  Ellipsoid  zu  legende  tangirende  Ebene  mit  den  Ebe- 
nen der  gedachten  kreisförmigen  Schnitte  gleichfalls  parallel  aas- 
fallen. Oeshalb  steht  ein  in  iV  auf  diese  tangirende  Ebene  errich-  , 
tetes  Perpendikel  senkrecht  auf  allen  diesen  kreisformigeu  Schnitten, 
und  man  kann  daher  sagen:  ein  Nabelpunkt  auf  dem  Ellip- 
soid ist  zugleich  ein  solcher  Punkt,  dessen  Normal- 
linie  peruendikuh'ir  auf  den  kreisförmigen  Schnitten 
steht,  welcher  Satz  sich  auch  umkehren  lässt  * 

Schliesslich  bemerke  ich  noch ,  dass  man  für  den  Krümmungs- 
halbmesser an  einem  Nabelpunkte  des  Ellipsoids  den  einfachen 
Ausdruck 


lindet. 
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Bestimmung  der  grftssten ,  in  ein  gege- 
benes Dreieck  zu  beschreibenden 

Ellipse. 

Von 

Herrn  Wilhelm  Mösta, 

Stud.  der  Math,  zu  Marburg. 


Im  zweiten  Theile  dieses  Archivs.  Seite  400.,  so  wie  im 
vierten  Bande.  Seite  373.,  sind  von  Herrn  L.  Mossbrug'ger 
einige  Aufgaben,  die  Lehre  vom  Maximum  und  Minimum  betref- 
fend ,  gelost  worden ,  unter  welchen  sich  auch  folgende  .findet : 
ilie  grösste  Ellipse  in  ein  gegebenes  Parallelogramm  zu  beschreiben. 
Mit  dieser  Aufgabe  verwandt  ist  die  Bestimmung  der  griissten,  in 
ein  gegebenes  Dreieck  zu  beschreibenden  Ellipse,  welche  ich 
auf  folgendem  Wege  versucht  habe. 

j.  i. 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  15.)  ABC  das  gegebene  Dreieck,  dessen 
Seiten  a ,  b ,  c ,  und  die  diesen  gegenüber  liegenden  Winkel  er,  ß,  y 
heissen  mögen.  Wir  wollen  die  verlangte  Ellip.se  auf  recht- 
winklige Coordinaten  beziehen  und  nehmen  des.shalb  AB  als  Ab- 
scissenlinie  und  A  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an. 

Die  Lage  der  gesuchten  Ellipse  wird  bestimmt  sein,  wenn 
die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  der  Ellipse  mit  den  Seiten 
des  Dreiecks  und  somit  auch  die  des  Mittelpunktes  O  derselben 
bekannt  sind.  Die  Berührungspunkte  seien  M,  A,  Q  und  ihre 
Coordinaten  beziehungsweise : " 

Unser  nächstes  Ziel  ist  nun ,  den  Inhalt  der  gesuchten  Ellipse, 
den  wir  mit  Z  bezeichnen  wollen ,  auszudrücken  durch  diese  Coor- 
dinaten, nämlich 
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Z  =  f(xlf  x*t  y%t  *9>  3fe) 

darzustellen. 

Verbinden  wir  den  Halbirungspunkt  K  der  Sehne  QM  mit  A, 
so  liegt,  wie  man  leicht  einsehen  wird,  der  Mittelpunkt  der  Ellipse 
in  der  Verlängerung  dieser  Linie  AK.  Dasselbe  gilt  von  der  Linie 
BS,  welche  durch  den  Halbirungspunkt  der  Sehne  MN  gezogen 
worden  ist;  daher  wird  sich  der  Mittelpunkt  O  der  Ellipse  als  der 
Durchschnitt  dieser  beiden  Geraden  ergeben. 

Die  Gerade  AK  geht  durch  die  Punkte 

und 

y  =  0        y=    |s  ; 

daher  ist  ihre  Gleichung 

Ebenso  ergibt  sich  für  die  Gerade  BS,  da  sie  durch  die 
Punkte 

■und  1 

y  =  o       ti=  f 

geht,  die  Gleichung 

y=irFS=rc(*-c)  » 

Aus  der  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  resultirt  für 
die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  O : 


(3) 


Ferner  finden  wir  leicht: 
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Wird  nun  AO  bis  E  verlängert,  so  erkennt  man  auf  der  Stelle, 
das«  DE  ein  der  Sehne  QM  zugeordneter  Durchmesser  ist.  Da- 
her erhalten  wir,  nenn  die  conjugirten  Diameter  mit  3  und  & 
bezeichnet  werden,  folgende  Ausdrücke: 

= ~ — oS~      ^ ^ 

AO-  V 

Setzen  wir  hier  für  .40  und  Otf  die  in  (4)  gefundenen  Werthe, 
so  ergibt  sich: 

na  _  cyaCy»g-K^i-f *a)*)  PWr- Vt  fo+g8)  + ysfo-f 3fr— 2c)]  /6) 

a^a—  qfo^-ffa— ^3)*)   (7) 


Es  ist  ferner 


daher 


Aus  dem  Dreieck  ^ÄAf  folgt  weiter: 

a-j :  ^/AT  =  sin  AKM :  sin  MAK, 

woraus 


sin/IOf  =r^.  sin 


d.  i. 


sin AKM=  ,        .         ^Ly3r  —  (8) 

Der  Inhalt  einer  Ellipse  wird  nun  bekanntlich  ausgedrückt 
durch 

|  Z  —  ü.^b.n.smAKM, 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (6),  (7),  (8): 


i=Mäj»a^-i  (9) 


Digitized  by  Google 


62 

wo  der  Kürze  wegen 

yi(*i+*9)  — y*  (•*!+**— 2r)  =  fit 

gesetzt  ist. 

§.  2. 

1d  dieser  Formel  för  Z  kommen  vor  die  Grossen:  xlt  x^  y-i- 
x$,  y3.  Da  aber  der  Inhalt  der  Ellipse  bestimmt  wird  durch 
zwei  beliebige,  jedoch  von  einander  unabhängige  von  diesen  filnl 
Grössen,  weil  die  Lage  und  Gestalt  einer  in  ein  gegebenes  Drei- 
eck zu  beschreibenden  Ellipse  schon  durch  zwei  Berührungspunkte 
vollkommen  determinirt  ist,  so  kommt  es  jetzt  darauf  an,  L  als 
Function  von  zwei  independenten  Variabem,  etwa  Z=/(^,yj) 
darzustellen.  Hierzu  sind  drei  neue  Gleichungen  zwischen  jenen 
fünf  Grössen  erforderlich ,  welche  man ,  wie  folgt ,  erhalt. 

Verbinden  wir  A,  B,  C  mit  den  gegenüberliegenden  Berüh- 
rungspunkten N,  Q,  M  der  Ellipse,  so  schneiden  sich  diese  drei 
Verbindungslinien  nach  einem  bekannten  Satze  in  einem  Punkte, 
und  man  hat  die  Relation: 

AM.  QC.ßN=  AQ.  CN.BM, 

d.  i. 

ar1(6^3seca)-^L  =  x3  seca  (a— J^) (ar-arj  .  .  .  (10) 
Ausserdem  haben  wir  noch: 

{  (1!) 

'  3k  =  (c— *a)tang/J  ) 

Aus  (10)  ergibt  sich : 


daher  aus  (11) 


x%  =  ^y»cosc   (i2) 

(2^ — c)yi+a(c — x^amß 


(^i-c)y4+fl(c-^)«in^* 


x4=c--yacotg/S  (14) 

Indem  wir  die  Werthe  für  x%9  x*,  ys  aus  (12),  (13)»  (14)  b 
(9)  Substituten ,  erhalten  wir: 

Z- i bnc  sin« -^(c-xjfr  (15) 

wo  U  —  bxx  sino— xxy2  und  W=  tf^-f  6  sin  <*(<>--**,). 


Digitized  by  Google 


63 


J.  3. 

Damit  nun  dieser  Ausdruck  ein  Maximum  werde,  müssen  die 
Gleichungen  bestehen: 

<©-•  ©- 

d.  i.  nach  gehöriger  Entwickelung : 

*— ^iÄ+«»s!as)-i»Ä6K)]— 

oiler  einfacher: 

<«-*.'©-»"-><-■>-£©=». 

Nun  ist  aber : 

(©—  -(©-* 

Daher  lässt  sich  die  erste  der  beiden  gefundenen  Bedingungs- 
rieicbungen  durch  U,  die  andere  durch  xx  dividiren,  und  man  er- 
hält, sobald  mit  W  multiplicirt  worden  ist,  die  Gleichungen 

2x1  y2  —  b  (c—xx)  sin  o  =  0 , 
2*1  #2  +  26  (c— jti)  sin  a  =  3cy2. 

Wird  die  erste  mit  2  multiplicirt  und  zur  andern  addirt,  so 
ergibt  sich  sofort 

x  -  c  • 


alsdann  ist 


«    .    a      b  • 
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daher  aus  (14):        *2  =  c —  %  cosß, 

1 


>* 


(13):  ^3  =  §sin«, 
(12):        *s  =  |cos0. 


Wir  haben  somit  das  interessante  Resultat  gefunden,  das« 
die  grüsste  Ellipse,  die  in  ein  Dreieck  beschriebet) 
werden  kann,  die  Seiten  desselben  in  ihren  Mitten  be- 
rührt, und  dass  ihr  Mittelpunkt  in  Folge  dessen  mit  dem  Schwer- 
punkte des  Dreiecks  zusammenfällt. 

Der  Inhalt  dieser  Ellipse  selbst  ergibt  sich  aus  (15),  indem 
man  für  xt  und  y%  die  oben  gefundenen  Werthe  substituirt,  als: 

J  =        b  v  n  sin  «. 

b  c 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  ist  aber  =  ~-  sin  a.  Ilaher 
besteht  die  Proportion  : 

9 

Dreieck  :  Ellipse  =  ^  sin  « :        b .  c .  n  sin  a 


*)  Veber  die  Bestimmung  der  grösstcn  in  ein  gegebene«  Viertel  ta 
beschreibenden  Ellipse,  womit  die  in  dem  obigen  Aufsatze  aufgelöste 
Aufgabe  begreiflicherweise  nahe  zusammenhangt,  da  ein  Viereck  is  eis 
Dreieck  übergeht,  wenn  man  eine  Seite  desselben  verschwinden  lä*»r. 
s.  m.  eine  treffliche  Abhandlung  von  Gauss  in  der  monatlichen 
Correspondcnz.  Band  XXII.  S.  112.  und  Aufsätze  ,  von  Pfaff, 
Moll  weide  und  Schumacher  ebendas.  S.  223.,  S.  227.  und  507.; 
auch  eine  Abhandlung  von  mir  in  dem  eisten  Theile  meiner  Beiträpr 
zur  reinen  und  angewandten  Mathematik.  Brandenburg- 
1838.    4.  G. 
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Auflösung  der  Quadratischen  Glei- 
chungen mit  imaginären 
Coefllcienten. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Zur  Uebung  der  Anfanger  in  der  Rechnung  mit  imaginären 
Grössen  scheint  mir  folgende  Auflösung  der  quadratischen  Glei- 
chungen mit  imaginären  Coefticienten ,  die  ich  dem  Wesentlichen 
oach  aus  den  Exercices  de  M  ath  ematiques  par  Cauchy. 
4"»«  et  41m«  Livr.  p.  79.  entlehne,  recht  zweckmässig  zu  sein. 

Wir  uollen  zuerst  die  reine  Gleichung  des  zweiten  Grades 

1)  x*=za  +  bV—l 

auflösen,  wo  a  und  b  reelle  Grössen  bezeichnen,  und  setzen  zu 
dem  Ende 

2)  x  =  p  +  q  ST—V ,  % 

wo  p  und  q  ebenfalls  reelle  Grössen  bezeichnen.  Führen  wir 
diesen  Ausdruck  von  x  in  die  Gleichung  1)  ein,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung 


aus  der  sich  zur  Bestimmung  der  Grössen  p  und  q  die  beiden 
folgenden  Gleichungen  ergebeü: 

4)  p2  —  q2  =  a,  2py  =  6. 

Wegen  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  und  der  Glei- 
chung 2)  hat  man 


5)  *=*>+|,  V: 


oder 
Thcil  VIII. 


Digitized  by  Google 


66 


6)  *=^  +  *V-l 


Quadrirt  man  aber  die  beiden  Gleichungen  4)  und  addirt  sie 
dann  zu  einander ,  so  erhält  man 

7)  p2  +  q2  =  Vo*+Aa, 

wo  natürlich,  weil  +  stets  eine  positive  Grosse  ist,  die 
Quadratwurzel  positiv  genommen  werden  muss.  Aus  den  beiden 
Gleichungen 

ergiebt  sich  nun  auf  der  Stelle  durch  Addition  und  Subtraction 
Also  ist 

0)  p=±(^±5)4,9=±(5C^)j; 
und  nach  5)  und  6)  erhält  man  daher  für  .r  die  beiden  Werthe. 

10)  -r-ij— w        +  ^VV+A"W  * 
oder 


ii) 


7*  i2HV^+F-a)'  +         »         V  -M  ' 


Für  6  =  0  und  ein  positives  a  liefert  die  Gleichung  10)  die 
beiden  folgenden  Werthe  für  : 

12)  ar  =  db«:. 

Für  6=0  und  ein  negatives  a  liefert  die  Gleichung  11)  die 
beiden  folgenden  Werthe  filr  x: 

13)  *  =  ±  (_<,).  V=L 

Für  a  =  0  und  ein  positives  6  liefern  die  Gleichungen  10)  und 
11)  die  beiden  folgenden  Werthe  für  x\ 


oder 
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Fflr  a=0  and  ein  negatives  b  liefern  die  Gleichungen  10)  und 
II)  die  beiden  folgenden  Wertbe  für  x: 

16)  *  =  ±  |(-|)J-(-|) V^l(, 


i7)  *=±<-|Ai-v"-i). 


2 

Man  hat,  um  alles  dieses  richtig  zu  verstehen,  nur  stets  fest- 
zuhalten, dass  nach  dem  Obigen  W  +  o*  jederzeit  positiv  zu 
nehmen  ist. 

Die  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 
18)  j*  = 

sind  also  nach  14)  und  15): 

oder 

20)  .  =  ±i±^. 

Die  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 

21)  x*=  — 

« 

sind  dagegen  nach  16)  und  17): 

22)  ,  =  ±(^_^^l) 

oder 

Haben  wir  nup  die  Gleichung 
24)  +  Ax  +  B  =  0 

aufzulösen ,  so  lässt  sich  dieselbe  bekanntlich  auf  die  Form 

5* 


v 
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bringen,  und  nun  ganz  wie  die  Gleichung  1)  auflösen,  welches 
wir  durch  das  folgende  Beispiel  erläutern  wollen. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

26)  **-(5f4V"=I)  *+6 +8  V"=I  =0, 
so  bringt  man  dieselbe  zuerst  leicht  auf  die  Form 

}  x  _  <* + 2  v=i).  j  =  4 + ^^i)4-  <6+^  • 

d.  i.  auf  die  Form 

1  f» 

Setzt  man  nun  im  Obigen  a=--j,  6=2,  so  ist  nach  10): 

27)  *-<J+aV=I)  =  :fc(|+«V"=l). 

und  folglich 

28)  x  =  |  +  2V^I  +  4+2^). 

Also  hat  die  Gleichung  26)  die  beiden  folgenden  Wurzelo: 
x==|  +  2Vr^T--4  +  2V^i)==2, 

x  =  |  -f  2V"^I  +  (1  +  2  V*=l)  =  3  +4\^-l ; 

von  denen  die  erste  reell,  die  zweite  imaginär  ist. 

Dieses  Exempel  ist  deshalb  lehrreich ,  weil  man  aus  dem- 
selben sieht,  dass  eine  quadratische  Gleichung  mit  imaginären 
Coefiicienten  eine  reelle  und  eine  imaginäre  Wurzel  haben  kanD. 
da  bekanntlich  im  Gegentbeil  die  Wurzeln^  einer  quadratische« 
Gleichung,  deren  Coelficienten  beide  reell  sind,  immer  entweder 
beide  reell,  oder  beide  imaginär  sind. 

Eine  ähnliche  Ausführung  für  die  cubischen  Gleichungen  mit 
imaginären  Coefiicienten  wird  eine  gute  Uebung  für  Schüler  sein. 
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VI. 

Verwandlung  der  Irrationalen  ©rosse 
\TA  in  einen  Kettenbruch. 

Von 

Herrn  P.  Seeling, 

Elementarlehrcr  zu  Hückeswagen  im  Regierungsbezirk  Düsseldorf. 


§.  1. 

Vermittelst  der  Kettenbruche  kann  man  aus  unvollständigen 
Kuben  die  Wurzel  ziehen.  Dieses  soll  zuerst  an  einem  Beispiele 
in  Zahlen  gezeigt  und  dann  auch  allgemein  dargestellt  werden. 

Es  sei  *  =  V10. 

3 

Die  grüsste  in  VlO  enthaltene  ganze  Zahl  ist  =2.    Also  ist 


Der  Bruch      ,    ^  ist  kleiner  als  1.  Man  setze  denselben  =  ; 

1  xl 

»ist 

1 


1/10—2 


ood  zwar  xf>l.    Um  den  Nenner  rational  zumachen,  multiplizire 

3  3 

man  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches  mit  1/100+2^10+4  !). 
Dann  erhält  derselbe  die  Form: 

VlOO+2ylO  +  4  _  Vl00+2ya0+4 
10-8        ~"  2 


1)  Weil  («—*). (a*  +  aö+6*)  =  a*—ö*. 


I 
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Die  größte  in  ^100  steckende  ganze  Zah.  Ut  4,  und  die 
in  2  VlO  steckende  ebenfalls  4.  Demnach  ist  die  grusste  in 

£100+2^10+4 

2 

enthaltene  ganze  Zahl  =6,  und 

Vl00+2yl0+4 

 ^  

ist  also 

a  .  yl00  +  2yl0-8 
—  °  +  2" 


Diesen  letzten  Brach  setze  man  =      ,  so  ist 


1/100+2^10-8 


Um  den  Nenner  rational  zu  machen,  multiplizire  man  Zähler 
und  Nenner  dieses  Bruches  mit 

( VI00)*  +  (2 VlO)*  +  8*  -  V100 . 2 VlO + 8 .  VlOO + 8 . 2  VlO  *) 

=  12  VlOO +26  VlO +44. 

Dann  erhält  man: 

2(12Vl00+26Vl0+44)  _  öyl00+13yl0+22 
X  IÖÖ+80  -512+480     ~  37 

Die  grösste  in  diesem  Bruche,  den  man  auch  so  schreiben  kann  : 

V21000+V21970  +22 
 37  

enthaltene  ganze  Zahl  ist 


Demnach  ist 


27  +  28  +  22  _0 
 3?  L 


^i=2+g^L00+]3vl°-^2. 

♦$7 


2)   Weil  (fl+Ä-c) .  («a+*«+c»-<zÄ+«<r +öc)  =  «3+**-*>+3<//>r. 


- 
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Setzt  man  diesen  Bruch  —  ^Hi'  80  *st 


»vlOOf  13^10-52 


Um  den  Nenner  rational  zu  mache»,  multiplizire  man  Zähler 

uod  Nenner  mit  481VlOO+1036ylO+1924  (siehe  Anmerkung  2). 
Dann  erhält  der  Bruch  die  Form: 

37(481 V100+ 1036 V10+1U24)  13ylOO+28ylO+52 
21600+21970— 14000« + 1 ~~  IS 


ie  grosste  hierin  enthaltene  ganze  Zahl  ist 

60+60+52  ü 
 18  =9' 

In  dieser  Weise  kann  die  Berechnung  der  Quotienten  beliebig 
weit  fortgesetzt  werden. 

Die  Wurzelgrüsse  VlO  ist  also 

-2+  1 

j  i  1 


6  + 


2  +  1 


9  +  U.  8.  w. 

Die  Näherungswerthe  dieses  Kettenbruches  sind: 
Kettenbruchsnenner :  2  ,  6 ,   2  ,  9 ,  u.  s.  w. 


Näherungswerthe:     g,  ^ ,  ~,  ^,  ~  ,  u.  s.  w. 


5.2. 

Um  das  Verfahren  übersichtlich  darzustellen ,  werde  hier  noch 
ein  Beispiel  aufgelöset. 

Es  sei: 

,  _      1      _  1/361 +2V19+4  _  ,  .  /v361+2v'19-7_  1  \ 

 n  I+V  n  x»> 


V361+2V19-7 


72 

11 


V361+3yl9+l_0  ,  /V361+3V19-15  _  1  \ 
 8  2+V  H  W 


V361+3V19-15 

3V361+8V19+21     r~  .  /*VM  +8 1/19— 42  _  1  \ 
 1  ==63  +  V  1  P^' 

T////-  1  -  IM +507 »/19+1308  _  1+  ^ 

3V361+8V19-42  2843 

Die  Näherangswerthe  von  Vl9  werden  demnach  sein : 

Kettenbruchsnenner :  2,  1,  2,  63,   1,    u.  s.  w. 

kku  1    2    3    8    507  515 

Näherangswerthe:     j,       j,  j-,  j^g,  u.  s.  w. 


§.  3. 

Ohl 
A  e 

sei  die  grosste  in  VA  enthaltene  ganze  Zahl  =  a.   Dann  ist 


riges  Verfahren  soll  nun  allgemein  dargestellt  werden.  Es 
sei  A  eine  ganze  Zahl,  aber  kein  vollständiger  Kubus.  Ferner 


3 


»  .  VA—a 


x  =  VA~a  + 


1 


Diesen  Bruch  setze  man  =  -i- ,  so  ist 

x' 


3  3 


xl  =  =  - — '      ,  1     (s.  Anm.  L). 


VA-a  A-uZ 

s 

Man  setze  4— os==6,  so  ist 

~  b 

Die  grosste  hierin  enthaltene  ganze  Zahl  sei  a',  so  ist 

Tf-„f  !  VA*+aVA+a*-glb 
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oder,  wenn  man  aJ6— aa=c  setzt, 
Setzt  man  diesen  Bruch  =  — ^,  so  ist 


*     ..  .  3 


t/j  b  [(a*+c)  VA*+(A+ac)  VA+c*-aA] 

VA*+aVA-c  AHa'A-cHZaAc 
(siehe  Anmerkung  2.) 

_  b*[aIVAWagi+l)vAi+Rb-t>a*ai--a] 
Man  setze  (aa*+l)*-ai*A  =  d ,  so  ist 


d  * 
Die  grosste  hierin  enthaltene  ganze  Zahl  sei  a11.   Dann  ist 

xu=  an  +  aIVA^Maal^)VAWtA^a(aai^lf-.aUd 

d  ' 

oder,  wenn  man  aJ/d-f «(aa'+l)*— aJM  =  e  setzt, 

d 

Setzt  man  diesen  Bruch  =       ,  so  ist 


3)    Man  wird  «ich  ron  der  Richtigkeit  dieser  und  der  folgenden 
Reduktionen  überzeugen,   wenn  man  für  die  Grössen  ö,  c,  tf\  e  nacb 
Werthe  einsetzt. 
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Fährt  man  auf  diese  Weise  fort ,  die  vollständigen  Quo 
zu  entwickeln,  so  wird  man  sie  im  Allgemeinen  von  der  F*< 


finden. 
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Die  Grösse  V A  ist  demnach  gleich  dem  Kettenbruche: 

1 


«'  +  -  j 


a""+  u.«.w. 

Die  Näherungswerthe  dieses  Kettenbraches  sind : 
Kettenbruchsnenner:  a,  a1,    a11  ,         alf/,  u.  s.  w. 
ISaherungswerthe :     ff,  f,  — 7-,  __7_^- ,  u.  s.  ». 


}.  4. 

Es  seien 

*    ^  u  s  w 

3 

einige  auf  einander  folgende  Näherungswerthe  von  V  A,  Die  zu 
denselben  gehörigen  (sie  ergänzenden)  vollständigen  Quotienten  seien 

WA+P»Ia+J*    QV  A*+PV  A\J    Q'y  A*+P'Y  A+J*  

 JJÖ  '  Tj —  >  ßi  'U  8W- 

und  die  hierin  steckenden  grßssten  ganzen  Zahlen:  m°,  m,  m1, 
il  s.  w.    Dann  ist 

pi=mp+po,  ql=mq+q<>;  pn—m'p*+p,  q'l^zmty+q;  u.s.w. 

Betrachtet  man  nun  genau  die  Berechnung  im  vorhergehender^ 
Paragraphen,  so  wie  auch  die  gefundenen  vollständigen  Quotienten, 
und  vergleicht  man  letztere  mit  den   ebendaselbst  berechneten 

Näherungswerthen  für  VA,  so  findet  man  Folgendes: 

1.  Jeder  vollständige  Quotient  lässt  sich,  nachdem  man  den 
Nenner  rational  gemacht  und  die  nöthi^en  Reductionen  vorgenom- 
men, durch  das  Quadrat  des  früheren  Zählers  aufheben. 

2.  Es  ist  allgemein  (so  weit  die  Berechnung  in  §.  3.  reicht)  Q=q, 
P=p;  J  abwechselnd  =  -f-  (p°p*— q°q2A)  und  —  (p°p*—q°a2A); 
uod  D  abwechselnd  =—        q*A)  und  -f  (p* — q*A);  überhaupt 

,9)  _  QVAHP\fA+J__  qj  A*+pY  A±(p°p*-q«q*A) 
"        D  T  (p*—q*A) 


wobei  die  obern  Zeichen  für  die  Näherungsbrüche  ungerader 
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Ordnung,  und  die  untern  für  die  Näherungsbrüche  gerader  Ordnung 
gelten,  wenn  man  j-  als  den  ersten  Näherungsbruch  ansieht. 

Die  Richtigkeit  dieser  beiden  Sätze  in  Beziehung  auf  die  3 
ersten  vollständigen  Quotienten  geht  aus  der  Berechnung  in  §.  3. 
hervor.  Soll  also  ihre  allgemeine  Gültigkeit  bewiesen  werden,  so 
ist  nur  noch  darzuthun,  aass,  wenn  sie  für  irgend  einen  beliebi- 
gen vollständigen  Nenner  gelten,  dies  auch  für  den  nächstfolgen- 
den der  Fall  ist;  mit  andern  Worten:  dass,  wenn       ,    2  ,  &-a 

drei  aufeinander  folgende  Näherungswerte  für  V A  sind,  und 
wenn  der  zu  2.  gehörige  vollständige  Quotient 

*<■)  =  y  V  AHp  V  A  ±  (p°p*-q0q*A) 

^  (p*—q*A) 

ist,  alsdann  der  folgende,  zu  2_  gehörige,  vollständige  Quotient 
ist  Dies  soll  im  folgenden  Paragraphen  bewiesen  werden. 


S-  5  . 

=m,  /yV  ^HgV  ^  j:  (pnp*-f/0q2A)  ±m(p*-q*A)_   J  \ 

q  V  ^H/>V  ^ db  (p°p*—q°<>2A)  ±m  (p*—q'A) 

Der  Nenner  dieses  Bruches  wird  rational  gemacht  nach  der 
Formel : 

(<i-f  b±c) .  («H^+c^-öÄTacTAc)  =  a5+A3ics^F  3a6c. 
Man  erhält  dann: 
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Ehe  wir  zur  Reduction  dieses  Bruches  schreiten,  bedenken 
wir,  das»  im  vorliegenden  Falle  (siehe  Egen's  Handb.  d.  allgeni 
Arithni.  Thl.  1.  §.  209.)  pqn—p°q=  +  l.   Daraus  folgt: 

1)  pzq°-^p°p2q=Tp2 
p*q°-p°p*q±p2=0 

2)  pq°q*A— p°q*A=:?q2A 
pq"q*A— p  ltq3A  ±q*A=zQ 

q*A±pq°q2A  =  ±pl,q*A   fl» 

3)  p*q°*-Zp0pq°q+po2q2=+l  ® 

—2p°pq°q—l  =— ;?V*-p°V 

—2p°p*qutfA—pqA=—p*q**qA—p°*pq*A  (€) 

4)  Aus  (1)  2/>>?0?+l==/>V9+p,  V  (mit  TZ»*P*qA  multiplizirt) 

5)  2p<>pq0q+l  zzzpVf^+p* V  (mit  ±3mpq*A*  multiplizirt) 
±flW*l*q0q*A*±tonp4*A* — ±*mp  y  *q*A*±3mp  "  *pq*A*. .  .(I) 

p*q»*-fy»p\*q+Zp»*pq*q*-1>0Sq*=Tl  (H) 

(I)  mit  3p°q  multiplizirt,  gibt: 

Zp°jpqü*q— V  V?V+3/>0V=3/>0? 

typV^q— Gp0*pq0q*+3t>n  Zq*—Zp"q  =0  ...(III) 

(ii) +(iii)  j>v3+vy-v  v^v-v^t1 

7)  (I)  mit  3pv°  multiplizirt  gibt: 

3py 3— 6>°py       i,9pq0q*—2pqo = 0  ...(IV) 
(IV)— (Ii)  2pyHry^V9üV-W=:fci 

3/>>27°V/-f3^</  dbl=2^av,,s+p°398  (mit  mult ) 

±dp*ffyuWAH?pq*q*A%^*A^±2p*q»*q*A^»YAP^Q 

Man  entwickele  nun  die  einzelnen  Grossen  im  Zähler  ood 
Nenner  des  obigen  Bruches  (Z),  indem  man  jedoch  den  Faktor 
^f(p*  ^3^j)  für  sich  bestehen  lässt.   Dann  setze  man:  in  den 

Coefficienten  von  V  A*  statt  des  lsten  Theils  der  obigen  Gleichung 

CH)  den  2ten  Theil  derselben;  in  den  Coefficienten  von  V A  statt 
des  lsten  Theils  der  Gleichung  (fc)  den  2ten  Theil  derselben:  in 
den  rationalen  Theil  des  Zählers  statt  des  lsten  Theils  der  Glei- 
chung ((£)  den  2ten  Theil  derselben,  und  endlich  in  den  Nenner 
statt^des  lsten  Theils  der  Gleichungen  (t>),  (€),  (g)  und  (O) 
den  2ten  Theil  dieser  Gleichungen.  So  erhält  man  einen  Broch 
von  folgendem  Zähler  und  Nenner: 
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28 


-H 


H-  14-  -M  hh 

«  s  r 

«5       «5       %         M  J. 

'S*  -  ^ 
*  #  i  ü    i  +  +  + 

V  £  l     fr  £ 


3  's  s 

<?  t  *  fr      *°  *  £  £ 

S    ö«H«  k  +  H-  2. 

^  ?*  ?  ä  SP  S  ^  fr 

*  *5  ^  | 

-%  >  tl       3  \  ±  u> 

-H  S,  £ 

-  £ 


I>ieser  Bruch  reducirt  eich  auf: 

3 


V  ^2-t-(w^-fP")  V  A  ^  [>(mp-fp0)^— y(uiy-f  y°)MJ 
—  W  A*+plS  A\{ppn—qq*A) 
Und  dieses  war  zu  beweisen. 
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§.  6. 

Aus  der  Berechnung  in  §.  3.  und  6.  5.  ßeht  unmittelbar 
hervor,  dass  D  und  J  immer  ganze  Zahlen  sind.  D  ist  aber 
auch  immer  positiv.  Denn: 

1.  Ist  £  ein  Näherungsbruch  ungerader  Ordnung,  so  ist 
D= — (p*—-q*A).  Alsdann  ist  aber  (da  der  erste  Näherungsbruch 
^  zu  klein  ist)  ^<V^;  folglich  P-z  <A,  und  p*<q*A  ;  also  D 
positiv.  9  n 

2.  Ist  hingegen  '-  ein  Näherungsbruch  gerader  Ordnung,  so 

ist  Z)=+(p3-oJ4  Dann  ist  auch  £>yA;  folglich  *p  >  At 
und  p*>q*A;  also  D  wieder  positiv. 

Anders  verhält  es  sich  mit  J. 

1.  Ist  £  ein  Näherungsbruch  ungerader  Ordnung ,  so  ist 
>  £ ;  also  »°  >  22!,  und  £-°  >  2-° .     Dieses,   multiplizirt  mit 

/>»<?3^  (siehe  oben),  gibt  p°pP^q0q*A. 

2.  Ist  ^  ein  Näherungsbruch  gerader  Ordnung ,  so  ist  %p  ; 
also  p°  <J^jj-  *  «nd  <  ^- .  Dieses,  multiplizirt  mit  /i3  >  o*J, 
gibt  wieder  /*°/>a  =  q°  q2  A. 

Da  nun  J=±(p°p2—q0q2A),  so  kann  7  in  beiden  Fällen  po- 
sitiv, oder  —0,  oder  negativ  sein  4). 


§.  7.  . 

Der  die  Grosse  V  A  ausdruckende  Kettenbruch  ist  nie  ein 
periodischer.  Denn  da  plk>p>  pu  >  P1 ,  u.  s.  w. ,  und  ql*>fy 
9w>y',  u.  s.  w. ;  so  kann  nicht  derselbe  vollständige  Quotient 
zweimal  vorkommen.  Auch  können  nicht  2  vollständige  Quotienten 
einander  gleich  sein.   Denn  wenn  etwa 


4)  In  allen  Znlilenheispielen,  die  ich  bicher  auflöste,  fand  ich  nur 
im  zweiten  vollständigen  Quotienten  7=0,  und  dieses  auch  nur  daa* 
wenn  A  von  der  Form  (»— .l)«a.  Es  gelang  mir  i 
diesen  Satz  als  allgemein  gültig  zu  erweisen. 
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sein  sollte,  so  miisste  letzterer  Bruch  sich  so  verkleinern  lassen, 
dass  er  die  Form  des  ersteren  erhielte.   Da  aber  (s.  Egen.  6. 271.) 


p* — q^A  incommensurabel.   Obige  2  Brüche  sind  demnach  nicht 

auf  einerlei  Form  zu  bringen,  können  also  auch  nicht  einander 
gleich  sein. 

Aus  diesem  Allen  folgt,  dass  nicht  eine  gewisse  Reihe  von 
Kettenbruchsnennern  periodisch  wiederkehren  kann. 


j.  8. 

Das  in  §.  1.  dargestellte  Verfahren  wird  jetzt  bedeutend  ab- 
gekürzt werden  können,  wenn  man  gleichzeitig  die  Näherungs- 
brüche entwickelt   Etwa  auf  folgende  Weise: 


T  (p*-q*A) 
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Die  grüsste  Schwierigkeit  bei  dieser  Berechnung  ist,  die 
QV  Ä1  und  in  PV  A  enthaltenen  grüssten  ganzen  Zahlen  zu  finden 

Es  ist  aber,  wenn  £  ein  Näherungsbruch  ungerader 

,  q 

%A—P-<—1  (Egen-  §•  ^2.);  folglich 
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3  1  3 

v^-^-<^r,  und  ./V^-Pv^<y- 

Ebenso  wird  bewiesen,  dass 

a  a 
pij  A-qW  A*<*-tf,  qlI\f  A*-?"}  A  <  ^ ,  u.  s.  w. 

Da  nun  ^7/>yJ,  f/lu>qu>  u.  s.  w.;  so  ist 
\  A    y  A    \  A    V  A 

folglich  werden  die  Unterschiede  zwischen  und  P\?  A, 

abgesehen  von  den  Zeichen ,  immer  kleiner.  Daher  werden  die  in 
diesen  beiden  Grossen  enthaltenen  gross  ton  ganzen  Zahlen  gar 
bald  einander  gleich  sein  (in  obiger  Berechnung  z.  Ii.  schon  bei 
xir);  wesshalb  man  dann  von  da  an  jedesmal  nur  eine  derselben 
,zu  suchen  und  dieselbe  doppelt  zu  nehmen  hat. 


3 

Man  kann  die  irrationale  Grosso  VA  noch  auf  eine  andere 
Weise  in   einen  Kettenbruch   verwandeln.     Setzt  man  nämlich 

Sr A%  so  ist  x*=A,  und  x* —  Az=0.  Vervollständigt  man 
diese  Gleichung  durch  die  Glieder  dbO.ar2  und  ±0.x;  so  kann 
dieselbe  diese  4  Formen  erhalten: 

+  0.**  +  0.*— A=z0,  x>  +  0.**— O.tf  — ^1  =  0, 
x*—.0.x*  +  0.x  —  A=0,       —  0.**  —  0.x— A=0. 

Die  lste,  2te  und  4te  dieser  Gleichungen  enthalten  jede  2  Fol- 
gen und  eine  Abwechselung  der  Zeichen;  die  3te  aber  3  Abwech- 
selungen. Dieser  Widerspruch  deutet  auf  imaginäre  Wurzeln.  Dem- 
nach hat  die  Gleichung  x>  —  A=0  (Egen.  ThI.  IL  §.  404.  Folg. 
t  und  4.)  nur  eine  reelle,  und  zwar  eine  positive  Wurzel.  Sucht 
man  diese  (welche  im  vorliegenden  Falle  irrational  ist)  näherungs- 

Heise  nach  der  Methode  von  Lagrauge  (Egen.  §.  458.  ff.) ;  so  wird 

.i 

dadurch  die  Grösse  V  A  in  einen  kettenbruch  verwandelt. 
Angenommen,  die  Gleichung: 

(I)    Jkr»  +  /**  +  &r-f//=0 
habe  nur  eine  reelle,  und  zwar  irrationale  Wurzel,  und  diese  sei  ent- 
halten zwischen  r  und  r  +  1.    Setzt  man  dann  xz=r  +  (wo 

«z7>l  sein  wird),  und  ordnet  den  Werth  der  Gleichung  (I)  nach 
<len  Potenzen  von  x1;  so  erhalt  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(II)    E'x>*  +  F*xi*  +  G'x*  +  W=0. 

6  • 
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Durch  wirkliche  Berechnung  findet  man: 

£'=£r»  +  Fr*  +  Gr  +  /f, 
F'=3£r*  +  2Fr+G, 
G'  =  3£r+F, 
W=E. 

Der  Coeflicient  E1  dröckt  den  Werth  der  Gleichung  (I),  r  für 
x  gesetzt,  aus.  Da  nun  r<x.  so  wird  £f  stets  negativ  sein. 
Soll  also  in  der  abgeleiteten  Gleichung  (II)  das  erste  Glied  positir 
werden,  so  muss  man  alle  Zeichen  derselben  in  die  entgegenge- 
setzten umändern. 


§.  10. 

Nach  dieser  Methode  soll  nun  1/4  in  einen  Kettenbruch  Ter 
wandelt  werden.   Man  hat  also  die  Gleichung: 

x*  —  4=0. 

Hier  ist  £=1,  F=0,  G=0,  //=— 4,  und,  da  x  zwischen  I 
und  2  liegt,  r  =  l.  Demnach  ist  (§.9.)  £'=—3,  F'  =  3,  G'=i 
W=\.  Die  abgeleitete  Gleichung  wird  also  sein,  nachdem  man 
die  Zeichen  verändert : 

3*13  — 3x'a— 3^'— 1=0. 

Durch  Tatonniren  findet  man  leicht,  dass  xl  zwischen  1  und  2  rat 
halten  ist.  Sieht  man  nun  diese  Gleichung  wieder  als  die  ccm 
an  und  setzt  also  £=3,  jF=  — 3,  G  =— 3,  //=  —  1  und  r=l 
so  erhält  man  auf  dieselbe  Weise  die  zweite  abgeleitete  Gleichun? 

4x™»— 6x"— 3=0. 

0 

So  fortfahrend  gelangt  man  nach  und  nach  zu  folgenden  Resultaten 
x3_4  =  0  x     =1+  ^ 

,lr'3_3x'2— 3x'— 1  =  0  x1    =1  +JL 

4x"3— 6x"— 3=0  =1  +  -^ 

5^/7/3  __6*//72__  rix'7'  -  4  =  0  x'"  =2  +  -^ 

12x"'3—24x"*— 24x^—5=0  ar"r  =2  +  1p 

53x^»-24x^-48x^-12=0  x'  =1+ 
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lWx"i*—:y>4xrm^ 216a.-  '"-31=0        "=2  +  -JL 

U.  8.  IV. 

■ 

Es  ist  also 

>  1 

V4=l+  — 


•+f-r 

,+i-T 


2  + 


i  +  -  f 


1  +  j- 


"2  -J-  u.  s.  w. 

Dasselbe  Resultat  tvurde  schon  in  §.  8.  auf  andere  Weise 
jfeiundeo. 


§.  11. 

Es  sei  allgemein  x  =  Ja,  also  #8  —  ^4=0.  Ferner  sei  x 
mischen  a  und  #1  +  1  enthalten.  Dann  ist  £=1,  jF=0,  6'=0, 
H~—A,  und  r  =  a;  folglich  (§.  9.)  El=za*  —  A,  F'=3a* 
(P—lti,  H'~\.  Demnach- ist  die  erste  abgeleitete  Gleichung, 
nachdem  die  Zeichen  geändert  worden: 

(A-a*)  x**  —  3aa  x**  -  3<w:'—  1  =  0. 

Angenommen,  x1  sei  enthalten  zwischen  a1  und  a'  +  l.  Man  be- 
trachte ferner  die  Gleichung  in  sc1  wieder  als  die  erste,  und  setze 
also  E=A  —  a*,  F=-3a2,  G=  — 3«,  //=— 1,  und  r  =  «'. 
Dann  erhält  man  ebenso  die  zweite  abgeleitete  Gleichung : 

ll-t&a'-f&iV*— a3)  a'3]*"3  —  [3(^— «3)  a'2— 6a2«'— 3a]*'" 
—  [3(      «3)       3a2]  xu— (A— a3)  =  0. 

Diese  reducirt  sich  auf  folgende : 

[(aa'+l)3-  fi'M]  x"3— 3  [a'2^-0(«a'+l)*J  .t"2 
— 3[a'(<4— a3)  —  a2]*"— (^-«3)  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  man  abermals  als  die  erste  ansehen, 
Wem  man  annimmt,  dass   xli  zwischen  «"  und  «Ji-f  1  liege, 
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u.  s.  w.  Dadurch  w  ird  die  Grosse  \  A  sich  verwandeln 
Kettenbruch: 


1 


au  +  u.  s.  w. 


§.  12. 

Vergleicht  man  die  in  §.  10.  gefundenen  abgeleiteten 
chungen  der  Reihe  nach  mit  den  vollständigen  Quotienten  in  §. 
so  wie  die  abgeleiteten  Gleichungen  in  §.  Ii.  mit  den  vollständig 
Quotienten  in  6.  3.;  so  lindet  man  (die  in  6.  4.  und  §.  9.  aoj 
nommene  Bezeichnungsweise  beibehalten)  Folgendes: 

E=zD,  F=— 3J,  G  =  — 3(m°2)°— J°),  H=—D°. 

Die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Sätze  für  die  2  ersten  ti 
ständigen  Quotienten  und  die  2  ersten  abgeleiteten  Glei<" 
geht  aus  3.  und  6.  11.  unmittelbar  hervor.  Soll  nun  bt 
werden,  dass  sie  für  alle  Quotienten  und  Gleichungen  allgw 
gültig  sind,  so  ist  nur  noch  darzuthun,  dass,  wenn  sie  für  irg 
einen  vollständigen  Quotienten  und  die  mit  demselben  corresp 
dirende  Gleichung  gelten,  dies  auch  bei  dem  nächstfolgend 
Quotienten  und  der  nächstfolgenden  Gleichung  der  Fall  sei.  1 
andern  Worten  :  Sind 


VA  +  J  und 


zwei  zunächst  auf  einander  folgende  vollständige  Quotienten, 
m  und  ml  die  in  denselben  enthaltenen  grftssten  ganzen 
sind  ferner 

£^»  +  F**+fo+ir=0  und  -E*x**  +  F*xt*+G*x*+Bßi 

die  diesen  Quotienten  entsprechenden  abgeleiteten  GleichoDgt 
ist  endlich 

so  muss  bewiesen  werden,  dass  auch 

Ei=D'f  F'=-3J',  Gi=-3(mD—J)f  W  =  -D 

sei. 

Nach  §.  5.  ist: 

D  =  T  (p3— qzA),  und  />'=db  (p13—ifnA); 
-W=^Z{p»p*-q«q*A),  und  -W=±$(pp*-w*A>; 
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-3(m°/>o~J") =T3m«V*--^M) ^(p^^^A),  und 
-  3  (mD—J)  =  +  3/it  (/>3— yM)  ±  3  (p°p*-q°q*A) ; 
-Z)«  =  T(p03— y°M),  und  -X>=i:(^5— y'^). 

Nach  unserer  obigen  Annahme  Ist  aUo  auch : 

E=  T  (p*-q*A) ,  F=  T  3  (p*p*-q»<i*A) , 

G=+ 3m°         y°M)T3  (^°»/i0«-^oV*A  B=?(p0*~q°*A). 

Hieraus  folgt  nun  nach  §.  9.  (da  die  Grosse  r  daselbst  im 
vorliegenden  Falle  =wi  ist)  : 

L  £'=  ±mfy*-qU)±3m^>y^q°fj*A)±Zm<>m(p**--q0*A) 
±3m(p™p0*-q<">q0*A)±(p°*~-q  *A)  6) 

=  ±  (m*p2+3m*pop*+3m»mpo3+3mp00po*+i>0*) 
T(mV^w«y°y2+3wi»7ni?wH3/ii900yo2+703)^ 

Diese  letztere  Gleichung  lässt  sich  reduciren.  Denn  es  ist : 

m0p0+p°°=p ,        und        m°q°  +q°*  =  q 
(mit  Zmp°*  multiplizirt)  (mit  3m?°*  multiplizirt) 

Zm'mp^+SmpoopO^Zmpoip     3w°my°3+3my<>oyo2  =  3my0*f/. 

Hiernach  verwandelt  sich  die  Gleichung  (a)  in  folgende. 

El  =+  (m^p^mipopi+Zmpoip+p»*) 
+  (wV+3/«270r/2+3//iy°Äf/+^3)^, 

£/  =  ±  (mp+po)*T(mq+q°)*A, 
E'=z±pi*+q'*A, 
E*  =±(pi*—q**A) , 
E*=D*. 

II.  FI=±3?n*(p*—q*A)±Gm(pnp*—q0q*A) 

±Zm0(p0*—q0*A)±3(po°po*—q°0qo*A) 

=  ±3(m2p3+2mp°p2-l-m0p0*+p00p('i) 

?  3(m  ^ +*»' V3+9°n9°*)  A 

Es  ist  wieder: 

m  po+pnoz=p,      und      m0^  -f  q00z=q 

(mit  p0«  multiplizirt)         (mit  multiplizirt) 

mopo3  _j_  povpo*  =  ^o2^  ^     m°y03  +  f/0oy°2  =  q^q. 


5)  Man  vergesse  hier  nicht,  da««,  um  das  late  Glied  der  nea  allge- 
leiteten Gleichung  positiv  zu  machen,  alle  Zeichen  in  die  entgegenge- 
setzten verwandelt  werden  müssen! 
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Hiedurch  redacirt  «ich  die  Gleichung  (ß)  auf  folgende : 

F'  =  ±  3p  (m/>-fro)*  T  3y (7n^°)M , 

F'=±3(pp'*-w'M), 

F'  =  — 3/'. 

HI.  G'  =  ±3»*(/>*-^)  ±  3(p°p*-?V^), 
G1  =—3(mD—J). 

IV.  J/^  =  ±(p3-9M), 


Heber  gewisse  bei  einer  besonderen 
Klasse  astronomischer  Aufgaben 
häufig  in  Anwendung  kommende 

Gleichungen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§  1. 

Zuerst  will  ich  die  bekannten  Grundformeln  der  sphärischen 
Astronomie  bloss  mit  Hülfe  der  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie entwickeln ,  und  werde  mich  dabei ,  so  wie  überhaupt  in 
diesem  Aufsatze,  der  folgenden  Bezeichnungen  bedienen : 

Polhöhe  o> 

Hohe  eines  Gestirns  h 

Zenithdistanz  : 

Azimuth  .  .  -  o> 
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.Stundenwinkel   o 

DeclinatioD  ö 

Polardistanz  p 

Rectascension   a 

Alle  diese  Elemente  werden  auf  die  aus  der  Astronomie  allge- 
mein bekannte  Weise  genommen.  Nur  rücksichtlich  des  Azimuths 
mag  bemerkt  werden,  dass  dasselbe  im  Folgenden  immer  vou 
Süden  durch  Westen  hindurch,  d.  i.  im  Sinne  der  täglichen  Be- 
wegung der  Sphäre,  von  0  bis  360"  gezählt  werden  soll. 

Um  nun  die  zwischen  den  genannten  Elementen  Statt  finden- 
den Relationen  in  völliger  Allgemeinheit  zu  entwickeln ,  nehmen 
wir  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  als  den  Anfang  zweier  rechtwink- 
ligen Coordinatensysteme  der  xyz  und  xy'  2  an.    Die  Ebene  der 
xy  soll  die  Ebene*  des  Horizonts,  und  die  positiven  Theile  der 
Axen  der  x  und  y  sollen  vom  Mittelpunkte  der  Sphäre  an  respec- 
ti?e  nach  Süden  und  nach  Westen,  der  positive  Theil  der  Axe 
der  z  aber  soll  von  dem  Mittelpunkte  der  Sphäre  an  nach  dem 
Zenit h  gerichtet  sein.   Die  Ebene  der  x'y  soll  die  Ebene  des 
Aequators  sein,  der  positive  Theil  der  Axe  der  x'  sei  die  Durch- 
schnittslinie der  Ebene  des  Aequators  mit  der  Ebene  der  südlichen 
Hälfte  des  Meridians  *) ,  der  positive  Theil  der  Axe  der  y'  soll 
vom  Mittelpunkte  der  Sphäre  nach  Westen,  der  positive  Theil  der 
Axe  der  2  vom  Mittelpunkte  der  Sphäre  nach  dem  Kordpole 
gerichtet  sein.   Dies  vorausgesetzt,  ist  offenbar,  wenn  die  (foor- 
dinaten  x,  y,  2  und  x\  y,  2  sich  auf  denselben  Stern  in  demselben 
Zeitmomente  beziehen,  und  der  Halbmesser  der  Sphäre  immer  der 
Längeneinheit  gleich  gesetzt  wird,  in  völliger  Allgeroeinheit: 

/  4?  =  COS  CO  COSA, 

1)    J  y  =  sin  o)  cos  h, 
\  2  =  sin  h 

und 

x'  zzz  cosa  cos  8, 
y'  =  sin  0*  cos  d, 
=  sin  <T. 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  hat 
aber  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

x  =  x  cos  (90°  —  q>)  —  2'  sin  (90°  -  g>) , 

y  =y'» 

z  ==    sin  (90°  —  g>)  +  2'  cos  (90*— q>) 


*)  Der  Meridian  wird  durch  die  Wcltaxc  in  zwei  Hälften  gcthcilL 
von  denen  die,  in  welcher  Süden  liegt,  die  sndlichc,  die,  in  welcher 
Norden  liegt,  die  nördliche  Hälfte  des  Meridian«  genannt  wird. 


oder 

<x=a/  sincp — z'coscp, 

(  z  =  x*  cos  cp+i'  sioep; 

aus  denen  sehr  leicht  auf  dem  Wege  gewöhnlicher  algebraischer 
Elimination  mit  Hülfe  einer  bekannten  goniom einsehen  Gleichung 
umgekehrt 

tat  =     x  sin cp  -f- »  cos cp , 

4)    y=  y, 

(  z'  =  — a:  cosep-f-  2  sin 9 

erhalten  wird. 

Führt  man  nun  in  diese  beiden  Systeme  von  Gleichungen 
zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  z  und  x',  tf,  z  die  aus  dem  Obi- 
gen bekannten  Ausdrücke  dieser  Coordinaten  ein ,  so  ergeben  sieb 
sogleich  die  beiden  folgenden  wichtigen  Systeme  von  Gleichungen : 

( cos  cd  cos  h  =  cos  o  cos  8  sin  9 — sin  6  cos  cp, 

5)  l  sin  co  cos  h  ==  sin  er  cos  d, 

'        sin  h  =  cos  er  cos  ö*  cos  cp + sin  cT  sin  <p 

und 

/  cos  0  cos  8  =    cos  cd  cos  A  sin  cd  -f  sin  A  cos  9 , 

6)  ]  sin  c  coscT  =    sin  co  cos  A, 

\         sin  6*  = — cos  co  cos  A  cos  cd  -f  sin  A  sin  cp. 

Dividirt  man  die  erste  Gleichung  des  ersten  Systems  durch  die 
zweite  Gleichung  dieses  Systems,  so  erhält  man 

cot  co  =  cos  er  sin  cp  —  tang  et  cos  cp 


sin  d 
und  hieraus 

.      r  cos  er  sin  y — sin  er  cot  03 

cos  cp 

Dividirt  man  auf  ähnliche  Art  die  erste  Gleichung  des  zweiten 
Systems  durch  die  zweite  Gleichung  dieses  Systems,  so  erhält 
man 

col  fl  cos  cd  sin  cp  -f-  tang  A  cos  cp 

sin  cd  9 

und  hieraus 

to   cot  g  sin  co — cos  cd  sin  cp 

cosep 


: 

1 
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Also  hat  man  noch  die  beiden  folgenden  Systeme  von  Glei- 
chungen : 


7) 


und 


8) 


.         cos  c  kii)  qp  —  taue  ö  cos  <p 

cot  cd  =:  y  .       *  — 

sin  er 

tang  A  =  cotgeinca—coscasiny 

COStp 


cot  er  =  cos  co  sinep  -f  tang/t  coscp 

sin  (o 

ta       —  cosg  8in  9  —  810  g  cot  (0 

°  cos  9 


Fflhrt  man  in  die  vorhergehenden  vier  Systeme  statt  der  Hohe 
und  Declination  die  Zenithdistanz  und  Polardistanz  ein,  so  werden 
dieselben : 

i  cos  cd  sin  z  =  cos  er  mnp  sin  cp — cos/?  cos  cp , 
5*)    j  sin  co  sin  z  =  sin  er  sin/?, 

\        cos  z  =  cos  o*  sin  p  cos  cp  +  cos/?  sin  cp  ; 

( cos  er  sin/?  =     cos  co  sin  z  sin  cjp    cos  z  cos  cp , 
6*)    J  sin  er  sin /?  =     sin  cd  sin  z, 

\        cosp  =  —  cos  cd  sin  z  coscp  +  cos  2  sin  cp; 


7*) 


co^  ^   cos  er  sin  cp — cotp  coscp 

~~  sin  er  " ' 

,         cot  er  sin  cd  —  cos  co  sin  cp 

cot  2  =   ; 

coscp 

cot  0     .  cos  cd  sin  cp  -f-  cot  r  cos  cp 

.sin  o) 

.         cos  er  sin  cp  —  sin  er  cot  co 

cot  ö  =  -   . 

coscp 


Diese  Entwicklung  der  Grundformeln  der  sphärischen  Astro- 
nomie scheint  mir  viel  einfacher  und  der  Sache  angemessener, 
als  die  gewöhnliche  Entwickelung  derselben  mit  Hülfe  der  sphäri- 
schen Trigonometrie. 


8-  2. 


Es  giebt  nun  eine  gewisse,  vorzüglich  zuerst  von  Gauss  her- 
vorgehobene Klasse  interessanter  astronomischer  Aufgaben,  hei 
denen  vorausgesetzt  wird,  dass  drei  Sterne  unter  solchen  Umstän- 
den beobachtet  worden  sind,  dass  gewisse  gleichnamige  Elemente 
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derselben  einander  gleich  sind,  indem  man  diese  Sterne  z  B.  in 
gleichen  Hohen,  oder  in  gleichen  Azimuthen,  oder  bei  gleiche» 
Stundenwinkeln ,  u.  s.  w.  beobachtet.  Eine  vollständige  behaod- 
lung  aller  möglichen  Aufgaben  dieser  Art  ist  nicht  ohne  Interesse, 
wurde  jedoch  im  Archive  einen  zu  grossen  Raum  für  sich  in  An- 
spruch nehmen,  wenn  sie  mit  der  erforderlichen  Ausführlichkeit 
gegeben  werden  sollte.  Diesen  Aufgaben  liegen  aber,  wenn  man 
sie  unter  allgemeine  Gesichtspunkte  fasst,  hauptsächlich  gewisse 
Relationen  zum  Grunde,  welche  ich,  weil  dieselben  auch  an  sich 
interessant  sind,  im  folgenden  Paragraphen  im  Zusammenhange 
entwickeln,  und  von  denselben  vielleicht  späterhin  weitere  An- 
wendungen machen  werde. 


§.  3. 

1.  Zuerst  wollen  wir,  die  Polhohe  wie  früher  auch  jetzt 
immer  durch  <p  bezeichnend,  annehmen,  das?  den  Declinationen 
d\  d',  d"  und  den  Azimuthen  co,  n'f  a>";  oder  den  Declinationen 
df  d'f  d"  und  den  Stundenwinkeln  c,  ö',  o";  oder  den  Azimuthen 
o),  w',  ca"  und  den  Stundenwinkeln  o*,  c't  0"  dreier  Sterne  die 
gleichen  Hohen  h>  hf  h  dieser  Sterne  entsprechen. 

Dann  haben  wir  zuvorderst  nach  6)  die  drei  Gleichungen: 

sin  d  =  sin  h  sin  tp  —  cos  o>  cos  h  cos  ©, 
sind*  =  sinAsin<jp —  cos  o>'  cosA  cos 9 , 
sind"=sinA  sin  q> — cos  w"  cosA  cos  9. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

cosoj' — cos«",  cos  «"  —  cos  « ,  cos»  —  cos»', 

und  addirt  sie  dann  zu  einander;  so  erhält  man,  weil 

(COS  Q>'  COS  «")  -f  (COS  «"—COS  fi))  +  (COS  CO— COS  6)')=0  , 

coso>(cosfi)' — cos«")  -f  cos«'(cosw" — cosw)  -f  cosco"  (cos« — cos»')=4) 

ist,  die  folgende,  h  und  g>  gar  nicht  mehr  enthaltende  Relation 
zwischen  den  Declinationen  d,  d',  d"  und  den  Azimuthen  »,  «',  <a*: 


{))         sind  (cos w'  —  cos «") 

-|- sind' (cos G)" — cosw)  J=0, 
-f  si  n  d"  (cos  fi) — cos  fi)')  ' 


L 


oder 


10)         cosw  (sind' — sind") 

+  cos  «'(sind"  — sind)  J  =0. 
+  cos  w"  (sin  d — sin  d') 


oder 
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11)       sind  sinj(w'+a/0«ini(«'—  w") 

+  sind'  sini  («>"+»)  sin*  (»"—od)  j  =  0, 
+  h'id  d"  sin  i  (od  -f  »')  sin  i  (« — w)  / 


12)       cos  ca  cos  i  (d'  -f  d")  sin  J  (d*  —  d")  j 

-f  cos©'  cosi  (d"  +  d)  sin*  (d*— d)  {  =  0. 
+  cos «"cos  i  (d  +  d')  sin  i  (d— d')  ' 

Ferner  hat  man  nach  5)  die  drei  Gleichungen: 

sin  h  =  sin  d  sin  9  -f-  cos  ff  cos  d  cos  9 , 
sin  A  =  sin  d'  sin  9  4*  cos  ff*  cos  d'  cos  9 , 
sinA  =  sind"sing)  -f  cos  ff"  cos  d"  cos  9. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sind' — sind",  sind" — sind,  sind — sind*, 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

13)      cos  ff  cos  d  (sin  d"— sin  d")  j 

4*  cos  ff*  cos  d'  (sind" — sind)  [  =  0, 
-f  cos  ff"  cos  d"  (sin  d — sin  d*)  ' 

oder 

14)       cos  ff  cos  d  cos  i  (d'  -f  d")  sin  i  (d* — d")\  , 

-f  cosff'  co*'*'  cos t  (6*+ 4)  «in 4  (  =0. 

+  cosff"  cosd"  cos  |  (d+d')  sini  (d— d")  ' 

Endlich  hat  man  nach  7)  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

cos  9  tangA  =  cot  ff  sin»  — cos«  6109, 
cos  9  tang  h  =  cot  ff'  sin  od'  —  cos  cd'  sin  9 , 
cosqptangA  =  cot  ff" sin  od" —  cos  od"  sin  9. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

COS  Cd' — C08  0)",  COS»" — COS  OD,  COS  CD  —  COS©', 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

15)        cot  ff  sin  cd  (cos  cd' — cos  cd") 
-f  cot  ff*  sin  od'  (cos  od' 
-f cot  ff" sin  od"  (cos  cd  ■ 

oder 


1' — cos  cd")  1 

>" —  cos  m)  j  =0 

d  — cos  od')  ' 
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16)      cot  ff  sin  09  sin  »  (©'  +  «>")  sin  \  (o>'— o>")  \ 

+  cot  ff*  sin  m  sin  {  (»"-f-  m)  sin  J  (©" — w)  {  s=  0. 
-f  cot  ff"  sin  co"sin  J  (» -f  »')  sin  4  (oj— w')  ) 

II.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  das 8  den  Declinationen 
d,  6",  d"  und  den  Höhen  A,  h\  A";  oder  den  Declinationen  d,  V,d* 
und  den  Azimuthen  ©,  a>',  w";  oder  den  Hohen  A,  A',  A"  und  den 
Azimuthen  o»,  ü>"  dreier  Sterner  die  gleichen  Stundenwinkel 
ff,  ff,  ff  entsprechen. 

Dann  haben  wir  zuvörderst  nach  5)  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen : 

sinA  =  sind  sin  g>  +  cos  ff  cos  d  cos  9, 
sin  K  =  sin  8  sin  9  +  cos  ff  cos  d*  cos  9) , 
sin  A"  ==  sin  5"  sin  <p  +  cos  ff  cos  8"  cos  9. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sjn^-^ö"),  sin(d"— d),  sin  (d—d*) 

und  addirt  sie  dann  zu  einander;  so  erhält  man,  weil,  wie  sich 
leicht  zeigen  lässt, 

sin  d  sin  («T— d")  +  sin  d'  sin  (d"— d)  +  sin  d"  sin  (d— d')  =  0 , 
cos d  sin  (<F— d")  +  cos  d'  sin  (d"— d)  +  cos  d"  sin  (d— d")  =  0 

ist,  die  Gleichung 

17)    sin  A  sin  (8' -8")  +  sin  K  sin  (d"— d)  +  sin  h"  sin  (d-d')  =  0. 

Ferner  hat  man  nach  8)  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

cos  97  tang  8  =  cos  ff  sin  9  —  sin  ff  cot  co , 
cos  qp  tangd*  —  cos  ff  sin  (p  —  sin  ff  cot  w  , 
cos  9  tangd"  =  cos  ff  sin  9  —  sin  ff  cot  00*. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

tang 8? —tang 8",  tangd" —  tangd,  tangd  —  tangd' 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

18)  cot«  (tangd'  — tangd")  j 

+  cot  a  (tang  d"—  tang  d)  {  =  0 

+cotw*(tangd— tangd')  ' 

oder 

1 

19)  tangd  (cotw' — cotw")  \ 

-f  tangd*  (cot©" — cotw)  [  =  0, 

+  tangd"  (cot  w — cot  o>')  ' 
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,tn\  a      sin  (d  — d') 

20)  cot  (0   ^  4n 

cos  d'  cos  d" 


COSd"  COsd  ( 

+cot»»  .-«»1*-*') 


COSd  COS  Ö' 


oder 


21)         cot»  cosd  sin(d' — d") 

-f- cot  cd' cosd' sin  (d"  —  d)|  =  0, 
+  cot»"cosd"sin(d— cT) 


oder 


,K1v  .  r  sin(o>' — co") 
22)  tangd    .  v  ,  .  ,f 

,  ,      »,  sin  (co"  — o>)  f  n 


sin  co  sin  (o 


sin  (o  sin  w' 


oder 


23)  tätig  d  sin  a>  sin  (ca  —  co")j 

-f-  tang  d*  sin  w'  sin  (co" —  co)  [  =0. 
-f  tang  d"sina>"  sin  (o> — «')  ' 

Endlich  ist  nach  7) 

cos y  tang A  =  cot  sinco  — cos  co  sin 9, 
cos  <p  tangA'  =  cot  a  sin  co'  — cos  co'  sin  <p , 
cos  cp  tang  A"  =  cot  0  sin  co"  —  cos  co* sin  9). 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sio(»'  —  co"),  sin(co"  — co),  sin  (co  —  m) 

and  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  folgend« 
Gleichung : 

24)  tangA  sin  (©' — ©*) 

-f-  tang  A'  sin  (co"  —  co)  t  =  0. 
+  tang  h"  sin  (co  — co')  ) 

III.  Den  Declinationen  d.  cV,  d"  und  den  Hohen  A,  h',  h* 
oder  den  Declinationen  d,  d',  d"  und  den  Stundenwinkeln  a,  er*,  a* 
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oder  den  Höhen  A,  A',  h"  und  den  Stundenwinkeln  er,  er*,  er*  dreier 
Sterne  mögen  jetzt  die  gleichen  Azimuthe  co,  cd,  cd  entsprechen. 

Dann  ist  zuvörderst  nach  6): 

sin  ö  =  sin  A  sin  ep — cos  cd  cos  A  cos  cp , 
sind'  =  sin/*'  sin 9 — cosco  cosA'  cos cp, 
sin  eT"  =  sin  htt  sin  ep  —  cos  cd  cos  hN  cos  cp. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
sin(A'-A"),  sin(A"-A),  sin(A-A') 
und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhalt  man  die  Gleichung: 
25)    sin  6  sin  (A' — A")  +  sin  cV  sin  (A"— A)  +  sin  eT  sin  (A— K)  =  0. 

Ferner  ist  nach  8) : 

cos  9)  tangcT  =  cos  er  sin  cp  — sin  er  coteo, 
coscp  taogcV  =  cos  er*  sinep  —  sin  er*  cot», 
cos  cp  tang  eT  =  cos  er"  sin  cp  —  sin  0"  cot  cd. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
sinCtr-— er"),  sin(cr"— er),  sin(tr—  er*) 
und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung. 

26)  tang  S  sin  (er'  —  er")  ) 

+  tang  cV  sin  (er"— er)  j  =  0. 
+  tangersin(ef-Ter')  ' 

Endlich  ist  nach  7) : 

cos  ep  tang  A  =  cot  er  sin  co  —  cos  co  sin  cp , 
cos  cp  tang  A'  =  cot  er*  sin  cd  —  cos  co  sin  ep, 

■ 

cos  ep  tang  A"  =  cot  er"  sin  co  —  cos  cd  sin  ep. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

cot  er* — cot  er",  cot  er" — cot  er,  cot  er — cot  er*, 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung 

27)  tangA  (cot  er* — cot  er")  \ 
-ftangA'  (cot  er"— cot  er)  {  =  0, 
-f  tang  A"  (cot  cf— cot  <0  ' 

< 

oder 
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28)         cot*  (tangA' -tangA")) 

+  cotff'  (tangA'— tangA)  =  0, 
+  cot  tf"  (tangA -tangA')  ' 


29)  tangA 

'  +  tangA' ™5£Z^  =  0 
+  tangA' 

sin  a  sin  <r 


sin  (o*" 

-o 

sin  a' 

sin  a 

sin  (<y" 

-«) 

sin  &' 

sin  o* 

sin  (o* 

oder 


»der 


30)        tangA  sintf  s\n(<f — <f'\ 

+  tangA' sin  ✓  sin  (ö"— a)\  =  0, 
+  tangA'  sin(r"6in(ff-c0 


31)  cot  *  ™W~h2 


cos  A'  cos  A' 

+  ootff-8iny-A) 
cos  h  cos  A 

cos  A  cos  A' 


=  0 


oder 


32)  cottf  cosA  sin(A'  —  h")\ 

+  cot  <f  cos  A'  sin  (A" — A)  [  =  0. 
+  cot  <r"  cos  A"sin  (A — A')  ' 

»    .,,V/„  En_dlj<:h  Y°!,en  .lvir  nun  auch  annehmen,  dass  den  Hohen 
'  j   j     S    *     Azimuthen  w,  oder  den  Höhen  A,  A',  A'' 

und  den  M.indenwinkeln  er,  <y',  o";  oder  den  Azimuthen  «,  <*>',  «" 
und  den i  Mundeinvinkel n  <r,  c"  dreier  Sterne  (oder  eines 
Merns)  die  gleichen  Declinationen  <J,  d,  6  entsprechen. 

Dann  ist  zuvorderst  nach  6) : 

sin 5. —  sin A  sinqp — cos»  cosA  cos <pt 
sin  6  =  sin  K  sin  g> — cos  u>  cos  A'  cos  <p , 
sinö  =  sin  A"  sin       cos     cos  A"  cos  9. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sinA  — sinA",  sinA"— sinA,  sinA— sinA' 
Theil  Vm.  7 
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und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhalt  man  die  Gleichung: 

33)        cos©  cosA  (sinA'— sin  A")x 

+  cos  »'  cos  K  (sin  A" — sin  A)  f  =0 
-f  cos  »"  cos  A"  (sin  A  —  sin  /*') ' 

oder 

34)        cos  (o  cos  h  cos  \  (A'+A")  sin  \  (h! — h'\ 

-f-  cos  <o'  cos  A'  cos  i  (A"+A)  sin  4  (A" — A)  [  =  0. 
+  cos  u  cos  A"  cos  i  (Ä+A')  sin  J  (A— A')  ' 

Nach  5)  ist  ferner 

sin  h  =  sin  d  sin  -f-  cos  tf  cos  d  cos <p , 
sin  A'  =  sin  d  sin  <p  -f  cos  d  cos  d  cos  cp , 
sin  A"  =  sin  d  sin  gp  -f  cos  tf"  cos  d  cos  cp. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

costf' — costf",  costf" — costf,  costf — costf' 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhalt  man  die  Gleichung. 

35)  sinA  (cosrf  —  costf")) 

-|  sinA' (costf"  —  costf)!  =  0 
+  sin  A"  (cos  tf — cos  tf ')  ' 

oder 

36)  cos  tf  (sin  A'  —  sin  A")  \ 

+  costf'  (sin A"— sin  A)  [  =  0 
+  cosö"(sinA— sinA')  ' 

oder 

37)  sinA  sini(tf'+o")sini(tf'— tf% 

+  sin  h'  sin  \  (tf"+o)  sin  \  (tf"— tf)(  =  0, 
+  sin  A"«io  i  (tf+tf ')  sin  1  (tf—tf')  ' 

oder 

38)  costf  cos  i (A'+A")  sin \  (A'— A")% 

+  cos  tf'  cosi  (A"+Ä)sin  J  (A*— A)  [  =  0. 
+  costf" cos l(A+A') sin i(A— A')  ' 

Nach  8)  ist  endlich: 

cosqptangd  =  costf  sing) — sintfcotw, 
cos  cp  tang  d  =  cos  tf 1  sin  cp  —  sin  tf*  cot  co', 
coscp  tangd  =  cos  tf"  sin  cp —  sintf"  cotu". 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

cos<r* — cos o" ,  cos<r" — cos  a,  cos a  —  cos o' 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhalt  man  die  Gleichung 

39)         cot«  sina  (cosc' — cosg")\ 

+  cot  g>'  sin  a'  (cos  ö" — cos  a)  l  =  0 
-f  cot  w"  sin  <f  (cos  a — cos  <s')  ' 


oder 

40) 


cot»  sina  sin i  (a'-f  <j")  sin  J  (aW)j 
+  cot  a>'  sin  a'  sin  J  (<r"-f  <j)  sin  }  (a"— <y)  |  =  0. 
+  cot     sin  ff" sin  i  (a-ftf')  sin  \  (o—o')  ' 


Dies  sind  die  Relationen ,  deren  kurze  Entwickeln*  der  Zweck 
de«  vorliegenden  Aufsatzes  war.  h 


VIII. 

lieber  eine  astronomische  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


™  a™£  maD  aUS  den  1?  ldemselben  Azirauth  etwa  mit  einem 
Theodoliten  gemessenen  Hohen  zweier  Sterne,  deren  Positionen 
jof  der  N,)haif ,  d  h  deren  Rectascensionen  und  Declinationen, 
bekannt  sind,  die  Polhöhe  und  die  Zeit  bestimmen  kann,  ist  hin^ 
reichend  bekannt  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Polhöhe  durch  w, 
die  m  den  Azimuthen  «,  «',  welche  von  Süden  an  nach  Westen 
hm  von  0  bis  3600  gezahlt  werden  sollen,  gemessenen  Höhen 
zweier  Sterne,  deren  Dechnationen  S,  ö'  «intf,  durch  A,  A';  so 
haben  wir  bekanntlich  nach  den  Fundamentalgleichungen  der  sphä- 
chun^n  .Astronomic  dle  beiden  fo|ge°den  albernem  güitigen  Glei- 

7* 
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j  sind  =  sinAsincp — coscocosA  cosep, 
I  sind' =  sin  A'sincp  — cos  co'cosA'coscp. 

Setzen  wir  nun  co'  =  co  -|-(o'- co) ,  so  wird 

sind'  =  sinA'  sin 9 — cos(co'— co)  cos  co  cos  A'  coscp 

+  sin  (u)'— w)  sin  co  cos  A'  cos  cp 
=  sin  A'  sin  cp — cos  co  cos  A'  cos  9 

-f  2sin  i  (co' — m)2  cos  co  cos  A'  cos  cp 
-f  2sin  i  (co;— co)  cos  \  (co'— co)  sin  co  cos  A'  cos  ? 
=  sin  A'  sin  cp — cos  co  cos  A'  cos  cp 

-f  2sin  4  (co' — co)  sin  lt  (co'+co)  cos A'  cos  cp. 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet:  ( 

sin  d  cos  hl  —  sind'  cos  A 
---  sin  (h—h')  sin  cp— *2  sin  J  (co'— co)  sin  i(<*>'+°>)  cosA  cosA'  cos?, 

also 

sin  d  cos  A'  —  sin  et  cos  A* 


2)   sin  cp  = 

sin  (A— A ) 

2  sin  i  (co — co')  sin  4  (co-f-coQ  cos  A  cos  A' 

sin  (A-A')  C°h  (f' 


Sind  nun  die  beiden  Sterne  in  demselben  Azimuth  beobachtet 
worden,  so  ist  co=co',  also  co  —  co'=0,  und  folglich 

ox     .  sin  d  cos  A'  —  sin  d'  cos  A 

.«)   sin  cp  =  r   

sin  (A— A') 

Ist  nicht  genau  co  —  co'=0,  so  ist  nach  2) 

2  sin  i(co — co')  sin  i(co-fco')  cosA  cosA' 

 i  .     .v   ,,  — ■ —  cos  cp 

sin  (A — A') 

der  Fehler,  mit  welchem  sin  cp  behaftet  ist,  wenn  man  genas 
co  —  co'— 0  setzt,  woraus  man  sich  leicht  Regeln  abstrahiren  wird, 
wie  die  Beobachtungen  am  vortheil  härtesten  anzustellen  sind,  in* 
dem  man  z.  B.  sogleich  übersieht,  dass  der  Fehler  sehr  gros.«; 
werden  kann,  wenn  nahe  sin(A — A')=0  ist,  was  man  also  zu 
vermeiden  haben  wird. 

Wie  man,  wenn  man  die  Polhohe  gefunden  hat,  dann  leicht 
noch  das  Azimuth,  die  Stundenwinkel  der  Sterne,  und  aus  diesen 
mittelst  der  bekannten  Rectascensionen  der  Sterne  die  Zeit  be- 
stimmen kann,  ist  aus  den  Elementen  der  Astronomie  hinreichend 
bekannt,  und  bedarf  hier  keiner  weiteren  Erläuterung. 

Nicht  so  bekannt  wie  das  Vorhergehende  dürfte  es  sein ,  dass 
man ,  wenn  man  mit  den  Messungen  "der  IJühen  zweier  bekannten 
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»Sterne  in  demselben  Azimuth  noch  die  Messung  der  Höhe  eines 
dritten  bekannten! Sterns  in  einem  von  dem  vorhergehenden 
Azimuth  um  180°  verschiedenen  Azimuth  verbindet,  was 
bekanntlich  bei  der  Annendung  des  Theodoliten  nur  eine  Drehung 
des  Fernrohrs  um  den  unverrückt  stehen  gebliebenen  Höhenkreis 
erfordert,  ausser  der  Polhöhe  auch  noch  den  Collimationsfehler 
des  Instruments  bestimmen,  oder  vielmehr  die  Polhöhe  unabhängig 
von  dem  Collimationsfehler  des  Instrumentes  erhalten  kann,  was 
mir  in  praktischer  Rücksicht  nicht  ganz  unwichtig  und  uninteres- 
sant zu  sein  scheint 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Declination  und  die  gemessene 
Höhe  des  dritten  Sterns  respective  durch  d"  und  A",  so  haben 
wir  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

/  sin  ö  =  sin  A  sin  9 — cos  co  cos  A  cos  9 , 
4)     J  sin  6'  =  sin  h'  sin  9  —  cos  co  cos  A'  cos  9 , 
l sin  d"  =  sin  A"  sin  9  +  cos  co  cos  A"  cos  9. 

Multipliciren  wir  nun  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe 

mit 

sin  (Ä'+A") ,  sin  (A+A") ,  am  (h—h') , 

und  ziehen  dann  die  zweite  und  dritte  von  der  ersten  ab,  so  er- 
halten wir 

sin  ö  sin  (A'+A")  —  sin  ö'  sin  (A+Ä")  —sin  d"  sin  (A-A') 
=  { sin  A  sin  (A'+ A")  —  sin  A'  sin  (A+A")  -  sin  A"  sin  (Ä- h')  \  sin  9 
—  { cos  A  sin  (A'-f-A")  —  cos  h'  sin  (A  \-h")  -f-  cosAVm  (h—h1) }  cos  co  C0S9. 

Es  ist  aber,  wie  man  durch  leichte  Entwickelung  findet: 

L  sin  A  sin  (A'-|-  A") —  sin  h'  sin  (A  f  h")  —  sin  h"  sin  (h—M)  =  0, 
<cosÄ  sin  (A'+A")  — cos  A'  sin(A+A'')+ cosA"  sin(A-A')  ==  0; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

6)  sin  ö  sin  (A'+A")  —sin  ö'  sin  (Ä+A") — sin  d"  sin  (A-Ä')  =  0. 

Hierbei  sind  die  gemessenen  Höhen  A,  h'f  h"  sämmtlich  als 
fehlerfrei  vorausgesetzt  worden.  Ist  aber  das  Instrument  mit  einem 
Collimationsfehler  oder  Indexfehler  i  behaftet,  und  sind  also 
A-f  f,  A'+i,  A"+£  die  wahren  Höhen  *),  so  hat  man  natürlich 
statt  der  Gleichung  6)  die  Gleichung 

sind  sin{(A'+t)  +  (Ä''+0l  , 

—  sind'  sin l(A  +  0  +  (A"+0 {  {  =0, 

—  siu  r  sin  { (A  +  i)  —  (Ä'+O }  ' 


*)  Wobei  vorausgesetzt  vrird,  das*  die  gemessenen  Hohen  wegen 
der  Hefraction  gehörig  corrigirt  sind. 
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d.  i. 

7)  sind  sin  (*'+*"  4  2Q  , 

-sind' sin  (A  +  A"  +  20  =0. 
sind" sin  (A-A')  ' 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  leicht: 

{ sin  d  sin  (A'+A")  —  sin  d'  sin  (A+A") )  cos  2i  j  =  sin  ^  gin  h_h^ 
+  { sin  d  cos  (A'+A")  -  sin  d'  cos  (A+A") }  sin  2i  ) 

und  folg  lieh,  wenn  man  die  Hülfsgrössen  S  mittelst  der  Glei- 
chungen 

(sind  sin  (A'+Ä")  — sind*  sin  (A+A")  =  ft  sin  0, 
8)    jsindcos(A'+A")-sin<r  cos(A+A")  =  fiCosG 

berechnet,  was  keine  Schwierigkeit  hat: 

<J)        fi  sin  (6+20  =  sind"  sin  (A— A') , 

also 

10)       sin  (6+20 

Hat  man  mittelst  dieser  Gleichung  den  Collimationsfehler  be- 
stimmt, so  kann  man  wegen  desselben  die  gemessenen  Höhen 
sammtlich  coTrigiren  ,  und  inuss  dann  natürlich ,  wenn  man  mittelst 
der  Formel  3)  die  Polhöhe  bestimmt,  in  diese  Formel  die  wegen 
des  Collimationsrehlers  gehörig  corrigirren  gemessenen  Höhen 
einführen. 

Endlich  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass,  wenn  man 
in  demselben  Azirauth  die  Höhen  dreier  bekannter  Sterne 
gemessen  hat,  und  die  Refraction  den  Tangenten  der  scheinbaren 
Zenithdistanzen  proportional  zu  setzen  berechtigt  ist,  die  Refraction 
bestimmen  kann,  ohne  den  Collimationsfehler  des  Instrumente* 
gerade  mit  völliger  Genauigkeit  kennen  zu  müssen.  Unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  hat  man  nämlich  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen : 

.sind  =  sinA  sin<p— cos»  cos A  cos®, 
11)    \  sin  d'  ==  sin  A'  sin  9 —  cos  co  cos  k'  cos  9 . 
'  sin  d"  =  sin  A"  sin  ©— cos  a>  cos  A"  cos  9. 

Multiplicirt  man  nun  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sin  (A'-A") ,  sin  (A'WO ,  sin  (A-^') ; 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man,  weil,  wie  man 
durch  leichte  Rechnung  findet : 
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,  7  |  «in  A  sin  (A'— A")  +  sin  A'  sin  {h"—h)  +  sin  A"  sin  {h—h')  =  0 , 

~}  1  cos  A  sin  (A  — A")  +  cos  K  sin  (A"— A)  +  cos  A"  sin  (A — A')  =  0 

ist,  die  Gleichung : 

13)  sin  d  sin  (A'— A")  +  sin  d*  sin  (A"-A)  +  sin  d"  sin  (A— Ä')  =  0. 


Hierbei  sind  die  Hohen  als  fehlerfrei  vorausgesetzt  worden. 

:en  de 


:en  wir  aber  die  Refraction  den  Tangenten  der  scheinbaren 
Zenith di stanzen  proportional,  so  sind,  wenn  p  eine  constante  Grösse 
bezeichnet,  die  wegen  der  Refraction  corrigirten  Höhen: 

A-pcotA,  A'  —  p  cot  h' ,  A"  —  p  cot  A" ; 
and  die  Gleichung  13)  nimmt  also  eigentlich  folgende  Gestalt  an: 


14)  sin  d  sin  |  A'-A"-p  (cot  Ä'-cot  h") ) , 
-f  sin  d*  sin  { A"—  h — p  (cot  A"— cot  Ä)  j  [  =  0 
-f  sin  d"  sin  { A — A'—  p  (cot  A— cot  A') }  ) 

oder 

15)  sind  si„jA'_A»+f?j^=^| 

(  ^sinA'sinA") 

\  sin  A  sin  A  |  [ 

+s\0&'s\a\h-K+<,  rf~*2 

(  ^  sin  A  sin  h!  > 

Da  die  Differenzen  A — h' ,  A' — A",  A" — A  von  dem  Colli ma- 
tionsfehler  unabhängig  sind  und  p  immer  eine  sehr  kleine  Grösse 
U»t ,  so  wird  die  Richtigkeit  der  vorhergehenden  Gleichung  nicht 
wesentlich  gestört  werden,  wenn  wegen  des  nicht  mit  völliger 
Genauigkeit  bekannten  Collimationsfehlers  eine  nur  unvollkommene 
Correction  der  gemessenen  Höhen  möglich  gewesen  ist. 

Da  die  Grössen 

sin(A/—  h")      nin  (kn— h)      sin  (A— A') 
9  sin  A'  sin  h" '  9  sin  A"  sin  A '  9  sin  A  sin  A' 

meistens  der  Null  sehr  nahe  kommen  werden ,  so  giebt  die  Glei- 
chung 15)  nach  gehöriger  Entwicklung  die  folgende  näherungs- 
weise richtige  Gleichung: 

sin  d  sin  (A'— A")  +  sin  d'  sin  (A"— A)  -f  sin  d"  sin  (A— A')  j 
+  1  (sindsin2(A/ — A")    sindVm2(A"— A)     sind"sin2(A— A')i  |  =0, 
*    I    sin  A'  sin  A"  sin  A"  sin  A  sin  A  sin  A'    »  ' 

also 
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16)  i* 


sin  d  sin  {h'-h")  +  «in  8  sin  (h"—h)  +  sin  6"  sin  {h—h  ) 
sin<Ssin2(A'— 6")     sinffsin^A"— h)     sinä"  sin'2(A— K) ' 
sin/*' sin  A"     +     sin  h" sink      1      sin  A  sin  A' 


Hat  man  mittelst  dieser  Formel  einen  ersten  Näherungswerth 
von  p  gefunden ,  so  wird  man^mit  Hülfe  der  Gleichung  15)  diese 
Grösse  mittelst  der  bekannten  Näherungsmethoden  auch  leicht 
genauer  finden  können. 

Fasset  man  jetzt  alles  Vorhergeheode  zusammen,  so  wird 
sich  überhaupt  folgende  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhobe*) 
ergeben. 

In  demselben  Azimuth  messe  man  die  Höhen  dreier  Sterne, 
deren  Positionen  auf  der  Sphäre  bekannt  sind ,  und  in  einem  von 
dem  Torhergehenden  Azimuth  um  180°  verschiedenen  Azimuth  die 
Höhe  eines  vierten  Sterns,  dessen  Position  auf  der  Sphäre  ebeo- 


oder  auch  eines  mit  einem  zweckmässig  eingerichteten  Stativ  ver- 
sehenen Sextanten  bedient.  Ist  nun  durch  eine  der  verschiedenen 
hinreichend  bekannten  Methoden  der  Collimationsfehler  des  In- 
strumentes annähernd  bestimmt  worden,  so  corrigire  man  wegen 
desselben  die  gemessenen  Höhen  der  drei  ersten  iSterne,  und  be- 
stimme hierauf  die  Refraction  mittelst  der  Formeln  16)  und  15). 
Dann  corrigire  man  die  gemessenen  Höhen  des  ersten,  zweiten 
und  vierten  Sterns  wegen  der  Refraction,  indem  man  immer  (was 
freilich  auch  nur  näherungsweise  richtig  ist)  die  Refractionen  den 


bestimme  mittelst  der  Gleichungen  8)  und  10)  den  C 

ollimationjv 

fehler.  Nun  corrigire  man  endlich  die  schon  wegen  der  Refraction 
corrigirten  gemessenen  Höhen  des  ersten  und  zweiten  Sterns  noch 
wegen  des  jetzt  genau  ermittelten  Collimationsfehlers ,  und  l»e- 
stimme  die  Polhöhe  mittelst  der  Gleichung  3).  Dass  man  eich 
übrigens  bei  diesem  hier  nur  im  Allgemeinen  skizzirten  Verfahren 
auch  der  sogenannten  Methode  der  successiven  Näherungen  be- 
dienen und  dasselbe  dadurch  zu  grösserer  Genauigkeit  erheben 
kann,  versteht  sich  von  selbst. 


*)  Und  dann  ferner  auch  der  Zeit,  wa«  nicht  weiter  erläutert  to 
werden  braucht 
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IX. 

irelbiiiigsaufgaben  für  Schüler. 


Aus  der  Gleichung 

abc — x  |  a  V4j:*— «*  +  h  V  4j*— 6*  +  c  Vl^c*  J 
durch  Rechnung  den  Ausdruck 

a6c 

•y-  — ■»  _  

"4V;MM)(i-c)' 

wo  *=S(a+A-fc)  ist,  herzuleiten. 


Ein  Dreieck  durch  eine  gerade  Linie  so  in  zwei  Theile  zu 
theilen,  dass  die  beiden  Theile  in  einem  gegebenen  Verhältnisse 
zu  einander  stehen,  und  die  ihre  Schwerpunkte  verbindende  ge- 
rade Linie  auf  der  Theilungslinie  senkrecht  steht. 


Die  vier  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  der  drei 
Hohen  der  vier  Dreiecke ,  welche  von  den  Seiten  und  den  beiden 
Diagonalen  eines  in  einen  Kreis  beschriebenen  beliebigen  Vierecks 
gebildet  werden,  liegen  jederzeit  auf  dem  Umfange  eines  dem 
Kreise,  in  welchen  das  Viereck  beschrieben  ist,  gleichen  Kreises. 


Wenn  A  und  B  die  Fliichenräume  zweier  um  und  in  einen 
Kreis  beschriebenen  regulären  Polygone  von  gleicher  Seitenzahl 
sind,  so  ist  die  Differenz  A — B  der  Fläche  eines  regulären  Po- 
lygons von  derselben  Seitenzahl  gleich ,  welches  entweder  um 
oder  in  einen  Kreis  beschrieben  ist,  dessen  Halbmesser  im  ersten 
Falle  der  halben  Seite  des  Polygons  2?,  im  zweiten  Falle  der 
halben  Seite  des  Polygons  A  gleich  ist 
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Den  Inhalt  des  Körpers  zu  bestimmen,  welcher  entsteht, 
wenn  ein  reguläres  Polygon  —  ein  reguläres  Dreieck,  Viereck, 
Fünfeck,  Sechseck,  u.  s.  w.  —  sich  um  eine  seiner  Seiten  her- 
umdreht 

Bezeichnen  wir  die  Seite  des  regulären  Vielecks  durch  o,  den 
körperlichen  Inhalt  des  durch  Umdrehung  desselben  um  eine  seiner 
Seiten  entstandenen  Körpers  durch  F;  so  ist 

für  das  reguläre  Dreieck:  V  =  \  na*\ 

für  das  reguläre  Viereck:  F  =  na%\ 

für  das  reguläre  Fünfeck:  V  =  \  jra3(5-f-2y"5); 

für  das  reguläre  Sechseck:  V  =3  i*ra3; 

für  das  reguläre  Achteck:  V  =  2«a3(3+2*r2); 

för  das  reguläre  Zehneck:  V=  | »a3(5-f 2*r5); 

für  das  reguläre  Zwölfeck:  V  =  3 *«3 (7+4  V3). 


Man  kann  diese  körperlichen  Räume  auch  sowohl  durch  den 
Halbmesser  des  um,  als  auch  durch  den  Halbmesser  des  io  das 
reguläre  Vieleck  beschriebenen  Kreises  ausdrücken.  Bezeichnet 
z.  b.  r  den  Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises,  so  ist 

für  das  reguläre  Dreieck:  F  =  £rcr3V~3; 
für  das  reguläre  Viereck:    F  =  2wr3^2; 

für  das  reguläre  Fünfeck:    F  =  }«r3V  5+2^5 
für  das  reguläre  Sechseck:  F=  5»r5; 

für  das  reguläre  Achteck:    F=  2rcr3V 4+2^2; 

für  das  reguläre  Zehneck:   V  =  äftr3^; 

für  das  reguläre  Zwölfeck:  F  =  t  *r3(t"2+^6). 


Unter  allen  Prismen  von  derselben  Grundfläche  und  Höhe  bat 
das  gerade  Prisma  die  grösste  Oberfläche. 


1 

Wenn  nun  aus  einem  Punkte  O  in  der  Verlängerung  eine* 
Durchmessers  AB  eines  Kreises  eine  denselben  in  den  beiden 
Punkten  M  und  M!  schneidende  gerade  Linie,  und  nach  den 
Punkten  M  und  M!  die  Halbmesser  CM  und  CM'  des  Kreise« 
zieht,  so  soll  man  beweisen,  dass  das  Product 

,  MCO  ,  M'CO 
*ang  — 2—  .  tang  — — 

eine  constante  Grösse  ist,  welche  Lage  man  auch  der  von  dem 
Punkte  O  aus  gezogenen  Secante  des  Kreises  geben  mag. 
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Wenn  man  auf  eine  feste  gerade  Linie  in  der  Ebene  einer 
Parabel  von  den  Endpunkten  M,  M  einer  durch  den  Brennpunkt 
/  gehenden  Chorde  derselben  die  Perpendikel  MN,  M'N'  fallt, 
m  ist,  was  man  auch  der  durch  den  Brennpunkt  F  gehenden 
Chorde  MM'  für  eine  Lage  geben  mag,  die  Summe 

MN  ,  M'N' 
MF  + 

eine  constante  Grosse. 

In  jeder  Parabel  steht  die  Summe  der  Entfernungen  der  End- 

S unkte  einer  jeden  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Sehne  von  dem 
'reonpunkte  zu  dem  Producte  dieser  Entfernungen  in  einem  con- 
>lanten  Verhältnisse. 


Den  geometrischen  Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels 
ia  bestimmen,  dessen  Schenkel  auf  einem  gegebenen  Kegelschnitte 
senkrecht  stehen. 


Wenn  zwei  Kreise,  der  eine  mit  constantem,  der  andere  mit 
veränderlichem  Halbmesser,  sich  von  Aussen  berühren,  und  an 
diese  beiden  Kreise  eine  gemeinschaftliche  Berührende  gezogen 
wird ,  so  liegen  die  säramtlichen  Berührungspunkte  mit  dem  Kreise, 
«lexsen  Halbmesser  als  veränderlich  angenommen  wird,  in  einer 
tissoide. 


M  i  s  c  e  1 1  e  n. 


Auszug  ans  einem  Schreiben  des  Herrn  Schulraths 
J.H.T.  Müller,  Directors  des  Realgymnasiums  zu 
Wiesbaden,  an  den  Herausgeber. 

Da  Sie  jetzt  durch  zwei  Abhandlungen ,  welche  ich  mit  vielem 
Interesse  gelesen,  die  Aufmerksamkeit  auf  die  kubischen  Gleichungen 
wieder  hingelenkt  haben,  so  erlaube  ich  mir  die  Behandlung  weise 
in  Erinnerung  zubringen,  deren  sich  Kramp  in  seiner  An t hm e- 
tique  universelle  (von  der  ich  vor  Jahren  eine  Uebersetzung 
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gefertigt ,  die  aber  nicht  erschienen  ist)  bedient  hat  uod  die  darum 
der  Vergessenheit  entrissen  zu  werden  verdiente ,  weil  sie  auf  die 
Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  verzichtet  und  eine  tiefe  Eio- 
sieht  in  den  ganzen  Gang  der  Untersuchung  gewährt.  Derselbe 
geht  von  der  einfachsten  Gleichung  jc2 — 1  =  0  aus  und  bezeichnet 
sehr  passend  die  verdoppelten  beiden  imaginären  Wurzeln  der- 
selben —  1  f  i  y  3  und  _  1  —  j  v  3  mit  %T  und  27".  Daran  schlieft 
sich  unmittelbar  die  Gleichung  xz—  C=0,  die  für  6T  =  A3  die 
Wurzeln  //,  hJ\  hJn  siebt.  Hierauf  behandelt  Kramp  den  Fall 
jc* — SAx^+SA11* — C=0,  worin  die  drei  ersten  Glieder  Bestand- 
theiie  eines  vollständigen  Kubus  sind,  so  dass  man  fSr  C—~A*=Ji* 
die  drei  Wurzeln  A+k,  A\hJ,  A\W  erhält.  Nach  Erörterung 
einiger  anderer  Fälle  geht  derselbe  zur  Aufsuchung  der  Bedingun- 
gen über,  welchen  die  Coefticienten  der  vollständigen  allgemeioe-j 
Gleichung 

.r3  —  Ax*  +  Bx—  C=0 

zu  genügen  haben,  damit  1)  eine  der  Wurzeln  das  arithmetische 
Mittel  zwischen  den  beiden  übrigen,  2)  die  zweite  Wurzel  gleich 
der  dritten,  3)  nur  eine  Wurzel  Veell  und  4)  keine  Wurzel  weder 
einer  andern  gleich  noch  auch  imaginär  sei. 

1.  Für  a,  /J,  y  als  Wurzeln  der  Gleichung  und  28  =  a  f  y  er 
halt  man  3/S=a+/S  +  y  =  A ,  also  ß=\A  als  zweite  Wurzel.  Da 

x*-Ax>-+Bx—  C—  2ßx  -  2ß* + B)  +  (-2/5»  +  Bß-Q 

ist,  so  eiebt  der  zweite  Factor  des  ersten  Gliedes  die  beiden 
übrigen  Wurzeln  3x=A±V  3.  V  (Az — 3Z?)  und  der  Divisionsreet 
—  2p3-f-/?ß — 6\  welcher  unter  der  obigen  Voraussetzung  ver- 
schwinden muss,  die  Bedingungsgleichung  für  diese  Annahme, 

2.13-tU#+27C=0. 

2.  Sind  o,  ß,  ß  die  drei  Wurzeln,  se  muss  er-f  20= J, 
laß  -f- /3*  =  B ,  cpa=C  sein.  Durch  Eliminirung  von  a  aus  der 
Isten  und  2ten  Gleichung  erhält  man,  wenn  der  schon  in  1.  vor 
kommende  Ausdruck 

^-32?  =  r» 

gesetzt  wird,  3ß  =  A±r  und  %a  =  A-f'2r.  Durch Multiplication  des 
Quadrats  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  mit  der  zweiten 
erhält  man 

2^l3— 0J#-f  27C=  +  2r3, 

und  wenn  beiderseits  quadrirt  wird,  die  Bedingungsgleichong  ßr 
zwei  gleiche  gleichstimmige  Wurzeln,  nämlich 

(2A*- =  4  (A*-3B)\ 
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3  Sind  zwei  Wurzeln  zugeordnete  complexe  Ausdrucke ,  also 
flie  drei  Wurzeln  a,  Hi>,  i-«>;  so  Hta+'IX- A,  2«A+A«f  f—R, 
ff(i*f  f»*)=  C,  woraus  man 

und 

SW»-MÄ+  27  C=  2  («-X)3  + 18  («-*)  ft* , 

yiso 

(2^3—9^/^+27  Oa— 4(^-3  £)3  = }  G(a~A)a  V3+V  */3  )*  >  0 

=  Ä* 

erhält   Hieraus  findet  man 

2J3— 0.iÄ  +  27r:+Ä=2(a-A+;iV3)3=2p3, 
2  J3 — IM  #  +  27C—  R =2  (a — A — p  y  3)3 = 2?3 , 

ro  dass  /i  und  q  bekannt  sind. 

Werden  die  beiden  Gleichungen  * 

ct  —  l  +  /*V3  —  p, 
et  —  X — fi  V3  —  f/ 

durch  Addition  und  Subtraction  verbunden  und  zieht  man  die  frü- 
here Gleichung  o-J-2A  =  *-l  hinzu,  so  ersieht  sich  Za~A-\-p  +  q, 
<U  =  2A — p  —  q,  öf*=(/j— -^)V3.   Es  sind  demuach 

A+pJ»+qJ' 

die  dritten  Theile  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung  x* — Ax*\Bx — C 
— 0,  nenn  die  oben  angegebene  Bedingung  statt  findet. 

4.  Zur  Betrachtung  endlich  des  Falles  dreier  ungleicher  reeller 
Wurzeln  bahnt  sich  Kram»  den  Weg  durch  die  Vergleichung 
des  Productes  der  Unterschiede  zwischen  den  drei  kreisförmig 
geordneten  Wurzelu  x,  x",  x'"  des  in  3.  untersuchten  Falles. 
Es  i*t  nämlich 

(x'-x")  (x"—x"')  {x'"-x')  =  R .  3*  V3 , 

woraus  er  folgert,  dass  R  imaginär,  also  R2  negativ  sein  muss, 
wenn  die  drei  Wurzeln  reell  und  ungleich  sind,  d.  h.  dass  in 
diesem  Falle  stets 

(3-43— 9^+270«  <4(^«-3^)3 

ist.  Demnach  wird  jetzt  , 

2  A  3 — 9.-1  B  f  27  C  +  i  R = 2/>  3 , 
2J3— MZ?+27C-t,Ä=2y» 
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Setzt  man,  was  erwiesenermassen  erlaubt  ist,  »  =  x+fy. 
g  =  z — hj,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Bestimmung  der  Yvertbe  voo 
z  und  y  wiederum  auf  die  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung 
von  derselben  Beschaffenheit  fuhrt ,  als  die  gegebene  Gleichung 
war,  und  langt  so  zuletzt  bei  dem  Casus  irredueibilis  an. 


Bemerkung  zu  der  Aufgabe  des  Herrn  A.  Ritman. 

(ThI.  VI.  S.  330.  de«  Archivs.) 

Von  dem  Herrn  Dr.  T.  Wittstein  in  Hannover. 

Es  ist  das  Achsendreieck  eines  (schiefen)  Kegels  gegeben, 
und  in  einer  Seitenlinie  desselben  ein  Punkt  Mau  soll  durch 
diesen  Punkt  Ebenen  normal  zur  Ebene  des  Achsendreiecks  legen, 
und  den  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte  aller  dadurch 
entstehenden  Kegelschnitte  angeben. 

Der  gegebene  Punkt  sei  der  Pol  eines  Po larcoordi na ten- Sy- 
stems, und  r  der  Radius  vector  der  gesuchten  Curve,  so  hat  man 
bekanntlich 

wenn  a  und  6  die  beiden  Halbachsen  irgend  eines  Kegelschnitts 
—  die  erstere  in  der  Ebene  des  Achsendreiecks,  die  zweite  recht- 
winklig darauf  —  bezeichnen  und  die  Ellipse  als  Grundform  der 
Schnitte  angesehen  wird.  Hier  sind  a  und  h  veränderliche  Grossen, 
deren  Ausdruck  durch  den  veränderlichen  Winkel  des  Systems 
und  die  gegebenen  Constanten  wir  jedoch  nicht  hersetzen  wollen. 

Nun  giebt  es  bekanntlich  im  schiefen  Kegel  zwei  Schnitte 
durch  den  gegebenen  Punkt,  welche  Kreise  sind;  in  beiden  wird 
also  6=a,  folglich  auch  r=a,  uod  mithin  vereinigen  sich  in 
jedem  dieser  Schnitte  die  beiden  Arme  des  gesuchten  geometri- 
schen Orts  in  Einen  Punkt.  Zwischen  beiden  «Schnitten  aber  wird, 
wovon  man  sich  leicht  durch  Ausführung  der  Rechnung  überzeug. 
by-a,  folglich  r  imaginär;  es  findet  mithin  hier  keine  Curve  in 
der  Ebene  des  Achsendreiecks  statt,  und  damit  pflegt  man  ge- 
wöhnlich eine  derartige  Betrachtung  abzuschließen. 

Indessen  können  wir  auch  selbst  in  diesem  Falle  der  Gleichung 

welche  alsdann  die  Form  annimmt 

r  —  a±i  V62— n», 

eine  geometrische  Bedeutung  abgewinnen.  Denken  wir  uns  näm- 
lich die  Schnittebene  als  Ebene  der  complexen  Zahlen,  und  in 
ihr  die  Achse  der  reellen  Zahlen  zusammenlallend  mit  der  Achse 
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ia  and  die  Achse  der  imaginären  Zahlen  rechtwinklig  darauf,  so 
werden  wir  den  complexen  Radius  vector  construiren,  indem  wir 
von  der  Mitte  der  Achse  2a  aus  uns  rechtwinklig  Ton  der  Ebene 
des  Achsendreiecks  erheben,  und  zwar  sowohl  nach  der  einen  als 

nach  Jer  andern  Seite  hin,  um  eine  Entfernung  =V  o*— aa.  Und 
in  der  That,  wenn  b  die  grosse  und  a  die  kloine  Haihachse  einer 
Elhpse  bezeichnet,  so  liegt  der  Brennpunkt  auf  der  Halbachse  b 

t*n  einen  Abstand  —y  b2 — o2  vom  Mittelpunkte;  folglich  gelangen 
wir  durch  jene  Construction  wirklich  zu  den  ausserhalb  der  Ebene 
des  Achsendreiecks  liegenden  Brennpunkten.  Es  enthalt  mithin 
die  Gleichung 

r  =  a±  VoM2 

vollständig  den  geometrischen  Ort  aller  Brennpunkte, 
welche  in  den  gegebenen  Schnittebenen  enthalten  sind; 
selbst  diejenigen  eingeschlossen,  welche  ausserhalb 
der  Ebene  des  Achsendreiecks  fallen. 

Wir  haben  diese  kurze  Notiz  vorzuglich  desshalb  nicht  unter- 
drucken wollen,  weil  hier,  wie  es  uns  scheint,  durch  eine  schla- 
gende Thatsache  die  Coincidenz  unserer  geometrischen  Interpreta 
Bon  der  complexen  Zahlen  mit   der  Natur  der  geometrischen 
Grosseobeziehungen  selbst  dargethan  wird. 


Berichtigung. 

Ton  dem  Herrn  Dr.  Dippe,  Oberlehrer  am  Gymnasium  Fridericiannm 

*u  Schwerin. 

In  dem  Archive  Thl.  VI.  S.  333.  wird  die  unbeschränkte  Gül- 
tigkeit des  Satzes:  „Wenn  die  Sinus  der  Winkel  eines  ebenen 
Dreiecks  eine  arithmetische  Progression  bilden,  so  bilden  auch 
jederzeit  die  Cotangenten  der  halben  Winkel  dieses  Dreiecks  eine 
arithmetische  Progression,"  in  Zweifel  gezogen,  indem  dieselbe 
an  die  Bedingung  geknüpft  wird,  dass  cotg  £  er.  cotg  i  y=3  sei. 

Der  Zweifel  ist  leicht  als  unbegründet  aufzuzeigen.  Denn 
aus  sin  a  -+  sin  y  =  2  sin  ß  folgt 

ix  a  •  a+7        a— y     M  .  a+y  cr-fy 

1)  2sin-i£  cos  — L=4sin-^co8-~i, 

mithin 

2)  cos  2  cos  ~1 , 

l  l 

und  hieraus 


* 
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« 

3)  3  sin    sin  v  =  cos  ^  cos  4  , 
'  2      2  2  2 

folglich  auch 

4)  3  =  cotg  |  cotg|. 

Da  dies  eine  noth wendige  Folge  der  Voraussetzung  ist, 
so  kann  ea  keine  Beschränkung  der  Behauptung  involvireo. 

Es  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  derselben  auch  sehr  einlach 
aus  2),  wonach  man  hatte 

co«2=3'=2co8?+3', 


d.  i. 


cos      —  cos  — i£  =  cos  , 


oder 


2  sin  ^  sin  £ = sin  £ . 
Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung 


sin~^=  cos£ 
2  2 


durch  die  eben  erhaltene,  so  folgt 


—  cotg  £. , 


und  wenn  man  die  Zähler  entwickelt  und  den  Division  ausführt; 

cotg  |  +  cotg  |  =  2cotg  | , 
was  behauptet  wurde. 
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lieber  die  Theorie  der  Proportionen. 

Vou  dem 

Herrn  Doctor  Lehmann  zu  Berlin. 


§.  1.  Lehrsatz. 

Wenn  von  4  Grössen  die  lste  mit  der  2ten,  und  die  3te  mit 
der  4ten  gleichartig  ist,  und  ein  Vielfaches  eines  aliquoten  Theils 
der  lsten  Grösse  ist  gleich  der  *2ten,  und  das  Ebensovielfache  des 
ebensovielsten  Theils  der  3ten  Grösse  gleich  der  4ten,  so  ist  jedes 
andere  Vielfache  jedes  andern  aliquoten  Theils  der  lsten  Grösse  ~2L 
(d.  h.  grösser  oder  ebenso  gross  oder  kleiner)  als  die  2te  Grösse 
je  nachdem  das  Ebensovielfache  des  ebensovielsten  Theils  der  3ten 
Grösse  Z  ist  als  die  4te  Grösse. 

Beweis.   Es  sei  von  den  4  Grössen  a,  b,  c,  d,  unter  denen 

o  mit  6  gleichartig,  und  c  mit  «/gleichartig  ist,  b  —  ~a  (wo  /wund 

in 

n  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten),  und  d=~c;  dagegen  sei  6 
auch  =  9-  a  (wo  q  und  p  wiederum  beliebige  ganze  Zahlen  sind), 

so  ist  -^a=£a,  also  (beiderseits  das  mXpfache  genommen) 

npa  —  mqa ,  also  (weil  vp  und  mq  zwei  gleiche  ganze  Zahlen  sind) 
auch  npc—mqCi  also  (wenn  man  beiderseits  den  mXpten  Theil 

nimmt)  -  c  =  fl  c,  d.  i.  d  —  rL  c. 
in      p  p 

Es  sei  aber  nun  o=-a,  und  d=~c;  dagegen  sei  h*>*La 

m  m  p 

und  <2±-a,  so  ist^a>^a  und  <2±*a,  also  n»a>  qma  und 
p  m       p  p  *  * 

<(?+l)»ia,  also  (weil  np,  qm  und  (q+l)m  ganze  Zahfen  sind) 

auch  npc>qmc  und  <(y+l)mc,  also  -c  und  <^i?c,  d.i. 

,1  m      p  p 

d>?-c  und  <2±ic.   Ist  aber 
p  p 

Theil  VIII.  8 
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b>±*  und  <2±?a,      d>U  und  <Z±*c; 
p  P  P  V 

oist  um  so  mehr 

7>  /'  />  ^ 

*>ÄzJ«,  A<Ä;     d>^c,  rf<A; 
;>  />  /'  P 

'    u.  s.  w.       u.  s.  w.        u.  s.  iv.       U.  S.  W. 

§.  2.  Lehrsatz. 

Zu  3  Grossen,  wovon  die  lste  der  2ten  gleichartig,  ist  alle- 
mal eine,  aber  auch  nur  Eine,  vierte,  der  3ten  gleichartige 
Grosse  möglich,  von  der  Art,  dass  jedes  Vielfache  jedes  alianoten 
Theils  der  lsten  Grösse  ~Z-  ist  als  die  2te ,  je  nachdem  das  Eben- 
soviel fache  des  ebensovielsten  Theils  der  3ten  Grösse  Z  ist  als 
die  4te  Grösse. 

Beweis.  Die  3  ersten  Grössen  seien  a,  b,  c.  Nun  habtD 
entweder  a  und  b  einen  aliquoten  Theil,  der  in  beide  aufgeht  (ein 
gemeinschaftliches  Maass),  oder  nicht 

Haben  o  und  b  ein  gemeinschaftliches  Maass,  ist  namlirn 

bz=z-a.  so  hat  die  4te  Grösse  rf=-c  nach  dem  vorigen  Para 

graphen  die  verlangte  Eigenschaft. 

Haben  aber  a  und  6,  falls  das  möglich  ist,  kein  gemeinschalt 
liebes  Maass,  so  nehme  man  einen  beliebigen  aliquoten,  den  wten, 
Theil  der  Grösse  o  von  6  so  oft  weg,  als  es  angeht;  es  sei  dem 

nach  6>-a  und  ^^Ha.  Man  nehme  zwischen  ~a  und  ~^-fl* 
d.  i.  zwischen  |%  und  (,'e  Mitte,  ^tfci  fl,  ö0  liegt  Ä  ent- 

weder zwischen  und  oder  zwischen  Bnd 

rÜ±?a;  im  lsten  Fall  schreibe  man  p  statt  2/i,  im  2ten  Fall  aber 

2w  • 
f>  statt  2ä+1  ,  so  kann  man  in  jedem  Fall  sagen,  b  liegt  zwischen 

P.  a  und        a.   Fährt  man  so  fort,  die  aliquoten  Tbeile  von  « 
2/m  2m 
zu  halbiren,  so  sei 

b>-a  und  <^a, 
m  m 

u.  s.  w.; 
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anf  diese  Art  wird  die  Entfernung  der  beiden  Grenzen  von  einan- 
der, zwischen  denen  h  eingeschlossen  ist,  mit  jedem  folgenden 
Schritte  auf  die  Hälfte  reduclrt.    Diesen  Grenzen 


n 
m 


m 


9m  ">m  ' 


2m  Im 

4m   '  4m 
u.  s.  w. 


a 


entsprechen,  wenn  man  von  der  Grosse  c  die  ebenso  vi  elften  T  heile 
 i  r,immt,  die  Grossen 


n 

—  c . 
m 

P 


«+1 


4m 


U.  8.  W. 

Da  nun  auch  hier  der  Unterschied  mit  jedem  folgenden 
Schritte  auf  die  Hälfte  reducirt  wird,  so  kann  er  kleiner  werden 
als  jede  gegebene  mit  c  gleichartige  Grösse ;  folglich  giebt  es  Eine, 

aber  auch  nur  Eine  Grosse  d,  welche  >  JL  c  und  <?i*c  ist,  und 

4m  4m 

welcher  sich  die  Grössen  —  e,  £-  c,  -9-  c,  u.  s.  w.  in  ihrem  all- 

m      im  Am 

mäligen  Wachsen,  und  die  Grossen  ?1ÜC,  £Ü  c,  lilCtU.  a  w 

m        2m  4m 
in  ihrem  all  mh  Ii  gen  Abnehmen  immer  mehr  nähern,  ohne  sie  je- 
mals genau  zu  erreichen. 

Wir  beweisen  nun  erstlich,  dass  c  und  d  kein  gemeinschaft- 
liche* Maass  haben.  Hätten  c  und  d  ein  gemeinschaftliches  Muass, 
v 

also  auch  -o  >  ~a   und  <w~tl  « 


so  sei  d  —  —  c.    Dann  wäre 


-C  >  —  C    UIHI  < — —  C 

fi       w  m 


£-c  und  <  ^i?  r 
^       2m  2m 

?_  c  und  <  s+i , 


77/ 


ft  4m 


4m 


o  und  <^+la 
ft       2m  2m 

v-a>Xa   und  <2±*fi 
,u       4m  4m 

u.  s.  w. 

Da  aber  der  Unterschied  zwischen  -  «  und  ^ii  rt  doppelt  so 

m  m  rr 

sross  ist  als  der  Unterschied  zwischen  ß-a  und  £4?  «,  dieser 

2/H  *2;/; 


u.  s.  w. 


8* 
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aber  wieder  doppelt  so  gross  als  der  Unterschied  zwischen  ^  o 

und  ^Üa,  u.  s.  w.,  so  wird  der  Unterschied  <  als  jede  gege- 

bene  mit  a  gleichartige  Grosse;  derAßrenzwerth  ist  also  -o.  Vor- 
her  aber  sahen  wir,  dass  dieser  Grenzwerth  =  o.  Folglich  wäre 

b=-af  und  folglich  hätten  a  und  b  ein  gemeinschaftliches  Maass, 
ii 

gegen  die  Voraussetzung.  Folglich  ist  die  Annahme  falsch,  und 
c  und  d  haben  kein  gemeinschaftliches  Maass. 

Man  nehme  nun  einen  beliebigen  aliquoten ,  den  fiten ,  Theil 
der  Grösse  a  von  b  so  oft  weg,  als  es  angeht;  es  sei  demoach 

oSv  «  und  <^c,  so  beweisen  wir,  dass  d  nicht  <  — c  und 

nicht  >^tlc  sein  könne. 

En  sei,  wo  möglich,  rf,<-c,  so  wäre 

f* 

-c>rf  und,  wie  wir  gesehen  haben,  #/> -r; 
ft  m 

—  c^d,  „     ,,  m       ^ ^  fr~ c » 

-c>d,   „       „     „       „         ,.  rf>-r,c; 
fi  4m 

u.  s.  w. 

also  um  so  mehr  -  c  >  ~  c ;  also  auch  —  a  >  —  a  ; 

ft       m  ft  7ii 

ft       2m  p  'im 

V      .     «  V      .  Cr 

u.  s  w. 

Da  nun  die  Grössen  ?  « .  u.  8.  w.  in  ihrem  allm.v 

m     2m  4m 

ligen  Wachsen  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  immer  mehr  der 
Grösse  b  nähern,  so  dass  das  noch  Fehlende  kleiner  wird  als  jede 

gegebene  mit  a  und  b  gleichartige  Grösse,  so  kann  —a  nicht  <o 

sein,  da  doch  vorausgesetzt  war,  dass  wirklich  o>—  a,  d*  L 
v 

-  a  <  b  sei.  Da  dies  sich  widerspricht,  so  ist  die  Annahme 
falsch,  und  d  kann  nicht  <--c  sein. 

Es  sei  aber  nun,  wo  möglich,  <*>  -t?c,  so  wfire 
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^iic<</,  und,  wie  wir  gesehen  haben,  rf<^i?c; 

— ff          ff         >i              »»  M  ^Ifl^ 

u.  s.  w. 

also  uro  so  mehret?  c<        c ,  also  auch  !Üa<^i?a; 

ft          wt  ft  m 

2±!c<E±?r  vJ±a<e±}a. 


U.  8.  W. 

Da  nun  die  Grossen  ^i?  a,^4^«,  2jtl  a,  u.  s.  w.  in  ihrem 

in        2m  4m 

allmäligen  Abnehmen  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  immer  mehr  der 
Grösse  6  nähern,  so  dass  derUeberschuss  kleiner  wird  als  jede  gege- 
bene mit  a  und  b  gleichartige  Grösse,  so  kann        a nicht > b sein, 

da  doch  vorausgesetzt  war,  dass  wirklich  A<^i_  a,  d.  i.  ?Ü  a*>b 
sei.  Da  dies  sich  widerspricht,  so  ist  wiederum  die  Annahme 
falsch,  und  d  kann  nicht  >—c  sein. 

Da  also  d  nicht  =  —  c  und  nicht  <*~c>  desgleichen  nicht 

=  —S—  c  und  nicht  >  —2—  c,  so  kann  d  nur  >  —  c  und  <  — —  c 

sein.  Die  Grosse     hat  folglich  die  verlangte  Eigenschaft. 

Es  mögen  nun  a  und  6  ein  gemeinschaftliches  Maass  haben 
oder  nicht,  so  beweisen  wir,  dass  nicht  zwei  verschiedene  vierte 
Grossen,  d  und  e,  von  denen  e>rf  ist,  die  verlangte  Eigenschaft 
haben  können. 

Man  nehme  an,  dieses  sei  möglich;  dann  nehme  man  einen 
aliquoten  Theil  der  Grösse  c,  welcher  <e  —  d  ist,  den  mten,  so 
oft  von  e  weg,  als  es  augeht,  so  wird  wenigstens  Ein  Vielfaches 

des  Theils  —  c  zwischen    d  und  e  liegen;   es  sei  demnach 
m 

—  c>d  und  <e,  so  musste,  weil  sowohl  d  als  e  die  verlangte 

771 

Eigenschaft  hat,  -^-a>6  und  <6  sein.  Da  dies  sich  wider- 
spricht, so  ist  die  Annahme  falsch  ,  und  es  giebt  zu  a,  b  und  c 
nur  Eine  vierte  Grösse  von  der  verlangten  Eigenschaft. 
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}.  3.  Lehrsatz. 

Wenn  4  Grossen  die  im  vorigen  Paragraphen  angeführte  Eigen- 
schaft haben,  und  man  nimmt  von  der  lsten  und  3ten  beliebige 
Gleich  vielfache ,  und  von  der  2ten  und  4ten,  wenn  auch  nicht 
Ebensovielfache,  doch  unter  sich  Gleichvielfache,  so  ist  allemal 
das  Vielfache  der  lsten  Z  als  das  Vielfache  der  2ten,  je  nach- 
dem das  Vielfache  der  3ten  Z  ist  als  das  Vielfache  der  4ten. 

Beweis.  Die  4  Grossen  seien  a,  b,  c,  d,  so  wollen  wir  be- 
weisen, dass  naZmb  (wo  n  und  m  beliebige  ganze  Zahlen  be- 
deuten)» je  nachdem  ncZmd.     Nach  der  Voraussetzung  ist 

—  aZb,  je  nachdem—  cZirf,  also  (wenn  man  beiderseits  da* 
m  m 

7/1  fache  .nimmt)  naZmb,  je  nachdem  nc'Z.md. 


J.  4.  Lehrsatz. 

Wenn  4  Grossen  die  in  §.  3.  angeführte  Eigenschaft  haben, 
so  haben  sie  auch  die  in  §.  2.  angeführte  Eigenschaft. 

Beweis.  Wenn  die  4  Grossen  a,  bf  c,  d  so  beschaffen  sfod. 
dass  na'Z.mby  je  nachdem  ncZmd,  welche  ganze  Zahlen  man 
auch  für  m  und  n  setzen  mag,  so  ist  (wenn  man  beiderseits  den 

?/iten  Theil  nimmt)  —  aZb,  je  nachdem  —  cZd,   d.  h.  die  4 

m  m 

Grössen  n,  b,  c,  d  haben  die  in  §.  2.  angeführte  Eigenschaft. 

i 

§.  5.  Zusatz. 

Da  m&Zwc  (d.  h.  mb  kleiner  oder  ebensogross  oder  grosser 
als  na),  je  nachdem  naZmb,  und  ebenso  mdZnc,  je  nachdem 
nc'Z.md,  so  folgt,  dass  man  die  4  Grossen  a,  6,  c,  d  auch  in 
der  Ordnung  6,  o,  «*,  c  schreiben  kann.  Dass  man  a,  b,  c,  <f 
auch  in  der  Ordnung  c,  «*,  a,  b,  desgleichen  6,  a,  il,  v  auch  io 
der  Ordnung  d,  c,  b,  a  schreiben  kann,  versteht  sich  nach 
bisher  Entwickelten  von  selbst. 


§.  6.  Erklärung. 

Von  den  4  Grossen  a,  b,  c,  d,  welche  die  bisher  beschriebene 
Eigenschaft  haben,  sagt  man,  dass  sie  in  Proportion  stehen 
oder  eine  Proportion  bilden,  oder  dass  sich  a  zu  6  vcrh^ 
wie  c  zu  d,  oder  b  zu  a  wie  (/zu  c,  oder  c  zu  d  wie  a  zu  b, 
oder  d  zu  c  wie  b  zu  a,  und  schreibt: 

a:bz=.c.d oder  b:a=  d:c ,  oder  c:d=za:b,  oder  d:c~b.a. 

Die  lste  und  *2te  Grösse  heissen ,  auf  diese  Art  zusammen^ 
stellt,  das  vorangehende  Verhältniss,  die  3te  und  4ttj 
Grösse  aber  das  nachfolgende  Verhältniss,  und  mau 
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von  2  Verhältnissen,  welche  eine  Proportion  bilden,  dasssie 
einander  gleich  seien.  Jedes  Verhältnis«  besteht  aus  einem 
Torangehenden  und  einem  nachfolgenden  Gliede,  und  in  jeder  Pro- 
portion heissen  die  Glieder  Eines  Verhältnisses,  oder  auch  das 
vorangehende  Glied  des  einen  und  das  Torangehende  Glied  de« 
andern  Verhältnisse«,  oder  auch  das  nachfolgende  Glied  des  einen 
und  das  nachfolgende  Glied  des  andern  Verhältnisses,  gleich- 
namige (homologe)  Glieder,  die  beiden  mittleren  Glieder  aber 
oder  <fie  beiden  äusseren  ungleichnamige  Glieder.  Ein  Ver- 
hältniss  heisst  dagegen  grösser  als  ein  anderes,  wenn  das  lste 
Glied  des  lsten  Verhältnisse«  sich  zum  2ten  Glied  des  lsten  Ver- 
hältnisses verhält  wie  eine  Grösse,  welche  >  ist  als  das  lste 
Glied  des  2ten  Verhältnisses,  zum  2ten  Glied  des  2ten  Verhält- 
nisses, und  man  schreibt  in  diesem  Fall  (wenn  a:b  und  cid  die 
beiden  Verhältnisse  sind)  a  :/>>«:</.  Und  ein  Verhältniss  heisst 
kleiner  als  ein  anderes,  wenn  das  lste  Glied  des  lsten  Verhält- 
nisses sich  zum  2ten  Glied  des  lsten  Verhältnisses  verhält  wie 
eine  Grösse,  welche  <  ist  als  das  lste  Glied  des  2ten  Ver- 
hältnisses, zum  2ten  Glied  des  2ten  Verhältnisses,  und  man  schreibt 
in  diesem  Fall  a:b<\c:d. 

§.  7.  Zusatz. 

Wenn  in  zwei  Proportionen  3  Glieder  der  einen  den  3  ent- 
sprechenden der  andern  einzelu  genommen  gleich  sind,  so  sind 
auch  die  noch  übrigen  Glieder  (mögen  dies  nun  der  Ordnung  nach 
die  lsten  oder  die  2ten  oder  die  3ten  oder  die  4ten  sein)  einander 
gleich ,  d.  i. 

a:b=zc:d       aib  =  c:d       a:b  =  cid  a:b=zc:d 
e:b=c:d       aie~c:d       nib  —  eid  g\b-=.c\c 
«  =  c  b=zr  c~e  d=e. 


§.  8.  Lehrsatz. 

Wenu  in  zwei  Proportionen  2  Glieder  der  einen  den  beiden 
entsprechenden  der  andern  einzeln  genommen  gleich  sind,  so  sind 
die  noch  übrigen  Glieder  der  einen  Proportion  entweder  . den  ent- 
sprechenden der  andern  einzeln  genommen  gleich,  oder,  wenn  es 
gleichnamige  Glieder  sind ,  in  der  einen  Proportion  grösser  als  in 
der  andern,  und,  wenn  es  ungleichnamige  Glieder  sind,  das  eine 
der  beiden  übrigen  Glieder  in  der  einen  Proportion  grösser  als 
in  der  andern ,  und  das  noch  übrige  Glied  in  der  ersten  Proportion 
kleiner  als  in  der  andern. 

Beweis.  1)  Wenn  die  lsten  und  3ten  Glieder  In  beiden  Pro- 
portionen gleich  sind.  Es  sei  a:b^=c:d,  und  a:c~r:f,  und 
e>o,  so  beweisen  wir,  das«  auch  f>tl  sei.  Man  nehme  einen 
aliquoten  Theil  der  Grösse  a,  welcher  <e  —  b  ist,  den  mten,  von 
t  so  oft  weg^,  als  es  angeht ,  so  wird  wenigstens  Ein  Vielfaches 

des  Theils  —  a    zwischen  b  und  c  fallen;   es  sei  demnach 
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^-a>&  und  <c,  so  ist  nach  dem  Begriff  der  Proportion  auch 

in 

—  c>d  und  </*,  folglich  um  so  mehr  />  d. 
m 

2)  Wenn  die  lsten  und  2ten  Glieder  in  beiden  Proportionen 
gleich  sind.  Es  sei  a:b=c:d,  und  A:o=e:/,  und  e>c,  so 
beweisen  wir ,  dass  auch  /*>  d  sei.   Es  mögen  erstlich  a  und  6 


ein  gemeinschaftliches  Maass  haben;  es  sei  b  =  —  a,  so  ist  nach 
dem  Kegriff  der  Proportion  auch  d=z  —  c,  und  /==  — e.  Da  ddo 
e>c,  so  ist  auch~e>  —  c,  d.  i.  />rf.   Wenn  aber  o  und  6 

Ml  771 

kein  gemeinschaftliches  Maass  haben,  so  sei 


jl  ^  n        i  ^  w-|-l 
6  >  —  a  und  <  — =—  a 
tn  77i 

6>^aund<^±la 


Z/71 


277t 

  ?±1 

4m  477i 
u.  s.  w. 


6  >  /-  a  und  < 


rf>^cund<^cl/>  -euDd^ 


</>  rf-  c  und  < 


Vi 

'Im 


'Im 

d>JL  cund<Öl 

4771  477t 
U.  S.  W. 


f 


Jtti 
7 


>_Veund<2iL1e 
4#ti  4th 

u.  s.  w. 


so  ist ,  weil  e  >  c ,  und  die  Unterschiede  durch  fortgesetzte  HaJ- 
birung  kleiner  werden  als  jede  gegebene  Grösse  derselben  Art, 
/"wenigstens  nicht  kleiner  als  d.  Es  kann  aber  auch  /nicht 
=  d  sein ,  weil  sonst  (nach  dem  vorigen  Paragraphen)  e  =  c  wäre, 
gegen  die  Voraussetzung.    Folglich  ist  auch  in  diesem  Fall  /><£ 

3)  Es  sei  a:b=c:d,  und  a:e=f:g,  und  und  />c, 
so  ist  (nach  Nro.  1)  und  Nro.  2))  um  so  mehr  ff  yd. 

4)  Wenn  die  mittleren  Glieder  in  beiden  Proportionen  gleich 
sind.  Es  sei  a:b  —  c:d,  und  e:ü=c:/\  und  e>n,  so  bewegen 
wir,  dass  /*<</.  Erstlich  kann  f  nicht  z=d  sein,  weil  sonst  auch 
e  —  a  wäre,  gegen  die  Voraussetzung.  Ferner  kann  f  nicht  >  <i 
sein,  weil  sonst  aus  den  Proportionen  c:d=a:b  und  c|/  =  f:6 
nach  Nro.  3)  folgen  würde  o>0,  welches  ungereimt  ist.  Folglich 
ist/*<rf. 

5)  Wenn  die  2ten  und  4tcn  Glieder  gleich  sind.  Es  sei 
a:b  =  c:d.  und  e:b=f:d,  und  c>ri,  so  beweisen  wir,  dass  auch 
/>c.  Aus  a:  b~c.il  folgt  durch  Umkehrung  b:n  =  d:cf  aus 
e:b=f:d  aber  b:e  =  d:f,  aus  b:a  —  d:c  und  b:e=zd:f  aber 
nach  Nfo.  1)  /*>c. 

G)  Wenn  die  3ten  und  4ten  Glieder  gleich  sind.  Es  sei 
o:6=c:rff  und  e:f=c:d,  und  e>a,  so  beweisen  «vir,  dass  auch 
f*>b  sei.  Aus  a:h~c:d  folgt  c:d=  a:b,  aus  elf —cid  aber 
c:d=zc:f ,  aus  c:d=a:b  und  c:d  =  e:f  aber  nach  wo.  2)/>6. 

7)  Wenn  die  äusseren  Glieder  gleich  sind.  Es  sei  a:b  =  c:d, 
und  a:e=f:d,  und  so  beweisen  wir,  dass  /*<c  sei.  Aus 
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a:b—c:d  folgt  b:a=:d:c,  aus  aie—fid  aber  e:a  =  d:f,  aus 
b:a=d:c  und  $:a  =  d:f  aber  nach  Nro.  A)  f<.c. 


§.  9.  Lehrsatz. 

Wenn  a:6>c:rf,  so  ist  6:a<tf:c,  desgleichen  c:a?<a:6, 
dagegeu  wiederum  d:c>6:a. 

Beweis.  Wenn  a:6>c:ef,  und  a:b=e:d,  so  ist  nach  §.6. 
r>c.  Aus  a:b  =  e:d  folgt  b:a  =  d:e.  Macht  man  nun  b:a~f:c, 
so  ist ,  weil  c<e,  nach  §.  8.  auch  folglich  b:a<^d:c.  Aus 

a:b=ze:d  folgt  e:d^a:b.  Macht  man  nun  c:d=g:  b ,  so  ist, 
weil  c<e,  nach  6.  8.  auch  gK&»  also  c:d<*a:b.  Aus  c:rf=#:6 
folgt  durch  Umkehrung  d:c  =  b:<j.  Macht  man  nun  c/:c  =  Ä  :a,' so 
ist,  weil  a><9r,  nach  $.  8.  auch'A>ö,  also  rf:c>6:a. 


§.  10.  Erklärung. 

Eine  Proportion,  worin  die  mittleren  Glieder  gleich  sind, 
betest  eine  stetige,  eine  solche  aber,  worin  die  mittleren  Glieder 
nicht  gleich  sind,  eine  discrete.  in  einer  stetigen  Proportion 
heisst  das  mittlere  Glied  die  mi  ttlere  Proportionale  zwischen 
den  beiden  äusseren  Gliedern.  Wenn  in  einer  Reihe  gleichartiger 
Grossen  die  lste  sich  zur  2ten  verhält  wie  die  2te  zur  3ten ,  die 
2te  zur  3ten  wie  die  3te  zur  4ten,  u.  s.  w.,  so  heisst  die  Reihe 
eine  geometrische  Reihe,  und  die  zwischen  dem  lsten  und 
letzten  Gliede  derselben  enthaltenen  Glieder  die  erste,  zweite, 
dritte  .  .  .  mittlere  stetige  Proportionale  zwischen  dem 
Jsten  und  letzten  Gliede. 


§.  11.  Lehrsatz. 

Zwischen  jeden  zwei  gleichartigen  Grössen  findet  allemal  eine, 
aber  auch  nur  Eine  mittlere  Proportionale  statt,  und  diese  ist, 
wenn  die  beiden  äusseren  Glieder  einander  gleich  sind,  eben  so 
gross,  wenn  aber  die  äusseren  Glieder  ungleich  sind,  grösser  als 
das  kleinere  und  kleiner  als  das  grössere  von  beiden  Gliedern. 

Beweis.  Man  lasse,  bei  ungeändertem  lsten  Gliede  a,  das 
mittlere  von  dem  Werthe  a  an  stetig  wachsen,  so  ist  aus  dem 
Uegriffe  der  Proportion  klar,  dass  das  letzte  Glied,  anfangs  =a, 
nachher  >ö  ist,  aus  §.  8.  aber,  dass  auch  das  letzte  Glien  stetig 
nächst.  Lässt  man  auf  diese  Weise  das  mittlere  Glied  Ober  alle 
Grenzen  hinaus  wachsen ,  so  wächst  um  so  mehr  das  letzte  über 
alle  Grenzen  hinaus.  Lässt  man  dagegen  das  mittlere  Glied  von 
dem  Werthe  u  an  stetig  abnehmen,  so  ist  das  letzte  Glied ,  anfangs 
=  a,  nachher  <a,  und  nimmt  stetig  ab.  Läss  man  auf  diese  Art 
das  mittlere  Glied  kleiner  werden  als  jede  gegebene  Grösse  der- 
selben Art,  so  wird  um  so  mehr  das  letzte  Glied  kleiner  als  jede 
gegebene  Grösse  derselben  Art  Aus  allem  diesen  folgt  das  zu 
beweisende  von  selbst. 
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§.  12.  Lehrsatz. 

Wenn  eine  Grösse  doppelt  so  gross  ist  als  eine  andere,  so 
hat  die  mittlere  Proportionale  zwischen  beiden  mit  keiner  von 
beiden  ein  gemeinschaftliches  Maass. 

Beweis.  Es  sei  a: 6=  6:2a.  Gesetzt,  a  and  b  hätten  eis 
gemeinschaftliches  Maass,  und  es  sei  6=  —a,   so  wäre  auch 

2a=—  6=r—  a,  also  Imma—nna,  also  2mm  =  rrn.    Es  wird 

771  77177t 

hierbei  vorausgesetzt,  dass  tu  und  n  nicht  zugleich  gerade  Zahlen 

sind;  wäre  dieses,  so  konnte  man  —  in  *-n-  verwandeln,  und  mit 

m      \  fit 

diesem  Aufheben  des  Bruches  so  lange  fortfahren,  bis  wenigsten* 
Eine  von  beiden  Zahlen  ungerade  geworden  ist.  Es  können  aber 
auch  77t  und  7t  nicht  zugleich  ungerade  Zahlen  sein ;  sonst  wäre 
*2mm  eine  gerade  Zahl,  und  nn  ungerade,  also  2mm  nicht  =  *■. 
Es  kann  auch  nicht  ?/*  gerade  und  n  ungerade  sein;  sonst  wäre 
wiederum  2mm  gerade,  und  nn  ungerade.  Es  kann  endlich  auch 
nicht  fit  ungerade  uud  n  gerade  sein;  sonst  wäre  mm  ungerade, 
und  4  «w  gerade ,  also  mm  nicht  =  {nn ,  und  2mm  nicht  =  im. 
Folglich  ist  die  Annahme  falsch,  und  a  und  b  haben  kein  gemein- 
schaftliches Maass. 

Gesetzt,  b  und  2a  hätten  ein  gemeinschaftliches  Maass,  so 
müssten  nach  dem  Begriff  der  Proportion  auch  a  und  b  ein  ge- 
meinschaftliches Maass  haben.  Da  dies  nicht  ist,  so  haben  auch 
b  und  2a  kein  gemeinschaftliches  Maass.* 

§.  13.  Erklärung. 

Zwei  gleichartige  Grössen,  welche  ein  gemeinschaftliches 
Maass  haben,  heissen  com  mensurabel,  zwei  gleichartige  Grossen 
aber,  welche  kein  gemeinschaftliches  Maass  haben,  incomrnen- 
surabel.  Zwei  commenstirable  Grossen  stehen  zu  einander  in 
einem  rationalen,  zwei  iucommensurable  Grossen  aber  in  einem 
irrationalen  Verliältniss. 


§.  14.  Lehrsatz. 

Wenn  2  gleichnamige  Glieder  einer  Proportion  gleichvielmal 
vervielfältigt,  oder  statt  dessen  gleichvielste  aliquote  Theile  ge- 
nommen werden,  so  bleibt  die  Proportion  richtig.  Wenn  dagegen 
von  ungleichnamigen  Gliedern  das  eine  vervielfältigt,  statt  aes 
andern  aber  der  ebensovielste  Theil  genommen  wird,  so  bleibt  die 
Proportion  richtig. 

Beweis.  Es  sei  a:b=zc:d,  so  beweisen  wir  erstlich,  dass. 
wenn  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  maib  =  mc:d.  Aas 
a:bssc:d  folgt  nach  dem  Begriff  der  Proportion,  dass  nmaZfb> 
je  nachdem  nmc'Z.pd,  und  hieraus  wieder,  gleichfalls  nach  dem 
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Begriff  der  Proportion ,  ma :  6= mc :  d.  Aus  a:b  =  c:d  folgt  ferner 
ma~Z*pb,  je  nachdem  mc'Znpd,  und  hieraus  a:pb=c:pd.  Aus 
a:b=c:d  folgt  ferner  mna~Z.mpb ,  je  nachdem  mnc'Z.mpd,  d.  i. 
je  nachdem  nc~Z.pd$  und  hieraus  ma:mb=zc:d.  Aus  a:b  =  c:d 
folgt  ferner  c:d  =  a:Ä,  hieraus  aber  mc:md  =  a:b ,  d.  i.  «:£ 
—mcnuL 

Es  sei  a:b  —  cd,  und  -  :b=ze:d,  so  folgt  aus  der  letzteren 

in 

Proportion 

a:o  —meid 
a:b  =  c  :  ^ 
?/i0=c   (nach  §.  7.), 

al«oe=  — ;  also  kann  man  statt  ft- :o=  e: schreiben  —  :o=— :</. 
m  m  mm 

b  d 

Aus  a: 6=  c:d  folgt  ferner  6: a=d:c,  also  — :a  =  — :c,  also 

7/1  771 

=  c:— .    Aus  a:b—cul  folgt  ferner,  wenn  man  —  :e=zc:il 

771  771  771 

macht  (woraus  sich  a:me=c:d  ergiebt)  me  =  b,  also  <•  =  — ;  also 

771 

kaun  man  statt  --  :e  =  c:c/  schreiben  —  :  —  =  c:rf.  Aus  a:b=cul 

III  771  711 

fobt  ferner  c://=a:6,  also  —  :  —  =  «:6,  d.  i.  a:»=--  :  ^. 

77*     7»  771  771 

Es  sei  a:6«=c:</,  und  77ta:6  =  c:e,  so  folgt  aus  der  letzteren 
Proportion  nach  dem  Bisherigen  a :  —  =  c  :  e.     Aus  a :  6  =  c :  d 

folgt  aber  auch  « :  —  =  c  :  — 

771  7» 


771 

d 

Also  kann  man  statt  ma:b=zc:c  schreiben  ma:b=c:  — .  Aus 

771 

a:6^=c:rf  folgt  ferner  cid  =  a:b ,  und  hieraus  mc:d=a:    ,  d.i. 

771 

o:~  =  77ic:rf.    Aus  a:b=zc:d  folgt  auch  — :  0=  —  :  <Z  ,    d.  i. 
m  77i  m 

—  :b~c:dm.   Aus  a:6=        folgt  endlich  a:b  =»  —  :  — ,  und 

W  f7l  771 

hieraus  a  :mb  =  —  '-d. 


§.  15.  Zusatz. 

Also  kann  man  in  jeder  Proportion  auch  gleichnamige  Glieder 
einerlei  Bruch  multipliciren,  oder  von  ungleichnamigen  Gliedern 
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das  eine  mit  einem  Bruch ,  und  das  andere  mit  dem  umgekehrten 
VVerthe  dieses  Bruches;  man  kann  also  statt  a:b  =  czd  schreiben 

— a:o  =  — c:a,  a:—b=c:—d,  —  a:—  b  =  c:il,  a:6=— c:-«, 
n  n  n         n      n     n  n  n 

— a:b—c:  — «,  a :  —  o  =  —  cd. 
n  m         n  tn 


§.  16.  Lehrsatz. 

Wenn  zwei  Verhältnisse  einem  dritten  gleich  sind,  so  sind 
sie  (simpliciter  ex  aequo)  auch  einander  gleich. 

Beweis.   Essei  a:b  =  c:d,  unda:b  =  e:f.  Ist  nun  —<?Z^» 

so  ist  auch  —a~Z.b\  ist  aber  "  oZÄ,  so  ist  -cZ/.  FoJelich 
m  m  m 

ist  ~  cZrf,  je  nachdem  ~eZ/.  Folglich  verhält  sich  c:d=e:f. 


§.  17.  Zusatz. 

Wenn  ein  Verhältnis»  einem  andern  gleich ,  aber  >  ist  als 
ein  drittes;  so  ist  auch  das  2te  Verhältnis»  >  als  das  3te.  Und 
ist  ein  Verhältnis»  einem  andern  gleich ,  aber  <>  nls  ein  drittes, 
so  ist  auch  das  2te  Verhältnis«  <  als  das  dritte.  Wenn  ein  Ver- 
hältniss  ^  ist  als  ein  anderes,  und  dieses  ^  als  ein  3tes,  so  ist 
um  so  mehr  das  lste  Verhältnis»  >  als  das  3te.  Und  wenn  eio 
Verhältnis»  <  ist  als  ein  anderes ,  und  dieses  <  als  ein  3tes,  so 
ist  um  so  mehr  das  lste  Ver hältniss  <  als  das  3te. 


§.  18.  Lehrsatz. 

Wenn  in  2  Proportionen  das  2te  Glied  der  lsten  und  das  lste 
Glied  der  2ten  einander  gleich  sind,  das  4 te  Glied  der  lsten  aber 
dem  3ten  der  2ten,  oder  wenn  das  lste  Glied  der  lsten  dem  2ten 
Glied  der  2ten  gleich  ist  und  das  3te  Glied  der  lsten  dem  4ten 
Glied  der  2ten,  so  bilden  (ordinatim  ex  aequo)  auch  die  4  übrigen 
Glieder  nach  der  Ordnung  eine  richtige  Proportion. 

Beweis.  Es  sei  a:b  —  c:d,  und  A:<»  —  </:/,  so  verhält  sich 
nach  §.  14. ,  welche  ganze  Zahlen  man  auch  unter  in  und  n  ver- 
stehen mag,  ma:b  =  mc:d,  und  b:ne=d:nf.  Ist  nun  ma=ar, 
so  hat  man  b:ma  =  d:nf,  also 

ma  :  h  —  nf :  d 
ma  :  b  =r  mc  :  d 
nie  =  nf  (§.  7.) 
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Ist  aber  ma^ne,  so  nehme  man  einen  aliquoten  Theil  der 
Grosse  6,  welcher  <  ist  als  ma —  ne,  den  pten  Tneil,  von  ma  so 
oft  weg,  als  es  angeht,  so  giebt  es  wenigstens  Ein  Vielfaches 

des  Theils  —6,  welches  zwischen  ma  und  ne  liegt;  es  sei  dem- 
nach ?6 <ma  und  >ne.  Aus  ma : b  =  mc : d  und  b:ne~d:nf(o\gt 

nach  }.  15.  ma:%-b  =  mc:  2.<f ,  und  ?  b:ne  =  *Ldmf.    Da  nun 

P  P  P  P 

und  %b>nef  so  ist  auch  wc>^rf,  und  £ </>«/,  also 

P  .  P  P  P  m  .  « 

um  so  mehr  wic>»/.  Ist  endlich  ma<fti,  so  wird  auf  ähnliche 
Art  bewiesen,  dass  mcK.nf.  Da  also  ma~Z.ne,  je  nachdem  mcZJif, 
welche  ganze  Zahlen  man  auch  statt  m  und  ?i  setzen  mag,  so  ver- 
hält sich  a:e=c:f.  Es  sei  nun  a:b  =  c:d  und  e:a=f:c,  so 
ist  bia=zd:c  und  a:e  =  c:f,  also  b:e^d:f. 


§.  19.  Lehrsatz. 

•  # 

Wenn  in  zwei  Proportionen  die  ersten  Glieder  einander  und  die 
3ten  Glieder  einander  gleich  sind ,  oder  auch  die  2ten  Glieder  ein- 
ander und  die  4ten  Glieder  einander,  so  bilden  (was  man  auch 
ordinatim  ex  aequo  nennt)  die  übrigen  Glieder  nach  der  Ordnung 
eine  richtige  Proportion. 

Beweis.   Es  sei  aib  —  cid,  und  a:e^c:f,  so  ist  auch 

e  :  a  —  f  :  c 
77b f :  d  ({.  18.) 

Es  sei  dagegen   a:b  =  c  :d,  und  e: b  =f:d,  so  ist  auch 

b  :  e  =■  d:f 
a:  e  =  c  :  /  (j.  18.) 


§.  20.  Lehrsatz. 

Wenn  in  zwei  Proportionen  das  2te  Glied  der  lsten  gleich  ist 
dem  lsten  der  2ten,  und  das  3te  der  lsten  —  dem  4ten  der  2ten, 
oder  wenn  das  lste  Glied  der  lsten  gleich  ist  dem  2ten  der  2teu 
und  das  4te  der  lsten  —  dem  3ten  der  2ten,  so  bilden  (perturba- 
tim  ex  aequo)  auch  die  4  übrigen  Glieder  nach  der  Ordnung  eine 
richtige  Proportion. 

ßeweis.  Es  sei  a:b=c:d,  und  bie^fxc,  so  ist  nach  6.14. 
d  f 

auch  ma:b  =  c:—  und  6:we=£-:c.   Ist  nun  ma=ne,  so  hat  mau 

m  n 

b:ma  =  (-  :  c,  also 
n 
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ma  :  b  =  c  :  t~ 

71 

■ 

ma  :  b  =:  c  :  — 
 wt_ 

-  =  f-  (§•  7.) 

also  (wenn  man  beiderseits  das  i«  Xwfache  nimmt)  nd  =mf.  bt 
aber  7im>«e,  so  nehme  man  einen  aliquoten  Theil  der  Grösse  6, 
welcher  <ma—  nef  den  jiten,  von  ma  so  oft  weg,  als  es  ai«?eht. 

und  es  sei  ^6>«f  uud  <i/m.  Aus  wto:6=c:  —  und  h  :nc=^:c 
p  in  h 

folgt  nach  §.  15.  ma:£*  und  lbine  =  t      c.    Da  nun 

p        q     m        p  n  fJ. 

ma>^6,  und^Ä>«ß,  so  ist  auch  Ec>        und  £>£e,alsn 
»  m  r/       m  ?i  o 

f  d 

um  so  mehr  £  >  — ,  also  mf*>ntl.   Ist  dagegen  «ta<we,  so  wird 

auf  ähnliche  Art  bewiesen,  dass  ?/i/<«f/.  Da  also  maZw.  j* 
nachdem  mfZnd,  so  verhalt  sich  a:e=f:d. 

Es  sei  nun  a:b~c:d,  und  e:c=</:/,  so  ist  6:a  =  ri:e,  ood 
a;e=zfid,  also  b:e~f:c 


t  §.  21.  Lehrsatz. 

Wenn  In  zwei  Proportionen  die  Isten  Glieder  einander  gleich 
sind  und  die  4tcn  einander,  oder  auch  die  2ten  Glieder  einander 
gleich  und  die  JJten  einander,  so  bilden  (perturbatim  ex  aequo)  die 
übrigen  Glieder  eine  Proportion  so,  dass  die  übrigen  Glieder  der 
einen  Proportion  die  äusseren  Glieder,  und  die  übrigen  Glieder 
der  andern  Proportion  die  mittleren  Glieder  werden. 

Beweis.    Es  sei  a  :  b  ~  c  :  d,  und  a:e—f:d,  so  ist  auch 

e :  a  —  d  :f 
eib-cif  (§.  L>0.), 
und  daher  auch  b:e~  f:c. 

Es  sei  dagegen  a :  b  =  c  :  d,  und  c:b  —  c:f,  so  ist  auch 

b  :  e  =/*:  c 

a:  e=zf:  d  (§.  20.)  und  daher  auch  e:a=i//. 


§.  22.  Erklärung. 

Wenn  man  aibzzzcid,  und  bie^fig  macht,  so  heisst  da.« 
Verhältnis»  a:e  aus  den  Verhältnissen  cid  und  fzg  tu* 
sammengesetzt,  und  wird  durch  a:c=(c:d)-\-(f:g)  bezeichnet 
'  Auf  diese  Art  kann  man  so  viel  Verhältnisse,  als  man  will,  zu- 
sammensetzen; es  sei  a:b  =  c:d,  b:e=zf:g,  c:h  =  i.kt  und 


■ 
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h:t=m:n,  so  heisst  das  Verhältnis«  a:/  aus  den  Verhältnissen 
cd,  fig,  iik  und  wt:w  zusammengesetzt,  und  wird  durch  «:/ 
=  (c :  r/)  +  (/ :  47)  +  (t :  £)  -f-  (m : »)  bezeichnet.  Sind  die  zusammen- 
zusetzenden Verhältnisse  einander  gleich,  so  heisst  das  zusammen- 
gesetzte ein  vielfaches  Verhältnis  (das  doppelte,  dreifache 
u.  s.  w.)  und  man  sagt,  wenn  a:b  =  b :  c=zc:d=zd:  e,  dass  nie 
das  Vierfache  des  Verhältnisses  a:b  sei,  und  bezeichnet  es  durch 
aie  =  4(«:A). 


23.  Lehrsatz. 

Wenn  eine  Grosse  nach  zwei  einfachen  Verhältnissen  verändert 
wird,  so  kommt  einerlei  Grosse  heraus,  in  welcher  Ordnung  man 
auch  die  beiden  Verhältnisse  zusammensetzen  mag,  d.  h.  wenn 
man  a:b=zc:d,  b:e=f:ff,  a:h=f:g  und  h:i  =  c:d  macht,  so 
ist  e  =  i. 

Beweis.   Aus  a:b=e:d  und  h:i  =  cul  folgt 

simpl.  ex  aequo  a:0  —  li-i,  aus  b\e—f\h  und  a\h—f:g  aber 

b:c  =  a:  h 

perturb.  ex  aequo  a  :e  =  a :  i ;  (olglich  ist  e  =  i. 


{.  24.  Lehrsatz. 

Wenn  zwei  einlache  Verhältnisse  einem  3ten,  aus  2  Verhält- 
nissen zusammengesetzten,  Verhältnis«  gleich  sind,  so  sind  sie 
einander  gleich. 

Beweis.  Es  sei  a'.bz=.c'd,  b:e  —  f:gt  hii~cid,  und 
i-.k  —  f'-g,  so  beweisen  wir,  dass  a:e  —  h:jc. 

Aus  a-.b=c:d  und  h:i=ctl  folgt  simpl.  ex  aeq.  a:b  =  fai, 
aus  b:e—f:g  und  hkz=zf  .g  aber  b  :e~i'k 

ordinatim  ex  aeq.  a ;  e  =  A :  A*. 


{.  25.  Lehrsatz. 

Wenn  eine  Proportion  aus  4  gleichartigen  Gliedern  besteht, 
so  kann  man  die  äusseren  Glieder  mit  einander  oder  die  mittleren 
Glieder  mit  einander  verwechseln,  und  die  Proportion  bleibt 
richtig. 

Beweis.  Es  sei  a.b  =  cid,  und  «,  b,  c,d  seien  gleichartige 
Grüssen,  so  ist  a-c~{a'b)-\- (6:c),  und  hul~(b  :<?)  +  (<?://) ,  also 
({.  24.)  a:c  =  b:d. 
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§.  26.  Zusatz. 

Jede  Proportion  zwischen  4  gleichartigen  Grossen  kann  daher, 
ohne  ein  Glied  zu  ändern,  in  8  Ordnungen 

a:b=c:d,  a-c=zb'd,  o:a  =  rf:c,  b:d=a:c,  c:rf  =  o:6, 
c.a  =  d:b,  d:c  =  b:a,  d'.b^ca 

f geschrieben  werden.  Man  sieht. hieraus,  dass  jede  Ordnung  zu- 
assig  ist,  wofern  nur  die  gleichnamigen  Glieder  gleichnamig  biet* 
ben,  auch  dass  jede  Ordnung  zulässig  ist,  wofern  nur  die  HO- 
gleichnamigen  Glieder  ungleichnamig  bleiben. 


§.  27.  Lehrsatz. 

Wenn  eine  Grösse  nach  mehreren  einfachen  Verhältnissen 
verändert  wird,  so  kommt  einerlei  Grosse  heraus,  nach  welcher 
Ordnung  man  auch  die  Verhältnisse  zusammensetzen  mag. 

Beweis.  Nach  §.  23.  ist  es  einerlei,  ob  man  die  Grosse  a 
nach  den  Verhältnissen  b.c  und  d-e  oder  nach  den  Verhältnissen 
d'.e  und  b.c  verändert;  folglich  ist  es  auch  einerlei,  ob  man  a 
nach  den  Verhältnissen  b.c,  die  und  f.q  oder  nach  den  Ver- 
hältnissen d:e,  b:c  und  f-.g  verändert.  Folglich  kann  man  die 
Ordnung  b:c,  d'.e,  f'.g  in  die  Ordnung  b:c,  f'.g  verwandeJo. 

Macht  man  nun  a-.h  —  b:c,  so  ist  es  nach  §.  2&  einerlei,  ob  man 
h  nach  den  Verhältnissen  die  und  fig  oder  nach  den  Verhalt- 
nissen f'.g  und  d:e  verändert;  also  ist  es  einerlei,  ob  man  a  nach 
den  Verhältnissen  b.c,  die,  f.g  oder  nach  den  Verhältnissen 
b:c,  f'üt  d'.e  verwandelt.  Auf  diese  Art  kann  man  nach  und 
nach  jedes  der  3  Verhältnisse  b'-c,  d'.e,  fig  in  die  letzte  Stelle 
bringen ,  und ,  während  es  die  letzte  Stelle  behält ,  die  Ordnung 
der  beiden  ersten  Stellen  beliebig  vertauschen.  Folglich  kann  man 
die  3  Verhältnisse  b:c,  d'.e.  f'g  überhaupt  in  beliebige  Ordnung 
bringen. 

Ist  a  nach  4  Verhältnissen  b :  c,  die ,  f:g ,  h :  i  zu  verwandeln, 
so  kann  man,  während  das  Verhältniss  hu  die  letzte  Stelle  be- 
halt, die  3  ersten  Verhältnisse  in  beliebige  Ordnung  stellen;  da- 
durch kommt  nach  und  nach  jedes  der  o  ersten  Verhältnisse  in 
die  3te  Stelle,  und  kann  dann  nach  §.  23.  durch  Verwechselung 
der  beiden  letzten  Stellen  in  die  letze  Stelle  kommen.  Während 
nun  jedes  der  4  Verhältnisse  in  der  letzten  Stelle  bleibt,  kann 
man  die  3  übrigen  Verhältnisse  in  beliebige  Ordnung  setzen;  also 
kann  mau  überhaupt  alle  4  Verhältnisse  in  beliebige  Ordnung 
setzen. 

Aul  ähnliche  Art  macht  man  den  Schluss  von  4  Verhältnissen 
auf  5  ii.  s.  w. 
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§.  2a  Lehrsatz. 

Wenn  2  einfache  Verhältnisse  einem  3ten,  aus  mehreren  Ver- 
hältnissen zusammengesetzten  Verhältnisse  gleich  sind,  so  sind 
sie  einander  gleich. 

Beweis.   Es  sei 

fl:6  =  c://  I  pty  =  C  d 
b  C  =  f:  g  fj  :r  =  fiff 
e  :  k  =  i  :  k  r  :  S  =  i  :  k 
h:  l  =  m :  «    s  :  t  =  m :  n 

> 

(wo  statt  4  Paar  auch  jede  andere  Anzahl  Paare  von  Verhältnissen 
gesetzt  werden  kann) ,  so  beweisen  wir ,  dass  a :  /  =p :  l. 

Aus  a:b  =  c:d  und  p:  q~ c:  d  folgt  simpl.  ex  aeq.  a:b=p:q 
„    b:e=zf:g   „   q:r  =  f:g    „      „      „   „    b:e—q:  r 

ordin.  ex  aeq.  a:e=p:r 
„    e:h  =  i:k   „   r :  *  =  i :  X:    „    simpl.  ex  aeq.  e:h—r:s 

ordin.  ex  aeq.  a:h  =  p:s 

a,  s.  w. ,  endlich  a:l  =  p:t. 


§.  29.  Lehrsatz. 

Wenn  2  Verhältnisse  einem  dritten  gleich  sind  (gleichviel 
welche  Verhältnisse  einfach,  und  welche  zusammengesetzt  sind), 
$o  sind  sie  einander  gleich. 

Beweis.  Man  setze  statt  jedes  zusammengesetzten  Verhält- 
nisses ein  ihm  gleichbedeutendes  einfaches,  wovon  man  das  erste 
Glied  beliebig  und  von  beliebiger  Art  annehmen  kann,  so  folgt 
das  zu  Beweisende  unmittelbar  aus  §.  16. 


§.  30.  Lehrsatz. 

Wenn  mehrere  Verhältnisse  gleichartiger  Grössen  einander 
gleich  sind,  so  hat  die  Summe  der  Vordergheder  zur  Summe  der 
Hinterglieder  das  nämliche  Verhältniss. 

Beweis.  Es  sei  a:b~c:d,  und  a,  b,  c,  d  gleichartig,  so 
ist  ma'Z.nb,  je  nachdem  mc'Znd,  also  auch  ma'Z.nb,  je  nach- 
dem mc  -f  mcZnb  +  nd,  d.  i.  je  nachdem  m {a+c)Zn(b-\-d) ,  also 
atb  =  a  +  c: b  -f- iL 

Es  sei  a:b^c:d—e:f,  und  a,  b,  c,  d,  e,  f  gleichartig,  so  ist 

n  :  b  —        fl  f  v  :  U  -f  d 
a:b  =  o  +  c  +  d.'Hrfl/'. 

Thea  vm.  9 
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Auf  ähnliche  Art  macht  man  den  Schluss  von  3  Verhältnissen 

auf  4  u.  s.  w. 


§.  31.  Lehrsatz. 

Wenn  2  Verhältnisse  gleichartiger  Grossen  einander  gleich 
sind,  doch  so,  dass  die  Vorderglieder  der  beiden  Verhältnisse 
einander  ungleich,  und  die  Hinterslieder  einander  ungleich  sind, 
so  hat  die  Differenz  der  Vorderglieder  zur  Differenz  der  Hinter- 
glieder das  nämliche  Verhältniss. 

Beweis.  Es  sei  a:b  =  c:d,  und  a>c,  so  ist  auch  A>  d. 
Man  mache 

a  :  b=.a  —  c  :  e,  so  ist 
simpl.  exaeq.  a—c:  e  =  c:d=a—c\-c:d+e  (§.30.),  d.  i. 
a — v:e  =  a:d+e 
t  g — c:e  =  a:b 

d\e  —  b  (§.7  ),  also  c  =  6  — rf. 

Folglich  kann  man  statt  aib—a—cze  schreiben  a:b  — 


§.  32.  Zusatz. 

Wenn  mehrere  Verhältnisse  gleichartiger  Grössen  einander 
deich  sind,  und  man  subtrahirt  und  addirt  die  Vordeijglieder  pro- 
miscue,  und  subtrahirt  und  addirt  die  Hinterglieder  in  derselben 
Ordnung,  so  erhält  man  2  Grössen,  welche  in  dem  nämlichen 
Verhältniss  stehen,  z.  B.  wenn  a:b  =  c:d=e:f  =  g: h=i:  k,  und 
es  ist  a  +  c>e,  und  flfc-e+^»,  so  ist  auch  *+«*>/. 
b  .  d—f\h>kt  und  a;6=  <i  +  c— e\g— i:b  +  d~ffh  — 
Bei  diesen  Subtractionen  und  Additionen  kann  man  (nach  Ö..14. 
und  §.  15.)  Glieder,  die  zu  einerlei  Verhältniss  gehören,  auch  mit 
einerlei  Zahl  raultipliciren  oder  dividireu  oder  mit  einerlei  Brach 
muHipliciren;  z.  B.  wenn  a:b  =  c:d =  e:f=g:h=i:k,u*des 
ist  |«+5c>e,  und  >4a+5e-e+\g>i,  so  ist  *™\;b + 
lb+5d—f+\h>k,  und  a;6  =  :a+5e— €+\g— t:!6+5tf— /+|A-*. 

§.  33.  Lehrsatz. 

In  ieder  Proportion  verhält  sich  (summando)  das  lste  Glied 
zur  Summe  der  beiden  ersten  wie  das  3te  zur  Summe  de«  3ten 
und  4ten ,  auch  die  Summe  der  beiden  ersten  Glieder  zum  2ten 
wie  die  Summe  des  3ten  und  4ten  zum  4ten. 

Beweis.  Es  sei  a:b=c:d,  so  ist  ma^mfa+b),  und 
mc^mic+il).  Ist  m<?i,  so  ist  um  so  mehr  ma<n(a-f£),  uod 
wc<n(c+d).   Ist  endlich  m>n,  so  ist 
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(m — n) a ~Z.nb,  je  nachdem  (m— w) c"Z.nd 

na  =  na  vc  ==  wc 

ma~ZLn{a+h) ,  je  nachdem  mc~Z.n{c+d). 

Folglich  ist  überhaupt,  welche  ganze  Zahlen  man  auch  unter  7/1 
und  n  verstehen  mag,  woZk(«+ä),  je  nachdem  wicZm  (c|rf). 
Folglich  verhält  sich  a : a+b  =  c :  c+t/.  Da  aber  b:a  —  d:c,  so  ist 
auch  6 : 6+0  =  <Z:  </-f  c ,  d.  i.  a-f-6 :  b  —  c+d :  d. 


§.  34.  Lehrsatz. 

In  jeder  Proportion  verhält  sich  (differentiando)  das  Iste  Glied 
rar  Differenz  der  beiden  ersten  wie  das  3te  Glied  zur  Differenz 
des  3ten  und  4ten,  und  die  Differenz  der  beiden  ersten  Glieder 
zum  2ten  wie  die  Differenz  des  3ten  und  4ten  zum  4ten. 

Beweis.  Es  sei  a:b=zc:d,  und<i>o,  so  ist  auch  c>«£. 
Man  mache 

a  :  g  —  b  =  c  :  e ,   so  ist 
ord.  ex  aeq.  a  —  b  :  b  —  e  :d,  also  (summando)  a — b:a  =  e:d+e 

a — b:a=e:c 
</  +  e  =  c({.7.) 

also  e—c  —  d.   Statt  a:a —  b  =  c:e  kann  man  also  schreiben 

a:a  —  b=c:c—d 
a:    b  =c:d 
ord.  ex  aeq.  a — b:b  =  c — d:d.  1 

Es  sei  dagegen  a:  b=c :  d,  und  a<6,  so  ist  b  :a  —  d:c,  und 
6>a,  folglich  o:b —  a—d:d — c,  und  b  —  a:a  =  (l—c:c,  d.  i. 
6— a:b  =  d—  c:d,  und  a:b  —  a=c:d—c. 


§.  36.  Lehrsatz. 

In  jeder  Proportion  verhält  sich  (summando  et  differentiando) 
fiie  Summe  der  beiden  ersten  Glieder  zu  ihrer  Differenz  wie  die 
Summe  der  beiden  letzten  Glieder  zu  ihrer  Differenz. 

Beweis.   Es  sei  a:b  =  c:d,  und  a>o,  so  verhält  sich 

a+6  ;  6  =  c  +  d:  d 
a  —  b:  b  =  c—d  :.d 
ord.  ex  aeq.  a-fo  :  a  —  b  =  c-fd :  c — d. 

Es  sei  aber  a:b=:c:d,  und  a<6,  so  verhält  sich 

a  +  b:b  =  c  +  d:d 
b — a  :  b  =  d—c  :  d 
ord.  ex  aeq.  0+6  :  6  —  a=  c  +  d:  rf— c. 

9« 


Digitized  by  Google 


132 


§.  36.  Lehrsatz. 

Wenn  mehrere  Proportionen,  welche  aus  lauter  gleichen  Ver- 
hältnissen bestehen,  Glied  für  Glied  zusammen  addirt  werden,«» 
erhält  man  wieder,  eine  richtige  Proportion. 

Beweis.   Es  sei 

a  :  h  =  c  :  d r  =  e  :  f 

ff  :  h  =  i :  k  =  e  :  f 

l  :m=  n  :  p  =  e  :  f 

ff  :  r  =  s  :  t  =  c  :  f 

(wo  statt  4  Reihen  auch  jede  beliebige  Anzahl  von  Reihen  untet 
einander  gesetzt  sein  können),  so  beweisen  wir,  dass 

a+0+'-f  9  •*  b+h+m+r  =  c-f  i+w+J :  rf-f 

Aus  rt:6=c:/,  g:h=:e:f,  l:m=e:f  und  q:r  =  e:f  folgt 
nach  §.30. 

.*  HÄ+?»+r —e  :f, 
aus  c:d=zc:f,  i:k-=ie:f,  n:p=ze:f  und  s :f=e:/*  aber 

simpl.  ex  aeq.  o+^+/-f ^:6+A+/nfr=c+i+7i+f  :rf-f  A'-ff  f t 

i 

§.37.  Zusatz. 

Statt  der  im  vorigen  Paragraphen  erwähnten  Addition  kann  mar 
auch  promiscue  addiren  und  subtrahiren,  und  dabei  jedes  Gtifd 
mit  einer  ganzen  Zahl  multipliciren  oder  dividiren  oder  mit  einen 
Bruch  muitipliciren ;  z.  B.  aus  den  oben  mit  (l)  bezeichneten  Pro- 
portionen kann  man  (wenn  £<i-f  %>  J)  schliessen: 


§.  38.  Zusatz. 

Bei  der  in  §.  35.  erwähnten  Schlussart  summando 
tiando  kann  man  auch  gleichnamige  Glieder  „mit  ei 
multipliciren  oder  dividiren  oder  mit  einerlei  Bruch  m 
z.  B.  aus  axh  —  c.d  kann  man,  wenn  6a<2A,  schliessen: 

\  a-f  \  bi\  b-4>a=\c  + 1  d-.  Ä  il- 6c, 
und,  wenn  \b*>\a  ist, 

1  fc—  1  a:  »6— 6«  =  irf— | c: | tf-6c. 
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j.  39.  Lehrsatz. 

Wenn  4  gleichartige  Grossen,  welche  nicht  sämmtlich  eiu- 
er  gleich  sind,  in  Proportion  stehen,  so  sind  entweder  2  und 
2  einander  gleich ,  oder  es  sind  nur  2  einander  gleich  und  eine 
grösser  und  eine  kleiner,  oder  alle  4  sind  ungleich;  im  ersten 
Fall  sind  die  gleichen  Glieder  gleichnamig,  im  zweiten  Fall  aber 
die  gleichen  Glieder  ungleichnamig  und  das  grösste  und  kleinste 
ebenfalls  unter  einander  ungleichnamig,  im  dritten  Fall  endlich 
das  grösste  und  kleinste  Glied  ungleichnamig ;  im  zweiten  und  drit- 
ten Fall  ist  die  Summe  des  grössten  und  kleinsten  Gliedes  >  als 
die  Summe  der  beiden  übrigen  Glieder. 

Beweis.  1)  Es  sei  a:b=zc:d,  unda^zb,  so  ist  auch  c  =  d, 
also  die  gleichen  Glieder  gleichnamig. 

2)  Es  sei  a:b=cd,  und  a  >  b ,  aber  =  c,  so  ist  auch  b  —  d, 
aho  die  gleichen  Glieder  gleichnamig. 

3)  Es  sei  a:b=C'd,  und  «>ä,  auch  a>c,  und  b=c,  so 
ist  a  das  grösste,  und  d  das  kleinste  Glied,  also  die  gleichen 
Glieder  ungleichnamig  und  das  grusste  und  kleinste  ebenfalls  unter 
einander  ungleichnamig.   Es  ist  also  a :  b=  b :  d.  Setzt  man  a=b+et 


+/ 

=U+f+t.   Aus  d+e+f:d+(=d+f:d  folgt  nach  §.  34.  eid+f 
Da  in  dieser  Proportion  das  Glied  d-f/>a  ist,  so  ist 
aoch  also  2«?+e+/>  2rf+/4/,  d.  i.  die  Summe  des  grössten 

nnd  kleinsten  Gliedes  in  der  Proportion  a:b=c-d  grosser  als  die 
der  beiden  übrigen  Glieder. 


4)  Es  sei  a>b~c>d,  und  «>6,  auch  «>c,  auch  6>c,  so  folgen 
die  4  Glieder  a,  b,  c,  d  nach  der  Ordnung  ihrer  Grösse,  vom  grössten 
bis  zum  kleinsten,  aufeinander;  wir  wollen  beweisen,  dass  a-\-il 
>A-f-c.  Man  setze  czzzd+e,  o  =  c-f/,  «  =  6+^,  so  kann  man 
statt  o. :  6=c :  d  schreiben  d\-e\f-\-(j :  d-{- e+f—d+e:  d.  Folglich  ist 

2</+r+/*+//,  und  b+cz=+ld\ f-f/+e.  Aus  d+e\f\<j'.d\ e\f 
~d-\-e-.d  folgt  nach  6.  34.  g:d-\-e+f=.e>d.  Da  In  dieser 
Proportion  das  Glied  «+<•+/>  d  ist,  so  ist  auch  «>c,  also 
2rf+«+/,+^>2rf+i'+/,+c,  d.  1.  «i+</>6+c. 

5)  Es  sei  a:b  =  C'd,  und  auch  «>c,  aber  6<t% 
so  ist  (weil  a>6)  c>rf,  und  (weil«>c)  b*>d;  folglich  ist  a  das 
grösste  und  d  das  kleinste  Glied  der  Proportion.  Durch  Ver- 
wechselung der  mittleren  Glieder  erhält  man  aic=b:d,  woraus 
nach  Nro.  4)  folgt,  dass  a+<t>6+c 

6)  Es  sei  a:b  =  cd,  und  «>A,  a<c,  aber  a=d,  so  ist 
c  das  grösste,  und  b  das  kleinste  Glied  der  Proportion.  Da  nun 
cdzzza.b,  so  ist  nach  Nro.  3)  c-f£>rf-|-a. 

7)  Es  sei  a:bz=zc.d,  und  a>6,  a<c,  a>rf,  so  ist  (weil 
c  >  a)  rf>6;  also  ist  c  das  grösste,  und  b  das  kleinste  Glied  der 
Proportion.   Da  nun  c-dzzza.b,  so  ist  nach  Nro.  5)  c+6 >*/+«. 
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8)  Es  sei  a:b=c:d,  und  a>o,  a<c,  a<rf,  so  ist  (weil 
a*>b)  c></;  also  ist  c  das  grösste,  uod  b  das  kleinste  Glied. 
Da  nun  cid=a.b.  so  ist  nach  4)  c+6 

9)  Es  sei  a  -b  =  c  id,  und  o  <  6,  aber  =  c,  so  ist  auch  6=rf, 
also  die  gleichen  Glieder  gleichnamig. 

10)  Es  sei  a'>b=2c>d,  und  a<6,  aber  >  c,  und  a=rf,  so 
ist  durch  Verwechselung  der  mittleren  Glieder  a  .c—bid,  und  wir 
haben  wieder  den  Fall  Nro.  6). 

11)  Es  sei  a:b  =  c  d,  und  a<6,  aber  >c,  auch  a></,  so 
ist  durch  Verwechselung  der  mittleren  Glieder  a:cz=:b''d,  und  wir 
haben  wieder  den  Fall  Nro.  7). 

1*2)   Es  sei  a:b  =  c.d,  und  a<o,  a>c,  «<rf,  so  ist  wie- 
derum a-c  =  b:d,  und  wir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  8). 

13)  Es  sei  «:6=c:rf,  und  a<6,  a<c,  und  6=c,  so  Ut 
d:c=b.a,  und  wir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  3). 

14)  Es  sei  a:  b  —  c -  d,  uod  a  <  b ,  fl  < c,  6  >  c,  so  ist  tf:6=c:a, 
und  wir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  4). 

15J  Es  sei  a-b  =  c:d,  und  «<o,  a  <c,  6  < c,  so  ist  rf:c=6:o, 
und  wir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  4). 

§.  40.  Lehrsatz. 

Zwischen  jeden  2  gleichartigen  Grössen  kann  man  so  viel 
mittlere  stetige  Proportionalgrössen  ünden,  als  man  will,  aber, 
wenn  ihre  Anzahl  gegeben  ist,  immer  uur  dieselben  Grossen. 

Beweis.    Eh  seien  a  und  b  zwei  gleichartige  Grossen,  und 
b^a;  es  sollen  3  mittlere  stetige  Proportionalen  gefunden  werden. 
Man  bilde  die  geometrische  Keihe  a,  c,  d,  c,  f,  und  lasse  c  m 
dem  Werthe  a  an  stetig  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen,  so  ist 
(nach  dem  vorigen  Paragraphen)  stets  c — a<  d — c,  d — e<  e— dy  und 
e — d^f—e,  also  f—  «>4(c — a).    Da  nun  a-r=:c'-d,  und  c  stetig 
wächst,  so  wachst  'auch  d  stetig;  da  a:c  =  rf:  e ,  und  c  und  o 
stetig  wachsen,  so  wächst  auch  e  stetig;  da  a'c—e-ft  undceml 
e  stetig  wachsen  ,  so  wächst  auch  f  stetig.  Da  aber  c — a  über  alle 
Grenzen  hinaus  wächst,  so  wächst  um  so  mehr  f- — a  (welche 
Differenz  nach  Obigem  >4(c— a)  ist)  über  alle  Grenzen  hinaus; 
folglich  wächst  /'  über  alle  G ranzen  hinaus.    Es  rauss  also  eineo. 
aber  auch  nur  Einen  Werth  von  r  geben',  für  welchen  /==©  isti 
und  diesem  Werth  von  c  entspricht  nur  Ein  Werth  von  d  und 
nur  Ein  Werth  von  e. 

Es  sei  aber  nun  b  <  a ,  so  lassen  sich ,  %veil  a  S  b  ist,  zwischen 
b  und  a  so  viele  mittlere  Proportionalen  ünden,  als  man  will,  aber 
wenn  ihre  Anzahl  gegeben  ist,  immer  nur  dieselben  Grössen. 
Diese  mittleren  Proportionalen  sind  aber,  in  umgekehrter  Ordnung, 
die  mittleren  Proportionalen  zwischen  «  uud  6. 

$.  41.  Zusatz. 

Zu  jedem  gegebenen  Verhältniss  ist  allemal  ein,  aber  auch  nnr 
Ein  Verhältniss  möglich,  welches,  eine  gegebene  Anzahl  mal  mrl 
sich  selbst  zusammengesetzt,  das  gegebene  Verhältniss  gtebt. 
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§.  42.  Erklärung. 

Eid  solches  Verhältniss  beisst  ein  getheiltes  Verhältnis« 
(das  halbe  Verhältniss,  das  gedrittheilte  Verhältniss,  das 
geviertheilte  Verhältniss,  u.  s.  w.),  und  wird  durch  einen  vor- 
gesetzten Bruch  bezeichnet;  so  ist  {(a:b)  das  Verhältniss  von  a 
zur  ersten  der  3  mittleren  stetigen  Proportionalen  zwischen  a  und  6. 


§.  43.  Lehrsatz. 

Wenn  2  Verhältnisse  einander  gleich  sind,  so  sind  auch  ihre 
gebalbtheitten ,  gedrittheilten  Verhältnisse  u.  s.  w.  eiuander  gleich. 

Beweis.   Es  sei  a:6=c: d,  so  beweisen  wir,  dass  «  sich  A 
z.  B.  zur  ersten  der  3  mittleren  stetigen  Proportionalen  zwischen 
a  und  6  verhält  wie  c  zur  ersten  der  3  mittleren  stetigen  Propor- 
tionalen zwischen  c  und  d.   Es  sei  a:c=](a:6),  und  man  mache 
a:e=c:ft  so  ist 

a:6  =  4(a:e)=4(c:/) 

gib  =  cd 

simpl.  ex  aeq.  4(c:/)=c:d,  also  c:f=\(cd) 

C:/>=fl:g=l(fl:6) 

simpl.  ex  aeq.  \  (a:6)=i(c:d). 


}.  44.  Lehrsatz. 

Anstatt  ein  Verhältniss  zu  theilen  und  dann  zu  vervielfältigen, 
kann  man  von  dem  Ebensovielfachen  des  gegebenen  Verhältnisses 
flas  ebenso vielste  getheilte  Verhältniss  nehmen. 

Beweis.  Es  seien  a  und  b  gleichartige  Grossen ,  und  m  und 
n  beliebige  ganze  Zahlen;  wir  wollen  beweisen,  dass  n(—  («:&)) 

=  i(»(a:6)).  Das  ™  fache  des  Verhältnisses  i-(o:  b)  ist  a  :  b, 
m  m 

1 

also  da«  mfache  des  Verhältnisses  7i(—  (a:6))  =w(a:6),  aber  das 

in 

mfache  des  Verhältnisses  —  (w(a:£))  ebenfalls  =w(a:6).  Folglich 

m 

st  (nach  dem  vorigen  Paragraphen)  n(—  («:&))  =  —  (w(a 

MI  7/1 


}.  45.  Erklärung. 

Das  Verhältniss  «(I(a:6))  oder  l(«(a:6))  beisst  ein  ge 

«i  im 
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b  rochen  es  Verhältniss,  ond  wird  kürzer  durch  —  (a:b)  ausge- 

in 

druckt;  m :  n  heisst  in  diesem  Fall  das  Brechuugsver- 
hältniss. 


§.  46.  Lehrsatz. 

Wenn  man  zwischen  einer  Grösse  und  einem  aliquoten  Theil 
derselben  eine  oder  mehrere  mittlere  stetige  Proportionalen  nimmt, 
so  ist  entweder  jede  mittlere  Proportionale  ein  aliquoter  Theil 
jeder  grosseren  mittleren  Proportionale,  oder  das  getheilte  Ver- 
hältniss ist  ein  irrationales. 

Beweis.  Die  gegebene  Grosse  sei  in  m  gleiche  Theile  ge- 
theilt,  und  ein  solcher  Theil  sei  a,  und  man  mache  —  (a:  ma) 

=  a:6.  Ist  alsdann  a  kein  aliquoter  Theil  von  b,  so  beweisen 
wir,  dass  das  Verhältniss  a'-b  ein  irrationales  sei.   Gesetzt,  a-b 


sei  ein  rationales  Verhältniss,  und  es  sei  6  =  2.  a,  so  wäre  ma 

V 

=  aLa;  also  müsste  pn  ein  aliquoter  Theil  von  gn  sein,  welches 

aber,  weil  p  kein  aliquoter  Theil  von  q  ist,  unmöglich  ist.  Folg- 
lich ist  die  Annahme  falsch ,  und  a-b  ein  irrationales  Verhältniss. 


§.  47.  Lehrsatz 

» 

Jedes  Verhältniss  einer  kleineren  Grosse  zu  einer  grösseren 
kann  als  ein  vielfaches  oder  getheiltes  oder  gebrochenes  Verhält- 
niss jedes  anderen  Verhältnisses  einer  kleineren  Grosse  zu  einer 
grösseren  angesehen  werden,  und  das  Brechungs verhältniss  ist  für 
jedes  gegebene  Paar  von  Verbältnissen  nur  Eines,  wenngleich 
nicht  allemal  rational. 

Beweis.  Es  sei  a  <,  b ,  und  c  <  d ,  und  man  mache  c:d=.aze. 
Man  theile  das  Verhältniss  cid  beliebig;  man  mache  i-(c:d)=a^ 

Dann  ist  entweder  das  Verhältniss  a:b  ein  Vielfaches  von  <tzf, 
oder  es  giebt  2  Vielfache  n(a:f)=za:g  und  (n-f  l)(a:/")  =  a:  A  von 
der  Art,  dass  b  zwischen  g  und  k  liegt.  Im  letzteren  Falle  mache 

man  J-  (c:d)  =  a:i,  und  fahre  mit  der  continuirlichen  Halbthei- 

Jung  des  Verhältnisses  a:f  fort,  so  erhellt  das  zu  Beweisende  ^anz 
auf  ähnliche  Art  wie  in  §.  2.,  wenn  man  noch  §.  39.  zu  Hülfe 
nimmt. 

1  l 

Denn  macht  man  c:  —  (b:k)z=b:l,  —  (6  :*)=  6:  *, 

in  Im 

^-(b:k)  =zb:pt  u.  s.  w. ,  so  ist  nach  §.  30.  /— b  <  -  » 
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» 

«— 6<-^-,  p — u*  s*  w'5  da  man  DUn  durch  fortge- 
setzte Halbiruogen  (- — fe^,  -7^,  u.  s.  w.)  auf  eine  Grosse 

kommt,  welche  kleiner  ist  als  jede  gegebene  Grosse  derselben  Art, 
so  kommt  man  um  so  mehr  durch  fortgesetzte  Halbtheilung  des 
Verhältnisses  (/ — b,  n — b,  p — b,  u.  s.  w.)  auf  einen  Unterschied, 
welcher  kleiner  ist  als  jede  gegebene  Grosse  derselben  Art;  folg- 
lich wird  um  so  mehr  der  Unterschied  A— <j  durch  fortgesetzte 
Halhtheilung  des  Verhältnisses  kleiner  als  jede  gegebene  Grösse 
derselben  Art. 


§.  48.  Zusatz. 

Dasselbe  findet  statt,  wenn  man  jedes  Verhältniss  einer 
grosseren  Grosse  zu  einer  kleineren  mit  jedem  anderen  Verhält- 
niss einer  grosseren  Grosse  zu  einer  kleineren  vergleicht. 


XII. 

Hefter  die  Bestimmung  einer  Gränze, 
welche  die  Anzahl  der  bei  der  Auf- 
suchung des  gritesten  gemeinschaft- 
lichen Theüers  zweier  Zahlen  zu 
machenden  Divisionen  nicht  über- 
steigen kann. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  verschiedenen  französischen  Journalen,  namentlich  in  dem 
Journal  de  Mathömatiq ues  pures  et  applique'es  von 
Liouville,  in  den  Comptes  rendus  de  l'Acadömie  des 
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sciences,  und  in  den  Nouvelles  Annales  de  Mathema- 
tiques  von  Terquem  and  Gerono,  kommen  seit  einiger  Zeit 
Untersuchungen  über  die  Bestimmung  einer  G  ranze  vor,  welche 
die  Anzahl  der  bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen 
T heilers  zweier  Zahlen  zu  machenden  Divisionen  nicht  ubersteigen 
kann.  Wenn  ich  auch  diese  Untersuchungen  nach  dem ,  was  jetzt 
vorliegt,  noch  nicht  für  abgeschlossen  halte,  so  will  ich  doch  die 
mir  besonders  wichtig  und  interessant  scheinenden  Resultate  der- 
selben den  Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  im  Zusammenhange 
mittheilen,  indem  ich  hoffe,  dass  dadurch  vielleicht  einer  oder  der 
andere  veranlasst  werden  wird,  diesem  jedenfalls  sehr  interessan- 
ten Gegenstande  noch  weiter  nachzuforschen. 


§•  i- 

Wenn  wir  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  durch  Al9  Bt  be- 
zeichnen, so  ist  die  Bestimmung  des  grussten  gemeinschaftlichen 
Theilers  derselben  nach  der  schon  von  Euk  Ildes  gelehrten  Me- 
thode bekanntlich  in  dem  folgenden  Schema  enthalten: 

Bx\At\  Qx 
BYQ, 


B2Q* 


#4— 

Bn—i  Qn—i 

Bn       |  Bn-X  |  Qn 
BnQn 

wo  die  Grössen 

B\ ,  B%,  B},  B+, . .  Bu—\ ,  Bn 

eine  fortwährend  abnehmende  Keine  bilden,  und  der  letzte  Divi- 
sor Bn,  bei  welchem  die  Division  aufgeht,  welcher  Fall  bekannt- 
lich immer  endlich  einmal  eintreten  muss,  der  gesuchte  grusste 
gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  gegebenen  Zahlen  Aly  B1  ist 

Aus  dieser  Darstellung  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen . 

Ax  =  Bx  Qy  +  /?2, 

Bt  =  Äj  Q-i  +  » 
Bz  =  B3Qs  +  B4, 

U.  8.  W. 
Bn-z  =  Bn-xQn-i   +  ßn, 
Br^t  =  BnQn\ 
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also,  wenn  man  mit  D  dividirt: 


A  -Bin    .  *h 
27  ~  77  Vl  +  TT 

77-77 Va  +  77' 

Z)  —  />  f  *  +  />  ' 

U.  8.  W. 

 ZT        +  77' 


* 

Ist  nun  D  ein  Theiler  von       und  Bx ,  so  sind  offenbar  auch 

^At     ^3     ^4  Jin—i  Bn 

D'  D'  77'  '  "  D   9  D 
sämmtlich  ganze  Zahlen,  und  die  nicht  verschwindenden  Grossen 

Z?l      /?£      //j      /?4  Bn—\  Bn 

TT*  ET'  TT'  77'  *  '  "ZT'  TT 

bilden  eine  fortwährend  abnehmende  Reihe.   Auch  ist  klar,  dass 

Ii  AB 

jy  der  grosste  gemeinschaftliche  Theiler  von  ^  und   -±  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man,  um  den  grossten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  von  Ax  und  Bx  zu  finden ,  und  um  den  grüssten 

AR 

gemeinschaftlichen  Theiler  von   -~  und  zu  erhalten,  ganz 

dieselbe  Anzahl  von  Divisionen  machen  muss.  Weil  nun  Bn  ein 
Theiler  von  Ax  und  Bx  ist,  so  kann  man  im  Vorhergehenden 
Z)=2?«  setzen,  und  man  wird  also,  um  den  grossten  gemein- 
schaftlichen Theiler  von  Ax  und  Bl,  und  um  den  grossten  ge- 
meinschaftlichen Theiler  von        und  Ä  zu  finden ,  immer  ganz 

Min  MSn 

dieselbe  Anzahl  von  Divisionen  zu  machen  haben.  Deshalb  wollen 
wir  im  Folgenden  annehmen,  dass  At  und  Bx  relative  Primzahlen 
sind,  oder  wir  wollen,  was  offenbar  dasselbe  ist,  /?n=l  setzen, 
woraus  sich  nach  der  Natur  des  angewandten  Verfahrens  ganz  von 
selbst  ergiebt,  dass  die  Grössen 

Bi,  B2,  B$>  BA,  ....  Bn-i 

sämmlich  grosser  als  die  Einheit  sind,  und  also  der  kleinste  Werth, 
welchen  eine  jede  derselben  erhalten  kann,  2  ist. 
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j.  2. 

Wenn  nun  Bk-^ ,  Bk ,  Ä+i  drei  beliebige  einander  beoack- 
barte  Glieder  der  Reihe 

El»  Bit  «#3  ,  B4  ,  . . .  Bn—i ,  Bn 

sind;  so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

Bk-t  =  BkQk  +  Bku* 
aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  immer 

B^  =  Bk  +  Ä+i 

ist.   Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  aber 

/?«==  1,  Z?»-i  ^  2. 

Also  ist  offenbar  kein  Glied  der  Reihe 

Bnt  Bn—i  t  Bnr-*>  Bn-$  ,  Z?n— 4,  Bn—&, 

kleiner  als  das  gleichstellige  Glied  der  Reihe 

1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34,  

welche  so  gebildet  ist,  dass  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied 
die  Summe  der  beiden  unmittelbar  vorhergehenden  ist  Bezeichnen 
wir  folglich  die  Glieder  dieser  Reihe  durch 

und  setzen  also 

&3  =  Ä4   +  Bj, 

K4  =  Ka  -f  Äs, 
Ä6  =  Ä3  -f  B4, 

&r  =  &ä  +  Kö  , 

U.  8.  W. 

so  ist  kein  Glied  der  Reihe 

Bnt  Bn—l  >  ^n— 3  >  Bn—\>  ^»-5»  •••• 

kleiner  als  das  gleichstelle  Glied  der  Reihe 
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&i ,  X2  >  Äs »  Ä4 ,  3Ä>  2t«  >  Ä7 ,  .... 

welche  wir  im  Folgenden  die  Reihe  (I)  nennen  wollen.  Also  ist, 
wenn  man  wie  im  Vorhergehenden ,  um  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  von  Ax  und  Bg  zu  finden,  n  Divisionen  zu  machen 
genöthigt  war,  immer 

Bg  ^  Än  , 

woraus  sich  ergiebt,  dass,  wenn  überhaupt  THu  das  erste,  Bg 
ubersteigende  Glied  der  Reihe  (I)  ist ,  die  Anzahl  der  Divisionen, 
welche  die  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers 
von  Ax  und  Bx  erfordert,  nicht  grosser  als  u —  1  ist,  weil,  wenn 
die  Anzahl  dieser  Divisionen  p  wäre,  nach  dem  Obigen 

folglich  "Bkfi  nicht  das  erste,  Bx  übersteigende  Glied  der  Reihe 
(1)  sein  würde,  wie  doch  angenommen  wurde.  Wenn  man  also 
eine  Grosse  finden  will,  welche  die  Anzahl  der  durch  die  Aul- 
suchung  des  grOssten  gemeinschaftlichen  Theilers  der  Zahlen  Ag 
und  Bg  oothig  gemachten  Divisionen  nicht  übersteigen  kann,  so 
verfahre  man  auf  folgende  Art : 

In  der  Reihe  (I)  suche  man  das  erste  Glied  auf, 
welches  grosser  als  Bg  ist;  dann  kann  die  Anzahl  der 
durch  die  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen 
Theilers  yon  Ax  und  Bg  nöthig  gemachten  Divisionen 
nicht  grosser  als  die  Anzahl  der  diesem  Gliede  vor- 
hergehenden Glieder  der  Reibe  (I)  sein. 

Wenn  auch  im  Vorhergehenden  angenommen  worden  ist,  dass 
Ax  und  Bg  relative  Primzahlen  sein  sollen,  so  kann  man  diese 
von  Lionnet  in  den  N  011  volles  Annales  de  Mathemati- 
ques.  Journal  des  candidats  aux  ecoles  poly technique 
et  normale,  redige  par  Terquem  et  Gerono.  Decemnre 
1845.  p.  G22.  gegebene  Regel  doch  offenbar  auch  anwenden,  wenn 
die  in  Rede  stehende  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist;  nur  wird 
man  dann  nicht  die  niedrigste  Gränze  finden,  welche  die  Anzahl 
der  durch  die  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers 
von  Ag  und  Bx  nöthig  gemachten  Divisionen  nicht  übersteigen 
kann ;  eine  niedrigere  Gränze  wird  sich  immer  ergeben ,  wenn  man 
die  Regel  auf  die  Quotienten  anwendet,  welche  man  erhält,  wenn 
man  Ax  und  Bg  durch  einen  ihrer  gemeinschaftlichen  Theiler  di- 
vidirt,  und  die  niedrigste  Grenze  bekommt  man  durch  die  Anwen- 
dung der  Regel  auf  aie  Quotienten,  welche  man  erhält,  wenn  Ag 
und  Bx  durch  ihren  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  dividirt 
werden,  was  wir  durch  das  folgende  Beispiel  erläutern  wollen. 

Die  Reihe  (I)  ist 

1,  2,  3  ,  5  ,  8,  13  ,  21,  34  ,  55  ,  89,  144  ,  233  ,  377, 
010,  «87,  1597,  25&t,  4181,  .... 
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Ist  nun  ^|=2904,  /?,  =1122,  so  ist  das  erste  A  überstei- 
gende Glied  dieser  Reibe  1597,  uod  die  Gräoze,  welche  die  An- 
zahl der  durch  die  Aufsuchung  des  grossten  gemeinschaftlichen 
Theilers  von  2904  und  1122  nothig  gemachten  Divisiooeu  nicht 
übersteigen  kann,  ist  folglich  15.  Dividiren  wir  aber  2904  und 
1122  durch  11,  so  können  wir  At  =264,  Ä  =102  setzen,  und  das 
erste  Bl  Obersteigende  Glied  der  Reihe  (1)  ist  folglich  144,  die 
Gräoze,  welche  die  Anzahl  der  durch  die  Aufsuchung  des  grussten 
gemeinschaftlichen  Theilers  von  1904  und  1122  nöthig  geniachteu 
Divisionen  nicht  übersteigen  kann,  also  10.  Der  grusste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  2904  und  1122  ist  66,  so  dass  wir  also 
Ax  =44 ,  B1  =  17  setzen  können ,  wo  dano  das  erste  Bt  üherstei- 

fende  Glied  der  Reihe  (I)  21,  also  die  Gränze,  welche  die  Anzahl 
er  durch  die  Aufsuchung  des  gru6sten  gemeinschaftlichen  Thei- 
lers von  2904  und  1122  nöthig  gemachten  Divisionen  nicht  über- 
steigen kann ,  6  ist.  Die  Richtigkeit  hiervon  zeigt  die  folgende 
Rechnung : 

1122  |  2904  I  2 
2244 
660  |  1122  |  1 
660 

462  |  660  |  1 
462 

>  198  |  462  |  2 
396 

66  |  198  |  3 
198  * 

TT 


§.  3. 

Eine  andere  Regel  hat  der  scharfsinnige  Lame"  in  den 
Comptes  reodus  de  l'Acad^mie  des  sciences.  28.  Octo- 
bre  1844.  gegeben,  zu  welcher  man  auf  folgende  Weise  gelangen 
kann. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

Bn      =  1, 

1  ^  2, 

Bn-x  ^  3, 

>  5, 

B^  ^  8 

und 
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B^  >  1  .  10, 

>  2  .  10, 
Ä^r  >  3  .  10, 
Z*n-a  >  5.10, 

>  8.10 


Än-,o>  13.10,   Rn—w  >  21.10; 

1?_10  >  1  . 10», 

>  2.10», 

Bn — 12  ^  3  .  10», 

>  5.  10», 

B„-l4l  >  8.  10« 
Bn-i,  >  13  .  10»,    Bn-l6  >  21  .  10» 
Bn-t>  >  1  .  10', 

>  2  . 10», 

Bn-1T  >  3  .  10», 
Bn^H  >  5  .  10», 

B^19  >  8  . 10» 
B-n  >  13  . 10»,  /?»-£!  >  21 .  10»; 


Bn—io 

>  i .  10«, 

Bn-n 

>  2.104, 

Bn-n 

>  3 . 10», 

Bn^ 

>  5  .  10«, 

Bn-^ 

>  8.10* 

144 

/?jt-S&  >  13  .  104,    ßn-n  >  21 . 10«. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann ,  ist  klar. 

Es  ist  also  unter  der  Voraussetzung,  dass  n>5A*  ist,  immer 

Bn-ik  ^  10*. 

Wenn  nun,  indem  N  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bx  bezeichnet. 
n>5iV  wäre,  so  wäre  nach  dem  Vorhergehenden 

Bnr-tN  =  10*; 

und  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bn—^y  wäre  also  mindestens 
A+l.   Folglich  wäre,  da 

Bx  ~  Bn—bN 

ist,  auch  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bx  mindestens  7V-fl,  und 
demnach  nicht  bloss  2V,  wie  doch  vorausgesetzt  wurde.  Daher 

kann  nicht  n  >  ÖiV  sein ,  und  es  ist  folglich  immer  n  ^  5iV,  wel- 
ches uns  zu  dem  folgenden  zuerst  von  Lame  gefundenen  Satze 
führt : 

Die  Anzahl  der  zu  der  Aufsuchung  des  grossten 
gemeinschaftlichen  Theilers  von  Ax  und  Bt  erforder- 
lichen Divisionen  kann  nie  die  fünffache  Anzahl  der 
Ziffern  der  Zahl  B1  übersteigen. 

Auch  für  diese  Regel  gilt  die  schon  oben  gemachte  Bemer- 
kung, dass  es  bei  deren  Anwendung  nicht  unbedingt  ntithig  ist, 
dass  Ax  und  Bx  relative  Primzahlen  sind.  Natürlich  wird  man 
aber  die  niedrigste  Gränze  erhalten,  wenn  dies  der  Fall  ist.  Für 
die  Zahlen  21)04  und  1122  liefert  uns  die  Kegel  von  Lam6  die 
Zahl  20  als  Gränze,  welche  höher  ist  als  die  CS  ranze  15,  welche 
-  uns  oben  die  Regel  von  Lionnet  lieferte.  Für  die  Zahlen  2t>4 
und  102  liefert  uns  die  Regel  von  L  am  o  die  Gränze  15;  aus  der 
Regel  von  Lionnet  er^au  sich  10  als  Gränze.  Für  die  Zahlen 
44  und  17  liefert  uns  die  Regel  von  Lame  die  Gränze  10;  aas 
der  Regel  von  Lionnet  ergab  sich  6  als  Gränze.  Hieraus  er- 
hellet, dass  die  Regel  von  Lionnet  der  Regel  von  Lame  vor- 
zuziehen ist,  wenn  auch  der  von  letzterem  gefundene  .Satz  aller- 
dings an  sich  ein  besonderes  Interesse  darbietet. 


§.  4. 

Es  seien  jetzt  wieder  Bk-x ,  Bk\\  drei  einander  benach- 
barte Glieder  der  Reihe 

Bl  ,  B2,  B3  ,  /?4>  .  •  •  Bn—\,  J$n- 


Digitized  by  Google 


145 

Weiw  Bk  —  ^Bk-i  »st,  so  ist,  weil  bekanntlich  immer 
<Bk  ist,         <  ^Bk-t.   Wäre  aber  zugleich  ä>Iä^1  und 
^*M-i  ^.  2  A-i  >  80  ^är«  offenbar 

was  ungereimt  ist,  weil  bekanntlich 

Bk-i  =:  BkQk  +  Bk+x 

ist  Wenn  also  Ä>  J ist,  so  ist  Zfc+^A-,,  und  es 
ist  folglich  immer 

BkH<~Bk-t. 

Hiernach  ist  also 

a  <  |* . 

a  <>.  Ja. 
a  <  Ja, 
<  J  a> 

A  <  J  A. 

U.  8.  W. 

I*t  nun  Ä B  =  1     ,   so  ist: 

- 

A  <  Ja, 

A  < 

* 

A<^A. 
A  <  JäA. 
A<pA. 


146 


u.  s.  w. 


1 

Ist  aber  >  ^  A ,  so  ist,  weil  bekanntlich  doch  immer 
#a  <  A  ist : 


3>  <^A, 
<     A  > 


A   <        A  » 

A<  ^A* 
1 

^»        £3  A» 
U.  8.  W. 

Wenn  also  A  »st>  80  »st,  jenachdem  »  eine  gerade 

oder  eine  ungerade  Zahl  ist , 

Ä  <  -L  A  oder  Ä,  <-irf  A , 
2*  2"»" 

und  folglich ,  weil  bekanntlich  A»  =  1  ist : 

A  > 2*  oder  A  >2  *  . 

Ist  nun  2^*  die  grüsste  in  A  enthaltene  Potenz  von  2,  so  ist, 
jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist , 


2A*  >  2«  oder  2"  >  2  *  , 

also 

n  =       ,     7i — 1  = 
2  <  f»  oder  -5-  <  f*> 
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und  folglich 

n  ^  2p  oder  n  ^  2p  +  1. 

Wenn  aber  Z?Ä> ^  ist,  so  ist,  jenachdera  »  eine  gerade 
oder  eine  ungerade  Zahl  ist, 

Bn<~Bl  oder  Ä  < -JL  , 

2  a  2~T 

and  folglich ,  weil  bekanntlich  Bn  =  l  ist : 

Bt  >  2~*2  oder  Bt  >  2^. 

k 

Ist  nun  wieder  2^*  die  grösste  in  Bx  enthaltene  Potenz  von  2, 
so  ist,  jenacbdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist, 

2"  ^  2~^  oder  2."  ^  2*?  , 

also 

- 

-1-<  ?  oder  _ 

and  folglich 

«  ^  2/i  +  2  oder  n  ^  2p  + 1. 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz: 
Wenn  2"  die  grösste  in  Bl  enthaltene  Potenz  von 
2  ist,  so  kann,  jenachdem  B^  ^         oder  B2  >  t  Bx  ist, 

die  Anzahl  der  Divisionen,  welche  die  Aufsuchung  des 
grOssten  gemeinschaftlichen  Theilers  von  Ax  und  Bt 
erfordert,  respective  nicht  grösser  als  2p-f-l  undnicht 
grösser  als  2p-f2  sein. 

Lionnet  giebt  a.  a.  O.  p.  620.  als  Gränze,  welche  die  An- 
zahl der  Divisionen  nicht  übersteigen  kann,  allgemein  2it  -4-1 
an.  Ich  glaube  aber,  dass  nur  der  Ausdruck  des  Satzes,  wie  ich 
denselben  so  eben  gegeben  habe,  richtig  ist.  Wenigstens  sehe 
ich  jetzt  nicht ,  wie  man  durch  ganz  sichere  Schlüsse  zu  der  von 
Lionnet  angegebenen,  nach  seiner  Meinung  allgemein  gültigen 
Gränze  gelangen  kann,  glaube  aber,  wie  ich  schon  im  Eingänge 
bemerkt  habe ,  dass  dieser  Gegenstand  überhaupt  noch  nicht  als 
vollständig  erledigt  betrachtet  werden  darf,  und  halte  weitere  Un- 
tersuchungen über  denselben  jedenfalls  für  sehr  dankenswerth. 

10  ♦ 
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§.  5. 

Man  kann  bei  der  Bestimmung  des  grössten  gemeinschaftli- 
chen Theilers  zweier  Zahlen  sich  auch  der  folgenden,  von,  der  ge- 
wöhnlichen etwas  verschiedenen  Methode  bedienen. 

In  allen  den  Fällen  nämlich ,  wo  bei  Anwendung  der  gewöhn- 
lichen Metbode  der  bleibende  Rest  grosser  als  die  Hälfte  des 
entsprechenden  Divisors  ist,  vermehre  man  den  Quotienten  um 
Eins ,  ziehe  von  dem  Producte  des  Divisors  und  Quotienten  den 
Dividendus  ab ,  und  verfahre  sonst  übrigens  ganz  wie  bei  der  ge- 
wöhnlichen Methode,  d.  h.  man  führe  die  Rechnung  in  der  an- 
gegebenen Weise  so  lange  fort,  bis  man  auf  einen  verschwindenden 
Rest  kommt,  wo  dann  immer  der  entsprechende  Divisor  der  ge- 
suchte grüsste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  gegebenen 
Zahlen  ist. 

Bezeichnen  wir,  um  die  so  eben  angedeutete  Methode  etwas 
näher  zu  betrachten,  die  beiden  gegebenen  Zahlen  wieder  durch 
Ax  und  Bx ,  die  gebrauchten  Divisoren  durch 

■ 

und  die  entsprechenden  Quotienten  durch 

Qi >  Q*>  Qs>  Q*>  Qi>  •-"  i 

also  die  entsprechenden  Reste  durch 

B% »  B* >  B\>  B6,  B6 »  •  •  •  • ; 
so  haben  wir,  wenn 

m  •  •  •  • 

gewisse  positive  gerade  oder  ungerade  ganze  Zahlen  bezeichnen, 
die  folgenden  Gleichungen: 

Ax  -B1Ql  + 

Bl  =  B2Q2  +  (-1)'»./?,, 

Il£  =  R>  Qz  +  (-l/a. BA, 

B>  =  B4Qt  +  (-1)'«./*», 

U.  8.  W. 

von  denen  wir  eine  beliebige  überhaupt  durch 

Bk-i  =  BkQk  +  (— 
bezeichnen  wollen. 
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Wenn  u  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

Wenn  dagegen  4  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  ist  nach  dein 
Obigen  offenbar 

.  Bk-X  -Ä(^l)>jÄ, 

d.  i. 
folglich 

Bk  Qk  —  Bk-t  <  Bk  -  t  Bk  , 

d.  i. 

Wenn  man  also  das  oben  angegebene  Verfahren  anwendet,  so 
übersteigt  kein  Rest  die  Hälfte  des  entsprechenden  Divisors. 

Zugleich  erhellet  hieraus  von  selbst,  dass 

Blr  Äj,  Z?3 ,  2?4 ,  Bb ,  . . . . 

eine  Keine  fortwährend  abnehmender  ganzer  Zahlen  ist,  welche 
also  jederzeit  endlich  einmal  abbrechen,  d.  h.  auf  ein  verschwin- 
dendes Glied  führen  muss. 

Ist  nun  Bn\\  der  verschwindende  Rest,  aufweichen  man  nach 
dem  Vorhergeheoden  immer  endlich  einmal  kommen  muss,  so 
haben  wir  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 

Al=BlQ1  + 

Bi  =  B*Qt  +  (-1)'*.^.. 

U.  8.  W. 
Bn-X  =  Bn  Qn. 

Aus  diesen  Gleichungen  erhellet  leicht,  dass  Bn  ein  gemein- 
schaftlicher Theiler  von  A%  und  Bt  ist.  Eben  so  leicht  erhellet 
aber  aus  denselben  auch ,  dass  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  von 
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Ax  und  Bi  auch  ein  Theilcr  von  Bn  sein  muss,  woraus  sich  nach 
der  bekannten  Schlussweise  ergiebt,  dass  Bn  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  Ax  und  Bi  ist,  wie  behauptet  wurde. 

Im  Folgenden  wollen  wir  nnn  wieder  annehmen,  dass  Ax  nnd 
Bx  relative  Primzahlen  sind,  also  Bn  =  1  ist,  wozu  wir  aus  ganz 
ähnlichen  Gründen  wie  in  §.  1.  berechtigt  sind. 


{.  6. 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  die  Glei- 
chung : 

Ä-i  =  Ä(/t  +  (-1)'*  .  Z?Hi  > 

wo 
also 

Bk-^f~  2Bk ,  Bk>2Bku 

ist.   Folglich  ist 


Ist  nun  u  eine  gerade  Zahl,  so  ist,  wie  aus  dem  Vorherge- 
henden und  der  Natur  der  Methode  auf  der  Stelle  erhellet,  jeder- 
zeit Qk  ^  2,  also,  wegen  der  Gleichung 

Bk-i  =  BkQk  +  Ä+i , 

offenbar 

Bk-i  ^  2Ä  +  &h. 

Ist  dagegen  ik  eine  ungerade  Zahl,  so  erhellet  eben  so  leicht 
dass  immer  Q*— 1^2,  also  Q*^3,  und  folglich,  wegen  der 
Gleichung 

Bk-r  =BkQk-BkH, 

offenbar 

Bk-X  C  32?*  —  Bku 
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oder 

A-i  =  2A  +  A  — Afi 
ist  Nun  Ut  aber  nach  dem  Obigen  Bh  ^  2Ä+i ,  also 

Bk  —  Bk\x  ^  Bk\x » 
uod  folglich  nach  dem  Vorhergebenden 

Bk-i  ^  2Ä  +  A+r 
Daher  Ut  in  allen  Fällen 

A-i  =  2  A  +  A+f 

Bekanntlich  ist  nun  Bn  =  1  und  A_i  ~2&.  Also  ist  hier- 
nach und  wegen  der  vorhergehenden  Gleichung  offenbar  kein  Glied 
der  Reihe 

Bn  ,  Bn—\  ,  Bn—v >  A— * »  A— 4  >  A— 5 »  •  •  •  • 

kleiner  als  das  gleichstellige  Glied  der  Reihe 

1,  2,  5,  12  ,  29  ,  70,  169,  408, .... 

welche  so  gebildet  ist,  dass  vom  dritten  GHede  an  jedes  Glied 
erhalten  wird,  wenn  man  zu  dem  doppelten  vorhergehenden  GHede 
das  vorhergehende  Glied  addirt  Bezeichnen  wir  folglich  die  Glie- 
der dieser  Reihe  durch 

und  setzen  also 


»I 

1. 

Kt 

— , 

Ä'j 

»1 

+  2Ä',, 

*'* 

+  2Ä'„ 

+  2Ä'4, 

Ä  6 

-f-  2^5, 

&  7 

-f  2Ä'6, 

u.  «. 

w. 

t$o  ist  kein  Glied  der  Reihe 

Bn,  Bn~  1,  A-*j  A-a»  A-4>  A— 5, .... 
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kleiner  als  das  gleichstellige  Glied  der  Reihe 

welche  wir  im  Folgenden  die  Reihe  (II)  nennen  wollen.  Hieraus 
ergebt  sich  aaf  ganz  ähnliche  Art  wie  in  §.  2.  zur  Bestimmung 
einer  Gränze,  welche  die  Anzahl  der  durch  die  Aufsuchung  des 
grünsten  gemeinschaftlichen  Theilers  zweier  Zahlen  Ax  und  ^ 
nöthig  gemachten  Divisionen  nicht  übersteigen  kann,  die  in  dem 
folgenden  Satze  enthaltene  Regel: 

In  der  Reihe  (II)  suche  man  das  erste  Glied  auf, 
welches  grösser  als  Bx  ist;  dann  kann  die  Anzahl  der 
durch  die  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftli- 
chen Theilers  von  Ax  und  Ä  nöthig  gemachten  Divi- 
sionen nicht  grösser  als  die  Anzahl  der  diesemGliede 
vorangehenden  Glieder  der  Reihe  (II)  sein. 

Dass  bei  dieser  Kegel  die  Anwendung  der  in  §.  5.  naher  cha- 
rakterisirten  zweiten  Methode  zur  Bestimmung  des  grössten  ge- 
meinschaftlichen Theilers  vorausgesetzt  wird,  braucht  hier  wohl 
nicht  wiederholt  in  Erinnerung  gebracht  zu  werden. 

Für  die  Zahlen  ^=2904  und  Jfc=1122  liefert  die  vprhei- 
gehende  Regel  die  Gränze  9.  Für  Ax  =264  und  2^=102  erhält 
man  die  Gränze  6.  Für  ^  =  44  und  2^=17  ergiebt  sich  die 
Gränze  4,  wobei  man  {.  2.  zu  vergleichen  hat.  Die  Richtigkeit 
der  letzteren  Gränze  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Rechnung: 

1122  |  2904  |  3 

'  3366 

462  |  1122  |  2 

924 

198  |  462  |  2 
396 

"66  |  198  |  3 
198 

TT 

Die  obige  Regel  hat  Lionnet  a.  a.  O.  gegeben.  - 


§.  7. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

Bn  -  I, 

&-i  ^  2, 

und 
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Bn-*  r  12,  r  29; 


Ä-3  >  110, 

>  2.  10, 

#r,^>  >  5.10 


Ä.-«  >  12  .  10,  Ä_r  >  29  .  10; 

A-6  >  1.10V 
B^  >  2.10«, 

Ä-8  >  5  .  102 

B^>  12.10«,    /?n_10>  29.10*; 

Ä-e  >  1. 10«, 
A-10>  2  .10», 
A-U  >  5  . 10' 

>  12  .  10» ,  Bim  >  29  . 10»; 


&-»>1.10«, 
A-m  >  2  . 10*, 
ß»-i4  >  5  .  ICH 

ODd 

Z?»-15  >  12.10*, %  B*^6  >  29.10*., 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann ,  ist  klar. 

Es  ist  also  unter  der  Voraussetzung,  dass  n>3&  ist,  immer 

Bn-n  =  10*. 

Wenn  nun,  indem  N die  Anzahl  der  Ziffern  von  2?,  bezeichnet, 
»  >  3iV  wäre ,  so  wäre  nach  dem  Vorhergehenden 
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Bn-*N  >  10*. 

und  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bn-^N  wäre  also  mindestens  iV+1 
Folglich  wäre,  da 

N 

ist,  auch  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bl  mindestens  iV-fl,  uod 
demnach  nicht  bloss  N,  wie  doch  vorausgesetzt  wurde.  Daher 

kann  nicht  n  >  SN  sein ,  und  es  ist  folglich  immer  n  ^  3iV,  wel- 
ches uns  zu  dem  folgenden  ebenfalls  von  Lionnet  gefundenen 
Satze  führt : 

Die  Anzahl  der  zu  der  Aufsuchung  des  grossten 
gemeinschaftlichen  Theilers  von  Ax  und  B^  erforderli- 
chen Divisionen  kann  nie  die  dreifache  Anzahl  der 
Ziffern  der  Zahl  Bl  übersteigen. 

Früher  als  L  i o n  n e  t  hat  B i  n  e t  in  dem  Journal  von  L  i ouv ille 
(T.  VI.)  die  höhere  und  also  weniger  genäherte  Gränze  1  +  ^  A 
angegeben. 


§.  8. 

Weil  bekanntlich  allgemein 

%  2 


ist,  so  ist 


Bt 

1h 

Bi 

B> 

=  ln 

<  2  4' 

B» 

=  lB 

U.  6.  W. 

und  folglich 
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^     A  > 


=  1 


Also  ist 


U.  6.  W 


woraus  sieb,  weil  /?R  =  1  ist, 

■ 

ergiebt  Ist  aun  2/*  die  grusste  in  Z?4  enthaltene  Potenz  von  2, 
so  ist 

2f>  =  2— », 

und  folglich  n— 1  ^  fi,  also  n  ^  p  + 1 ,  was  unmittelbar  zu  dem 
folgenden  zuerst  von  Binet  gefundenen  Satze  führt: 

Wenn  2>u  die  grusste  in  B\  "enthaltene  Potenz  von 
2  ist,  so  kann  die  Anzahl  der  Divisionen,  welche  die 
Aufsuchung  des  zrössten  gemeinschaftlichen  Theilers 
von  Ai  und  ßi  erfordert,  niemals  grosser  als  sein. 

Diesem  Satze  kann  man  noch  Folgendes  beifügen. 

Wenn 


ist,  so  ist,  weil 
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B>  <  \ßt, 
B*  <  2  ^6f 

U.  8.  W. 

ist: 


B& 

u 

>  8«  W» 

und  folglich 

also,  weil  2?n  =  1  ist, 

Ist  nun  wieder  2P  die  grusste  in  Ä,  enthaltene  Potenz  vod  'i 
so  ist 

2*  =  2», 

also  n  ^  ft ,  was  zu  dem  folgenden  Satze  führt : 

Wenn  2"  die  grusste  in  Bl  enthaltene  Potenz  ron 
2  und  jJS^  ist,   so  kann  die  Anzahl  der  Divi- 

sionen, welche  die  Aufsuchung  des  grossten  gemein- 
schaftlichen Theilers  \onAi  und/?£  erfordert,  niemals 
grösser  als  fi  sein. 

Diese  Bemerkung  habe  ich  hier  um  so  weniger  unterdrücken 
wollen,  weil  sie  der  in  §.4.  fiher  den  analogen  von  Lio n  net  gefun- 
denen Satz  gemachten  Bemerkung  entspricht ,  und  eine  Bestätigung 
mehr  abgiebt,  dass  der  erwähnte  Satz  in  der  ihm  von  Lionnet 
gegebenen  Fassung  unrichtig  ist,  und  die  ihm  oben  durch  mich  zu 
Theil  gewordene  Berichtigung  wirklich  erfordert 
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Zorn  Schluss  mag  hier  nun  noch  bemerkt  werden,  das«,  wie 
aus  dem  Obigen  sich  unzweideutig  ergiebt,  bei  der  zweiten  neuer- 
lich wohl  vorzüglich  von  Binet  hervorgehobenen  Methode  zur 
Aufsuchung  des  grussten  gemeinschaftlichen  Theilers  zweier 
Zahlen  die  Gränze  für  die  Anzahl  der  erforderlichen  Divisionen 
im  Allgemeinen  niedriger  ist  als  bei  der  älteren  in  allen  Lehr 
buchen)  sich  findenden  Methode  des  Euklide«,  weshalb  uns 
allerdings  die  neuere  Methode  recht  sehr  zu  verdienen  scheint, 
allgemeineren  Eingang  in  die  Lehrbucher  und  den  arithmetischen 
Unterricht  zu  finden. 


XIII. 

Ueber  die  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  auf  einer  krummen  Linie. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlö  milch, 

Privatdoccnten  an  der  Universität  zu  Jena. 


Wenn  sich  ein  materieller  Punkt  von  einer  ihrer  Lage  nach 
bekannten  Stelle  einer  Curve  aus  ohne  Anfangsgeschwindigkeit, 
einzig  und  allein  vermöge  seiner  Schwere,  auf  der  Curve  selbst 
abwärts  bewegt  und  in  Folge  dieser  Bewegung  nach  der  Zeit  / 
an  eine  andere  Stelle  der  krummen  Linie  gekommen  ist,  so  wird 
die  genannte  Zeit  immer  von  der  Höhendifferenz  des  Anfangs«  und 
Endpunktes  der  Bewegung  abhängen,  also  eine  Funktion  derselben 
sein.  Man  konnte  nun  die  Frage  aufstellen,  wie  die  Gleichung 
der  in  Rede  stehenden  Curve  beschaffen  sein  müsse,  wenn  die 
Zeit  t  eine  gegebene  Funktion  jener  Höhendifferenz  darstellen, 
oder  einer  solchen  proportional  sein  soll.  Wir  wollen  diese  Frage, 
welche  z.  B.  die  nach  der  Tautochrone  als  speziellen  Fall  in  sich 
fasst,  durch  die  nachstehenden  Betrachtungen  zu  beantworten 
versuchen. 

Sei  APC  (Taf.III.  Fig.  1.)  irgend  eine  krumme  Linie,  SC  eine 
durch  einen  beliebigen  Punkt  in  ihr  gezogene  Vertikallioie  und  die 
Höhendifferenz  der  Punkte  A  und  C,  nämlich  die  Strecke  BC  von 
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C  bis  zum  Fusspunkte  des  von  A  auf  die  Vertikale  gefällten 
Perpendikels  =  h.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Dynamik 
kommt  ein  materieller  Punkt,  welcher  sich  von  A  aus  ohne  An- 
fangsgeschwindigkeit vermöge  der  Schwere  von  A  nach  P  bewegt, 
an  dieser  Stelle  mit  eben  derselben  Geschwindigkeit  an ,  die  er 
bei  freiem  Falle  durch  die  Strecke  BQ,  welche  die  Projektion 
von  AP  auf  BC  ist,  am  Ende  des  Falles  in  Q  erlangen  würde. 
Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeit  mit  e,  die  Beschleunigung 
der  Schwere  (30,1835  Fuss)  mit  g  und  BQ  mit  p-,  so  ist  hiernach 


Nennen  wir  ferner  6  den  Bogen  AP  und  r  die  Zeit,  in  welcher 
der  materielle  Punkt  ihn  durchlief,  so  haben  wir  andererseits  nach 
den  Prinzipien  der  Dynamik 

und  folglich  durch  Vergleichung  dieses  Werthes  von  t  mit  dem 
vorhergehenden : 

VfyyT.ar  =  So- 
und 

Nehmen  wir  aber  den  Punkt  C  zum  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten  und  setzen 

Are  CP=st  CQ=  .r,  BC  =  h, 

so  wird 

a  —  Are APC — s,  p  =  h — x, 

und  durch  Einführung  dieser  Werthe  geht  die  vorige  Differential- 
gleichung in  die  folgende  über: 

und  mithin  wird  jetzt 

f 

Wollen  wir  hieraus  die  Zeit  t  finden,  innerhalb  welcher  der 
ganze  Bogen  APC  durchlaufen  wird,  so  müssen  wir  die  Con staute 
so  bestimmen,  dass  die  ganze  rechte  Seite  für  x=z  h  verschwindet 
(weil  dann  der  materielle'  Punkt  noch  in  A  befindlich  und  folglich 
keine  Zeit  verwendet  worden  ist)  und  darauf  #=0  setzen,  oder, 
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was  auf  das  Nämliche  hinauskommt,  wir  müssen  das  Integral  zu 
einem  bestimmten  machen,  welches  mit  x=k  anfängt  und  mit 
£=0  aufhört.   Demnach  ist 


h — x 

oder,  da  man  in  einem  bestimmten  Integrale  die  Gr&nzen  ver- 
tauschen dari,  wenn  man  ihm  das  entgegengesetzte  Zeichen  giebt, 

8s 


Kennt  man  die  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  CQ~x, 
PQ=y  der  Curve,  so  dient  die  Formel  (l)  zur  Bestimmung  von 
t,  indem  man  Bs  nach  der  Relation 


»  =  a.  Vi  +  (jff 


berechnet;  umgekehrt  aber  dient  sie  auch  zur  Bestimmung  der 
Gleichung  der  Curve,  wenn  über  das  Wachsthum  der  Zeit  t  eine 
besondere  Voraussetzung  gemacht  wird. 

In  so  fern  s  eine  Funktion  von  x  ist,  dürfen  wir 

Bs  =  <p  (x)  dx  (2) 

setzen,  tto  dass 


-Sing  « 


Ut.  Führen  wir  eine  neue  Veränderliche  z  dadurch  ein,  dass  wir 
xszhz  nehmen,  so  wird  Bx—hdz,  und  wenn  x  die  Werthe  x=0 

und  x—h  angenommen  bat,  so  ist  z(=^)  entsprechend  =0  und 

=  1  geworden.   Demnach  haben  wir 

oder 


Soll  nun  die  Zeit  t  einer  gegebenen  Funktion  f(h)  von  k  pro- 
portional sein,  so  kann  diese  Bedingung  offenbar  nur  dadurch  er- 
füllt werden,  dass 

V~A  g>(Az)  =  f(h)  ip(r)  (5) 
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ist,  wo  i|>(z)  eine  blosse  Funktion  von  2  bedeutet.  In  der  That 
geht  dann  die  Gleichung  (4)  in  die  folgende  über: 


(6) 


und  da  hier  das  Integral  kein  h  enthält  und  durch  Einführung  der 
Gränzen  z  —  0,  z=l  auch  die  z  herausfallen,  so  ist  der  Werth 
desselben  eine  blosse  Zahl  und  folglich  dann  /  der  Funktion  f\k) 
proportional.  Um  nun  aus  der  Gleichung  (5)  die  beiden  unbe- 
kannten Funktionen  a>  und  mit  Hülfe  der  gegebenen  f  zu  be- 
stimmen, verfahren  wir  folgendermaßen. 

Es  folgt  zunächst  aus  Nro.  (5) 

„(Ar)  =£|*(»).  (7) 

t 

Nun  ist  aber,  wenn  9? (Ar)  partiell  nach  z  differenzirt  wird: 

und  ebenso  durch  partielle  Differenziation  nach  h : 

Jt£-U  =  z<p  (Äz). 

Multipliziren  wir  die  erste  Gleichung  mit  z,  die  zweite  mit  A, 
so  werden  die  rechten  Seiten  einander  gleich,  und  mithin  ist 

— h~w 

• 

Diese  Eigenschaft  von  tp(hz)  nruss  aber  vermöge  der  Glei- 
chung (7)  auch  dem  Quotienten  (z)  zukommen,  für  welchen 

*  VA 

> 

Ut.  Dorch  Gleicheetzuog  beider  Ausdrücke  ergiebt  sich  jetzt 

/•(A)rV(r)  =  [*/"(*) -J  A*)]*(<). 
oder  nach  beiderseitiger  Division  mit  f(h)  zijt(z): 

♦'M -»/*(*).  nl  «, 
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wobei  wir  zur  Abkürzung 


also 


setzen  wollen.    Bemerken  wir  ferner,  dass  in  Nro.  (8) 

»'(z)  _  _  »(*)  _  3  WO 

t^(z)       tf/(r)  &  ö- 

ist ,  so  erhalten  wir  nach  beiderseitiger  Multiplikation  mit  9: : 

Ö/^(i)  =  (i-l)^, 

folglich  durch  Integration 

=  (X— 1) »  /(:*)  +  Const , 

oder  wenn  man  bemerkt,  dass  -  =  tt  nur  positive  Werthe  erhält, 

mithin  =  h  ist,  und  Const.  zzzla,  wo  a  ebenfalls  eine  belie- 

bige Constante  bedeutet,  setzt: 

/i//  (:)  =  (i— 1)    +  la  =  /(r*-1)  +  to , 

und  mithin 

=  (10) 

Wir  haben  aber  bereits  gesehen ,  dass  (z)  eine  von  h  freie 
Funktion  sein  muss;  da  nun  in  unserem  Werthe  derselben  die 
Crosse  X  vorkommt,  welche  laut  Gleichung  (8)  von  h  abhängt,  so 
kann  die  Aufgabe  überhaupt  nur  dann  möglich  sein,  wenn  sich  X 
von  h  befreien  lässt.  Soll  aber  X  von  h  unabhängig  sein,  so  ist 
nach  Nro.  (8)  nur  nothig,  dass  der  Quotient 

/"<*)_!» 

sei ,  wenn  ft  eine  constante  Grösse  bedeutet.    Da  hier 
=  ist,  so  folgt  auf  ähnliche  Weise  wie  vorher 

f(h)  =  cA/*,  (11) 
Theil  Vitt  11 
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wo  c  eine  durch  die  Integration  hereingebrachte  (  onstante  ist  Wir 
sehen  hieraus,  dass,  wenn  die  Zeit  t  einer  Funktion  von  h  pro- 
portional sein  soll,  diese  Funktion  selbst  nur  eine  Poteoz  von  A 
sein  kann.  Wir  haben  nun  nach  (8)  uud  (11) 

folglich 

und  nach  Nro.  (7)  vermöge  der  Werfhe  von  /"(A)  und  if/(s) 

9(Ax)  =  ac(A:)*-J, 

mithin 

<p(x)  =  acxP-h.  (12) 

Die  Gleichung  der  so  charakterisirten  Curve  ergießt  sich  jetzt 
auf  folgende  Weise.   Es  ist 

■ + (£-)'=  (&■ 

mithin 

wobei  die  Constante  so  bestimmt  werden  muss,  dass  für  x=0 
auch  w=0  wird,  weil  der  Punkt  C,  für  welchen  x=0  ist,  auf 
der  (Jarve  selbst  liegt.   Also  ist  jetzt 


oder,  weil  nach  Nro.  (2)  und  Nro.  (12) 

~  =  ?(*)  =nea^* 

ist, 

y  =y^*  &r  V a2^*2"-1— 1.  (13) 

Die  Zeit  /  findet  sich  nach  Formel  (6),  wenn  wir  für  f{h) 
und  i/»(:)  ihre  Werthe  setzen : 

«/  o 
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wobei  der  Werth  des  Integrals  Dach  der  bekannten  Gammafuuk- 
tiooeoforniel 

)  r{ß) 


r(a+ß) 

gefunden  werden  kanir,  wenn  man  a  =  ft-f-J,  ß  —  k  nimmt  und  be- 
merkt, dass  r(\)  =  V  n  ist.    Man  hat  daher 

und  in  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  ist  jetzt  die  vollständige 
Lfoung  des  aufgestellten  Problems  enthalten,  da  man  mittelst  der 
ersteren  Formel  diejenige  Curve  bestimmen  kann,  für  welche  die 
Kallzeit  t  einer  gegebenen  Potenz  der  Höhe  h  proportional  ist 
Aber  auch  für  den  Exponenten  dieser  Potenz  treten  noch  Be- 
schränkungen ein.  Soll  nämlich  die  Gleichung  (13)  eine  reelle 
Curve,  also  eine  mögliche  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  bedeu- 
ten ,  so  darf  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  weder  unendlich 
gross  noch  imaginär  werden;  ob  der  erstere  Fall  eintritt,  lässt 
sich  erst  dann  entscheiden ,  wenn  man  die  unbestimmte  Integration 
bereits  ausgeführt  hat,  dagegen  übersieht  .man  auf  der  Stelle,  dass 
das  Integral  imaginär  ausfallen  muss,  wenn  die  Differeiitialforiuel 
selbst  entweder  ganz,  oder  während  eines  bestimmten  Intcrvalles 
imaginär  ist  Diess  geschieht  aber  immer,  wenn  2/4 — 1>0  ist, 
weif  dann  der  Ausdruck 

für  alle  der  Null  sehr  nahen  Werthe  von  x  imaginär  wird.  Es 
muss  also  2^  —  1  ^0,  folglich  ft^J  sein,  wenn  die  Aufgabe 
selbst  unter  die  möglichen  gehören  soll. 

Nimmt  man  in  (14)  fi=»,  so  ergiebt  sich  aus  (13) 

also  die  Curve  eine  Gerade,  wie  man  oimehin  weiss.  Setzt  man 
f*~0  und  die  beliebige  Constante  c=  1,  so  ist  t  von  h  unabhängig, 
npd  man  erhält  (olglich  diejenige  Curve,  auf  welcher  alle  Bögen, 
die  sich  mit  dem  Punkte  C  endigen,  in  gleichen  Zeiten  durch- 
laufen werden,  also  die  Taut  och  rone.   Es  ist  dann  nach  (13) 

Durch  unbestimmte  Integration  findet  man  leicht 

y  =  Sf  tilx—a:*— i  a2  Are  cos  *^<a  °-  +  Const. , 

11* 
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and  folglich  für  ac=0 

Const.  =  ^-  Are  cos  ( — I )  =  J  a%n  , 
1 

woraus  sich  ergiebt 

y  =  i  a2»  -f  V  «2  a?— — » a*  Are  cos  — , 


oder  wenn  a  =  V2r  gesetzt  wird: 

y  —  rrc  +  VSrjr— .r1  —  r  Are  cos 

d.  i.  die  Gleichung  der  Cykloide,  wenn  der  Punkt  C  der  Scheite) 
derselben ,  BC  das  Perpepdikel  auf  ihre  ßasU  und  r  der  Halb 
ine ss er  des  erzeugenden  Kreises  ist. 

Will  man  das  Unendlichwerden  der  Zeit  t  vermeiden,  so  mos* 
man  ft  so  wählen,  dass  keine  der  Gammafunktionen  1^ Cf* + 0  ond 
r(n-\-\)  ein  negatives  Argument  erhält,  welche  Bedingung  durch 
f*  +  i>0  oder  f*>  — i  befriedigt  wird.  Nehmen  wir  hierzu  die 
frühere  Bedingung  unter  welcher  allein  eine  krummeLioie 

möglich  ist,  so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Sollen  sich  die  Zeiten,  innerhalb  deren  ein  mate 
rieiler  Punkt  verschiedene  Bugen  einer  Curve  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit  bloss  vermöge  der  Schwere 
durchläuft,   einer   gegebenen  Funktion  der  Höhen- 
differenzen der  Anfangs-  und  Endpunkte  jener  Böigen 

{»roportional  ändern,  so  darf  diese  Fun ktion  nur  eine 
'otenz  jener  Höhendifferenzen  sein,  die  zum  Expo- 
nenten eine  zwischen  — *  und  -f  J  fallende  Zahl  hat4* 

Für  ein  Beispiel  hierzu  sei  fi=\,  und  ac  =  V~26,  wo  6  wie- 
der eine  beliebige  Constante  ist.   Es  wird  dann 


oder 


und 


I 

t 

Durch  die  Substitution 
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erhält  mau  hier 

wobei  der  Werth  des  letzteren  Integrals  bekanntlich 

=  u  V  6a — m*  +  6*  Aresin  £ 

ist.   Da  nun  aus  ;r  =  (6-f-tt)9  folgt  it  =  vJ — 6,  so  ist  jetzt 
=  V(2&  V* a^-or)  +  6*  Aresin  -^-y-  +  Const. 


Für  x  =  0  ergiebt  sich  hieraus 

Const.  = -  6*  Aresin  (-1)  =  +  6«|, 
und  folglich  ist  jetzt  nach  Nro.  (13) 

- 

y  =  j  o*  +  (Vx-6)  V(2Ä  V«- *)  +  6*  Aresin 

die  Gleichung  derjenigen  Curve,  in  welcher  die  Fallzeit  der  vierten 
Wurzel  von  A  proportional  ist. 
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I 

Beweis  de»  Taylor'schen  Lehrsatzes. 

Nach  der  Abhandlung :  Note  sur  la  formule  de  Taylor  par 
M.  J.  Caque  in  dem  Journal  de  Mathematiques  pures  et 
appüquees ,  publik  par  Joseph  Liouville.  Octobre  1845.  p.  379. 

frei  bearbeitet 

von 

dem  Herausgeber. 


Es  sei  y=zf(x)  eine  beliebige  Function  von  x.  Setzen  wir  nun 
Überhaupt,  wenn  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 

y*=/(*+*A*), 

so  haben  wir  in  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Differenzen- 
rechnung die  folgende  Reihe  von  Gleichungen : 

• 

yi  —y  =  Ay, 
Vi  —  yi  =  Ayi » 
th  —  y*=Ay*. 

u.  s.  w. 

y*  —  y*-i  =  Ay*-ii 

4L 

durch  deren  Addition  sich  die  Gleichung 

y*— y  =  Ay+Ayi+Ay»+...+Ay*-i 

.  oder 

1)     y*  =  y+Ay+Ayi+Ay*+.-.  +  Ay*-i 

ergiebt. 
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Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  nach  einem  bekannten  Satze 
der  Differenzenrechnung 

2)  Ay*  =  Ay + A*y  +      +  A*y»  +  •  •  +  AV-i » 

* 

UDtl  folglich  nach  1) : ' 

y*  =  y  +  Ay 

+  Ay+AV 

+  Ay+A1y  +  A,,yi 

U.  8.  W. 

+  Ay+ AV+AV  + •+ 

<L  L 

3)  y^y+^Ay 

+       A *y + ^  A Vi  +  *jf?  A*y. + •  •  •  +  J  A  • 

Weil  nun  nach  2) 

4)  AV=  Aty+AV+A»yi+A8y«+.  -+Aay*-i 
ist,  so  ist  nach  3): 

jr*  =  y+f  Ay  +  -^A*^ 

+  ^A^+^A*y 

+ -p  A*y + —  A'y  +  ~  A'//i 

U.  8.  W. 


+ \  A*y  +  \  A»y  +  \  A3yi  + . . . + \  A»y*-n 

d.  i.  nach  der  Lehre  von  den  Ggurirten  Zahlen : 

V 

Weil  ferner  nach  4) 

6)         A3y*  =  A3y + A4//+ A4yi  +  A4y*+ •  •  • + Aty-i 

ist ,  so  ist  nach  5) 
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\ %%i  j_  (A-I)(A-2)  A  , 


1/2 
1.2 


A'y 
A»y+ 


(*-2)(A- 3)  A  a.. ,  (*- 2)(*-3) 


1.2 


U.  8.  W, 


d.  i.  nach  der  Lehre  Ton  den  figurirten  Zahlen : 

7)  y*  =  y  +  f  Ay+-^-zAV  +  -i-x^3 — As.y 


(*-l)(*-2)(*-3)  A  .  .  (*_2)(*-3X*-4) 


3.2.1 


Wie  man  auf  diese. Art  immer  weiter  gehen  kann,  unterliegt 
nicht  dem  geringsten  Zweifel,  und  wir  gelangen  daher,  wenn  wir 
uns  der  gewöhnlichen,  hinreichend  bekannten  Bezeichnung  der1 
IJinomial-Coeflicienten  bedienen,    zu  der  folgenden  allgemeinen  i 
Formel,  wo  natürlich  n  so  wie  k  eine  positive  ganze  Zahl  be 
zeichnet  : 


8)  y*  =  y+*iAy4^«A2y+*3A8y+..-+*«Any 
+(A-l)„An+V+(^-2)wA»+Vi+(^-3)BAB+ly»+...+»«AÄ+1 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

9)  Rn  =  (Jfc-1).  A*Hy+  (*-2)„  A'+'yi 

+  — 3)n  A"+ly*  + .  •  •  +  nn sr+h 

setzen : 

10)  äfft  =  y + *i  Ay  +  ^A*y +^AV  +   •  +  *»A"y  + 

U. 

Setzen  wir  nun  A*A*=«\  «o  wird,  wie  man  leicht  findet: 


?(»— A*)  A\y 
1.2  A*a 

*        1.2.3  *A.r3 


u.  s.  w. 


+  .•(^A*)(«--2A*)---(M"-1)A*) .  4^3?  .i.  /; 
T  1.2.3...«  A^" 
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Nun  ist'  aber ,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

12)    Ä-  = 

A^ir/r  ox  A^Vi  .    .„  ABiy^i 

(A-l)n  +  +  (*-4)n  +  ...  +  n» 

setzen: 

Ä.  =  { (*_l)n  +  (*-2)B  +  (^-3)»  + . . .  +  nn  \  Sin  A**+ 1 , 

und  folglich,  weil  nach  der  Lehre  von  den  Ggurirten  Zahlen  offenbar 
(k—l)n  +      2)„ + (£—3)»  +  ...+»„  = 

ist : 

A.A*1*1, 

also 

i?  — »(»— A^X«— 2  A*)- •-(»—»  A^)  o 

A  1.2.*...(n+l)  

Weil  die  Grössen 

(*— D»,  (*— 2)Ä,  (*-^3)„,  ....n» 

offenbar  sämmtlich  positiv  sind,  so  ist  nach  dem  im  Archiv.  Thl. 
I.  S.  292.  §.  45.  bewiesenen  höchst  wichtigen  Satze  von  den  Mit- 
teigrussen, wenn  wir  uns  der  dort  eingeführten  Bezeichnung  der 
Mitteigrussen  auch  jetzt  bedienen : 

o  _i#/A"+\y    An+Vi    A*+V»  An+V-»-A 
~~  VA-r*77'  a*"+ 1 '  " '    A^1  / 

also 

d  „'('-A^X^A^.-Ct-wA^^A^1^  A!iVi   A'+'yt—  A 

*  1.2.3..(n+l)        "Va*"*1'  A^'  Ä**1  /> 

und  folglich  nach  11): 
13)      /"(.r+i)  =  y 

+  T  '  A* 

,  W-A*)  A*y 
"l~     1.2  A*a 

+  073  A^ 
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+  i  (i-A-t)(f-'iA^)-(f-(»-l)  A^)  #  W 

1 . 2 . 3 ...  n  *  A«rn 

Hi-\x)(i-2\x)..(i^n&j:)  M(\n+ly  A"*1*  A^^A 
+         073. .(n+1)  VA«**"1'  A*"+1'      A^1  / 


HI. 

Wenn  man  sich  jetzt  A<z  der  Null  nähern,  also,  weil  i=k\x 
ist,  A  in's  Unendliche  wachsen  lägst,  so  nähern  sich  die  Grossen 

*(*— A*) 
1.2  ' 

*(»— A*)(*— 2A*) 
FX3  ' 

*(*-A*)  («— 2A*)  (H*A-*) 
 1.2.3.4  ' 

u.  s.  w. 

1.2.3.4... n  ' 

»(»'—  A*)(«— 2A*)(t— 3A*) . . ■  (1— nfrx)  . 
1.2.3.4..  .(n+1) 

wobei  man  nicht  zu  vergessen  hat,  dass  n  hier  als  constant  11 
betrachten  ist,  respectWe  den  Gränzen 

13'  1X3'  1.2.3.4'  "OX^'  1.2.3..(n+l)' 
Weil  ferner  nach  bekannten  Sätzen  der  Differenzenrechnunt; 


A*  = 
\x 

Aa#_ 

Ay 

A^ ' 

A(Ay)_ 

A*a 

A*2 

A«y 

A8y_ 

A(A*y)  _ 

A^8 

A*8 

A# 

A4#_ 

A(A8#)  _ 

»(SO 

A-*4 

A* 

u.  s.  w. 


aM^I 

^=  A(A"-^)  _  _VA£^V 
A^1*       A^n  A^ 
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ist,  so  nähern  sich  nach  den  bekannten  Begriffen  der  Differential- 
rechnung, wenn  \x  sich. der  Null  nähert,  offenbar 

4ä  A5f  A"jf 
\x'  A*s'  A*4'  "  A*" 


respective  den  G  ranzen : 


d 


(§£)  _ 

U.  8.  W. 


oder  in  einer  andern  bekannten  Bezeichnung  respective  den  G  Hinzen : 

r  (*>  ,tn{*)>r  & ,  /*"  w •  •  •  -z™  <*). 

Weil  endlich 

2    =  /(*)  =  /(*), 

3k  =  A«+2&«) 

y»  «/(*+3A*)  =  /(*+3l), 

u.  s.  w. 


,y^1==/(J;+(/:_n-l)A^)==/'(^+(l-2=.1)i) 
oder,  wenn  wir 
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y  =  /*(*)  > 

tfi  =      f  h)>' 
u.  s.  w. 

ist;  so  nähert  sich,  wenn  /±x  sich  der  Null,  also  k  dem  Uneod 
liehen,  und  folglich  auch  ix  sich  der  Null  nähert,  die  Reibe  der 
GrOssen 

y *  yi *  y%*  y* >  •••  y*-*-i 

offenbar  der  Reihe  der  Grössen,  welche  man  erhält,  wenn  man 
in  der  Function  f  (u)  sich  u  von  u  —  x  bis  u=x  +  i  stetig  verän- 
dern lässt,  und  die  Reihe  der  Grössen 

A»+»y  \n+lyi  A"*1^  &n+ly*  A^V-»- -i 
A****'  A*"+1'  A*"*1'  Ä^f*"'  A***1 

nähert  sich  folglich,  wie  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht  er- 
hellet, der  Reihe  der  Grossen,  welche  man  erhält,  wenn  mm  io 

sich  Ii  von  u~x  bis  u=x  +  i  stetig  verändern  lässt. 

Ist  nun  f(n+x)(u)  von  u=x  bis  u—x-\-i  stetig,  so  mos»  m, 


immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  A^  sich  ^er  Null  nähert, 
offenbar  jederzeit  unter  den  Werthen,   welche  («)  erlült, 

wenn  man  u  sich  von  u—x  bis  t*  =  jr  +  t  stetig  verändern  lässt. 
nothwendig  einen  geben ,  welcher  der  Mittelgrosse 

m  f\*+ly  A^Vi  An+lya  \*+lyk-~—i\ 
1  \ A^R '  \x«\ 1 '         ' '  " " '    a***  1  / 

gleich  ist,  und  man  kann  also,  wenn  p  eine  die  Einheit  nicht 
übersteigende  positive  Grösse  bezeichnet,  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  immer 

setzen. 

Nimmt  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich 
aus  13)  unmittelbar,  dass,  wenn 

f(x) ,  f  (x) ,  rix) ,  fm{x) ,  . . .  (*) 

sämmtlich  endliche  völlig  bestimmte  Grössen  sind  —  was  natür 
lieh  bei  der  ganzen  vorhergehenden  Betrachtung 
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werden  muss —  und  die  Function  /<"+■)(«)  von  u—x  bis  «=x+f 
stetig  ist,  hnmer 

U)  /(*+0 

=  /(*) + {  r  « + o'"    133'"  <*> +•  •  • 

+  i^t/('+,,<*+^ 

gesetzt  werden  kano ,  wo  o  eine  gewisse  positive,  die  Einheit 
nicht  fibersteigende  Grosse  bezeichnet. 

Dies  ist  bekanntlich  das  Fundamentaltheorem  der  ganzen  Lehre 
von  den  Reihen,  aus  welchem  der  eigentliche  Taylor'sche  und 
Maclaurin'sche  Satz  leicht  hergeleitet  werden  können,  wor- 
über ich  hier  nichts  weiter  sage,  weil  diese  Ableitung  in  jedem 
guten,  den  neueren  Ansichten  sich  anschliessenden  Lehrbuche  der 
Differentialrechnung  zu  finden  ist. 


IV. 

Soll  ich  schliesslich  noch  mein  Unheil  über  den  im  Obigen 
absichtlich  so  schleunig  als  möglich  den  Lesern  des  Archivs  mit- 
geteilten Beweis  des  Vorhergehenden  so  höchst  wichtigen  Satzes 
aussprechen ,  so  muss  ich ,  so  wie  ich  die  Sache  jetzt  ansehe, 
bekennen,  dass  ich  allerdings  der  Meinung  bin,  dass  dieser  Be- 
weis sehr  verdient,  bei  dem  Vortrage  der  Differentialrechnung 
benutzt  zu  werden.  Vor  dem  von  Ca u oh  y  gegebenen,  hauptsäch- 
lich auf  dem  bekannten  Ampere' sehen  Theoreme  beruhenden, 
Beweise,  den  man  in  zum  Theil  abgeänderter  Darstellung  z.  B.  iu 
meinen  Lehrbüchern  (Elemente  der  Differential-  und  In- 
tegralrechnung. Erster  Theil.  Leipzig.  1837.  S.  litt. 
«n<l  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  höheren 
Analysis.  Leipzig.  1838.  33.  ff.)  findet,  scheint  mir  der  obige 
Beweis  hauptsächlich^  den  für  den  Unterricht  keineswegs  unwich- 
tigen Vorzug  zu  haben,  dass  er ,  wie  aus  der  im  Vorhergehenden 
gegebenen  Entwicklung  ersichtlich  ist,  eine  ganz  analytische 
Darstellung  zulässt,  indem  im  Gegentheil  Cauchy's  Beweis  eine 
mehr  synthetische  Darstellung  erfordert.  Interessant  ist  mir  der 
von  Herrn  Caque*  gegebene  Beweis  auch  hauptsächlich  durch  die 
bei  demselben  gemachte  Anwendung  des  im  Archiv.  Tbl.  1.  S.  292. 
$.  45.  bewiesenen  Satzes  von  den  Mittelgrössen  gewesen,  dessen 
grosse  Wichtigkeit  immer  mehr  erkannt  zu  werden  verdient.  End- 
lich will  ich  auch  noch  bemerken,  dass,  streng  genommen,  dieser 
Beweis  durchaus  nur  eine  im  Sinne  der  neueren  Analysis  vervoll- 
kommnete Darstellung  des  ältesten  Beweises  ist,  durch  wel- 
cheu  Brook  Taylor  selbst  in  seiner  Methodus  incremen- 
torum  directa  et  inversj>.  Londini.  1715.  4.  Prop.  VII. 
Coroll.  2.  den  späterhin  nach  ihm  benannten  Satz  zu  begründen 
suchte,  wovon  sich  Jeder,  wer  diese  ziemlich  seltene  Schrift 
nicht  selbst  besitzt,  auch  schon  aus  dem  Mathematischen 
Wörterbuche.  Thl.  1.  S.  768.  hinreichend,  jedoch  nicht  voll- 
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• 

ständig,  zu  überzeugen  im  Stande  ist,  so  dass  wir  also  auf  diese 
Art  auch  bei  dem  vorliegenden  höchst  wichtigen  Gegenstände, 
was  jedenfalls  sehr  interessant  ist,  wieder  zu  den  ersten  Anfangen 
der  Differentialrechnung,  —  welche  von  der  zu  einer  gewissen  Zeit, 
und  auch  Jetzt  noch,  bei  vielen  Mathematikern  so  sehr  beliebten, 
aber  gewiss  höchst  ungründlichen  Methode  der  unbestimmten 
Coeflicienten  nichts  wussten ,  —  nur  in  einer  in  Rucksicht  auf 
wahre  mathematische  Strenge  und  Evidenz  sehr  vervollkommneten 
Darstellung,  zurückgeführt  werden.  Einer  ähnlichen  Betrachtungs- 
weise hat  sich  in  neuerer  Zeit  übrigens  auch  schon  Cr  eile  in 
seinem  Journal.  Tbl.  VII.  S.  2/6/ ff.  bedient,  der  ich  aber, 
wenn  sie  auch  allgemeiner  ist ,  in  Bezug  auf  den  vorliegenden  be- 
stimmten Zweck  doch  die  obige  Darstellung  des  Herrn  Caque 
aus  mehr  als  einer  Rücksicht  vorziehen  mochte. 


- 


■ 


•  XV. 

Heber  einige  Eigenschaften  des  Punk- 
tes der  kleinsten  Entfernung. 

Von 

•        Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  xu  Heiligenstadt 


In  einer  Abhandlung  des  Herrn  Professor  Steiner  filier 
Fusspunkten •  Vielecke ,  Fussnunkten-Curven  u.  s.  w.  (Crelle'fr 
Journal.  21.  Band.)  wird  nemerkt,  dass  derselben  eine  andere 
Untersuchung  zur  Seite  stehe,  welche  sich  mit  den  folgenden 
Aufgaben  beschäftige. 

tt)  In  der  Ebene  einer  gegebenen  Curve  denjenigen  Funkt  iu 
bestimmen,  dessen  Fusspunkten  -  Curve  in  Rücksicht  auf  jene  unter 
allen  die  kürzeste  sei. 

ß)  Wenn  in  der  Ebene  eine  gegebene  Curve  auf  einer  festen 
Geraden  rollt,  denjenigen  mit  ihr  verbundenen  Punkt  anzugeben, 
welcher  die  kürzeste  Curve  beschreibt. 

y)  Dasselbe,  wenn  die  Curve  auf  einer  anderen  Ourve  rollt. 

Wiewohl  die  Auflösung  dieser  Aufgaben  wegen  ihres  innigen 
Zusammenhanges  mit  den  dortigen  Untersuchungen  ziemlich  nahe 
liegt ,  so  erlaube  ich  mir  doch,  die  meinige  hier  mitzut  heilen,  weit 
Betrachtungen  über  Rektifikation  der  Curven,  der  Analysis  gegeo- 
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öber,  so  zu  sagen,  die  schwache  Seite  der  Geometrie  bilden,  und 
daher  ein  jeder  dahin  einschlagende  Fortschritt  der  letzteren  näher 
festgestellt  zu  werden  verdient. 

J.  1. 

Vom  Paukte  der  mittleren  Entfernung. 

Sind  a,  aif  a%  die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  A,  in 
der  Ebene  eines  beliebigen  Dreiecks  MMXM%>  von  den  Seiten 
9fl  jtfg,  MMt,  MMi  oder  p ,  p^t  p2  des  letzteren,  so  ist,  jenach- 
dem  derselbe  1)  innerhalb  des  Dreiecks,  oder  2)  ausserhalb  des- 
selben in  einem  seiner  Winkel  (MM.1Mv)f  oder  3)  im  Scheitel- 
winkel eines  seiner  Winkel  {MM2MX)  liegt; 

1)  \AMtM2  +  1AMM%  +  ^AMMX  =  iMMiM*  und  daher 
a.p  +  at.pt  = 

oder  2)  &AMXM%  +  ±AMM%— ^AMMi  —  ^MMiM%t  und 

a.ji  +  a,./»,—  fl2./>2  =  2A; 

oder  3)  -A^iÄ-A^i+A^Mi  =  und 

— a .   —  at .  px  +  a4 .  pt  =  2  A. 

Lehrsatz  1. 

Die  algebraische  Summe  der  Rechtecke  zwischen 
den  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks  und  den  Abstän- 
den eines  beliebigen  Punktes  seiner  Ebene  von  diesen 
Seiten  ist  dem  doppelten  Inhalte  des  Dreiecks  gleich, 
indem  ein  jeder  Abstand  positiv  oder  negativ  genom- 
men wird,  ienachdem  jener  Punkt  und  die  Gegenecke 
der  betreffenden  Drei ecksseite  auf  einerlei  oder  auf 
verschiedenen  Seiten  dieser  letzteren  liegen. 

Sind  nun  A,  B,  C,  D...n  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  des 
Dreiecks  MM^M^,  sind  a,  /S,  y,  eben  so  viele  diesen  Punkten 
entsprechende  ganze  oder  gerbochene,  positive  oder  negative  Zahlen, 
und  a,  alt  a%;  b,  blt  b^,  c,  cv,  <v,  d,  d,,  dt;..  die  Abstände  der 
ersteren  von  den  Seiten  p,  plt  p%  des  Dreiecks,  so  ist 

aap  -f  aaipi  +  whP%  ~  2« A ;  * 
ßbp  +  ßblpl+ßb2pt  =  2ß&; 
ycp  +  ycvpv  +  yc^p2  =  2yA ; 
6dp-\-ödiPi  +  öd*p2  =  2o*A ; 


also    (aa+ßb+yc+6d...)p  +  (aal  +  ßb1+ycl+ddl...)pl 
+(«at+ßb%+yc%+ödt...)pt  =  <2(a+ß+y+o...)b, 
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oder,  indem  man  die  Faktoren   von  p,  px,  p<i ,  2A  kurzer  durch 
2(aa),  2(aax),  Z{aa^f  E{a)  bezeichnet: 

Denkt  man  sich  nun  in  derselben  Ebene  einen  Punkt  St  wel- 
cher von  den  Seiten  p  und  px  um 

entfernt  ist,  was  allemal  und  bei  gehöriger  Berücksichtigung  der 
Zeichen  dieser  Ausdrucke  nur  auf  einzige  Welse  möglich  ist,  und 
ist  «2  der  Abstand  des  so  bestimmten  Punktes  S  von  der  dritten 
Seite  pz,  so  folgt  einmal  aus  der  vorigen  Gleichung: 

s  ./?  +  sx  ,px  +  -jr(-y  •  7>a  =  2A; 
dann  aber  auch  aus  dem  Lehrsatze  1. : 

folglich  ist  auch 

Bildet  die  Gerade  jJfAfj  mit  MXM2  und  üf.)/2  kein  Dreieck, 
sondern  ist  dieselbe  mit  einer  von  beiden,  z.  B.  mit  MxM^y  pa- 
rallel,  und  ist  m  der  Abstand  beider  von  einander,  so  ist 

a=m  +  <ta,  Ä=m+Ä>2,  c  =  m  +  c2,  rf=m+<^  ; 

*  =111  +  52; 

wo  a«,  6^,  c«,  rf*...,  «2  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  sind,  je- 
nachdem  die  Punkte  A,  B,  C,  Z>,..,  Ä  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Parallelen  liegen;  substituirt  man  also  diese  Ausdrucke  in  die 
Gleichung 

so  wird  daraus 

2(e).W  +  -£(«).*a  =  Z(a).m  +  2{aaJf 
also  wiederum,  wie  oben: 

Nehmen  die  Coeflöcienten  er,  |J,  y,  ä...  in  gleichem  Verhält 
niese  zu  oder  ab,  so  werden  hierdurch  die  Werthe  der  Quotienten 
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und  ,  und  also  auch  die  Lage  des  Punktes  S  nicht 

2;  (er)  £{a) 

geändert.  Ist  «  =  /3=y  =  ä...,  so  sind  *,  st,  j$  die  arithmetischen 
Mittel  zwischen  den  Abstanden  a,  b,  c,  d.,.;  aJf  blt  Ci,  </]...; 
«2»  6j,  r2,  iL£...,  und  der  Punkt  5  heisst  im  gewöhnlichen  Sinne 
der  Punkt  der  mittleren  Entfernung  in  Bezug  auf  das  System  der 

Punkte  A,  B,  C,  />....   Offenbar  aber  ist  der  Ausdruck  , 

wenigstens  für  den  Fall  positiver  ganzer  Zahlen  «r,  ß,  y,  6.,., 
ebenfalls  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Abstanden  der 
Punkte  A9  B,  C,  von  einer  Geraden,  insofern  man  sich  in 

diesen  Punkten  bezüglich  eine  Anzahl  voti  a,  ß,  y,  d...  Punkten 
vereinigt  denkt.   Daher  ist  man  berechtigt,  auch  im  allgemeinen 

Falle  den  Ausdruck  ^Sj")  das  arithmetische  Mittel  zwi- 

sehen  den  mit  den  Ooefficienten  c,  ß,  y,  ö..,  behafteten 
Längen  a,  b,  c,  d. . .,  und  den  Punkt  «S  den  Punkt  der 
mittleren  Entfernung  in  Bezug  auf  die  mit  den  Ooeffi- 
cienten a,  ß,  y,  6...  behafteten  Punkte  A,  By  C,  D... 
zu  nennen. 


Lehrsatz  2. 

Sind  die  Abstände  eines  Punktes  5  von  zwei  be- 
liebigen, einander  durchschneidenden  Geraden,  ein 
ieder  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den,  mit  be- 
liebigen ganzen  oder  gebrochenen,  positiven  oder  ne- 
gativen Coef  l  icienten  a,  ß,  y,  ö ...  behafteten  Abständen 
eines  ebenen  Systems  von  Punkten  A,  Bt  C,  D...  von 
der  betreffendenGeraden,  so  besitzt  jener  Punkt  5  di e 
nämliche  Eigenschaft  hinsichtlich  jeder  dritten  Gera- 
den ;  und  es  gibt  daher  allemal  einen,  aber  auch  nur 
einen  Punkt  der  mittleren  Entfernung  in  Bezug  auf 
ein  gegebenes  System  mit  gegebenen  Ooefficienten 
behafteter  Punkte.  Hierbei  aber  wird  vorausgesetzt, 
dass  die  Abstände  je  zweier  Punkte  von  einer  Gera- 
den mit  einerlei  oder  mit  entgegengesetzten  Zeichen 
genommen  werden,  jenachdem  sie  auf  einerlei  oder  auf 
verschiedenen  Seiten  dieser  Geraden  liegen. 

Zusatz.  Geht  die  Gerade,  von  welcher  die  Abstände  ge- 
rechnet werden,  durch  den  Punkt  der  mittleren  Entfernung  selbst, 
so  ist 

,===4^  =  0.  also  i:(«a)=0, 

und  umgekehrt:  Gilt  die  letztere  Gleichung  für  zwei  Ge- 
rade, welche  sich  schneiden,  so  ist  ihr  Durchschnitt 
der  Punkt  der  mittleren  Entfernung.  Daher  sind  im  Falle 
von  lauter  positiven  Ooefficienten  a,  ß,  y,  ö...  die  Punkte  A,  By 
C,  D...  nothwendig  auf  beide  Seiten  einer  jeden  Geraden  vertheilt, 
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welche  durch  den  Punkt  der  mittleren  Entfernung  geht,  und  welche 
daher  eine  Linie  der  mittleren  Entfernung  heisst. 

Anmerkung.  Auf  dieselbe  Weise,  wie  hier  mittels  de» 
Dreiecks  MMX  M%  im  Fall  eines  ebenen  Systems  von  Punkten,  kann 
man  mittels  einer  Pyramide  auch  den  Punkt  der  mittleren  Ent- 
fernung in  Bezug  auf  ein  System  von  Punkten  im  Räume  be- 
stimmen. 


}.  2. 

Vom  Punkte  der  kleinsten  Entfernung. 

Es  seien  in  (Taf.  III.  Fig.  2.,  3.,  4.)  Sy  S,  zwei  Punkte  von  belie- 
biger Entfernung  mit  einem  beliebigen  dritten  Punkte  A  durch  die 
Geraden  AS,  ASt  verbunden,  und  von  dem  einen  (St)  auf  die 
Gerade  AS  eine  Senkrechte  S^m  gefallt,  so  ist 

entweder  t)   Am  =  AS  +  Sm , 

oder  2)   Am  =  AS—  Sm , 

oder  3)  Am=zSm-AS 

=z  AS-Sm+2Am, 

oder  aber  4)   Am  =  AS; 

jenachdem  das  in  S  auf  SSi  errichtete  Loth  SX  1)  zwischen  den 
Punkten  A  und  St  hindurchgeht,  2)  oder  nicht,  und  zwar  AS >  St» 
oder  3)  AS<Srn,  oder  aber  4)  dieses  Loth  mit  AS  zusammen 

mit. 

Jedenfalls  abefr  ist 

ASi  >  Am. 

Wird  nun  aus  A  auf  SSt  noch  die  Senkrechte  Ap  gefallt, 
so  ist 

Sm  —  SSl  .  ^£ ; 

also,  wenn  man  der  Kurze  wegen  AS,  AXS,  SSlf  Sp  mit  A9  Av 
k,  a  bezeichnet  und  unter  p  eine  Linie  versteht,  welche  S'ull  oder 
grosser  als  Null  ist ,  so  erhalt  man  in  jedem  Falle  folgende  Un- 
gleichung: 

At>A-s.±+p, 

wo  a  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  jenachdem  die  Punkte 
A  und  Sx  auf  einerlei  oder  auf  verschiedenen  Seiten  de»  Lothe- 
SX  liegen. 
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Sind  also  irgend  ein  ebenes  System  von  Punkten  A,  B,  C,  D... 
und  ebensoviele  ganze  oder  gebrochene,  aber  positive  Zahlen 
o»  ß>  y»  gegeben;  werden  erstere  mit  zwei  beliebigen  Punk- 
ten S,  Sx  der  Ebene  bezüglich  durch  die  Geraden  A,  B,  C,  Z>... 
und  Al9  Blf  Clf  Dl...  verbunden,  und  sind  a9  h,  c,  d...  die  Ab- 
stände jener  Punkte  von  dem  in  S  auf  SSt  errichteten  Lothe,  so 
erhält  man  für  jeden  dieser  Punkte  eine  der  vorigen  analoge  Un- 
gleichung, und  wenn  man  die  Glieder  einer  jeden  bezüglich  mit 
den  Zahlen  a,  ß,  y,  d...  irultiplicirt  und  sodann  die  Summen  der 
linken  und  der  rechten  Seiten  nimmt,  so  ergibt  sich: 

a.Ai+ß.Brfy.  C,  +  d.  A+...>a .A  +  ß.B+y.C+ö.D+.. 

,a.a  ,  ß  b  .  y.c  .  ö.d  .      ,  .  u 

_i(T  +  2T+  C  +D  +-  H  P' 

wo  a,  6,  c,  c/...  positiv  oder  negativ  oder  =0  zu  nehmen  sind, 
ienachdein  die  betreffenden  Punkte  A,  B,  C,  D...  auf  derjenigen 
Seite  des  Lothes  SX,  wo  der  Punkt  St  sich  befindet,  oder  auf 
der  anderen  Seite,  oder  auf  dem  Lothe  selbst  liegen;  und  wo  P 

wiederum  eine  Linie  ^0  bedeutet.  Mittels  der  schon  oben  ge- 
brauchten Abkürzungszeichen  lässt  sich  die  zuletzt  erhaltene  Be- 
ziehung auch  so  ausdrücken: 

Z(uAx)  >  2(aA)-s.  2^  +  P. 

Gesetzt  nun,  es  wSre  S  ein  solcher  Punkt  der  Geraden  SSlf 
für  welchen  die  algebraische  Summe 


so  wurde 

2(«4)>*<«4)  +  P, 

um  so  mehr  also 

2(aAt)  >  2(*A) 

sein,  und  zwar  —  was  für  den  Vergleich  der  geometrischen  mit 
der  analytischen  Entwickelungsweise  von  Wichtigkeit  ist  —  wie 
gross  oder  klein  auch  die  Strecke  SSt=it  gedacht 
werden  mag. 

Werden  die  Coefficienten  «,  ß,  y,  ö...  mit  anderen  vertauscht, 
welche  zu  den  ersteren  alle  einerlei  Verhältniss  haben,  so  besteht 
auch  jetzt  noch  für  den  Punkt  5  die  Bedingungsgleichung 

und  es  wird  also  hierdurch  die  Lage  des  Punktes  &  nicht  verändert. 
Sind  die  Coefficienten  a  =  /3=y  =  d=. . . ,  so  ist,  wenn 

12* 
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7  +       c  +  l>+  a' 

allemal 

^,  +  Bx  +  Ci  +  />!  +  ...>  .4  -f         +  />  +  ..., 

d.  h.  die  Summe  der  Entfernungen  des  so  bestimmten  Punktes  S 
von  deu  Punkten  A,  B,  C,  1) . . .  ist  kleiner  als  die  eines  jeden 
anderen  Punktes  &  derselben  Ebene,  und  in  diesem  Falle  neisst 
der  Punkt  <S  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  aof 
das  System  der  Punkte  A,  B,  C,  /)....  Im  Falle  ungleicher 
Coefhcienten  aber  braucht  man  sich  nur  vorzustellen,  dass  eine 
Anzahl  von  a  Punkten  im  Punkte  At  ß  Punkte  in  B,  y  in  C,  & 
in  Z>...  vereinigt  seien,  um  auch  jetzt  in  den  Ausdrucken  £(aA), 
Z(aAi)  die  Summen  der  Entfernungen  der  Punkte  S,  St  von  den 
A,  B9  C,  D...  zu  erkennen  und  in  dieser  Vorstellung  noch  einen 
Schritt  weiter  gehend  den  Sinn  der  folgenden  Definition  zu  lassen: 
Ein  Punkt  &  heisst  der  Punkt  der  kleinsten  Entfer- 
nung in  Bezu"  auf  ein  gegebenes  System,  mit  gegebe- 
nen ganzen  oder  gebrochenen  positiven  Co eff icienten 
«,  ß,  y,  6 ...  behafteter  Punkte  A,  B,  C,  />...,  wenn  die 
Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  5  von  diesen 
letzteren  kleiner  als  die  eines  jeden  anderen  Punktes 
&t  ist. 

et     ß  ö 

Man  kann  die  Quotienten         ^,  ^,  als  constante 

Coefficienten  ansehen,  mit  denen  die  Punkte  A,  B,  C,  D...  be- 
haftet sind.  Gesetzt  nun,  der  Punkt  S,  welcher  von  den  Punkten 
A,  B,  C,  D...  um  die  Längen  A,  B,  C,  />...  entfernt  ist,  sei 
der  Punkt  der  mittleren  Entfernung  in  Bezug  auf  diese  Punkte, 
so  würde  nach  Lehrsatz  2.  Zusatz,  für  jede  durch  £  gehende  Ge- 
rade die  Gleichung 


GH 


gelten,  und  da  die  in  §.  1.  für  die  Abstände  a,  b,  c,  d...  gege- 
bene Zeichenregel  mit  derjenigen  des  jetzigen  Paragraphen  voll- 
kommen übereinstimmt ,  so  müsste  der  Punkt  S  zugleich  auch  ein 
Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  die  mit  den  Coeffi- 
cienten «,  ß,  y,  d...  behafteten  Punkte  A,  B,  C,  D...  sein. 

Denkt  man  sich  um  den  Punkt  £  als  Centrum  mit  beliebigem 
Halbmesser  r  einen  Kreis  beschrieben,  welcher  die  Geraden  ASt 
BS,  CS,DS...  in  den  Punkten  A',  B\  C,  />'...  schneidet, 
und  sind  a't  b',  c',  d...  die  Abstände  dieser  Punkte  von 
Lothe  SX,  so  ist 


a     a'     b_b'     c_e'     d  _d! 
A~T$   B~V  C~V  ' 


also 
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Gesetzt  also,  der  Punkt  5  wäre  der  Punkt  der  mittleren  Ent- 
fernung in  Bezug  auf  die  mit  den  Coefticienten  er,  ß,  y,  ö.  be- 
hafteten Punkte  Ä9  B,  C,  so  würde 

r(aa')  =  0,  und  also  auch  z(™^  =  Q  sein, 

also  S  zugleich  auch  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in 
Hezug  auf  die  mit  denselben  Coefticienten  behafteten  Punkte  A, 

B,  C,  />.. .  sein. 

■  * 

Lehrsatz  3. 

Ist  irgend  ein  ebenes  System  Ton  Punkten  A,  B, 

C,  D...0  und  sind  ebensoviele  ganze  oder  gebrochene 

Sositive  Zahlen  «»  0,  y,  gegeben,  und  gibt  es  in 
er  Ebene  jenes  Systems  einen  Punkt  S,  welcher, 
wenn  man  die  reciproken  Werthe  seiner  Abstände  A, 
B,  C\  v  on  jenen  Punkte  n  beziigl  ich  mit  den  Zah- 

len er,  ßy  y,  ö...  multiplicirt,  der  Punkt  der  mittleren 
Entfernung  in  Bezug  auf  die,  mit  den  so  erhaltenen 

Zahlen  ^,  £ ,  Lt  behafteten  Punkte  A,  ß,  C,  />... 

ist,  so  ist  dieser  Punkt  5  zugleich  auch  der  Punkt  der 
kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  dieselben,  mit  den 
Zahlen  er,  ß,  y,  ö...  behafteten  Punkte,  und  zwar  gibt 
esdann  allemal  nur  einen  einzigen  solchen  Punkt  S. 


Lehrsatz  4. 

Ist  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  der  Punkt  der 
mittleren  Entfernung  in  Bezug  auf  ein  System  von 
Punkten,  welche  auf  seinem  Umfange  1  iegen  und  mit 
beliebigen  ganzen  oder  gebrochenen  positiven  Coeffi- 
cienten  behaftet  sind»  so  ist  derselbe  zugleich  auch 
der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  ein 
System  von  ebensovielen;  mit  denselben  Coefficien- 
ten  behafteten  Punkten,  welche  beliebig  auf  den  nach 
jenen  Punkten  gehenden  Halbmessern,  auf  einerlei 
Seite  vom  Mittelpunkte,  liegen. 

Lehrsatz  5. 

Der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  für  ein  gege- 
benes System  von  Punkten,  welche  mit  gegebenen 
Coefficie  nten  behaftet  sind,  bleibt  unv  er  ändert,  wenn 
diese  Coefficienten  alle  in  gleichem  Verhältniss  sich 
ändern. 

Ob  übrigens  allemal  ein  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  exi- 
stire,  und  wie  derselbe  gefunden  werde,  lässt  sich  bis  jetzt  im 
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Allgemeinen  nicht  ermitteln,  wohl  aber  in  besonderen  Fällen,  unter 
weichen  hier  der  folgende,  von  welchem  später  Gebrauch  gemacht 
wird,  hervorgehoben  werden  «oll. 

Liegen  je  zwei  der  gegebenen  Punkte ,  z  B.  A  und  B ,  auf 
einem  Strahle  eines  Strahl büscheis  S,  und  zwar  auf  verschiedenen 
Seiten  des  Punktes  £ ,  so  sind  die  Abstände  a ,  b  derselben  von 
einem  beliebigen  Strahle  des  Strahlbüschels  entgegengesetzt  und 

es  ist  -j-=-sy.    Sind  also  nun  auch  noch  die  betreffenden  zwei 
A  B 

CoefBcienten  a  uqd  ß  einander  gleich,  so  ist 
und  somit  überhaupt 

also  Ä  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  iu  Bezug  auf  die  Ge- 
samratheit  dieser  Punktenpaare. 


Lehrsatz  6. 

Schneiden  sich  beliebig  viele  Gerade  in  einem 
Punkte  S,  uod  sind  auf  einer  jeden  au f  ve r schied eoeo 
Seiten  von  5  zwei  Punkte  beliebig  gegeben  und  mit 
beliebigen  ganzen  oder  gebrochenen  positiven,  aber 
paarweise  unter  sich  gleichen  Coefficienten  behaftet, 
so  ist  £  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezog 
auf  die  Gesammtheit  dieser  Punktenpaare. 

Aus  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Punktes  der  mittleres 
Entfernung  ergibt  sich,  dass  für  einen  beliebigen  Punkt  St  der 
/  (t  A^  \ 

Ausdruck  S( — ~A~^J  Um  S°  8r"sser  w*rc*>  je  *vei*er  der  Punkt 

St  sich  vom  Punkte  £  der  kleinsten  Entfernung  entfernt  Es 
fragt  sich,  ob  dasselbe  auch  vou  dem  Ausdrucke  S{uAx)  gelte! 

Denkt  man  sich  in  (Taf.  III.  Fig.  2.,  3.,  4.)  die  Strecke  £Si=i 
im  Zunehmen  begriflen,  so  wird  die  Linie  AS%  in  Taf.  III.  Fig.  2.  und 
Fig. 4.  zwar  unbedingt  zunehmen,  dagegen  in  Taf.  III.  Fig.  3.  so  lange 
abnehmen,  bis  SSi  so  gross  als  die  Projektion  Sp  der  Linie  AS 
geworden  ist ;  hat  aber  SSl  diese  Grösse  erreicht,  so  nimmt  auch  hier 
ASt  nun  ins  Unendliche  zu.  Das  nämliche  gilt  also  auch  *on 
a.ÄSl.  Gesetzt  aber  auch,  dass  ein  oder  mehrere  der  Produkte 
cc.Alt  ß,JBl.,.  die  Grenze,  über  welche  hinaus  sie  sich  mit« 
zugleich  fortwährend  vergrössern  müssen ,  erreicht  haben ,  so  Iäs4t 
sich  doch  dasselbe  nicht  eher  von  der  Summe  Z  (aA.)  selber *mit 
Gewissheit  behaupten,  bis  ein  jedes  der  Produkte  au  dieser  Grenze 
angelangt  ist;  und  da  die  Projektion  Sp  mit  der  Verkleinerung 
des  Winkels  ASSt  bis  zur  Grosse  von  AS  zunimmt,  so  lässt 
sich  hiernach  mit  völliger  Gewissheij  nur  Folgendes  feststellen: 
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Lehrsatz  7. 

Die  Summe  der  Abstände  eines  Punktes  $j  von 
den  mit  beliebigen  ganzen  oder  gebrochenen  positiven 
Coefficienten  behalteten  Punkten  A,  ßt  C,  /)...  einer 
Ebene  nimmt  mit  seinem  Abstände  vom  Punkte  S  der 
kleinsten  Entfernung  nothwendig  zu,  sobald  derselbe 
den  Umfang  desjenigen  Kreises  erreicht  hat,  welcher 
am  den  Punkt  S  als  Mittelpunkt  durch  den  von  ihm 
entferntesten  unter  jenen  Punkten  4*  ^>  ^••«  ge- 
legt wird. 


§.  3. 

Von  den  Fuss  punkten  -  Vielecken  und  den  Fuss- 

punkten  -  Curven. 

Fällt  man  auf  alle  Seiten  eines  gesehenen  Vielecks  93,  aus 
einem  Punkte  P  semer  Ebene,  Senkreciite,  und  verbindet  deren 
Fusspunkte  der  Reihe  nach  paarweise  durch  Gerade,  so  entsteht 
ein  neues  Vieleck  V,  welches  dem  gegebenen  eingeschrieben  ist. 
Dieses  neue  Vieleck  V  heisst  das  Fusspunkten -V iel- 
eck  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  gegebene  Vi e I eck 
93;  und  zwar  soll  diese  Benennung  gelten,  es  mag  min  das  Viel- 
eck 93  geschlossen  oder  offen  sein ,  lauter  ausspringende  oder  auch 
einspringende  Winkel  besitzen,  einen  einzigen  oder  mehrere 
Räume  einschliessen 

Ist  nun  A  irgend  eine  Ecke  des  Vielecks  93,  ff  der  von  den 
anstossenden  Seiten  eingeschlossene  spitze  oder  stumpfe  Winkel, 
PA  der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  P  von  dieser  Ecke, 
und  MN  die  derselben  entsprechende  Seite  des  Fussnunkten- 
Vielecks  V,  so  lässt  sich  um  das  Viereck  PMAN  ein  Kreis  be- 
schreiben ,  dessen  Durchmesser  PA  ist ;  folglich  ist  dessen  Sehne 

MN=PA.sma. 

Man  erhalt  also  den  Umfang  von  V,  indem  man  die  Abstände 
des  Punktes  P  von  den  Ecken  ues  Vielecks  23  bezüglich  mit  den 
•Sinus  der  an  diesen  Ecken  liegenden  Winkel  von  23  multiplicirt 
und  die  Summe  der  Produkte  nimmt,  oder: 

Lehrsatz  8. 

a)  Der  Umfang  des  Fusspunkten-Vielecks  Feines 
beliebigen  Punktes  P,  in  Bezug  auf  ein  beliebiges 
gegebenes,  geschlossenes  oder  offenes  Vi  el  eck  93,  ist 
ebensogross  als  die  Summe  der  Abstände  des  Punkte« 
P  von  den  Eckpunkten  des  Vielecks  93.  insofern  diese 
letzteren  mit  den  Sinus  der  betreffenden  Winkel  von 
53,  als  Coefficienten,  behaftet  werden. 
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6)  Und  daher  hat  unter  allen  Fusspunkten  -  Viel- 
ecken  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Vieleck  93  dasjenige 
den  kleinsten  Umfang,  welches  dem  Punkte  S  der 
kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  die  mit  jenen 
Sinus  behafteten  Eckpunkte  des  Vielecks  33  entspricht 

c)  Je  weiter  ein  Punkt/>über  d iej eni ee  Kreislinie 
hinausrückt,  welche  um  den  erwähnten  Punkt  »S,  als 
Mittel  punkt,  durch  die  von  ihm  entfernteste  Eck edes 
Vielecks  93  beschrieben  wird,  desto  grösser  wird  der 
Umfang  seines  Fusspu nkten- Vielecks  V. 

Da  im  regelmässigen  Vieleck  alle  Winkel  einander  gleich  sind, 
und  da,  was  sich  sehr  leicht  aus  Lehrsatz  4.  und  6.  ergibt,  sein 
Mittelpunkt  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  seine 
Ecken  ist,  so  hat  man  insbesondere: 


Lehrsatz  9. 

a)  Der  Umfang  des  Fusspunkten- Viel ecks  Feines 
beliebigen  Punktes  P,  in  Bezug  auf  ein  regelmässiges 
Vieleck  93,  ist  gleich  der  Summe  der  Abstände  des 
Punktes  P  von  den  Ecken  des  letzteren,  multipli- 
cirt  mit  dem  Sinus  des  Winkels  des  regelmässigen 
V  i  e  I  e  ck  s. 

h)  Unter  allen  Fusspunkten  -  Vieleck  e  n  in  Bezug 
auf  ein  regelmässiges  Vieleck  hat  das  dem  Mittelpunkte 
des  letzteren  entsprechende  den  kleinsten  Umfang. 

Fällt  man  auf  die  sämmtlichen  Tangenten  einer  Curve  (oder 
eines  Curvenstückes)  93  aus  einem  beliebigen  Punkte  P  ihrer  Ebene 
Senkrechte,  so  bilden  die  Fusspunkte  dieser  letzteren  ebenfalls 
eine  Curve  (oder  ein  Curvenstück)  V.  Diese  Curve  V  heisst 
die  Fusspunkten -Curve  des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
die  Curve  93.  Kraft  des  Gesetzes  der  Continuität  nun  lassen 
sich  alle  Eigenschaften  der  Fusspunkten  -  Vielecke  auf  die  Fuss- 
punkten -  Curven  übertragen.  Denn  eine  jede  Curve  93  lässt  sich 
als  ein  Vieleck  mit  unendlich  kleinen,  einander  gleichen  Seiten 
betrachten,  *und  dann  sind  die  Fusspunkten  -  Curven  in  Bezug  auf 
die  Curve  93  mit  den  Fusspunkten -Vielecken  in  Bezug  auf  das 
Vieleck  93  identisch,  indem  die  Seiten  des  letzteren  die  }Vtchtiim;eo 
der  Tangenten  der  ersteren  bestimmen.  Die  Winkel,  welche  je 
zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Tangenten  einschliessen, 
treten  jetzt  an  die  Stelle  der  Winkel  des  \ielecks,  und  da  die- 
selben unendlich  klein ,  also  ihre  Sinus  genau  ihren  Bogen,  Air 
den  Halbmesser  =1,  gleich  sind,  so  darf  man  diese  Bosen  an 
die  Stelle  jener  Sinus  setzen.  Handelt  es  sich  nur  um  die  Be- 
stimmung des  Punktes  der  kleinsten  Entfernung  oder  um  das  Ver- 
bältniss  der  Umfange  der  Fusspunkten  -  Curven ,  so  kann  man  auch, 
was  offenbar  bequemer  ist,  nach  Lehrsatz  5.  sich  statt  jener  Sinus 
der  reciproken  Werthe  der  Krümmungshalbmesser  in  den  betreffen- 
den Punkten  der  Curve  93  bedienen.  Denn  ist  A  irgend  eine  Ecke 
eines  gleichseitigen  Vielecks  93,  die  Seite  desselben  =2A.  und 
denkt  man  sich  in  den  Mittelpunkten  m,  n  der  die  Ecke  A  oder 
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i 

den  Winkel  er  einschliessenden  Seiten  zwei  Senkrechte  errichtet, 
(reiche  sich  im  Punkte  a  schneiden,  so  ist 

ni.«-9d.>«  e«sJ«-2flm   Am  -  2AV 

■nd  ebenso  erhält  man  fflr  irgend  eine  andere  Ecke  C 

siny  ^  , 

 io^?  (et?  ■ 


sin  a  :  sin  y 


Da  nun  im  Falle  der  Curve  93  die  Seite  2A  unendlich  klein 
ist,  so  ist  hier 

1  1 

sin  c  :  sin  y  =  — 3  :  — 7?. 

Offenbar  aber  sind  in  diesem  Falle  die  Längen  aA,  cC  die 
Krümmungshalbmesser  der  Curve  in  den  Punkten  A,  C 


Lehrsatz  10. 

■ 

a)  Der  Umfang  der  Fusspunkten  -  Curve  Feines 
beliebigen  Punktes  P  in  Bezug  auf  eine  beliebige  ge- 
gebene Curve  (oder  Curvenstück)  93  ist  ebensogross  als 
die  Summe  der  Abstände  des  Punktes  P  von  sämmt- 
liehen  Punkten  der  Curve  93,  wenn  man  einen  jeden 
dieser  Abstände  mit  dem  Bogen  des  Winkels,  welchen 
die  Tangente  in  dem  betreffenden  Punkte  mit  der 
ihr  zunächst  folgenden  bildet  (für  den  Halbmesser  =1), 
multiplicirt. 

b)  U nter  allen  Fusspunkten -Curven  in  Bezug  auf 
eine  gegebene  Curve  33  ist  diejenige  die  kürzeste, 
welche  dem  Punkte  1$  der  kleinsten  Entfernung  in 
lies  ng  auf  sämmt  liehe  Punkte  der  Curve  93  entspricht, 
vorausgesetzt,  dass  diese  Punkte  mit  den  unter  a) 
erwähnten  Bogen  oder  auch  mit  den  re eiproken  Wer- 
theo  der  Krümmungshalbmesser  der  Curve,  als 
Coefficienten,  behaftet  werden. 

e)  Die  Fusspunkten-Curve  eines  Punktes  P  in  Be- 
zug auf  eine  gegebene  Curve  (oder  Curvenstück)  93  wird 
um  so  länger,  je  weiter  der  Punkt  P  über  diejenige 
Kreislinie  hinausrückt,  welche  um  den  genannten  Punkt 
5  der  kleinsten  E n tfernung,  als  Mittelpunkt,  durch 
den  von  ihm  entferntesten  Punkt  der  Curve  S3  be- 
schri  eben  wird. 
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Da  bei  einer  Ellipse  und  Hyperbel  die  Krümmungen  der  Curve 
in  zwei  Endpunkten  eines  Durchmessers  allemal  einander  gleich 
sind,  also  nach  Lehrsatz  6.  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes 
der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  <lie  mit  deo 
reciproken  Werthen  der  Krümmungshalbmesser  behafteten  Funkte 
des  ganzen  Kegelschnittes  sowohl,  als  auch  zweier  von  zwei 
Durchmessern  begrenzten  Curvenstücke  ist,  so  ergibt  sich  ins 
besondere : 


Lehrsatz  11. 

Unter  allen  Fusspunkte n-Curven  in  Bezugauf  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel,  oder  auch  in  Bezug  auf  zwei 
von  zwei  Durchmessern  begrenzte  Bogen  "derselben 
ist  diejenige  di  e  kürzeste,  welche  dem  Mi  ttelpunkte 
des  Kegelschnittes  entspricht.  ^ 

j.  4. 

Von  den  Curven,  welche  dadurch  erzeugt  werden, 
dass  eine  andere  Curve  auf  einer  Geraden  rollt 

Es  sei  MABCDNCT&f.  111.  Fig.  5.;  irgend  eine  gebrochene  Linie 
oder  ein  Stück  eines  Vielecks;  Ä,  B,  C,  D  seien  die  Ecken  und 
a,  ß,  y,  ö  die  Winkel,  welche  die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DS 
mit  den  Verlängerungen  der  ihnen  vorhergehenden  Seiten  MA, 
AB,  BC,  CD  bilden;  und  P  sei  irgend  ein  Punkt  in  der  Ebene 
des  Vielecks.  Denkt  man  sich  nun,  dass  jenes  Stück  des  letzte- 
ren auf  einer  festen  Geraden  ©  als  Basis  rolle,  d.  h.  dass  die 
Seiten  MA,  AB,  BC,  CD,  DN  desselben  nach  einander  in  die 
Stelle  der  Abschnitte  MA,  Ab,  2)9*  der  Geraden  Ö  i 

treten,  so  wird  gleichzeitig  der  Punkt  P  eine  krumme  Linie  be- 
schreiben ,  welche  aus  so  vielen  Kreisbogen  besteht,  als  das  Pe- 
lygonstück  Ecken  hat;  die  Punkte  A,  €,  3)  werden  die  Centn, 
die  Längen  PA ,  PB  ,  PC,  PD  die  Halbmesser  und  die  Winkel 
er,  ß,  y,  <5  die  Oentriwinkel  dieser  Bosen  sein.  Setzt  man  also  der 
Kürze  wegen  PA  =  a,  PB=zb,  PC=c.  PD  =  d...,  und  ver- 
steht unter  a,  ß,  y,  d  die  den  gleichnamigen  WTinkeln  zugehörig« 
Bogen  für  den  Halbmesser  =1,  so  ist  die  Länge  der  so  entstan- 
denen krummen  Linie  PAlBlCiDi  oder 

fT=  aa  +  ßb  +  yc  +  dd  =  Z(aa). 

Je  kleiner  nun  die  Winkel  a,  ß,  y,  ö  werden,  desto  mehr 
nähert  sich  die  Summe  der  Summe  2(s\na.u) ,  d.  b.  die 

Länge  W  dem  Umfange  des  Fusspunkten -Vielecks  V  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  das  gegebene  Polygonstück  M ABCDJS  oder  £; 
werden  also  jene  Winkel  unendlich  klein ,  so  sind  beide  einander 
gleich. 
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Lehrsatz  12. 

t 

Rollt  eine  gebrochene  Li  nie  93  über  einerGeraden 
so  beschreibt  ein  jeder,  mit  der  Ebene  von  93  fest 
verbundene  Punkt  P  eine  krumme  Linie  W,  deren 
Länge  der  Lange  des  Fusspunkten  -  Vielecks  Vdea 
Punktes  P  in  Bezug  auf  93  um  so  naher  kommt,  je  klei- 
ner dieWiokel  sind,  weiche  die  Theillinien  von  SJroit 
einander  b  i  I den. 

Der  Fall,  dass  sämmtliche  Winkel  et,  ß,  y,  ö  unendlich  klein 
sind ,  tritt  aber  ein,  wenn  statt  des  Polvgonstückes  93  ein  Curven- 
stuck  93  gesetzt  wird ;  also  gilt  mit  vollkommener  »Strenge : 

Lehrsatz  13. 

er)  Rollt  irgend  eine  Curve  oder  ein  Curveostück 
ß  über  einer  Geraden  © ,  so  beschreibt  ein  jeder,  mit 
der  Ebene  von  93  fest  verbundene  Punkt  Peine  zweite 
Curve  IF,  welche  genau  eben  so  lang  ist,  als  dieFuss- 
pnnkten-Curve  V  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  denje- 
nigen Theil  von  93,  mit  welchem«  diese  Curve  beim 
Köllen  nach  und  nach  die  Gerade  Q)  berührt. 

b)  Unter  allen  Curven  W,  welche  durch  das  Rollen 
einer  Curve  93  über  einer  Geraden  entstehen,  ist  die- 
jenige die  kürzeste,  welche  vom  Punkte  5  der  klein- 
sten Entfernung  in  Bezug  auf  die,  mit  den  reeiproken 
Werthen  der  Krümmungshalbmesser,  alsCoefficienten, 
behafteten  Punkte  der  Curve  93  beschrieben  wird. 

c)  Die  Curve  W  wird  um  so  länger,  je  weiter  der 
diese  I  he  be  schreib  ende  Punkt  Püberdiejenige  Kreis- 
linie hinaus  liegt,  welche  um  den  genannten  Punkt  S 
der  kleinsten  Entfernung,  als  Mittelpunkt,  durch  den 
von  ihm  entferntesten  Punkt  des  rollenden  Theil  es  der 
Curve  93  beschrieben  wird. 

Ueber  die  Gestalt  der  Curve  TV  ist  Folgendes  zu  bemerken : 
Besitzt  die  Curve  93  einen  Wendungspunkt  und  berührt  sie  in 
demselben  beim  Rollen  die  Gerade  <$ ,  so  tritt  dieselbe  von  nun 
an  von  der  einen  Seite  dieser  Geraden  auf  die  andere  über  und 
setzt  zwar  ihre  Bewegung  in  derselben  Richtung  von  &  fort,  aber 
die  Ebene  der  Curve  93  dreht  sich  plötzlich  z.  B.  rechtsherum, 
wenn  sie  bisher  sich  linksherumdrehte,  weshalb  jenem  Wrendungs- 
punkte  von  93einRückkehrpunkt  der  Curve W entsprechen rouss. 
In  Taf.  HL  Fig.  5.  wird  die  Tangente  im  Wendungspunkte  durch 
die  Linie  BC  des  Polygonstücks ,  und  der  Rückkehrpunkt  von  W 
durch  den  Punkt  Jßl  repräsentirt.  —  Das  Nämliche  findet  statt, 
wenn  die  Curve  93  einen  sogenannten  Rück  k  e hrpunkt  im 
Schnabel  (rebroussement  en  bec)  besitzt,  indem  sie  dann,  bis 
zu  diesem  Punkte  auf  der  Geraden  fortgerollt,  sofort  in  der 
entgegengesetzten  Richtung,  aber  ohne  von  der  einen  Seite  von 
05  auf  die  andere  überzutreten ,  zurückrollt.  Dagegen  hat  ein  ffe- 
wuhnlicher  Rückkehrpunkt,   wo  die  Tangente  zwischen  beiden 
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Zweigen  der  Curvc  hindurchgeht,  keinen  Ruckkehrpunkt  der  Cone 
W  zur  Folge  In  diesem  Falle  nämlich  rollt  die  erstere  zwar 
auch  länes  dem  anderen  Zweige  auf  der  Geraden  zurück,  tritt 
aber  zugleich  auch  auf  die  andere  Seite  von  ©  über,  so  dass  die 
Ebene  von  93  selbst  keine  entgegengesetzte  Drehung  erleidet.  Auch 
diese  beiden  Fälle  zeigen  sich  schoo  am  Polygonstuck  23,  wenn 
eine  Ecke  desselben  nicht  um  denjenigen  Winkel,  welcheo  eioe 
Seite  mit  der  Verlängerung  der  vorhergehenden  bildet,  sondern 
um  den  von  beiden  Seiten  selbst  gebildeten  hohlen  Winkel  ge- 
dreht wird. 


Besondere  Fälle. 

a)  Ist  die  rollende  Curve  33  ein  Kreis  oder  ein  Kreisbogen, 
so  beschreibt  der  Mittelpunkt  desselben  eine  Gerade  von  der 
Länge  des  durchrollten  Bogens:  in  der  That  lallt  die  Fusspunkten- 
Curve  des  Mittelpunktes  eines  Kreises  in  Bezug  auf  einen  Bogen 
desselben  mit  diesem  letzteren  selbst  zusammen.  Der  vorige  Lehr- 
satz b)  sagt  also  aus,  dass  unter  allen  Cykloiden,  welche  von  den 
Punkten  in  der  Ebene  eines  rollenden  Kreises  beschrieben  werden, 
die  gerade  Linie  die  kürzeste  sei. 

b)  Ist  die  Curve  93  eine  Parabel,  so  ist  die  Fusspunk  ten- 
Curve  des  Brennpunktes  in  Bezug  auf  dieselbe  eine  Gerade, 
nämlich  die  Scheiteltangente  der  Parabel;  und  gilt  es  nur  einem 
Bogen  der  letzteren,  so  ist  die  Fusspunkten  -  Curve  des  Brenn- 

S unktos  demjenigen  Stucke  der  Scheiteltangente  gleich ,  das  von 
en  Tangenten  in  den  beiden  Endpunkten  dieses  Bogens  begrenzt 
wird.  Aber  das  Stuck  der  Scheiteltangente,  welches  zwischen 
dem  Scheitel  und  einer  Tangente  der  Parabel  liegt,  ist  bekannt- 
lich halb  so  gross,  als  die  Ordinate  des  Berührungspunktes  dieser 
Tangente,  und  folglich  das  von  jenen  zwei  Tangenten  begrenzte 
Stück  halb  so  gross,  als  die  Summe  oder  pifferenz  der  Ordinalen 
der  Endpunkte  ienes  Bogens;  also  ergibt  sich  aus  Lehrsatz  13. 
a)  der  folgende  besondere 

Lehrsatz  14. 

Rollt  ein  Parabelbogen  auf  einer  geraden  Lin ie. 
so  beschreibt  der  Brennpunkt  der  Parabel  eine  Curve, 
welche  halb  so  lang  als  die  Projektion  jenes  Bogens 
auf  eine  zur  Achse  senkrechte  Gerade  ist. 

c)  Die  Fusspunkten  -  Curve  des  Brennpunktes  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  in  Bezug  auf  dieselbe  ist  bekanntlich  ein  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  mit  dem  der  ersteren  einerlei,  und  dessen  Durch- 
messer die  Hauptachse  derselben  ist  Ist  nun  in  Taf.  III.  Fig.  6.  AB 
irgend  ein  Bogen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel;  sind  An,  Bh  die 
Tangenten  in  dessen  Endpunkten  A,  B;  und  <r,  6  die  Fuss punkte 
der  Senkrechten  aus  dem  Brennpunkte  F  auf  diese  Tangenten,  so 
ist  der  Bogen  ab  jenes  Kreises  derjenigen  Curve  gleich,  welche 
vom  Punkte  F  beim  Rollen  des  Bogens  AB  auf  einer  Geraden 
beschrieben  wird.   Zieht  man  aber  noch  die  Halbmesser  Ma,  Mb 
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und  aus  dem  anderen  Brennpunkte  Ft  die  Zuelinieu  FXA>  FXB, 
so  sind  letztere  bekanntlich  den  ersteren  parallel,  und  daher  die 
Winkel  aMb  und  AFXB  von  gleicher  Grösse.  Demnach  darf  man 
behaupten  : 

Lehrsatz  15. 

Rollt  ein  Ellipsen-  oder  ein  Hyperbelbogen  auf 
eioer  geraden  Linie,  so  beschreibt  ein  jeder  der  bei- 
den Brennpunkte  des  Kegelschni  ttes  eine  Curve  von 
der  Länge  eines  Kreisbogens,  dessen  Halbmesser  die 
halbe  Hauptachse,  und  dessen  Centriwinkel  derje- 
nige Winkel  ist,  un  ter  welchem  jener  erstere  Bogen 
vom  anderen  Brennpunkte  aus  gesehen  wird. 

Zusatz.  Rollt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  in 
einer  Ebene  auf  einer  festen  Geraden  dieserEbene,  * 
so  verhalten  sich  die  dem  Be*rüh rungspunk te  beider 
Linien  entsprechenden  Geschwindigkeiten  des  einen 
Brennpunktes  ebenso  wie  die  Geschwindigkeiten,  mit 
welchen  die  Zuglinie  des  anderen  Brennpunktes  in  der 
Ebene  €t  des  Kegelschnittes  selbst  den  Berührungs- 
punkt begleitet. 

Lehrsatz  16. 

Rollt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  auf  einer  geraden 
Linie,  so  beschreibt  unter  allen  Punkten  ihrer  Ebene 
der  Mittelpunkt  derselben  die  kürzeste  Curve. 


§.  5. 

Von  den  Curven,  welche  durch  das  Rollen  einer 
Curve  auf  einer  anderen  Curve  erzeugt  werden. 

Denkt  man  sich  zwei  Polygonstücke  MABCDN  und 
M^BnCxDiNi  oder  93  und  58,,  deren  gleichnamige  Seiten  paar- 
weise gleich  sind ,  so  kann  man  das  eine,  z.  B.  sö,  dergestalt  um 
das  andere  herumführen,  dass  fortwährend  die  gleichen  Seiten 
sich  decken  und  dass  die  Ecken  von  93  sich  um  die  gleichnamigen 
Ecken  von  ^  drehen.  Wahrend  aber  diess  geschieht,  wird  jeder 
beliebige,  mit  der  Ebene  von  93  fest  verbundene  Punkt  Peine 
krumme  Linie  beschreiben,  welche  aus  so  vielen  Kreisbogen  be- 
steht, als  das  Polygonstück  93  Ecken  hat;  die  Halbmesser  a,  b, 
ct  d  dieser  Bogen  werden  den  Abständen  PA,  PB,  PC,  PD  des 
Punktes  P  von  diesen  Ecken,  und  die  Centriwinkel  derselben 
uerden,  jenachdem  die  zusammentreffenden  Ecken  von  93  und  93, 
sich  gegenseitig  ihre  convexen  Seiten  2ukehren  oder  nicht,  den 
Summen  oder  den  Differenzen  der  Winkel  a  und  ax ,  ß  und  ft, 
/und  y, ,  d  und  dl9  welche  die  gleichnamigen  Seiten  mit  den 
Verlängerungen  der  vorhergehenden  bilden,  gleich  sein. 
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Unter  den  vielen  Fällen,  welche  auf  der  Unterscheidung  des 
Convexen  und  Concaven  in  den  beiden  Polygonstücken  beruhet), 
i       kommen  hier  vorzüglich  folgende  in  Betracht  : 

a)  Alle  Winkel  a,  ß,  y,  6  von  93  sind  grosser  (oder  doch  nur 
einzelne  eben  so  gross)  als  die  gleichnamigen  AVinkel  von  % :  und 
dann  ist  es  für  das  Endresultat  einerlei,  ob  die  convexen  Ecken 
von  25  durchweg  den  convexen,  durchweg  den  concaven,  oder  aber 
theils  den  convexen,  theils  den  concaven  Ecken  von  %  zugekehrt 
werden. 

6)  Sämmtliche  Winkel  a,  ß,  y,  6  sind  kleiner  (oder  doch 
nur  einzelne  eben  so  gross)  als  die  gleichnamigen  von  934,  und  es 
kommt  die  Bedingung  hinzu,  das»  die  convexen  Ecken  von 
entweder  durchweg  den  convexen  oder  durchweg  den  concaTen 
Ecken  von  93  zugekehrt  seien. 

c)  Beide  Polygonstucke  sind  congruent. 

Bezeichnet  man  nämlich  die  Länge  der  vom  Punkte  P  be- 
schriebenen Curve ,  jenachdem  23  von  der  einen  oder  von  der  an- 
deren Seite  auf  93j  rollt,  das  eine  Mal  durch  IT  und  das  andere  Mal 
durch  W0,  und  bedenkt,  dass  diese  beiden  Fälle  sich  durch  die 
additive  und  subtraktiye  Lage  der  gleichnamigen  Winkel  unter- 
scheiden, so  erhält  man  für  W  und  W0  nothwendig  zwei  Glei- 
chungen von  folgender  gegenseitiger  Beziehung,  nämlich  im  Falle 

a)  W  =  a(«±«i)  +  0  (j?±ft) +c(yT?i)  -f  dftfA) ; 
WQ  =  a  («+«!>  +  6  tfTft )  +  c  (y±n )  +  d  (d+d1 )  ; 

und  hieraus  die  dritte: 

W  +  W0  =  2  (a«+  bß  +  cy+  dS)  =  2£(aa) : 

b)  fT==a(aJ+«)+o(iS1+j3)  +  c(y1-f7)  +  rf(d1-fd); 
?F0=  a  K-a)  +  b  +  c(n-T)  +  «*<*i— *)  : 

JF—  W0  =  -A{aa+bß+Cf+dS)  =  22;(ö«); 

c)  fF  =  2(aa+ü/3-|-cy-feW); 
FFo=0; 

IF±  JF0  =  22: («*).; 

Da  nun  die  Grossen  Z(aa)  und  2" (a sine)  der  Gleichheit  an 
so  näher  kommen,  je  kleiner  die  Bogen  er,  ß,  y,  d  werden,  » 
erhält  man  folgenden  Satz,  aus  welchem  man  mit  Leichtigkeit 
noch  eine  Reihe  anderer  Sätze  wird  ableiten  können: 

Lehrsatz  17. 

Haben  zwei  Polygonstücke  93  und  93t  paarweise  and 
in  derselben  Ordnung  gleiche  Seiten,  und  rollt  da« 
stere  auf  der  einen  Seite  des  andern,  so  beschreibt  ein 
jeder  mit  der  Ebene  von  23  fest  verbundene  Punkt  P 
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eine  krumme  Linie  W\  und  rollt  93  auf  der  anderen 
Seite  von  93| ,  so  beschreibt  derselbe  Punkt  P  eine  an- 
dere krumme  Linie  W0.  Sind  nun  a)  alle  hohlen  Win kel 
von  93  kleiner  als  die  ihnen  entsprechenden  hohlen 
Winkel  Von  33.,  oder  doch  nur  einzeln  denselben  gleich, 
so  nähert  sich  die  Summe  der  Längen  von  W  und  W0 
am  so  mehr  der  doppelten  Lengede»  Fu  ssp  unkte  n-Viel- 
ecks  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  Polygon  stück  23, 
je  kleiner  die  Nebenwinkel  aller  jener  hohlen  Winkel 
werden.  Sind  dagegen  b)  alle  hohlen  Winkel  von  93 
grosser  als  die  ihnen  entsprechenden  hohlen  Winkel 
von  2$i  oder  doch  nur  einzeln  denselben  gleich,  und  sind 
bei  der  Erzeugung  von  \V  immer  nur  die  convexen  Win- 
kel von  93  den  convexen  von  33j ,  und  bei  derErzeugung 
von  ir0  immer  nur  die  concaven  Winkel  von  93  den  con- 
vexen von  $$!  zugekehrt,  so  gilt  das  näml  iche  nicht  von 
der  Summe,  sondern  von  dem  Unterschiede  jener  Län* 
gen.  Sind  endlich  c)  beide  P  olygon s  tücke  congruent, 
so  gilt  diess  von  der  Länge  der  einen  Curve  selbst,  und 
die  andere  verschwindet. 

Lehrsatz  18. 

Ä)  Rollt  eine  beliebige  Curve  (oder  ein  Curven- 
stück)  $3  auf  der  einen  Seite  einer  anderen  beliebigen 
Curve  93],  so  beschreibt  ein  jeder,  mit  der  Ebene  von 
33  festverbundene  Punkt  P  eine  neue  Curve  W;  und 
rollt  93  auf  der  anderen  Seite  von  93j  so,  dass  immer 
wieder  dieselben  Punkte  beider  Curven  wie  das  erste 
Mal  zusammentreffen,  so  beschreibt  derselbe  Punkt 
Peine  andere  Curve  W0.  Ist  nun  er)  dieCurve93inal!en 
ihren  Punkten  stärker  gekrümmt,  als  die  Curve  93]  in 
den  entsprechenden  Punkten,  so  ist  die  Summe  der 
Längen  von  W  und  W0  doppelt  so  gross  als  die  Länge 
der  Fusspunkten-Curve  des  Punktes  P  in  ßezu£  auf 
die  Curve  93;  ist  aber  b)  die  Curve  93  in  allen  ihren 
Punkten  schwächer  gekrümmt,  als  die  Curve  93}  in  den 
entsprechenden  Punkten,  und  ist  b e  1  der  Erzeugung 
der  neiden  Curven  W  und  W0  das  eine  Mal  der  conve- 
xen Seite  von  93]  durchweg  die  convexe,  dasandereMal 
durchweg  die  coneave  Seite  von  93  zugekehrt,  so  ist 
der  Unterschied  der  Längen  von'W  und  W0  doppelt  so 
gross  als  die  jener  Fusspunkten-Curve.  Sind  endlich 
c)  beide  Curven  23  und  33|  congruent,  so  gilt  das  nämliche 
von  der  Länge  der  einen  Curve  W  selbst,  und  die  an- 
dere W0  verschwindet.  Uebrigens  gilt  das  in  a)  und  b) 
Ausgesagte  auch  noch,  wenn  die  Krümmungen  der  Cur- 
ven 93  und  fßt  in  einzelnen  Punktenpaaren  einander 
gleich  sind. 

B)  Die  Längen  derjenigen  Curven  W  und  Wo  bilden 
unter  allen  die  grosste  Summe  oder  Differenz,  welche 
▼om  Punkte  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  die 
mit  den  reeiproken  Wer  theo  ihrer  Kr  ümungshafbmesser 
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behafteten  Punkte  der  rollenden  Curve  beschrieben 
werden. 

(T)  Und  jene  Summe  oder  Differenz  wird  um  so 
grosser,  je  »veiter  der  beschreibende  Puokt  P  über 
diejenige  Kreislinie  hinaus  liegt,  welche  um  den  ge- 
nannten Punkt  der  kleinsten  Entfernung,  als  Mittel- 
punkt, durch  den  von  ihm  entferntesten  Puokt  der 
Curve  $8  gelegt  wird. 


Lehrsatz  ld. 

A)  Die  Epicvkloide  und  die  von  dem  nämlichen 
Punkte  beschriebene  Hypocykloide  sind  zusammen 
doppelt  so  lang  als  die  Fusspunkten  •  Curve  jenes 
Punktes  in  Bezug  auf  den  erzeugenden  Kreis,  wennder 
letztere  kleiner  als  die  Basis  ist;  dagegen  ist  die  Epi- 
cvkloide um  die  doppelte  Länge  dieser  Curve  grosser 
als  die  Hypocykloide,  wenn  der  erzeugende  Kreis 
grosser  als  die  Basis  ist;  und  sind  diese  beiden  letzte» 
ren  einander  gleich^so  ist  die  Epicykloide  doppelt  so 
lang  als  jene  Fusspunkten  •  Curve  — es  mag  nun  die 
ganze  Basis  oder  nur  ein  bestimmter  Theil  derselbe o 
von  einem  besti mmten  Theile  des  erzeugenden  Kreise? 
durchrollt  werden. 

Ii)  Die  Summe  oder  Differenz  der  Längen  der  Epi* 
cykloide  und  Hypocykloide,  welche  vom  Mittelpunkte 
des  erzeugenden  Kreises  auf  einerlei  Basis  beschrie- 
ben werden,  ist  doppelt  so  gross  als  diese  Basis,  und 
ist  die  letztere  dem  ganzen  Umfange  des  erzeugenden 
Kreises  gleich,  so  ist  dieSumme  oder  der  U n terschied 
der  Längen  der  Epicvkloide  u nd  Hypocykloide,  welche 
von  irgend  einem  anderen  Punkte  beschrieben  werden» 
grösser  als  die  doppelte  Basis. 

Anmerkung.  Im  Falle  B)  sind  die  Epicykloide  und  Hypo- 
cykloide selber  Kreise  oder  Kreisbogen;  ist  nämlich  der  Halb- 
messer der  Basis  =r,  der  des  erzeugenden  Kreises  =o,  so  ist 
der  der  Epicykloide  W  =  r  +  p  und  der  der  Hypocykloide,  wenn 
r>p,  =r — q,  und  wenn  r<o,  =q — r.   Ist  nun  2©r*  der  durch 

rollte  Theil  der  Basis,  wo  so  verhält  sich,  wenn  r>p: 

W  :  2(r+p)  n  =  2yr»  :  2r*; 
W0'  2 (r— p) n  =  2ot»  :  2r«; 

also 

IF+  fF0  =  2?(r+p)*  +  2?(r—  Q)*  =  4gr*. 

Ist  aber  r  <p,  so  ist 

W—  W0  =  2?(r+p)  n—2q(p-r)n  =  iqrn; 
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» 

in  beiden  Fällen  also  erhält  man  das  Doppelte  der  Basis  oder, 
was  einerlei  ist ,  das  Doppelte  des  erzeugenden  Kreisbogens. 

> 

Lehrsa tz  20. 

Rollt  ein  Bogen  eines  Kegelschnittes  nacheinander 
auf  beiden  Seiten  eines  eben  so  langen  Bogens  einer 
beliebigen  Curve,  so  beschreibt  ein  jeder  Brennpunkt 
des  Kegelschnitts  zwei  Curven,  deren  Summe  oder  Un- 
terschied eine  bestimmte,  von  der  Basis  unabhängige 
Grosse  hat,  jenachdem  der  erste  Bogen  durchweg 
stärker  oder  schwächer  als  der  zweite  gekrümmt  ist, 
vorausgesetzt,  dass  im  zweiten  Falle  die  Basis  keinen 
Wendungspunkt  besitzt.  Diese  Grösse  ist  nämlich  im 
Falle  der«  Parabel  die  Projektion  ihres  Bogens  auf 
eine  zur  Achse  senkrechte  Gerade,  und  im  Falle  der 
Ellipse  und  Hyperbel  ein  Kreisbogen,  welcher  die 
halbe  Hauptachse  zum  Halbmesser  und  das  Doppelte 
des  Winkels,  unter  welch  em  j  ener  Bogen  vom  anderen 
Brennpunkte  aus  gesehen  wird,  zum  Centriwinkel  hat. 

Lehrsatz  21. 

Rollt  ein  Kegelschnitt  auf  einem  demselben  con- 
gruenten  Kegelschnitte,  indem  immer  zwei  entspre- 
chende Punkte  zusammentreffen,  so  hat  1)  unter  allen 
Punkten  in  der  Ebene  des  ersten  sein  Mittelpunkt  die 
geringste  Geschwindigkeit;  2)  verhalten  sich  die  Ge- 
schwindigkeiten, mit  welchen  sich  ein  Brennpunkt  in 
der  Ebene  der  Basis  bewegt,  ebenso  wie  dieGeschwin- 
digkeiten,  mit  welchen  im  Falle  der  Parabel  die  mit 
der  Achse  parallele  Gerade,  im  Falle  der  Ellipse  und 
Hyperbel  die  Zuglinie  des  ajnderen  Brennpunktes 
den  Berührungspunkt  beider  Kegelschnitte  in  der 
Ebene  des  erzeugenden  begleitet. 


Theü  vm. 


• 

13 


Digitized  by  Google 


191 


XVI. 

Heber  einen  Satz  der  analytischen 

Geometrie. 

» 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Jedermann  kennt  die  elegante  and  in  der  Anwendung  so  frucht- 
bare Formel,  durch  welche  der  Cosinus  des  zwei  rechte  Winkel 
nicht  übersteigenden  Winkels,  den  zwei  von  dem  Anfange  eine» 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  im  Räume  ausgehende  gerade 
Linien  mit  einander  einschliessen ,  durch  die  Cosinus  der  tob 
diesen  Linien  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatcoaien 
eingeschlossenen,  ebenfalls  zwei  rechte  Winkel  nicht  übersteigen- 
den Winkel  ausgedrückt  wird.  Sind  nämlich  a,  ß,  y  und 
die  von  den  beiden  Linien  mit  den  positiven  Theilen  der  drei 
Coordinatenaien  eingeschlossenen ,  180°  nicht  übersteigenden  Wm- 
kel,  und  bezeichnen  wir  den  von  diesen  beiden  Linien  mit  einan- 
der eingeschlossenen,  ebenfalls  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
durch       so  ist  bekanntlich 

cos  0  =  cos  a  cos  ak  +  cos  ß  cos  ft  +  cos  y  cos  y, . 

Es  scheint  mir  interessant  zu  sein,  diesen  in  der  vorhergehen- 
den Form  auf  rechtwinklige  Coordinaten  eingeschränkten  Satz  aal 
beliebige  schiefwinklige  Coordinatensysteme  zu  erweitern,  oder 
vielmehr  die  der  vornergehenden  entsprechende  allgemeine  Glei- 
chung für  jedes  beliebige  schiefwinklige  Coordinatensystem  aufzu- 
suchen ,  unter  welcher  die  vorhergehende  Gleichung  als  ein  beson- 
derer Fall  enthalten  ist,  und  aus  der  dieselbe  hervorgehen  mus& 
wenn  man  das  beliebige  schiefwinklige  System  rechtwinklig  an- 
nimmt. Diese  allgemeine  Gleichung  werde  ich  in  der  vorliegenden 
Abhandlung  auf  eine^  vou  andern  nicht  ganz  allgemein  bekannten 
Untersuchungen  möglichst  unabhängige  und  völlig  elementare  Weise 
zu  entwickeln  versuchen,  und  werde  dann  auch  zeigen,  dass  sich 
aus  derselben  mit  grosser  Leichtigkeit  ein  anderer  ebenfalls  sehr 
bemerkenswerther  fcatz  ableiten  lässt,  welchen  Cauchy  auf  eine 
von  der  hier  gegebenen  Entwicklung  völlig  verschiedene  Weise 


Digitized  by  Google 


195 

in  der  neuesten  bis  jetzt  erschienenen  Lieferung  seiner  Exer- 
cices  d'Analyse  et  de  Physique  mathe'matique  *)  be- 
wiesen hat«  bemerke  aber,  dass  ich  die  in  Rede  stehende  allge- 
meine, von  Cauchy  a.  a.  O.  nicht  entwickelte  und  wohl  auch 
überhaupt  sonst  noch  nicht  bekannte  Gleichung  als  den  Haupt- 
gegenstand dieser  Abhandlung  betrachtet  zu  sehen  wünsche. 


II. 

In  Taf.  III.  Fig.  7.  sei  O  der  Anfang  eines  beliebigen  Coor- 
dinatensystems  im  Kaume  und  OK—  q  eine  von  demselben  aus- 
gehende gerade  Linie ,  welche  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  x,  y,  s  respective  die  180°  n'tcnt  Übersteigenden  Winkel 
a,  ß,  y  einschliefst.  Die  Coordioaten  des  Punktes  K  seien  x,  y,  z. 
Sind  nun  OX,  O  Y,  OZ  die  Theile  der  drei  Coordinatenaxen,  welche 
den  körperlichen  Winkel  einscbliessen ,  in  dem  die  Linie  OK  liegt, 
so  besenreibe  man  über  denselben  als  Kanten  von  unbestimmter 
Länge  und  mit  der  ihrer  Länge  nach  bestimmten  Linie  OK  als 
Diagonale  ein  Parallelepipedon ,  wie  aus  der  Figur  ohne  weitere 
Erläuterung  ersichtlich  ist.  Denken  wir  uns  dann  noch  die  in  der 
Fizur  nicht  gezeichnete  Linie  AK  gezogen,  so  ist  nach  einem 
bekannten  trigonometrischen  Satze  in  dem  Dreiecke  OAK: 

1)  AK*  =  0JC*+G4*— 20Ä\  OA. cos AOKt 
und  nach  demselben  Satze  ist  offenbar 

2)  AK*=z  OB*+OC*  +  i20B.OC.cosYQZ. 

■  i 

Nun  ist  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fällt,  entweder 

OA  =  +  x,  ^AOK=za 

oder 

OA  =  -x,  ^<4OA:  =  180o~a, 

und  folglich  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

OA  —  ±x,  cos  AOK  =  ±  cosa; 

also  immer 

OA  .  cos  A  OK  s=  x  cos  «; 
folglich  nach  1)  in  völliger  Allgemeinheit : 

3)  AK2  =  q*+x*— 2qx  cos  «. 
Ferner  ist,  wobei  die  Bedeutung  des  Symbols  (gi)  als  bekannt 


*)    Tome  troüueme.  1843.   29.  Livraison.   Parii.  1845.  p.  137. 

13* 
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vorausgesetzt  werden  kann,  mit  Beziehung  der  obern  und  unten» 
Zeichen  auf  einander  entweder 

OB  =  ±y,  OC^A-z,  ZFOZ=(yz) 

r 

oder 

Oß=±y,  OC=  +  z,  ZFÖZ=180°— (y:); 
d.  i.  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 
OB.OC  =  ±yz,  cos YOZ  =  ± cos (yz); 

also  immer  \ 

OB.OC.  cos  YOZ  =  yz  cos (yz) ; 

folglich  nach  2)  in  völliger  Allgemeinheit : 

4)  ==  ya  +  za  +  2yz  cos  (yz). 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  ergiebt  sich  also  jetzt  die 
völlig  allgemein  gültige  Gleichung : 

5)   o* + x1 — 2o  x  cos  a  =  y2  +*a  +  2yz  cos  (yx). 

Vertauscht  man  nun  aber  in  dieser  Gleichung  die  Zeicheo  ge- 
hörig,  so  erhält  man  überhaupt  die  drei  folgenden  ganz  allgemein 
gültigen  Gleichungen: 

(  oa  +  a^—  2qx  cos a  =  y*  +  2a  +  2yz  cos  (yz), 
6)     I  o2  +  y*— 2oy  cos  |3  =  z*  +  *2  +  2z*  cos  (za:) , 
(  0*+  :*_2ozcosy  z=*2  +  ya  +  ^cos(xy). 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  ergiebt  sich : 

7)   3o2— 2o(a:  cos  a+y  cos cos  y) 
=  ara+y2+  z*+2xy  cos(:ry)+2yz  cos<yj)+2z:rcos(zx). 

Denkt  man  sich  jetzt  in  der  Figur  von  den  Punkten  C  uadfl 
auf  die  Linie  OK  Perpendikel  gefällt ,  und  bezeichnet  deren  Fiu*- 
punkte  durch  C  und  /X,  so  ist 

8)   OK  =  KD'  +  CD'  +  OC. 

Jenachdem  nun  OA  =  +  x  oder  OJ  =— x  ist, ist  offenbar 
^XOK—a  oder  ^ JCOK=180°— «,  d.  h.  es  ist  mit  Beziehung 
der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 

OA  =  ±x,  cosXOK  =  ±co8«; 
folglich  in  völliger  Allgemeinheit 

KD'  =  OA .  cos  XOK  =  x  cos  a. 
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Denkt  man  sich  durch  CO  und  DD'  zwei  auf  OK  senkrecht 
stehende  Ebenen  gelegt,  und  zwischen  denselben  von  C  aus  eine 
der  Linie  OB  parallele  Linie  O  D"  gezogen ,  so  ist  offenbar 
CD"=:OB,  und,  jenachdem  OB=  +  y  oder  OB=— y  ist,  ist 
Z D' CD"  =Z. YOK  =  8  oder  ZZ>'CZ>"  =  Z.YOK  =  180° — ß, 
d.  h.  es  ist  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

OB  =  ±yt  cos  DCD"  =  cos  YOK  =2±cosß; 

also  ist,  weil  das  Dreieck  CDD"  offenbar  bei  D'  rechtwinklig 
ist,  in  völliger  Allgemeinheit 

C  D'  =  OB.  cos  YOK— y  cos  jj. 

Jenachdem  endlich  OC=-f  z  oder  OC=  —  %  ist,  ist  offenbar 
£ZOK=y  oder  Z ZOK  =  180°— y,  d.  h.  es  ist  mit  Beziehung 
der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 

OC  =  ±z,  cos  ZOK  =  ±  cos  y; 

folglich  in  völliger  Allgemeinheit 

OC=OC. cos  ZOK—  z  cos y. 

Fuhrt  man  nun  die  gefundenen  Ausdrücke  von  KD' ,  (?D\  OC 
in  die  Gleichung  8)  ein,  und  setzt  zugleich  OÄ=o,  so  erhält 
man  die  Gleichung 

9)   q  =  x  cosa-f  y  cos/5-J-2  cosy. 

Diese  Gleichung  führt  aber  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
7)  auf  der  Stelle  zu  der  Gleichung 

10)   p*  =  x1  -f- y1  -f  z2 -f- 2jry  cos  (xy)  -f-  2yr  cos  (yz)  -f  %zx  cos  (sar) . 

Sind  jetzt  x,  y,  z  und  xl9  ylt  zv  die  Coordinaten  zweier  be- 
liebigen Punkte  im  Räume,  deren  Entfernung  von  einander  durch 
E  bezeichnet  werden  mag,  so  lege  man  durch  den  ersten  dieser 
beiden  Punkte  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  paralleles 
Coordinatensystera,  und  bezeichne  die  Coordinaten  des  zweiten  der 
beiden  gegebenen  Punkte  in  Bezug  auf  dieses  neue  System  durch 
afy  y't  z  ;  so  ist  nach  den  einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten 

xx  =zx  +  x\  yx  =  ;/-fy',  zx  =i  +  *'; 

also 

x'  =  xl—x,  2' 
Nun  ist  aber  nach  10)  offenbar 

=  x* + y*  +  z'*  +  2x'y'  cos  (xy)  +  2y  V  cos  (yz)  +  2j  V  cos  (zx) , 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 
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11)  ='  {xx-x?  -f  (yt-y)2  +  (s,-:)« 

+  2        .r)  (yt— y)  cos  (.ry) 
+  2(yi—y)  (ti— 2)  cos  (yz) 
^-2(zl-z)(xl—  x)  cos  (;x) 

oder 

12)  J5*  =  +  (y-yj*  +  («0» 

+  2  (x — xx)  (y— yx)  cos  (.ry) 

+  2  <sr — 3fi)  (;— 2i)  cos  (yi) 
-f  2  (2— n )  (x—xj  cos  (r;r). 

Führt  man  den  Ausdruck  von  0*  aus  10)  in  eine  jede  der  drei 
Gleichungen  6)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Kedoc- 
tionen  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

t  q  cos  «  =  x  -f  y  cos  (xy)  -f  2  cos  (zx) , 
13)    J  ocosjS  =  y  +  z  cos(yz)  +  *cos (xy), 
\  ocosy  =  2  +  u:cos(za:)  +  ycos(y:); 

und  wenn  man  nun  aus  diesen  drei  Gleichungen  auf  dem  Wege 
gewöhnlicher  algebraischer  Elimination  xt  y,  z  bestimmt;  so  er- 
hält man,  wenn  der  Kürze  wegen 

K  =  cos  «  sin  *(yz)r-  cos  ß  I cos  (*y)  — cos  (y*)  co*  1 

—  cos  y  \  cos  (xar)  —  cos  (xy)  cos(y:) } , 

f  L  zzz  cos  /S  sin  *  (r.r)  —  cos  y  { cos  (y  z)  —  cos  (zx)  cos  (xy)  | 

—  cosa{cos(xy) — cos(yz)coa(zx)\, 

M  =  cos  y  sin  a(ary)  —  cos«{  cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos(y:) } 

—  cos  ß  \  cos  (yz)  —  cos  (zx)  cos  (xy)\ 

und 

15)  N  =  1  —  cos  %tty)— cos  2(yz)— cos*(:x) +2cos(.ry)  cos(y:)  coa(ij) 
gesetzt  wird: 

1RX         K  L  M 

16)   x  =  -^o,  y=r-^o,   :  =  -^Tp. 

Es  ist  auch,  wie  man  leicht  findet: 

17)  N  =  sin  2(yz)  sin  2(:x)  —  { cos  (ary)  —  cos  (y:)  cos  (zx)  )* 
=  sin  *(zx)  sin  a(a:y)— { cos  (y:)  —  cos  (zx)  coa(xy)  i* 
z=z  sin  *(a*y)  si n  2(yz)  —  ( cos  (rar)  —  cos  (xy)  cos  (yz)  j*. 

Zerlegt  man  aber  jede  dieser  Differenzen  zweier  Quadrate 
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auf  bekannte  Weise  io  Factoren,  so  erhält  mau  mit  Hälfe  einiger 
bekannten  gonioiuetrischen  Formeln  auch: 

18)     N  =  4  sin : ;  \ (xy) + (yz)  +  (zx)  j  sin  J  ( (i/z)  +  (zx)  -  (xy) , 
X sin  i !  (ort/)  +  (:.r)-(yz) }  sin  4  (  (ry)+  (y;)  ~  (~r)  {. 

HI. 

Wir  wollen  uns  nun  zwei  von  dem  Anfange  der  Coordinaten 
ausgehende  gerade  Linien  denken,  und  den  von  denselben  einge- 
schlossenen, 180°  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  &,  die  von 
diesen  Linien  mit  den  positiven  Thailen  der  drei  Coordinatenaxen 
eingeschlossenen ,  ebenfalls  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  aber 
durch  er,  6,  y  und  at ,  ßlf  yj  bezeichnen.  In  jeder  dieser  beideo 
Linieu  nennten  wir  einen  beliebigen  Punkt  an,  und  bezeichnen  die 
Entfernungen  dieser  beiden  Punkte  von  dem  Anfange  der  Coordi- 
naten durch  g  und  Qt ,  ihre  Entfernung  von  einander  aber  durch 
E;  so  ist  nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze 

19)     E*  =  p*  +  p!3  —  2p0l  cos  S. 

Bezeichnen  wir  aber  die  Coordinaten  der  beiden  in  Rede  stehen- 
den Punkte  durch  .r,  y,  2  und  xlt  yl9  zx ;  so  ist  nach  10)  und  1*2) 

p*  =  x*  \  y*  -|*  2*  -|-  Iry  cos  (xy)  -f  -  2yz  cos  {yz)  -f  2*:r  cos  (zx) , 
Pi*=  cosixyHfy^  co9(ip)+2zl.Tf  roste) 

und 

f-  2  (x— xt)  (y— y,)  cos  (xy) 

+  2  (y— #i)  (2— «i) cos  (yz) 

+  2(2-2!)^^)  cos  (zx); 

also  nach  19): 

(*-*,)* +(y~Jy1)H(r-*i)* 

+  2      *i )  (y—yY )  cos  (xy ) 
+  -  (y—Vi)  (*— *i)  cos  (y2) 

-+  2  (2  2i  )  (X — Xt )  C08  (ZX) 

=      +  y*  +  2a  +  2ay  cos  (:ry)  +  2;/:  cos  (y:)  +  22a:  cos  (:^) 
+  *iHyiHzi*+2*i2fi  cos(j-i/)+2|y121  costyO+z*:,*,  cos(r.r) 
—  2pp}cos0, 

oder,  wie  man  hieraus,  wenn  man  aufhebt,  was  sich  aufheben 
tässt ,  leicht  findet : 
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20)     QQx  cos  &  =  xxi+yyl  +  zzl  +  ( xyt  +yxx )  cos  (xy) 

+  cos(jy:) 
+       -f     )  cos  (:.t). 

Setzen  wir  aber  der  Kurze  wegen 

21)  P  =  sin  *(xy) ,  Q  =  sin  % :) ,  R  =  sin  «(rar) 

und 

Px  =  cos  ( j-y)  —  cos  (yz)  cos  (ix) , 

22)  |  Qt  =r  cos(yi) — cos  (zx)  cosfrxy) , 
Ä1  =  cos  (ix)  —  cos  (xy)  cos  (yr) ; 


so  ist  nach  16) 


und 


Qcosa— P2  cos/J— Äx  cosy 

 iv  •  *' 

  R  cos  ß~Qi  cos  y—  Pt  cos  a 

y  2v 

„       P  cos  y  —     cos  a— » Qt  cos 

2y  P 


„   Qcos  «i  —  P,  cos ßt  —  R*  cos  y, 

*i  1          jv   *  aPi, 

  P  cos    —  Qx  cos  yt  —  PY  cos  at 

\   Pcos  Yi  —  i?i  cos  pfr  ~  Qi  cos 

1  ~~   2v  

Also  ist  nach  20): 

23)  NNcosBz= 
(Q cos a—  Px  cos/?— P,  cos y)  (Qcos«j—  P,  cos    —  Rx  cos £,) 
-f  (Pcos/?—  (?!  cosy— Pj  cosa)(Pcosft  —  Qx  cos^—  P,  co*  o,) 
+ (Pcos  y  —  Pi  cos  a — Q,  cos  0)  (P  cos  yi—  /?!  cos  er,  —  Qx  cos  > 
j  (Qcosa— P,  cos/3— P,  cosy)(Pcosft  -    cosy!  -P,  cos«! )  j 
j +(Pcos£-  Qt  cosy -Pi cosa)(  Qcos«!  -Pj cosft  -  P,  cosy, )  {  cos(-t^) 

r  (Pcos/5«Q,cosy— Plcosa)(Pcosy1— Pjcosan— ftcosft)) 
|+(Pcosy-P1cosa-C?iCOS/J)(Pcosft-Q1co8y1-P1cosol)l 
j  (Pcosy— PiCosa— QiCos/3)(Qcosa1— P,cosft  —  Picosy,)) 
(+(  Qcosa— Pj  cosß—Ri  cosy)(Pcosy, — Pt  cosat — Qt  cosft  )' 


Digitized  by  Google 


201 


oder,  wie  man  nach  leichter  Entwickelung  findet: 

24)   NNcosß  =:  [QQ  +  PlPl+R1Rl 

—2QPl  cos(*y) 
-f  2/>1Ä1cos(yz) 
— 2RlQcoa  {zx) 

+  ( RR  +QtQi+  PXPX 

—  2  RPX  cos  (xy) 

—  2QXR  cos  {yx) 
+  <ZP1Q1cqs(zx) 

+  {PP+R^  +  Q^ 
+  2QxRxco8(xy) 

—  2  PQX  cos  (yz) 
•  —  2Ä1Pcos(z#) 


cosa  cos«! 


cos  0  cos  ßi 


cosy;cosyl 


-  \((Q^R)Pl^.QlR1) 

-(QR+PM  cos(xy) 
-(PiQj-ÄÄi)  cosfyx) 
-(Ä^-Q^Jcos^) 

-  I  ((R+P)  Qi  —  i?i  Px) 

—  (PiQi-RR!)  cos(xy) 
-(ÄP+ftQJ  costyx) 
-(Q1Ä1-PP1)cos(xa:) 

-(RxPx-QQl)coS(xy) 
-(QxRx-PPx)cos(yz) 
—(PQ+R1Rl)  cos(xar) 


(cos  a  cos  ßi  -f  cos  0  cos  ax) 


(cos  /?  cos  yi  +  cos  y  cos  ßx) 


(cosycoscj  -f  cosacosyt). 


Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

25)  '  NN  cos  &  =  A  cos  a  cos  aj 

-f  Bcosßcoaßx 
-fCcosycosyx 

+  />  (COS  «  COS  ßx  -f  COS  ß  COS  tfj  ) 

E  (cos  |5  cos  yi  +  cos  y  cos  ft) 
-f  F(cosy  cos  (*i  -f  cosa  cos yi), 

HO  die  Bedeutung  von 

A,  B,  C,  Z>,  E,  F 
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von  selbst  erhellen  wird;  so  ist,  wie  man  nach  einigen  leichten 
Reductionen  findet: 

A  =  iVsin^x) , 
B=  iVsin  *(:*), 
C=  iVsin*(xy), 

D  =  —  N\  cos  (xy)  —  cos  (t/z)  cos  (zj  )  \ , 
E  — — iV{cos(y:)  — cos  (r.*r)cos(:ry)  J, 
F  =  —  N\  cos  (xjt)  —  cos  (xy)v.oa  (yz)  J ; 

und  nach  25)  erhält  man  also  für  iVcos  G,  wo  immer  iV  seine  au* 
dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  hat,  den  folgenden  merkwürdi- 
gen Ausdruck: 

2f>)   iV  cos  ö  =    sin        cos  a  cos  «i 

-f  sin  *(«?)  cos  j3  cos  j5j 
+  sin  *(xy)  cos  y  cos  yx 

— { cos  (xy) — cos  (yz)  cos  (zx)  \  (cos  a  cos  -f  cos  /?  cos  at) 
— ( cos  (yj) — cos  (zx)  cos  (xy)  j  (cos  ß  cos  yl  -f  cos  y  cos  ft) 
—  { cos  (zx) — cos  (xy)  cos  (yz) }  (cos  y  cos  crt  -f  cos  er  cos  yi). 

Für  rechtwinklige  Coordinaten  ist 

(xy)  =  (yz)=z(zx)z=W>, 

also  nach  dem  Obigen  offenbar  iV=l,  und  folglich  nach  26): 

27)   cos  9  =  cos «  cos #tA  -f  cos  ß  cos  /J4  +cos y  cosy, , 

welches  die  bekannte  Formel  ist,  deren  schon  oben  in  der  Ein 
leitung  Erwähnung  gethan  worden  ist 

IV. 

Zu  dem  im  Vorhergehenden  betrachteten  Coordinatensysteme 
der  xyz  wollen  wir  nun  ein  zweites  Coordinateosystem  der  x'y'i' 
mit  demselben  Anfangspunkte  fugen ,  dessen  Axen  auf  den  Coor- 
dinatenebenen  des  ersten  Systems,  nämlich  die  Axe  der 

y'. 

respective  auf  der  Ebene  der 

yz,  zx,  xy, 

senkrecht  stehen ,  und  wollen  die  180°  nicht  übersteigenden  Win- 
kel ,  welche  die  von  dem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte  aus- 
gehenden beiden  Linien  mit  den  positiven  Theilen  der  Aien  der 
x1,  y\  z1  einschließen,  durch  o,  p,  y  und  «\,  (^i,  y'i  bezeichnen. 
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Dies  vorausgesetzt ,  ist  offenbar  Dach  26) : 

iV cos  a\  =  sio *(yz)  cos (xx')  cos «j 
-f  sio  *(zx)  cos  (yx')  cos  ßt 
-f  sin  *(xy)  cos  (zx')  cos  yt 

—  I  cos  (xy) — cos  (yz)  cos  (zx)  \  \  cos(xx')  cos  ßt  +cos(yx')  cosffj) ) 

—  { cos  (yz)  —  cos  (zx)  cos  (xy) )  { cos  (yx)  cos  /!  +  cos(rx')  cos    ) } 

—  ( cos  (xx) — cos  (xy)  cos  (yx) )  |  cos  (zxf)  cos  «i  -f-  cos  (xx*)  cos  yt)  l , 

N  cos  j^i  =  sin  *(yz)  cos  (xy')  cos  <rA 
+ sin 2(zx)  cos (yy)  cos ft 
+  sin  *(xy)  cos  (:y')  cos  yA 

—  { cos  (xy) — cos  (yz)  cos  (zx)  \  ( cos  ( xtf)  cos    -f-  cos  (yy)  cos  «1 ! 

—  ( cos  (yz)  —  cos  (zx)  cos  ( xy)  j  { cos  (yy')  cos  yt  +  cos  (zy)  cos  J 

—  { cos  (zx) — cos  (xy)  cos  (yz) }  { cos  (zy)  cos  «fg  +  cos  (xy')cos  y,  | , 

N  cos  /i  =  sin  *(yz)  cos  (xy ')  cos  ax 
-f-sin*(zx)  cos  (yz')  cos/3] 
+sioa(xy)  cos  (zz*)  cosyx 

—  { cos  (j:y) — cos  (yz)  cos  (zx) }  { cos  (xz')  cos  ßx  -f  cos  (yz')  cos  «! } 

—  { cos  (yz) — cos  (zx)  cos  (xy)  |  ( cos  (yz')  cos  y4  -f  cos  (zz')  cos  ßt  } 

—  { cos  (zx) — cos  (xy)  cos  (yz)  )  ( cos  (zz')  cos  at  -f  cos  (xz*)  cos  yv  \. 

« 

Nach  der  Voraussetzung  sind  aber  die  Winkel 

(yx'),  (zx1);  (zy'),  (xy');  (xz')t  (yz1) 

saramtlich  rechte  Winkel,  und  die  drei  obigen  Gleichungen  nehmen 
daher  die  folgende  Gestalt  an: 

TV  C08tti 
cos  (xx') 

=  sio  *(yz)  cos  ct  —  { cos  (xy)  —  cos  (yz)  cos  (zx) )  cos  ßt 

—  { cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos  (yz)  j  cos  yx , 

cos  (yy1) 

=  sin  *(zx)  cos  ft  —  { cos  (xy) — cos  (yz)  cos  (zx)  \  cos  Oj 

—  I  cos  (yz)  —  cos  (zx)  cos  (xy)  |  co8yt , 

iV  C08/i 
cos  (zz') 

=  sin*(:ry)  cos  yj  —  { cos  (yz)  —-cos  (zx)  cos  (xy)  I  cos  /?, 

—  |  cos  (zx) — cos  (xy)  cos  (yz)  i  cos  at . 
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Weil  nun  nach  26) 

iVcosö 

=        cos  a  ( sin  *(yz)  cos    —  (cos  {xy) — cos  (yz)  cos  (zx))  cos  ft  | 

—  (cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos  (yz))  cos  y,' 

+  cos  ß  { «in  \zx)  cos    —  (cos  (xy) — cos  (yz)  cos  (zx))  cos  «|  ( 

—  (cos  (yz)  — cos  (zx)  cos  (xy))  cos  y^ 

+  cosy  {sin^aryjcosyj  —  (cosfyz)  —  cos(2jr)  cos(:ry))co8fti 

—  (cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos  (yz))  cos  C|  ( 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

28)    cos  &  —  C08ttC08  a'i  _j_  cos  ff  cos  yt     cosy  cos/x 
cos(.r.r')         cos(yy)  cos(rz') 

Bezeichnet  man  die  beiden  Linien  durch  o  und  o',  so 
man  diese  Gleichung  auf  folgende  Art  schreiben: 

2{J)  cos(op') 

 cos (q x)  cos (pV)  ,  cos(py)  cosfa'y)  ,  cos (qz)  cos(pV) 

cos(xx)  cos  (yy)  cos  (zz) 

Weil  nach  bekannten  stereometrischen  Sätzen  auch  die  Axen  der 

x,  y,  z 

reepective  auf  den  Ebenen  der 

y'z',  i'x-,  x'tf 

senkrecht  stehen ,  so  kann  man  in  der  vorhersehenden  Gleichung 
die  gleichnamigen  Axen  der  beiden  Systeme  mit  einander  verwech- 
seln, wodurch  man  die  Gleichung 

30)  cos(po') 

 cos(paQ  cos(o':r)  ,  cos(py)  cos(py)  ,  cos(pzQ  cos(p';) 

coa(xx)  cos(yi/)  cos(rr') 

erhält. 

Ist  da«  System  der  xyz,  und  also  natürlich  auch  das  System 
der  xyz'  rechtwinklig,  so  kann  man  offenbar  immer  annehmen, 
dass  die  positiven  Tneile  der  Axen  der  x',  y,  z  respective  niit 
den  positiven  Theüen  der  Axen  der  x,  y,  z  zusammenlallen ,  und 
es  ist  dann 

(jmO  =  (snf)  =  (»')  =  o 

und 

(pV)  =  (g'x) ,  (oV )  =  (Q'y) ,  <pY)  =  (p'z)  ; 


i 
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also  nach  29) : 

31)  cos(oo') 

=  cos  (qj-)  cos  (qx)  +  cos  (Qy)  cos  (o'y)  +  COS  (Ol)  cos  (p'i) , 

fvelches  wieder  die  Gleichung  27)  ist. 

In  den  Gleichungen  29)  und  30)  ist  der  in  der  Einleitung  er- 
wähnte, von  Cauchy  a.  a.  O.  auf  eine  ganz  andere  Art  bewiesene 
Satz  enthalten.  Unser  Hauptzweck  bei  der  vorliegenden  Abhandlung 
war  aber,  wie  schon  erinnert  worden  ist,  die  Entwickelung  der 
allgemeinen  Gleichung  26),  von  welcher  die  bekannte  Gleichung 
27)  ein  besonderer  Fall  ist. 


Heber  die  Schwingungen  eines  kleinen 
Körpers,  der  an  einem  elastischen  Kör- 
per befestigt  ist 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerten  nie  zu 
Sinsheim  bei  Heidelberg. 


>ie  Abhandlung  Nro.  XXVI.  im  7ten  Bande  des  Archivs  erin- 
nerte mich  an  eine  frühere  Arbeit,  die  ich  hier  vorlegen  will. 
Sie  behandelt  die  Bewegung  eines  kleinen  Körpers,  der  z.  ß.  am 
einen  Ende  eines  elastischen  Schraubendrahtes  befestigt  ist.  Wird 
ein  solcher  Draht  ausgedehnt  oder  zusammengedrückt,  so  geräth 
der  daran  befestigte  Körper  in  eine  hin-  und  hergehende  rJewe- 
gung  um  den  Punkt  seiner  Ruhe  herum.  Diese  Bewegung  ist  her- 
vorgebracht durch  die  Kraft  der  Elastizität,  von  der  man  hier  an- 
nimmt, sie  wirke  wie  eine  von  dem  Punkte,  in  welchem  das  Ende 
des  freien  Drahtes  für  den  Fall  der  Ruhe  ist,  ausgehende  und  im 
Verhältnis«  der  Entfernung  wirkende  anziehende  Kraft.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  werden  folgende  Aulgaben  leicht  verstan- 
den werden.  Es  wird  natürlich  dabei  vorausgesetzt,  dass  das 
andere  Ende  des  Drahtes  festgemacht  sei ;  der  feste  Punkt  aber, 
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von  dem  im  Folgenden  die  Rede  ist»  ist  der  Punkt,  in  welchem 
das  freie  Ende  des  Drahtes  sich  befindet,  wenn  der  Draht  unbe- 
lastet in  Ruhe  ist. 


}.  1. 

Ein  Körper,  dessen  Gewicht  (in  Kilog.)  p  sei,  ist  einer  im 
direkten  Verhältnis»  der  Entfernung  wirkenden  Kraft  unterworfen, 
die  Ton  einem  festen  Punkte  ausgeht;  weiches  ist  seine  Bewegung? 

Sei  in  untenstehender  Figur 

r  A  Q  B 

C  1  1  , 


A  der  feste  Punkt,  B  der  Ausgangspunkt  des  Korpers,  Q  seine 
Stelle  am  Ende  der  Zeit  t9  und  AQ=x ,  so  hat  man  offenbar: 

TIP"      p  * 

wenn  g  die  bekannte  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  e  eine 
konstante  Grösse  ist ,  di«  von  der  Beschaffenheit  des  Drahtes  ab- 


hängt. Hieraus  folgt  zunächst : 

a  8*x  Bx        2  nex  Bx 

<sr— 

Ist  nun  AB=a,  so  ist  v  (die  Geschwindigkeit)  för  j?=a 
Null,  also 


Aus  (1)  folgt 


V 

Da,  für  xzza,  i=0,  so  ist 


Bt.\F*2  =  ■  B*  j 

*  V         V  a*-x* 

t .  V  ~  =       arc  (sin  =  -). 


<.y^  =  ^ÜJt-arc(8iö=f),  (2, 


worin  u  eine  bestimmte  ganze  Zahl  ist. 
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Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  schliesst  man  leicht: 

Der  Körper  bewegt  sich  von  B  bis  C,  wenn  ACz=  AB ,  von 
B  bis  A  mit  zunehmender,  von  C  bis  A  mit  abnehmender  Ge- 
schwindigkeit; in  B  und  C  ist  seine  Geschwindigkeit  Null;  von 
C  bis  B  gebt  der  Korper  umgekehrt  so ,  wie  von  B  bis  C  il  s.  f. 

Die  Zeit,  welche  verfliesst,  bis  der  Korper,  nachdem  er  von. 
B  ausgegangen,  das  erste  Mal  wieder  dortbin  zurückkommt,  ist 

2tc\  P.~  ;  die  Zeit,  die  er  braucht  von  B  bis  C,  ist  die  Hälfte 
"  r/7 

davon.    (Von  C  bis  B  ist  arc(sin=  -)  negativ.) 

In  der  Formel  (2)  ist  für  die  erste  Bewegung  von  B  bis 
wieder  nach  B.  n  =  l;  für  die  zweite  Bewegung  von  B  bis  wieder 
nach  B,  «=2  u.  s.  f. 

Die  Stelle,  welche  der  Korper  am  Ende  einer  bestimmten 
Zeit  T  einnimmt,  findet  sich  folgendermaßen. 

Sei  T=2*nn\F V  +  «,  worin  o<2*V  ->  80  '** 
▼  eg  *         1  e g 

T  ^  7g_  M-l  n  =  _  arc  (s.m  =  *}  9 

demnach 

.t  =  «cos(o^  (3) 

Für  7=0  ist  o  =  0,  also  .r  =  a; 

fiir  jT=        ^  ist  Q  —  n\l  ?-  ,  also     =  — a  u.  s.  f. 
"  eg  "  ^ 

Die  Gleichungen  (I),  (2),  (3)  bestimmen  die  Bewegung  voll- 
ständig. 


Die  Verhältnisse  seien  jwie  im  vorigen  Paragraphen,  nur 
nehmen  wir  den  Korper  auch  noch  als  den  Wirkungen  der  Schwer- 
kraft unterworfen  an.  Es  sei  x  vom  Anziehungsinittelpunkte  aus 
nach  unten  gerechnet  und  die  ursprungliche  Entfernung  von  dem- 
selben wieder  a  (indem  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Schwingungen 
senkrecht  auf  und  nieder  gescnehen). 

Für  diesen  Fall  ist 
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woraus  nie  oben 

e*=£(2/fcr—  «?.r*)  +  C. 
Da,  für  x-=.a,  t>  =  0,  so  ist 
c2=£  [2p  (x—a)  +  c       x*)]  =^(2/3  —  e«— e.r)  (*— «).       (1 ) 


Setzt  man  also  2p — ae=öe,  so  ist 


dt 


P    "  V(6-.r)(a:-a)' 
<Vrf=-2arc(ts  =  ^g+^ 


P 

und  da,  für  :r=a,  t—O  ist,  so  folgt  daraas: 

t^=(2n+l)*-2arc(tg  =  ynE£),  (2) 

aus  welcher  Formel  man  x  durch  t  ausdrücken  kann. 

Vor  Allem  muss  hier  bemerkt  werden,  dass  wenn  e=0  ffir 
x—a  sein  soll,  der  Punkt,  in  welchem  der  Körper  im  Anfang  sein 
soll,  tiefer  sein  muss,  als  der,  in  welchem  die  Anziehungskraft 
und  die  Schwere  gleich  stark  wirken,  für  den  also  ex=p,  oder 

x  =  £  ist,  d.  h.  a>£;  im  andern  Falle  ginge  der  Korper  nicht 

e  e 
zurück,  sondern  er  würde  sich  zuerst  noch  weiter  vom  Anziehuogs- 
mittelpunkte  entfernen. 

Die  Geschwindigkeit  ist  Null  für  x=a  und  für  x=b  —  ~£— <l 
Der  Korper  schwingt  also  in  dem  Räume  von  x—a  bis  x=£—* 
hin  und  her;  ist  demnach  a<  — ,  so  erreicht  er  nie  den  Anrie- 

€ 

hungsmitteipunkt.   Die  Zeit,  welche  der  Korper  braucht,  um  von 

x=za  bis  ar=~ —  a  zu  gehen,  findet  sich  jt  V  —  » 
e  v  e(j 

welche  er  braucht,  um  auf  seine  ursprüngliche  Stelle  zurückzu- 
gehen: 2»V  — »  Sanz  wie  in  §•  L  Der  Punkt'  in  we,chem  der 
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Körper  die  grösste  Geschwindigkeit  hat,  entspricht  xz=?  ;  die 

ist  ty         »  a'80  J  ^er  oanzen  »Schwingungsdauer ;  zugleich  liegt 

dieser  Punttt  in  der  Mitte  zwischen  den  äussersten  Punkten.  Die 
Bewegung  ist  übrigens  ähnlich  wie  in  §.  1.. 


{.  3. 

Sei  Alles  wie  in  }.  2.,  nur  befinde  sich  der  Korper  im  An- 
fange über  dem  Punkte  a*=  — ,  sei  also  a<£,  so  findet  man  die 

gleichen  Resultate  in  Bezug  auf  die  Schwingungsdauer;  die  Be- 
wegung ist  ebenfalls  die  nämliche,  ihre  äussersten  Gränzen  sind 

*=^-  und  x=^  — a,  wie  oben,  so  dass  §.  2.  allgemein  gilt. 

Setzt  man  u  negativ,  so  deutet  diess  an,  dass  der  Korper  an- 
fanglich über  dem  Anziehungspunkte  gewesen;  die  Schwingung- 
dauer ist  die  gleiche,  wie  so  eben;  der  Körper  oszillirt  zwischen 

x  = — a  und  x=^+«;  seine  grösste  Geschwindigkeit  hat  er 
am  nämlichen  Punkte,  wie  so  eben  u.  s.  f. 


§.  4. 

Sei  ein  Körper,  dessen  Gewicht  p  sein  soll,  der  Wirkung 
zweier  anziehenden  Mittelpunkte  unterworfen,  welche  auf  die  an- 
geführte Art  wirken;  heissen  C  und  C  die  Mittelpunkte,  ist« 
iure  Entfernung  und  werden  die  Abszissen  x  gezählt  von  C  gegen 
C,  ist  der  Körper  femer  im  Anfange  der  Bewegung  auf  der  gera- 
den Linie,  welche  die  beiden  Anziehungsmittelpunkte  verbindet, 
so  hat  man : 

B2x     c'(a-x) —  ex 

w  j, — 

» 

wobei  e  und  e  den  beiden  Mittelpunkten  entsprechen,  und  x  kleiner 
al*i  a  vorausgesetzt  ist.  Hieraus 

»     2ae'jr— ex2 — ex2  ~> 

r2  =  9  +  C 

V 

und  wenn  für  jr=*«a),  r~ 0: 
Theil  VIII.  U 
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r«  =Ä  [2oV  (>-*)— (e+e) (a*-**)]  (1) 
/> 

=  £  (2         (r-f  O  (*  +*))  (.r-*) 

=  2  (2ae'-(M-0  M«+e>X^)- 
V 

Setzt  man  also 

2  ae  — (c + <?')  *  =  //<(<?+ , 

so  ist 

(S),=Äfcp— <— *>  <*-*>• 

woraus ,  wie  oben : 

*y  fi(*2=(ft.+i)«-2iic(tg=^  ^=|). 

Also  ist  die  Dauer  einer  Oszillation  (hin  und  her)  =2»^-^^; 

der  Körper  oszillirt  zwischen  und  x  =  m=j^f —  k\  er  hat 

seine  grösste  Geschwindigkeit  in  x  =  ,  welcher  Punkt  in  der 
Mitte  liegt,  und  in  welchem  beide  Mittelpunkte  gleich  stark  wirke«. 

Setzt  mau  A=0,  e=e,  so  geht  der  Korper  von  einem  Mittel- 
punkte zum  andern  in  der  Zeit  n^  ^ß- 


§.  5. 

> 

Ein  Körper  vom  Gewichte  p  sei  den  Wirkungen  zweier  seak- 
recht  über  einander  liegenden  Anziehungsmittelpunkte  unterworfen, 
deren  Kräfte  von  der  mehrfach  betrachteten  Art  sind ;  er  befindet 
sich  anfänglich  zwischen  beiden  auf  der  Linie,  welche  dieselben 
verbindet.  Sei  C  der  untere,  C  der  obere  Mittelpunkt'  der  Anzie- 
hung, die  x  seien  von  C  aus  gegen  C  gerechnet,  a  die  Linie  CC, 
k  habe  die  Bedeutung  des  §.  3.,  wie  e  und  e,  endlich  sei  der 
Körper  den  Wirkungen  der  Schwere  unterworfen.    Hier  hat 


oder,  wenn  zur  Abkürzung  e'a—p  =  m,  e'-fe=r  gesetzt  wird; 
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»*  =  |  (2»ur-«»)  +  C, 
,«  «  J (2m(^*)-r(^'))  =  J(2m-r(x+M  (,) 

=  (2m — r£ — rar) 


Setzt  man  'lm—rk  =  rb,  so  ist 


'Vr?=c-2-arc(tg=Vr^)' 

t^'-2'  =  (2n+l)«-2.8rc(tg  =  y^).  (2) 

Hieraus  folgt,  dass  die  ganze  Oszillationsdauer  =  2n^~ 

=  2jtl/  — also  gerade  wie  in  §.  3.  ist;  diese  ist  daher  die 
nämliche,  oh  man  die  Schwere  berücksichtigt  oder  nicht.  Der 
Körper  schwingt  zwischen  den  Punkten  x—k  und  jr  =  6  =  ^ — k 

=  ~~^f^~ — *;  8eine  8rr,S8te  Geschwindigheit  hat  er  im  Punkte 

x  —  —  =  e        ,  der  in  der  Mitte  liegt, 
r       e  -\-e 

Wir  schliessen  demnach  aus  dem  Obigen,  dass  die  Oszilla- 
tionsdauer durchaus  die  nämliche  ist,  ob  man  die  Wirkung  der 
Schwerkraft  beachtet  oder  nicht;  es  hat  dieselbe  bloss  Einfluss 
Amplitude  der  Schwingung. 


14* 
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XVIII. 

ITebungsaufgaben  für  Schüler. 


Wenn  A  den  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ABC  bezeichnet, 
und  A',  Bf,  C  beliebige  Punkte  in  den  Seiten  Bt\  CA,  AB  oder 
deren  Verlängerungen  sind,  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  A'BC 
aber  durch  A'  bezeichnet  wird ,  so  ist  jederzeit 

A  AB.  BC\  CA  

A' "~  AB.  BC.  CA  +  AC.BÄ. CBT 

>Vie  lässt  sich  dieser  Satz  beweisen  und  auf  sphärische  Drei- 
ecke erweitern? 

(The  Mathematician.  March.  1846.)  Thomas  Cotterill. 


Wenn  die  durch  den  Punkt  M  eines  Kegelschnitts  gezogen? 
Berührende  die  Hauptaxe  AB  desselben   in  N  schneidet ,  nml 
das  in  N  auf  die  Hauptaxe  errichtete  Perpendikel  vou  den  nr.tbi 
genfalls  gehurig  verlängerten  Sehnen  AN  und  BN  in  D  und  £ 
geschnitten  wird,  so  ist  immer  DN=EN. 

(The  Mathematician.  March.  1840.)  J.  W.  Elliott. 


Ks  sei  ABCD  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen  AC 
und  BD  sich  in  O  schneiden.  Durch  den  Punkt  O  ziehe  inao 
die  Linien  EF  und  67/  den  Seiten  AB,  CD  und  AD,  #Cde* 
Parallelogramms  ABCD  parallel.  Nimmt  man  dann  in  EF  einet» 
beliebigen  Punkt  K  an,  zieht  die  Linien  AE  und  DE,  tvekbc 
die  Linie  GH  in  G  und  //  schneiden,  und  hierauf  die  Linien 
BG  und  CH't  so  gehen  diese  beiden  Linien  durch  denselben 
Punkt  F  der  Linie  EF,  und  das  Viereck  EFGH'  ist  ein  Pa- 
rallelogramm. 

(The  Mathematician.  March.  1846.)  Fetmick. 


Einen  Bogen  eines  gegebenen  Kreises  so  zu  bestimmen,  das> 
der  Unterschied  zwischen  seiner  Sohne  und  der  Sehne  seiner 
Hälfte  ein  Maximum  ist. 

(The  Mathematician.  March.  1846.)  Matthew  Collins. 
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■ 

Von  dem  Herrn  Oberlehrer  Seydewitz  am  Gymnasium 

zu  Heiligenstadt. 

1.  Berühren  drei  Seiten  AB,  ßC,  CD  eines  einem  Kreise 
eingeschriebenen  Vierecks  AßCD  einen  zweiten,  mit  dem  ersteren 
cooceotrischen  Kreis,  und  verbindet  man  eine  der  beiden  Ecken 
B,  C,  wo  diese  drei  Seiten  paarweise  zusammenstoßen,  z.  B.  C, 
mit  dem  Berührungspunkte  der  dritten  Seite  Aß  durch  eine  Ge- 
rade, so  wird  letztere  von  der  Geraden,  welche  den  ersten  Kreis 
in^  der  anderen  Ecke  ß  berührt,  und  von  der  vierten  Seite  des 
Vierecks  in  einem  und  demselben  Punkte  geschnitten. 

2.  Liegen  drei  Ecken  At  B,  C  eines  einem  Kreise  umschrie- 
benen Vierecks  AßCD  auf  dem  Umfange  eines  mit  demselben 
concentrischen  Kreises,  so  schneidet  eine  jede  der  beiden  Seiten 
AB,  ßC,  welche  zwei  dieser  Ecken  verfeinden,  z.  B  Aß,  die 
Gerade,  welche  den  zweiten  Kreis  in  der  dritten  Ecke  C  berührt, 
in  einem  Punkte,  welcher  mit  dem  Berührungspunkte  der  anderen 
Seite  BC  und  mit  der  vierten  Ecke  des  Vierecks  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie  liegt. 

3.  Bewegt  sich  ein  rechter  Winkel  dergestalt  um  ein  Qua- 
drat, dass  seine  Schenkel  fortwährend  zwei  benachbarte  Ecken  des 
letzteren  berühren,  so  dreht  sich  die  Halbirungslroie  desselben 
um  den  Mittelpunkt  des  Quadrats.  ; 


■ 


Von  dem  Herrn  Dr.  J.  Dienger,  Lehrer  an  der  höheren 
Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 

I. 

■ 

Man  bat  für  jedes  ganze ,  positive  m  und  r : 

0  (m+r-1) 


(m-fl).1.2.3...(r— 2)  r.  m+r  (m+r] 
(m+2)(m+3)...(m+r)L      r-2  +  (r- 

(m-rr)(m+r-l)...(m-|-3ri  _  f 
'•••+     -(r=2)f>--3)...l  J-1 


2)(r— 3)  +  " 
 1.2...(r— 1) 


(OT+2)(ro+3)...(m+r)' 
II. 


2p.(2j>-2)...2  .  ,?(;>-!)__  ,/>(/>-!)  (;j-2)  , 

(2^+i)(^-i)...3  -    ,/M'*~o~  7  ra — +  < 


(-i)p.i 

p  eine  ganze,  positive  Zahl  ist. 
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III. 

2.4.6...2;>  1    _2/>+l    1         1  (2/>+l)-2p 

"•(   1}   1.2.3.../  

nenn  p  eine  ganze,  positive  Zahl  ist. 

IV. 

Setzt  man 

w(„^l)(w--2)...(»-7JI+l)  _ 

1.2... m  

so  findet  man: 

J^M.=  Iji«+JiI(ii-l)»-I  +^(11-2)^  +  ... 

1  I 

n — TW  f  1  n — m 

was  auch  »  sei,  wenn  nur  meine  ganze,  positive  Zahl  ist. 

■ 

V. 

f     2m  g  2m  (2m-2)  2yn(2m— 2)(2m-4) 
3  +    1.3.5  1.3.5.7 

t  2m(2m— 2)...2_  I 
'-3.5.7 ...(2m+l)  ~  2*7+1  ' 

wenn  m  eine  ganze,  positive  Zahl  ist 

» 

VI 

cosd*    cos  3 3  ,  cos  5 <5  .    .  f 

TT    3^r+~5^  ...-ididi. 

♦ 

=  }- "-log(2(l+coa2d))  —  i»in*. 
sind     sin 3 S     Bin 5  ö  .    .  r 

tt- -&r  +  -njr — ■  ■■  '■ ,nf- 

Beide  Male  6*  <  . 


Digitized  by  Google 


215 


VII. 


coni    1  cosii     I.3cos5i     1.3.5cos7d  ,  , 

rr+f  "irr +u~s7(r+±u-jjr+-  ••  m,nf- 
= arc(8in  =  vaTliy  +  v'sa"a  C0*G + 1)-108*- 

sind  ,  1  sin 3 1.3  sin 5 £  .  f 

TT  +  2  "3.4   +  24  +       ln  IDL 

=  log  [ VTfiinl  +  VshTd]  -  V2M »in  Q  +  0  +  sii» d . 

ä     ,     1.  1     1     1.3    1  , 

2     1  +  1.2"t"  2  •a4  +  2.4'8S"1"" 


XIX. 

IN  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Beweis  des  P t ol e mäisclien  Lehrsatzes. 

Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  Hessel  zu  Marburg. 

Während  uns  der  Pytha&ornische  Lehrsatz  sagt,  dass  bei 
jedem  Rectangel  abcd  (Taf.  Hl.  Fig.  8.)  das  Product  der  beiden 
Diagonalen  gleich  sei  der  Summe  aus  de«  Producten  der  gegen- 
überstehenden Seiten,  d.  h.  dass 

oc.bd  =  bc.ad  +  ba.cd 

sei ,  so  erweitert  der  Ptolemäische  Lehrsatz  bekanntlich  diese  Be- 
hauptung und  spricht  ihre  Gültigkeit  für  jedes  Viereck  im 
Kreise  aus 

Er  gebort  daher  zu  den  interessantesten  Sätzen  der  Elemen- 
targeometrie. 

Eine  eigentümliche  Art  ihn  zu  beweisen  ist  folgende. 
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Bezeichnet  man  ein  Parallelogramm  und  ein  Dreieck,  wenn 
in  beiden  die  Seiten  x  und  y  den  Winkel  v  ei  nach  Ii  essen ,  durch 

n  (^fy  und  durch  ^(^).  so  hat  man: 

1)    Viereck  abcd  =  ±  H^^*)  (Siehe  Taf.  III. Fig.«.) 

Zieht  man  nun  de^ac  und  dann  ec  und  eb  und  cie,  so  ist 

2)   &adcQ2  \cea, 

mithin 

3)   Viereck  abcd  =  Viereck  aecb  z=  \bce  +  \  bae. 

s 

Zugleich  aber  ist: 

4)  j£ace=  j£cad  =  Ö, 

mithin 

5)   Z6c<?=:<$+/S  =  u'; 
also  auch,  da  abce  ein  Viereck  im  Kreise  ist, 

6)  Z6ac  =  180»-6ce=180«-.t*/  =  «, 

so  dass 

7)  Ai««<*-?H*(*-r). 

und 

8)  ^=^2u)=\n(bY:y 

Es  folgt  daher  aus  1),  3),  7)  und  8) : 

folglich,  da  die  Gültigkeit  einer  solchen  Gleichheit  nicht  aufge- 
hoben wird,  wenn  man  in  jedem  der  drei  Parallelogramme  statt 
des  Winkels  u  einen  und  denselben  anderen  Winkel,  z.  ß. 
rechten  W7inkel  /?,  setzt  und  die  Factoren  \  weglässt: 

d.  h. 
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11)   ac.bd  =  bc.ce  +  ba.ac, 

oder,  wenn  man  statt  ce  den  Werth  ad  und  statt  ae  den  Werth 
cd  substiluirt  t 

12)   ac .  bd  =  bc .ad  \  ba  .cd. 


Aufgabe. 

Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  Hessel  xu  Marburg. 

Ein  gIeichschenkeM^esDreieck^BC(Taf.  III.  Fig.10), 
dessen  Schenkel  CA  und  CB  an  Länge  Iconstant  sind, 
verändert  sich  so,  dass  sein  Winkel  ACB  wächst  and 
sein  Punkt  B  in  einem  Kreise  vom  Radius  CA  —  CB 
fortschreitet,  während  der  Schenkel  CA  unbewegt 
bleibt:  man  soll  die  Curve  zeichnen,  in  der  sein 
Schwerpunkt  ß  fortruckt. 

Auflösung.  Es  ist  Cß—^Cu,  oder,  wenn  Ca—*CA  ist, 
Cß—Ca  .  cos\ACB.  Es  ist  daher  die  Curve  aßßlß.zC  ein  Kreis 
vom  Radius  mazzzmC—  i  oC=  \AC,  dessen  Mittelpunkt  m  in  CA 
so  liegt,  dass  Cm  =  »  CA  ist 


In  dem  Journale:  The  Mathematicia n.  March.  1846« 
p.  69.  hat  Herr  William  Rutherford  eine  Untersuchung 
über  die  acht  Kreise,  von  denen  die  drei  Kreise,  welche  sich 
über  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  als  Durchmessern  beschreiben 
lassen,  geliefert,  deren  Hauptresultate  ich  im  Folgenden  mit- 
theilen will,  weil  ich  glaube,  dass  das  Aufsuchen  der  Beweise 
für  dieselben  Stoff  zu  zweckmässigen  Uebungen  darbieten,  und 
vielleicht  auch  noch  zu  manchen  andern  interessanten  Resultaten 
führen  kann,  die  ich  gern  im  Archive  abdrucken  lassen  werde, 
wenn  man  sie  mir  mitzutheilen  die  Güte  hat. 

Das  gegebene  Dreieck  sei  DEF  und  A,  B,  C  seien  die  Mit- 
telpunkte  der  Seiten  EF,  FD,  DE.   Man  setze 

BC=a,  CA=b,  AB=c 

und  2t=a+6-r-c;  ferner  der  Kurze  wegen 

Si  =i — a,  «2  =  1—6,  si—s-c. 

Die  über  EF ,  FD,  DE  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise 
wollen  wir  respective  den  Kreis  a,  den  Kreis  b,  den  Kreis  c 
nennen. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  dem 
Kreise  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Innen ,  Innen,  Innen 
Statt  findet,  sei  qv. 
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Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Aussen,  Aussen, 
Aussen  Statt  findet,  sei  q8. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  «,  6,  c  respective  eine  Berührung  von  Aussen,  Innen, 
Innen  Statt  tindet,  sei  o2. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischeo  welchem  und  den 
Kreisen  «i,  6,  c  respective  eine  Berührung  von  Innen,  Aussen. 
Aussen  Statt  findet,  »ei  Qf. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  af  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Innen,  Aussen, 
Innen  Statt  findet,  sei  p3. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  «,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Aussen,  Innen, 
Aussen  Statt  findet,  sei  p6. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  «,  6,  c  respective  eine  Berührung  von  Innen,  Innen, 
Aussen  Statt  findet,  sei  o4. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  Welchem  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respectivp  eine  Berührung  von  Aussen,  Aussen 
Innen  Statt  findet,  sei  p5 

Die  Halbmesser  der  vier  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  be- 
rührenden Kreise  seien  r,  rlt  r2,  r4;  und  zwar  sei  r  der  Halbmesser 
des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises;  rt  sei  der  Halbmesser 
des  über  der  Seite  a=ßC  ausserhalb  liegenden  Kreises;  r2  sei 
der  Halbmesser  des  über  der  Seite  b~CA  ausserhalb  des  Drei- 
ecks liegenden  Kreises ;  r3  sei  der  Halbmesser  des  über  der  Seite 
c  =  AB  ausserhalb  des  Dreiecks  liegenden  Kreises. 

Dies  vorausgesetzt  hat  man  die  folgenden  Formeln  : 


1 

o 

1 

_  1 

1 

J  —  Qt 

r 

ii 

— » 

$1  02 

1 

5 

+1. 

1 

2  __ 

l_ 

s 

♦v 

1  _ 

S 

♦v 

1 

*3+fc> 

I 

s 

♦v 

_J_- 
*t  +  $6 

i_ 

s 

♦i 

1  _ 

l 

s 

♦i- 

1 

2 

1 

1 

1 

*  — Qb 

r 

*1 

H 

Digitized  by  Google 


Setzt  man 


so  wird 


219 


•2rf=  —  r  +  r,  +r4  +  rä. 


1  _  1 


9l      's  "^(»-rf-r)' 

1-      1  |   

»,  +&,(«.+<'-r.)' 

I_     »S.  Dl_  

fc>         »»     2%(*s +</-»•»)' 

1=     i  +  ,  " 


(>4~  *3  T»)' 


I=_I  +  n 


1  r 

?8         *  &(*4-d+r)* 

Hieraus  ergiebt  sich 

1-I  =  jl|  L_+  L> 


1  +  1=2^1  L_  +  L_i 

1  +  I  =  Ja  (_!_+  _L_i . 


oder 


1  _ 

_1 

  r   

r 

fl 

P* 

~       (rf+r)4  ~~ 

(i-M+r)  (i-r/-r)  ' 

J_ 

_        rt  _ 

P? 

i*— (rf+r)a 

j_ 

P« 

(r/-|-r)«  — 

(i+rf+rXi-rf-r)' 

J[ 

»3 

P* 

(*+</4-r)  (j-rf-r)  ' 
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Bemerkt  man,  dass 

r      rt     ra  rs 
ist,  8o  erhält  man  hieraus  die  Relation 
1  1.1 


j__  ,  I     I+  I     1  +  I 

P«     h      f;     ?s  '  Q*  9* 


oder 


Endlich  findet  auch  noch  die  folgende  bemerkeuswerthe  Re- 
lation Statt: 

fe  04      Ql     Q&     Qt     97  Q$ 

oder 

Qi     Q2     Q3     Q*      Qb    96    9t  Qs 

Wenn  der  Winkel  bei  D  in  dem  gegebenen  Dreiecke  DEF 
ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist 

<?i  =  0, 

e»  =  o, 

1  _  1  . 

- — r  +  ö 


Qt  «2  2H(H+a— >•«) ' 
1  =  1+  - 


95  =  0, 

1  =  1  ■ 

Oy  it  2»!  (4—04*1) ' 
1  1 


T 


Qs~~7     2f(i  +  a-fr)" 

Wenn  das  gegebene  Dreieck  DEF  gleichseitig  ist,  ho 

1  _3+V3 

Vi  5T' 
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?4  2« 

1  =  1  =  1=.  3v/3~1 

9&      Q*      Qr  2« 
1  =  ?=±5 

Also  ist  in  diesem  Falle 

^  =  3^73=3(3  +  V3)«; 

folglich  p1-|-p8  =  2a  =  der  Seite  des  gegebenen  Dreiecks  DEF. 

x  Ich  wiederhole,  dass  ich  einer  ausführlichen,  mit  möglichster 
Eleganz  und  Allgemeinheit  durchgeführten  Untersuchung  über 
diesen  Gegenstand  gern  einen  Platz  in  dem  Archive  einräumen 
werde,  da  mir  die  bisherigen  Untersuchungen  noch  Manches  zu 
wünschen  übrig  zu  lassen  scheinen. 


Anzahl  der  Diagonalen  eines  Polyeders. 
Die  Anzahl  der 

< 

3ecke,  4ecke,  5ecke,  Decke,  7ecke,  u.  s.  w  , 
welche  ein  Polyeder  begränzen,  sei  respective 

«3»  W4>  w5>  n6  *  w7>  u*  s*  w* 

Bezeichnen  wir  nun  die  Anzahl  aller  Seitenflächen  des  Polye- 
ders durch  F,  so  ist  natürlich 

1)    F  =  w3+»4-|-Wa+ w6-fw7  +  .... 

Die  Anzahl  der  Seiten  aller  Seitenflächen  ist 

3n3  -J-  4«4  f-  5/#6  |-  6n6  -|-  7m7  -f . . . . 

Weil  uun  jede  Kante  des  Polyeders  zwei  Seitenflächen  als 
Seite  angehört,  so  ist  offenbar  die  doppelte  Anzahl  der  Kanten 
der  Anzahl  der  Seiten  aller  Seitenflächen  gleich,  d.  h.  wenn  K 
die  Anzahl  der  Kanten  bezeichnet,  so  ist 

2)   2Ar=3it3+4n4+5iift+6w6+7n7+....  * 

Die  Anzahl  der  Diagonalen  unsers  Polyeders,  welche  wir  durch 
N  bezeichnen  wollen  ,  ist  offenbar  gleich  der  Anzahl  aller  die  Ecken 
des  Polyeders  unter  einander  verbindenden  Linien,  weniger  der 
Anzahl  aller  Kanten  und  der  Anzahl  der  Diagonalen  aller  Seiten- 
flächen des  Polyeders. 
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Bezeichnet  E  die  Anzahl  der  Ecken ,  so  ist  E(E~V  die  An- 
zahl aller  die  Ecken  des  Polyeders  unter  einander  verbiodeodeo 
geraden  Linien. 

Die  Anzahl  der  Diagonalen  aller  Seitenflächen  des  Polyeders 
ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Geometrie 

3.0     ,4.1     ,  5.2     ,  6.3     ,  7.4  , 

"2"  w3  +  —  M4  +  ~2~n»  +  tt  w«  +  2~  n?  +  

Hiernach,  in  Verbindung  mit  2),  ist  also 

*jv    „     E(E-l)     3.0       4.1       5.2  ,  G.3 

3        4        5  6 

—  ^(^zl)     i(|.3«3  f- 2.4 n4+3.5>t5  +  4.6M«  + ....) 

oder,  wenn  der  Kurze  wegen 

4)   M  =  1.3«s  +  2.4n4+3.5n6+4.ö»6  +  .... 
gesetzt  und  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  mit  8  multiplicirt  wird: 

5)  HN=2E(-2E-2)  —  iM. 
Nach  dem  Euler  sehen  Satze  ist  aber  v 

folglich 

E  =  K—F+  >,  2£  =  2tf— 2F+4. 
Weil  nun  nach  1)  und  2)  offenbar 

2  AT—  2F  =  »3  +  2»  4 + 3n4  +  4w6  + . . . 
ist,  so  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

6)  Z,  =  n3  +  2if4+3n6+4n6  +  .... 

setzen , 

2£=£+4,  2£— 2  =  L  +  2. 
Also  ist  nach  5) 

7)  8iV=(L  +  2)(L+4)  — 4Jf. 

Dies  führt  uns  zu  dem  folgenden  Satze: 
Wenn  die  Anzahl  der 

3ecke,  4ecke,  5ecke,  6ecke,  7ecke,  — 
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welche  ein  Polyeder  begränzen,  respective 

ist,  und  der  Kürze  wegen 

^  =  Ws  +  ^»4+3ma  +  4»6+7j*7  +  , 

M  =  1.3;i3  +  2.4?<4  +  3.5«^  +  4.6n«  +  . . . . 

gesetzt,  die  Anzahl  der  Diagonalen  des  Polyeders 
aber  durch  iV  bezeichnet  wird,  so  ist  jederzeit 

8iV=(Z,+2)CL-f4)— 4iir. 

(Dein  Wesentlichen  nach  aus  einem  Aufsätze  des  Herrn  Henri 
Binder  in  den  Nouvelles  Annales  de  Mathc'mattqucs  von 
Terquem  und  Gerono.   Decembre.  1845.  p.  656.  entlehnt.) 


Schon  Tbl.  VII.  S.  107.  ist  bemerkt  worden,  dass  die  fran- 
zosischen Kammern  eine  Sammlung  ünd  Herausgabe  der  Schriften 
Fermat's  beschlossen  haben.  In  dem  Journal  des  Savants. 
Septembre  1839.  Mai  l&ll.  Novembre  1845.  hat  Libri 
drei  Aufsätze  sur  la  vie  et  les  manuscrits  de  Fermat  ge- 
liefert. Aus  dem  neuesten  dieser  Aufsätze  theile  ich  den  Lesern 
des  Archivs  folgende  Fermat's  Leben  betreffende  Stelle  mit. 

Non-seulement  les  ecrits  de  Fermat  ont  ete  pour  la  plupart 
egares,  mais  sa  biographie  meme  etait  encore  ä  faire  dans  ces 
derniers  temps.  Excessivement  modeste,  ne  voulant  donner  aueune 
publicite  ä  ses  travaux,  vivant  en  provioce  et  souvent  ä  la  cam- 
pagne,  Fermat  ne  fut  appr^cie  d'abord  que  par  quelques  esprits 
d'elite,  qui,  a  Paris,  ä  Londres,  ä  Floreoce,  admiraient  ses  bellos 
decouvertes  scientitiques ,  et  il  mourut  presque  ignore  au  mileu  des 
siens.  Aussi,  jusqu'ä  ces  derniers  temps,  on  n'etait  d'aecord  ni 
sur  J'epoque  de  sa  naissance  ni  sur  celle  de  sa  raort,  et  Ton  peut 
dire  que  Ton  igoorait  a  la  fois  la  ville  oü  il  etait  ne,  celle  oü  U 
avait  cesse  de  vivre,  et  les  principales  circonstances  de  sa  vie. 
Nous  devoos  surtout  aux  iofatigables  recherches  de  M.  Taupiac, 
avocat  a  Beaumont-de-Lomagne,  la  connäissance  de  plusieurs  do- 
cuments  qui  peuvent  faire  cesser  l'incertitude  dans  laquelle  on 
etait  a  cet  egard. 

Sans  etre  appuyee  sur  aueun  fait  positif,  la  tradition  voulait 
que  Fermat  fut  ne  ä  Toulouse,  ville  oü  il  residait  habituellement,  et 
cette  opinioo  etait  adöptee  generalement  par  les  biographes,  Jorsque 
M.  Taupiac,  guide  par  des  reoseignements  et  des  traditions  qu'il 
avait  recueillis  sur  les  lieux,  entreprit,  dans  les  archives  de  la  ville 
de  Beaumont,  des  recherches  qui  paraissent  Itablir,  ä  notre  avis, 
que  Fermat  est  ne  dans  cette  localite ,  au  mois  d  aoüt  1601 ,  de 
Dominique  Fermat  et  de  Francoise  Cazeneuve,  et  qu'il  avait  ettf 
baptise  le  20  du  meme  mois.  Les  Fermat  etaieot  marchands  de 
cuirs,  et  Dominique,  pere  du  geometre,  possedait  des  biens  con- 
siderables.  On  peut  üre,  daos  la  France  meridionale  du  16.  avril 
1844,  un  article  fort  interessant,  dans  lequel  M.  Taupiac,  ä  l'aide 
d'un  grand  nombre  de  documents  qu'il  a  decouverts,  suit  pas  ä 
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pas  la  vie  si  tranquille  de  Fermat ,  et  nous  !e  montre  avocat  da- 
bor J ,  puis  ensuite  conseiller  ä  la  Chambre  des  requetes  du  parle- 
ment  de  Toulouse.  L'arret  qui  investit  Fermat  de  ses  fooctions 
est  du  14.  mal  1631.  Quelques  jours  plus  tard ,  ce  jeune  magistrat, 
uui  ctait  dejä  un  illustre  geometre,  epousait  Louise  de  Long,  fille 
dun  conseiller  au  meine  parlement.  Nous  ne  reproduirons  pas  ici 
les  recberches  de  M.  Taupiac  relatives  ä  la  naissance  des  enfaots 
de  Fermat,  et  aux  frequents  voyages  que  celui-ci  Iii  a  Beaumont. 
Nous  aimons  mieux  dire  un  mot  d'une  difliculte  qui  nous  avait 
arrete  d'abord  nous-meme,  difliculte  qui  ne  semble  pas  setre  pre- 
sentee  ä  l'esprtt  de  M.  Taupiac,  et  qui,  si  eile  n'etait  pas  levee, 
pourrait  jeter  une  grande  incertitude  sur  tout  ce  qu'Ü  a  avaoce  an 
sujet  de  Fermat. 

L'extrait  de  bapteme ,  qui  a  ete  dtfcouvert  par  M.  Taupiac  *), 
parle  de  Pierre  Fermat,  sans  la  particule  nobiliere  de,  qui  pre- 
cede  le  nom  de  cet  illustre  geometre  dans  les  Opera  varia,  ainsi 
que  dans  le  Diophante  public  en  1670  avec  des  notes  de  lui.  Or. 
au  XVII*  siede,  cette  particule  ne  se  prenait  pas  a  volonte,  commc 
cela  est  arrive  si  frequemment  depuis,  et  il  nous  serait  impossible 
d'admettre  que  Pierre  de  Fermat,  conseiller  au  parlement  de  Tou- 
louse, est  le  meine  individu  qui  avait  ete  baptise  a  Beaumont  sous 
le  nom  de  Pierre  Fermat,  sil  n'y  avait  pas  quelque  raoyeo  sur 
de  constater  l'identite.  Heureusement  d'autres  documeots,  que 
M.  Pelleport,  archiviste  de  la  cour  royale  de  Toulouse,  a  trouves 
dans  les  papiers  de  l'ancien  parlement,  et  dont  nous  devons  la 
communication  a  l'obligeance  de  M.  Martin,  depute  de  la  Haute* 
Garonne,  nous  »ermettent  d'expliquer  cette  difliculte'.  Dans  Karret 
du  14.  mai  1631.  le  nouveau  conseiller  est  appele  Pierre  Fermat. 

m. 


et,  dans  un  autre  arret  du  30.  decembre  1038.  on  voit  le 
conseiller,  sur  l'identite  duquel  il  ne  peut  s'elever  aucun  doate. 
appele  officiellement  de  Fermat.  C'est  probablement  dans  cet  In- 
tervalle de  temps  que  ce  grand  mathematicten ,  auquel  sod  ad- 
mission  au  parlement  donnait  ce  qu'on  appelait  la  noblesse  de  roix, 
commenca  ä  faire  usage  d'un  particule  qui  n'existait  pas  dans 


acte  de  bapteme.  Nous  ignorons  si,  apres  cette  admission,  il  tut 
anobli  et  rendu  apte,  par  un  arret  special,  ä  faire  preceder  dodV 
son  nom  ,  ou  bien  si  une  teile  addition  s'opera  seulemeot  par  suitr 
de  la  nouvelle  cbarge  dont  il  etait  revetu.  Quoi  qu'il  en  soit ,  1 
est  bon  d'ajouter  que,  meme  dans  la  suite,  od  trouve  son  nom 
ecrit  tan  tot  de  l'une,  tan  tot  de  lautre  maniere**J. 


*  I  Voici  cet  acte,  qui  n'est  pas  signc:  „Pierre,  Iiis  de  Doariatqat 
Fermat,  bourgeoig  et  segond  consul  de  la  ville  de  Rcaurnont,  a  eile 
baptise  le  20«  aoiist  1601.  Parrin,  Pierre  Fermat,  roarchand  et  frfer« 
dudit  Dominique;  marrine,  Jehanne  Caxonuve;  et  moi."  A  la  suite  d  on 
autre  acte  qui  suit  on  Vit  cette  Signatare:  „Dumas  Vie." 

")  Ainsi.  par  exemple,  la  dedicace  de  Saporta,  placke 
Traft*  de  la  mesure  des  eaux  couranies,  par  Castel"" 
in  4°,  p.  59),  et  en  töte  d'un  ouvrage  sur  la  meme 
celli,  est  adretsee  „A  Monsieur  Fermat,  conseiller  du  roy 
de  Tolose." 
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IJetoer  die  beste  Construction  horizon- 
tal belasteter  Gewölbe. 


Von  dem 

Herrn  Reallehrer  Brenner 

zu  Tuttlingen  im  Königreich  Wärteraherg. 


Ein  Gewölbe  sei  durch  eine  horizontal  geebnete  uud  in  Bezug 
auf  Dichtigkeit  homogene  Last  bedeckt.  Es  soll  nun  das  Gesetz, 
welches  die  Wölbung  oder  die  durch  den  vertikalen  und  senkrechten 
Durchschnitt  des  Gewölbes  dargestellte  Curve  befolgt,  für  den 
Fall"  vollständigen  Gleichgewichts,  so  wie  noch  die  übrigen,  hieher 
gehurigen,  wichtigsten  Momente  entwickelt  werden. 

Nehmen  wir  die  Abscissenaxe  AX  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  horizon- 
tal und  die  Ordinatenaxe  AY  vertikal,  so  wird  fraglicher  Durch- 
schnitt, den  wir  uns  durch  die  Abscissenaxe,  die  Horizontalebene 
der  Belastung,  so  wie  durch  zwei  auf  den  sogenannten  Widerlagern 
des  Gewölbes  ruhende  Vertikalen  begrenzt  denken ,  ein  rechtwink- 
liges Parallelogramm  bilden.  Es  ist  nun  klar,  dass  wir  uns  jeden 
Titeil  des  belasteten  Gewölbes  als  vollständig  fest  und  vermittelst 
der  Kräfte,  die  auf  denselben  wirken,  im  Gleichgewicht  sich  be- 
findend, vorstellen  können.  Einen  solchen  Theil  stelle  ABEM 
vor,  welcher  durch  die  Gewölbskurve  AMz=s,  die  Horizontale 
BE  =  AF=x  und  die  Vertikalen  AB=b  und  ME—b—y,  wo 
b  die  Höhe  der  Belastung  ist,  begrenzt  ist.  ABEM  befindet  sich 
vermittelst  dreier  Kräfte  im  Gleichgewicht,  nemlich 

1)  vermittelst  des  vom  übrigen  Theile  des  Gewölbes  her- 
rührenden Druckes  I)  in  M  nach  der  Tangente  und  Richtung  Mt; 

2)  vormittelst  des  vom  Widerlager  in  A  ausgeübten  Druckes 
a  nach  der  Tangente  und  Richtung  At; 

3)  vermittelst  des  Gewichtes  von  ABEM,  das  wir  durch  P 
vorstellen  wollen  und  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  denken 
können. 

Ersetzen  wir  D  und  a  durch  zwei  gleiche  nach  Mt  und  At  ge- 
richtete Kräfte,  so  schneiden  sie  sich  in  t,  und  wählt  man  t  als 

Xbeil  VIII.  15 
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Augriflispunkt,  so  folgt  daraus,  das*  der  Schwerpunkt  von  P  mit 
/  in  derselben  Vertikale  liegen  muss.  Es  ersehen  sich  somit  fit 
den  Punkt  t  folgende  zwei  Gleichgewichts  -  Gleichungen : 

öcos#  —  i)~  =  0, 
ds 

asina-P-fl'^=ö*). 

HS 

wenn  man  den  constanten  Winkel  tAX  —  b  srtzt. 

Eliminiren  wir  den  veränderlichen  Druck  D,  so  ergibt  m\\ 
P  =  osin#  — acosfrdj  oder,  da  P  offenbar  der  Fläche  ABEN 
proportional  ist: 

(L)         p  (bx  — J*ydx)  =  a  sin  & — a  cos &dy , 

wo  p—  dem  Getvichte  der  Volumen -Einheit  der  Belastung  ist 
uod  wo  das  Integral  f*ydx  mit  x  =  0  zu  beginnen  bat. 

Differenziiren  wir  in  Beziehung  auf  x,  so  kommt 

p  (6 — y)  —  —  a  cos  &  d2y , 

und  wenn  wir  — — — -  =  A  und  y —  ö  =  z  setzen: 
acosd 

(M)  c2r  =  Az. 

Das  Integral  dieser  linearen  Diflerenzial- Gleichung  ist,  wenn 
wir  z  wieder  durch  y — 6  ersetzen  , 

y  —  b  =  Ccos(xV^)  +  C,  sin  (x\f=2)  . 

wo  C  und  Ci  die  beiden  Constanten  sind. 
Für  x=0  hat  man  y==0,  daher  C=  —  b. 

Die  Constante  Cj  bestimmt  sich  aber  aus  (L)  oder  auch  aa« 
der  Bedingung  [%]o=tg^»  wo  [fy]o  der  Werth  von  dy  ist,  wenn 
man  x—0  setzt,  und  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

(AT)        y  =  b  —  bcos{x>f=2)  +  ^^jSin(jrV^i). 

Ob  unsere  Curve  die  Absei  ssenaxe  ausser  dem  Anfangspunkt? 
A  in  noch  weitern  Punkten  trifft,  ergibt  sich,  wenn  man  0 
setzt  und  die  Werthe  von  x  entwickelt   Man  hat 


*)  Zu  bemerken  ist,  dacs  wir  uns  bald  des  .  . 
d,  bald,  nach  Ohm,  des  Ahlcitungsxcichcn«  bedienen. 
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I  ' 
oder  . 


|  «o(f^)[ÄSi„(f^)+Äco8(|V^)]-0, 
welcher  Gleichung  genügt  wird : 

1)  durch  sin(|  Vr=3)  =  0,  d.  h. 

I 

oder,  wenn  man  mit  e*^*  niultiplicirt,  1=  e*^~*t  woraus  x V~A 
=  logl  =  0,  also  x  =  0.  wodurch  eben  der  Coordinaten  -  AnfaDsr 
>  angezeigt  wird;  ö 

1       2)  durch  6sin(f^^)+^=cos(|V"-=Z)=0. 

Geht  man  auch  hier  auf  die  Exponentialgrössen  über,  so 
f  kommt 

Multiplicirt  man  mit  eiV'4y  entwickelt  ex*A,  und  loearithmirt 
»o  kommt  a  ' 


■ 

als  zweiter  Durchschnittspunkt. 

Daraus  folgt,  dass  die  Ordinate  y  eines  Maximums  fähig  ist. 
Man  hat  für  diesen  Zweck 


üy  =  b  V^i  sin  (x  V^Ä )  +  tg  #  cos  (arV^I)  '=  0 , 

ond  durch  eine  ganz  ähnliche  Entwickelung  wie  oben  in  2)  oder 
auch  durch  blosse  Ansicht  von  2)  ergibt  sich 

» 

gerade  halb  so  gross  als  das  x  des  2ten  Durchschnittspunktes 
der  Curve  mit  der  Abscissenaxe ,  wie  zu  erwarten  stand. 

Meistens  ist  statt  des  Druckes  a  uud  des  Winkels  #  die  Ab- 
*cwse  des  zweiten  Durchschnittspunktes  der  Curve  mit  der  Abscissen- 


i 

tg& 


15  * 


I 
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1 


axe,  oder  die  Weite  n  des  Gewölbes  und  dessen  Hohe  A>  d.  tu  l 
das  Maximum  von  y  gegeben,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  a  und 
#  oder  auch  A  und  &  aus  n  und  A  zu  entwickeln.  Wir  habet» 
zu  gleicher  Zeit 

(O)       0  =  6[1- cos  (n\T=Ä)]  +  -jß^Bin(nV^A)> 


(P>      A-6=-6cos(|V_,l)  +  -v^sin(|\^=3). 
Die  erstere  Gleichung  (O)  verwandelt  sich  in  , 


0  =  6  sin  *(|  V^)  +  ^=  sin  <y  V-^)  cos  £  V— ^) 


woraus 


6  sin  (|V^=3) 


Hiedurch  geht  (P)  Ober  in 

cos^  y  -A) 

welches  gibt 


.n 

cos 


<2  CT 

oder,  wenn  man  auf  Exponentlaigrossen  übergeht  und  in 

— tri  < 

auf  €2  T     auflöst  : 

=.^1      b±Vh  (2b— h) 

ei     -       7>~-h  * 

Die  Grosse  ei^1  ist  aber  nothwendig  positiv  und  grOsaer 
als  1. 

Der  Ausdruck  J 

6  dfcV  A(26~ A)  _  b-h 

b—h  6  ^  V  A  (26 — A)  o  * 

erfüllt  aber  bei  jedem  (+  oder  — )  Zeichen  die  erstere 


Digitized  by  Googl 


229 

Dfnn  da  der  Natur  der  Aufgabe  gemäss  A>A,  so  setze  man 
6=A  +  l,  woraus  26=  2/i-f2/  und  2b  — h  —  A-f-2/=  6 — /+2/ 
=  6-f/uod  A  —  6  — /,  demnach 

welche  Grosse  kleiner  ist  als  6.  Die  zweite  Bedingung  aber  er- 
fordert, dass  der  Zähler  grösser  ist  als  der  Nenner,  und  diess  ist 
our  möglich,  wenn  man  das  positive  Zeichen  nimmt.  Denn  da 
*>A,  so  ist  26 — A>  A,  daher  V  A(26— A)>A. 

Würde  man  das  negative  Zeichen  nehmen,  so  bliebe  der 
Zähler  kleiner  als  der  Nenner.   Es  ist  demnach 

Zur  Abkürzung  werden  wir  uns  fast  immer  des, 
ten,  Buchstabens  A  bedienen.    Die  Gleichung1 

liefert  uds  Duo  aber 


tg*  =  A VX2f- =  A^?.e  „  -1 

m 

Allein  wir  haben 


n 


~  ~  L      A"-A       I  ■ 

und  dessw  egeu 

CA+ V A(2A— A)-|»  . 
..  ,.=  _,oK|__T_|.  6~*  J 

*        n    SL      A — A       J  r-A+V^A(2A-A)-|2  .  . 

L — r-/r—j  +l 

Aus  der  Gleichune  ^  =  — haben  wir  a  =  ^  .  —1— . 

acosd-  cos# 

Während  man  nun  die  Formel  hat       ^  =  V^l  -f  tg/P,  so  er- 

pbt  sich 
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Vermittelst  der  Bestimmungen 


tg#  


6  sin  (£  V^5) 
cos  (|  V"=3) 


und  cos    V  — A)  = 


sind  wir  im  Stande ,  der  Gleichung  (iV)  unserer  Curve  folgend* 
Form  zu  geben : 

III.     a)  y  =  6  —  (6-A)  cos  [( £  - *) V^Ä] , 

6)  y==  6- 4(6-/0  [c(V-xjir7  -f^-*^7], 

welche  letztere  Form  zur  Auswertung  der  Ordinaten  geeignet  ist 

Würden  wir  (was  wir  jedoch  hier  nur  bemerk ungs weise  tban) 
den  Anfang  der  Coordinaten  in  den  Durchschnittspunkt  des  Mali- 

mums  h  mit  der  Abscissenaxe  verlegen,  so  hätten  wir  *=/-r| 

zu  setzen ,  wenn  wir  die  neuen  Abscissen  mit  x1  bezeichnen  wk! 
III.  6)  ginge  über  in 

yz=b-l(l>-h)(e''V7  +  e'^1), 

eine  Gleichung,  welche  ganz  unverändert  bleibt,  wenn  man  4^ 

i„   x'  umwandelt.    Man  wird  sich  daher  überzeugen,  das«  das 

Maximum  von  y  die  Curve  in  zwei  congruente  Zweige  tbetjt 
Auch  ist  es  nicht  schwer,  einzusehen,  dass  sich  di«_Cur?e  U 
ihren  beiden  Zweigen  auf  der  negativen  Seite  (nicht 
der  Abscissenaxe  ins  Unendliche  fortsetzt.     Auch  Ii 
der  Gleichung  III.,  wenn  man  statt  STÄ  dessen  in  n 
fundenen  Ausdruck  setzen  wollte ,  eine  andere  Form 

zwar  vermittelst  der  Formel  eml0t>B  =  Bm. 

Beschäftigen  wir  uns  nun  mit  Aufsuchung  des  Dra< 
ein  Gewolbstein  auf  den  andern  ausübt.   Wir  haben  oben 
Druck  =  D  gesetzt ,  und  aus  der  Gleichung 

acos#- 0*^  =  0  ml 

ergibt  sich  in  Verbindung  mit     7      =  A  : 

"  o  cos  9 
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0=3  vmp. 

< 

Wir  haben 

~  -  (A—A)  sin  [(!y  — .r)  V^*l 

und  erhalten 


IV.     Z>  =  £y  l-^^Ä^sin^-^)^-^] 

Sowohl  für  x=ö,  als  auch  für  jt=h,  finden  wir  nach  kurzer 
Entwicklung  den  oben  schon  erhaltenen  Druck  a  auf  die  Wider- 
lager, während  man  für  [fyj0  =  tg#  den  ebenfalls  schon  oben 
gewonnenen  Werth  l.,  allein  lur  [dy]n,  d.  h.  für  die  Richtung  des 
Drucks  auf  das  zweite  Widerlager»  zwar  denselben  Ausdruck,  je- 
doch mit  negativem  Zeichen  erhält.  Der  stumpfe  Winkel,  (Ion 
die  letztere  Richtung  mit  der  Abscissenaxe  macht,  ist  daher 
180°  —  so  dass  dieselbe  mit  der  erwähnten  Axe  den  Neigungs- 
winkel 180° — (180°  — =  also  denselben  Winkel  macht,  den 
auch  die  Drucksrichtung  des  ersten  Widerlagers  mit  ihr  macht, 
was  übrigens  zu  erwarten  stand. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  endlich  noch  die  Bestimmung 
des  cubischen  Inhaltes  des  Gewölbes.  Bekanntlich  findet  man 
diesen  Inhalt  für  cylindrische  Gewölbe  im  Allgemeinen,  wenn  mau 
den  vertikalen  und  senkrechten  Durchschnitt  derselben  mit  ihrer 
Länge  multiplicirt.  Es  kommt  daher  zunächst  darauf  an ,  diesen 
Vertikaldurchschnitt  zu  bestimmen.  Derselbe  ist  offenbar  gleich 
dem  Flächeninhalt  der  äusseren  Curve ,  minus  dem  der  innern, 
zwischen  ihren  Abscissen  genommen.  Um  den  ersteren  zu  finden, 
scheint  die  Gleichung  der  äusseren  Curve  nöthig  zu  sein.  Diese 
äussere  Curve  aber  ist  dadurch  entstanden,  dass  man  diejenigen 
Punkte  aller  verlängerten  Normalen  der  innern ,  die  von  dieser 
stets  gleich  weit  abstehen,  mit  einander  verbindet,  oder  durch  den 
Endpunkt  einer  Geraden,  die,  der  Gewolbscurve  stets  normal,  mit 
ihrem  andern  Endpunkt  auf  dieser  dahingleitet.  Auch  ist  klar, 
dass  jeder  fixirte  Punkt  einer  so  dahingleitenden  Normale  in  Ver- 
bindung der  erzeugenden  Gewolbscurve  den  Durchschnitt  des  Ge- 
wölbes darstellen  kann.  Zieht  man  also  durch  den  beliebigen 
Punkt  M  oder  (a:,  y)  der  Erzeugiingscurve  eine  Normale,  welche 
die  erzeugte  Curve*  im  Punkte  m  schneiden  mag,  so  stellt  Mm 
die  constante  Verlängerung  der  Normale  vor.  Wir  setzen  Mm  —  rt 
so  wie  die  Coordinaten  des  Punktes  m  gleich  x'  und  y' .  Nach 
einfacher  Betrachtung  wird  man  sich  bald  überzeugen,  dass 
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ist,  welche  Gleichungen,  nebst  der  Gleichung  der  Erzeugungscurve 
v=/(x)  dazu  dienen,  x  und  ^  zu  eliiniiiireii,  so  dass  dann  eine 
Gleichung  zwischen  u:'  und  «'  rcjsultirt ,  welche  die  der  erzeugten 
Curve  ist.  Diese  Eliminationen  sind  aher  in  den  meisten  Fallen 
ausserordentlich  schwierig  und  führen  zu  verwickelten  schwer  zu 
behandelnden  Gleichungen.  Für  ein  Gluck  dürfen  wir  es  daher 
halten ,  dass  es  einen  weit  einfachem  Weg  gibt ,  unsern  Zweck 
zu  erreichen,  ein  Weg,  der  uns  nicht  nur  die  Quadratur,  sondern 
zu  gleicher  Zeit  auch  die  Rectification  unserer  erzeugten  Cunre 
sogar  ganz  im  Allgemeinen  (abgesehen  von  unserer  oben  behan- 
delten Gewölbs- Curve)  zeigt. 

Es  ist  nemlich  klar,  dass  die  Krümmungshalbmesser  beider 
Curven  einander  decken  und  dass  derjenige  der  erzeugten  Carte 
um  r  grosser  ist  als  der  der  erzeugenden,  so  wie,  dass  die  un- 
endlich kleinen  Bogen  Bs  und  Bs  zwischen  zwei  auf  einander  fol- 
genden Normalen  oder  Krümmungshalbmessern  einander  parallel 
sind.    Daher  ist 

 es3     ds*  .   «     rv  / 

dx&y—Zy&x  :  Sxd*y-ByB*x  +  r  ~  °S:C*  ' 


woraus 


ferner 


8  (,'-,)  = 


Die  Gleichung  der  Normale  aber  ist 

wenn  x"  und  ff'  die  Coordinaten  der  Normale  selbst  vorstellen, 
während,  wie  immer,  (x,  y)  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Erzen- 

fungscurve  selbst  bezeichnet.  Setzt  man  nun  den  Winkel,  den 
ie  Normale  mit  der  Abscissenaxe  macht,  gleich  w,  so  ist 


dx  .        dw  cyd2x — dxc*u 


und  da 
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soi»t 


und  so  hat  man 


woraus 


B(s'—s)  =  row, 


s—s  =  rw  +  C, 


welches  den  Ueberschuss  des  Bogens  %  über  s  vorstellt,  wofern 
das  Integral  rw  -f-  C  zwischen  den  gehörigen  Grenzen  genommen 
Wird.  Zwischen  diesen  Grenzen  stellt  aber  w  den  von  den  äusser- 
ten Normalen  eingeschlossenen  Winkel  dar  und  rw  ist  der  von 
diesem  Winkel  eingeschlossene  Kreisbogen,  beschrieben  mit  dem 
Radius  r.   Es  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

Man  findet  den  Bogen  der  nach  oben  beschriebener 
Art  erzeugten  Curve,  wenn  man  den  entsprechenden 
Bogen  der  Erzeugungscurvo  um  denjenigen  Kreis- 
bogen vermehrt,  welcher  zwischen  dem  vondenäusser- 
sten  Normalen  eingeschlossenen  Winkel  mit  dem  Ra- 
dius gleich  dem  Abstand  beider  Curven  beschrieben 
wird. 

Ferner  ist  der  Satz  bekannt,  dass  der  Inhalt  einer  Fläche, 
die  eine  Gerade  so  in  einer  Ebene  beschreibt,  dass  sie  in  ihrem 
Mittelpunkt  stets  normal  auf  einer  Curve  dahingleitet,  gleich 
ist  dem  Product  aus  dieser  Geraden  und  der  Curve.  Diess  ist 
offenbar  der  Fall  mit  unserer  Erzeugungslinie  r  und  der  Curve, 
die  ihr  Mittelpunkt  beschreibt.  Allein,  um  diese  Curve  zu  erhalten, 
darf  man  den  Bogen  s  der  Erzeugungscurve  nur  um  den  Kreis- 

bogen        vermehren,  so  dass  der  von  r  beschriebene  Flächen- 

r  n 

räum  sein  wird  r  (*  +  ^  w) ,  wofern  w  der  zwischen  den  äussersten 

Normalen  genommene  Winkel  ist.  Diess  auf  unsern  vorliegenden 
Fall  angewendet ,  haben  wir  nur  noch  den  Bogen  s ,  so  wie  den 
Winkel  w  zu  bestimmen.   Man  hat 


daher 

«  =  ^==  J  V  1-c«  sin    .  dt ,  • 


wenn  wir  A(b  — h)*=c*  und  (x  —  ^)  V  —A  =  t  setzen 
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So  sind  wir  also  auf  ein  elliptisches  Integral  gestossen.  und 
wir  haben 


welches  Integral  noch  zwischen  den  Grenzen  x-=0  und  jr=w 
oder  zwischen  <= — ?i\r — A  und  <=-f-*  — vi  zu  nehmen  ist, 
so  dass  also  bloss  die  rechte  Seite,  mit  Weglassuog  der  Coo- 
stante,  verdoppelt  werden  darf  und  t  durch  V  — A  ersetzt  wer- 
den muss.  Verwandelt  man  zuletzt  die  Sinus  in  Exponentialfaoc- 
tionen,  und  vollendet  die  angezeigte  Multiplicatioo  mit  -rp^j  • 

so  wird  die  imaginäre  Form  verschwinden.  Dieses  Integral  er- 
weist sich  übrigens  als  sehr  brauchbar,  indem  es  für  die  gewßhn- 
liehen  Fälle  sehr  fallend  ist.  Bemerkt  mag  noch  werden,  das* 
man  dem  c  folgende  Form  geben  kann; 


e=M,0S[HW=i)]. 

* 

Endlich  wird  man  bald  finden,  dass  ic  =  2#,  so  dass 
gesuchte  Durchschnitt  gleich 

findet,  wofern  der  Winkel  in  Graden  angegeben  ist. 

So  leisten  also  die  mit  römischen  Nummern  bezeichneten  Re- 
sultate alles ,  was  in  Bezug  auf  die  horizontal  belasteten  Gewoihr 
praktisch  wissenswerth  ist. 
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XXI. 

Heber  plagiographische  Projection. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Anger 

in  Daozig. 


Wenn  die  unter  einander  parallelen  Gesichtslinien  mit  der 
Protections-  Ebene  einen  rechten  Winkel  bilden,  so  ist  diese  allein 
nicht  ausreichend,  sondern  es  muss  die  Projection  auch  noch  auf 
eine  andere  Ebene,  deren  Lage  gegen  jene  als  bekannt  vorausge- 
setzt wird,  entworfen  werden,  falls  man  aus  der  Zeichnung?  die 
wahren  Dimensionen  des  dargestellten  Gegenstandes  soll  entnehmen 
können,  und  man  hat  bekanntlich,  wenn  die  beiden  Projections- 
Ebenen  auf  einander  rechtwinklig  stehen ,  die  Methode  der  be- 
8chreibenden  Geometrie.  Wenn  aber  die  unter  einander  parallelen 
Gesichtslinien  mit  der  Projection«  -  Ebene  einen  sch  i  efen  Winkel 
bilden,  dessen  Grösse  gegeben  ist,  so  reicht  eine  Projections- 
Ebene  hin,  um  ein  geometrisches  Hild  au  entwerfen,  aus  welchem 
sich  die  wahren  Dimensionen  des  Gegenstandes  erhalten  lassen. 
Der  einfachste  Fall  ist  derjenige,  in  welchem  der  Winkel,  den  die 
Projectionsstrahlen  mit  der  Projections  -  Ebene  machen ,  ein  halber 
Rechter  ist.  Diese  Projections- Art,  welche  in  der  Fortification  in  An- 
wendung kommt,  bietet  auch  in  theoretischer  Hinsicht  einige  nicht 
uninteressante  Eigenschaften  dar,  weshalb  eine  Untersuchung  dieses 
Gegenstandes  mir  nicht  ganz  überflüssig  erscheint. 

P  on c e  l  et  erwähnt  dieser  Projections-Art  in  seinem :  „T raite 
des  proprietäs  projectives  des  figures"  in  der  Einleitung 
Pag.  XXvIII.  und  XXIX.,  ohne  sich  auf  den  Gegenstand  näher 

Wenn  wir  im  Folgenden  die  Theorie  dieser  Methode,  welche 
wir  die  plagiograpnische  Projection  nennen,  analytisch  be- 
gründen, so  hat  die  Ansicht,  dass  auch  iür  den  praktischen  Ge- 
brauch sich  auf  diese  Weise  gewisse  leichte  Vorschriften  für  die 
Entwerfung  der  Projectionen  der  krummen  Oberflächen  ergeben, 
welche  dem  Zeichner  willkommener  sein  werden,  als  die  Methoden, 
mittelst  welcher  man  auf  mühsamen  geometrischen  Wegen  das  Ziel 
erreicht,  uns  dabei  vorgeschwebt.  Auch  in  der  gewohnlichen  be- 
schreibenden Geometrie  sind  die  Auflösungen  gewisser  Aufgaben 
für  die  wirkliche  Anwendung  oft  viel  zu  mühsam  und  ungenau. 
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als  dass  es  picht  wünschetiswertb  wäre ,  sie  durch  andere  zu  «• 
setzen,  die  jener  Vorwurf  nicht  trifft.  Dazu  fahrt  aber  gewöhniidi 
die  analytische  Auffassung  sehr  leicht.  Die  beschreibende  Geo- 
metrie ist  in  dieser  Hinsicht  noch  einer  Erweiterung  fähig,  welche 
dem  Praktiker  nutzlich  werden  kann.  Bei  dieser  Gelegenheit  sei 
jedoch  die  Bemerkung  gestattet,  dass  es  keineswegs  unsere  Mei- 
nung ist,  dass  der  Zeichner  zugleich  einige  Stücke  der  Construction 
auch  berechuen  solle ,  gegen  eine  solrhe  Vermischung  des  Geome- 
trischen und  Arithmetischen  müssen  wir  uns  entschieden  erklären; 
das  Gesagte  bezieht  sich  hier  nur  auf  die  Nach  Weisung  der 
Richtigkeit,  nicht  aber  auf  die  Ausführung  der  Construction, 
welche  unter  keinen  Umständen  ihren  geometrischen  Character  ver- 
lieren darf. 

Zur  Projections-  Ebene  nehmen  wir  die  Ebene  der  xy,  die 
Projectionsstrahlen  nehmen  wir  mit  der  Ebene  der  xz  parallel  und, 
wenn  nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich  bemerkt  wird,  den  Nei- 
gungswinkel derselben  mit  der  Projections- Ebene  gleich  45°  an. 

Aufgabe  1.  Man  sucht  die  Gleichung  für  die  pla- 
giograpVische  Projection  einer  krummen  Linie,  ein- 
facher oder  doppelter  Krümmung,  deren  Gleichung 
gegeben  ist. 

Auflosung.  Die  krumme  Linie  sei  allgemein  durch  die 
Gleichuugen 

y  =  <px ,  x  —  uur 

gegeben. 

Die  Abscissen  der  gesuchten  Projection  mögen  durch  £,  die 
Ordinaten  durch  17  bezeichnet  werden.  Es  kommt  nun  darauf  an, 
die  Gleichung  zwischen  |  und  17  zu  ermitteln.   Man  hat  aber 


und  erhält  dann 


also  ist 


%  =  x 


n  =  vi  + 


die  gesuchte  Gleichung. 

Wenn  z.  ß.  die  zu  projicirende  Linie  ein  Kreis  ist,  dessen 
Ebene  auf  der  Projections  -  Ebene  senkrecht  steht  und  mit  der 
Ebene  xz  einen  beliebigen  Winkel  bildet ,  und  dessen  Mittelpunkt 
der  Einfachheit  wegen  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  liegen 
mag,  so  ist,  wenn  man  den  Radius  mit  r  bezeichnet: 


y  =  ax  =  <px , 

z  =  \TT*^(l+a*)x*=  yx, 


also 
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oder 

die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  Axen  »ich  leicht  ermitteln 
lassen. 

Führt  man  nämlich  neue  Coordinaten  $  und  rf  ein,  sodass 

£  =  £'  Sin  9)  —  Cosqp, 
17  =  £'  Cos  9  -f- 1/  Sin  <p 

wird ,  so  ersieht  sich ,  wenn  mau  den  Coefficienten  von  »/'  £'  ~  0 
setzt,  zur  Bestimmung  von  9  die  Gleichung 

0  =  —  aSin2<p  +  Cos2<p, 

d.  h. 

Tang  2<p  =  !-  =  Cot  ti  =  Tang  (90«-  «) , 


« 

mithin 


und  man  erhält  als  Gleichung  der  gesuchten  Protection  . 

r*(l+Sin«)  +  r*(l-J*in«)  =  L 
Die  halben  Axen  der  Ellipse  sind  demnach  : 

r  Cos  (45°—  ~u).  V'2  und  rSin(45°—  4j  w) .  yl 

Wenn  der  Fall  eintritt,  dass  w=0  ist,  so  wird  die  Ellipse 
ein  Kreis,  dessen  Radius  =  r,  und  ist  M  =  y0°,  so  wird  die  Pro- 
jection  eine  gerade  Linie,  welche  in  die  Axe  der  y  fallt  und 
=  rV'2  ist.  * 

Jede  Ellipse  kann  demnach  als  die  plagiographische  Projection 
eines  Kreises  betrachtet  werden ,  desseu  Ebene  auf  der  Pro  jections- 
Ebene  senkrecht  steht.  Bezeichnen  nämlich  2«  und  2o  resp.  die 
grosse  und  kleine  Axe  dieser  Ellipse,  so  hat  man  zur  BestimmuuL' 
von  u  und  r  die  beiden  Gleichungen 

a  =  rCos(45°  —  i«)v^2, 
b  =  rSin(45°-Ltt)v2; 

also 
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Tan^o-i«)  =4.  und 


a 

r  = 


Cos  (45°—  i    Vi Sin  (45°—  J  «)  ' 
oder  auch 

■ 

welche  beide  Ausdrücke  sich  besonders  für  die  Construction  eignen. 
Der  Inhalt  dieser  Ellipse  ergiebt  sich  gleich 

r2  n  Cos  « , 

also  gleich  dem  Inhalte, derjenigen  Ellipse*  welche  die  orthogra* 

S hi  s  che  Projection  desselben  gegen  eine  Projections-  Ebene  unter 
4m  Winkel  u  geneigten  Kreises  ist.  Man  erhält  also  immer 
eine  unserer  Projection  des  gegebenen  Kreises  dem 
inkalte  nach  gleiche  Ellipse,  Venn  man  denselben 
.Kreis  in  unveränderter  Lage  auf  die  Ebene  der  xz 
orthographisch  projicirt. 

Wenn  wir  die  Bedingung  aufheben,  dass  die  parallelen  Pro* 
jectionsstrahlen  mit  der  Projections  •  Ebene  einen  nalben  rechten 
Winkel  machen,  und  annehmen,  dass  dieser  Winkel  allgemein 
—  i  sei,  so  ergiebt  sich,  mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeich- 
nungen, die  Gleichung 

v  =  y  +  2  Cot  i , 

also 

V  =  9>£-f  Coti.i/;£, 
und  man  erhält  als  Losung  der  obigen  Aufgabe 

1?  =  a£  +  CoÜ  Vr*— (l+a*)|», 

* 

also 

rj*  +  (Cot  t*  +  g^)  ?  -  2a  tj  |  =  r*  Cot  i», 

welches  wieder  die  Gleichung  einer  Ellipse  ist 

Führt  man  auch  hier  neue  Coordioaten  £'  und  rf  ein ,  so  dass 
wieder 

£  =  £'  Sin 9  —  i/Cosg>, 
rj  =  {'  Cos  9  +  V  Sin  <p 
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wird,  uod  bestimmt  den  Winkel  q>  so,  dass  7]g  aus  der  Rechnung 
hioausgeht,  so  wird 

r»     .»      2  Tane  u .  Sin  t* 
TanSiy=Cos>f+Tang,?' 

und  die  obige  Gleichung  verwandelt  sich  in  folgende: 

^«(Seci^-Cos^CTangtiH^o^O-^TaogfiSin^.Sini2) 
+V^Secw2+Cos29(TangMHCos2i)+2TangMSin*29.Sini2)=2raCosia, 

welche  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  so  geschrieben  werden  kann : 

„  1  —  V  l-CosMaSin2t*)       ,2  (1+  V  1— lW*Sin>|g)  _  j 
6  2r»Coatt*Co8t*      +1?  '*     2raCosu*Cosi*  "~ 

Die  halben  Axen  der  Ellipse  sind  demnach 

2§5Ti  •  V  ^  +  ^  1— Cosn*Sio2i*) .  V2  und 
ggjj-£ .  V  (1  —  V  1-Cos  n*Sin  2i*)  .  V2. 

Oer  Inhalt  dieser  Ellipse  ist  also 

r2  «  Cos  u .  Cot  t. 

Setzt  man  t  =  45°,  so  ergeben  sich  die  oben  unter  dieser  An- 
nahme gefundenen  Ausdrücke  für  die  halben  Axen  der  Ellipse. 

Setzt  man  «  =  0,  d.  h.  nimmt  man  den  zu  projicirenden  Kreis 
als  in  der  Ebene  der  xz  liegend  an,  so  wird  die  Projection  eine 
Ellipse,  deren  halbe  Axen 

r  Cot  t  und  r 

sind. 

Setzt  man  endlich  u=0  und  i=45°,  so  wird  die  Projection 
ein  dem  zu  projicirenden  gleicher  Kreis. 

Bezeichnen  hier  wieder  2a  und  26  resp.  die  grosse  und  kleine 
Axe  der  Ellipse,  und  setzt  man 

Cosa.  Sin  2i=  Cost, 
so  wird ,  ähnlich  wie  in  dem  besondern  Falle, 

Tang(45°-.i«,)  =  £, 
a  Sin  t  b  Sin  / 

r  = 


Cos  (450— 4  v)     Sin(45°—  '  v) r 
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oder  auch 

Tapgjr  =  j=|,  r  =  Sini.Va*+°*. 

Au*  dieser  Darstellung  ersieht  man,  das«  die  beiden  Metho- 
den, welche  Gregorius  a  St.  Vincentio  für  die  Construction 
der  Ellipse  mittelst  des  Kreises  gegeben  hat,  indem  er  einmal  die 
von  der  Peripherie  auf  den  Durchmesser  des  Kreises  gelallten 
Perpendikel,  von  den  Fusspunkten  derselben  aus,  auf  schräge  pa- 
rallele gerade  Linien  aufträgt,  dann  aber  auch  diese  Perpendikel 
selbst  in  einem  constanten  Verhältnisse  verändert,  in  unserer 
pjagiographischeti  Projection  des  Kreises  ihre  gemeinschaftliche 
Quelle  haben  Die  erste  jener  Methoden  ist  nichts  anderes ,  als 
unsere  Projection  des  Kreises,  der  auf  der  Ebene  der  ay ,  der 
Projections -Ebene,  senkrecht  steht  und  mit  den  andern  Coordi- 
naten  -  Ebenen  einen  beliebigen  Winkel  bildet;  die  andere  ist  eben- 
falls die  Projection  eines  Kreises,  welcher  jedoch  in  der  Ebene 
xx  liegt,  nur  bilden  hier  die  Projectionsstranlen  mit  der  Projec- 
tions-Ebene  nicht  einen  Winkel  von  45°,  sondern  einen  beliebigen 
Winkel,  den  wir  oben  durch  /  bezeichnet  haben. 

Wenn  der  zu  projicirende  Kreis  wie  vorhin  auf  der  Projections- 
Ebene  senkrecht  steht,  und  sein  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  liegt,  so  wird  derselbe,  während  man  ihm  eine  Dre- 
hung um  seinen  in  die  Axe  der  :  fallenden  Durchmesser  beilegt, 
die  Oberfläche  einer  Kugel  beschreiben.  W7enn  man  nun  für  be 
liehige  Drehungswinkel  a,  wo  w,  wie  oben,  den  Winkel  bedeutet, 
welchen  die  Ebene  des  Kreises  mit  der  Coordinaten  «Ebene  xi 
macht,  denselben  projicirt,  so  entstehen  dadurch  Ellipsen,  welche 
sämtntlich  einen  gemeinschaftlichen  Durchmesser  haben ,  der  den 
Durchmesser  des  Kreises  gleich  ist  Zieht  man  durch  einen  der 
beiden  Punkte,  in  welchen  alle  diese  Ellipsen  sich  schneiden,  an 
zwei  derselben  Tangenten ,  so  ist  der  Winkel ,  welchen  diese  ein- 
schliessen,  gleich  dem  Unterschiede  der  entsprechenden  Drehung* • 
winkel  des  Kreises,  oder,  was  dasselbe  ist,  gleich  dem  Winkel, 
welchen  die  Durcbschnittslinien  der  Ebene  des  Kreises  und  der 
Projections  -  Ebene  ry  einschliessen.  Alle  diese  Ellipsen  werden 
von  einer  und  derselben  Ellipse  eingehüllt,  deren  Axen  wir  durch 
die  folgenden  Betrachtungen  erhalten. 

Aufgabe  2.  Man  sucht  die  plagiographische  Pro- 
jection einer  Kugel. 

Auflösung.  Die  Kugel  wird  von  der  Mantelfläche  des  Cy- 
linders,  welchen  die  Projectionsstranlen  bilden,  in  einem  grussten 
Kreise  berührt,  dessen  Lage  gegen  die  Projections  -  Ebene  leicht 
ermittelt  werden  kann.  Legt  man  den  Mittelpunkt  der  Kugel  in 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  nimmt  wieder  die  Ebene 
jry  zur  Projections- Ebene ,  auch  die  Projectionsstranlen  mit  der 
Ebene  yz  parallel  an,  so^wird,  da  der  Neigungswinkel  des  Berüb- 
rungskreises  gegen  die  Projections -Ebene  45°  beträgt, 
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wo  r  den  Radius  dar  Kugel  bedeutet,  und  mau  erhält 

also 

die  Gleichung  einer  Ellipse ,  deren  halbe  grosse  Axe  r  and 
deren  halbe  kleine  Axe  —r  ist. 

l>a  man  sich  die  Kugel  durch  Umdrehung  des  gross ten  Kreises 
um  einen  beliebigen  festen  Durchmesser  entstanden  denken  kann, 
so  wollen  wir  annehmen,  dass  dieser  in  der  Axe  der  z  liege. 
Dann  ersieht  man  leicht,  dass  sämmtliche  Ellipsen,  welche  in  der 
vorigen  Aufgabe  als  Projectionen  des  sich  um  diese  Axe  drehen- 
den auf  der  Protections-  Ebene  senkrechten  Kreises  erscheinen, 
von  einer  Ellipse  eingehüllt  werden ,  deren  halbe  grosse  Axe  rV*2 
and  deren  halbe  kleine  Axe  r  ist.  Man  erhält  demnach  folgenden 
Satz: 

„Man  ziehe  in  einem  Kreise  auf  einen  beliebigen 
Durchmesser  eine  Anzahl  senkrechter  Sehnen,  und  be- 
merke die  Durchschnittspunkte  mit  demselben.  Glebt 
man  diesem  Durchmesser  eine  drehende  Bewegung  um 
den  Mittelpunkt,  und  lässt  zugleich  die  Sehnen  mit 
ihrer  anfänglichen  Richtung  parallel  sich  fortbewegen, 
so  liegen  die  Endpunkte  derselben  allemal  in  einer 
Ellipse.  Auf  diese  Weise  erhält  man  für  jeden  Dre- 
hungswinkel eine  bestimmte  Ellipse,  und  alle  diese 
werden  von  einer  Ellipse  eingehüllt,  deren  halbe  grosse 
Axe  die  Sehne  eines  Quadranten,  und  deren  halbe 
kleine  Axe  der  Radius  dieses  Kreises  ist." 

Wenn  man  die  zu  projicirende  Kugel  durch  Ebenen  parallel 
mit  der  Protections -Ebene  schneidet,  und  die  dadurch  entstehen- 
den Kreise  proiicirt,  so  sind  diese  Projectionen  wieder  Kreise, 
und  zwar  ist  jeder  derselben  demjenigen  gleich ,  dessen  Projection 
er  ist.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  liegen  sämmtlich  in  der 
Axe  der  y,  und  sind  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  eben- 
soweit entfernt,  als  die  in  der  Axe  der  z  liegenden  Mittelpunkte 
j__  •■  •  u  j   j  n.„:  „ .  n  _n.i  


der  ihnen  entsprechenden,  mit  der  Projections- Ebene  parallelen 
Kreise.   Von  jenen  Kreisen  werden  alle  diejenigen,  deren  Radius 

nicht  kleiner  als  — .  ist,  von  der  Projection  der  Kusel  Hache  ein- 

V'Z 

gehüllt,  von  welcher  wir  gesehen  haben,  dass  sie  eine  Ellipse 
ist,  welche  die  Sehne  eines  Quadranten*  des  grüssten  Kreises  zur 
halbe./  grossen  Axe  und  den  Radius  desselben  zur  halben  kleinen 
Axe  hat  Wir  erhalten  demnach  einen  Satz,  welchen  Herr  Pro- 
fessor Steiner  im  dritten  Bande  des  Crelle'sch  en  Journals 
für  reine  und  angewandte  Mathematik.  S.  208.,  wie 
folgt,  ausgesprochen  hat: 

Theil  VIII.  16 
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„Zieht  man  in  einem  gegebenen  Kreise  Sehnen,  die 
säinmtlich  parallel  sind,  beschreibt  über  jeder,  als 
Durchmesser  genommen,  einen  Kreis,  so  wird  iederron 
diesen  Kreisen  (wozu  auch  der  gegebene  gehurt)  von 
einer  bestimmten  Ellipse  eingeschlossen  und  in  zwei 
Punkten  berührt.  Die  Ellipse  hat  den  mit  den  genannten 
Sehnen  parallelen  Durchmesser  AB  des  gegebenen 
Kreises  zur  kleinen  Axe,  deren  Quadrat  gerade  die 
Hiilfte  des  Quadrats  der  grossen  Axe  ist.  Diejenigen 
Kreise  jedoch,  deren  Durchmesser  kleiner  sind  aU 
AßV\  liegen  innerhalb  der  Ellipse,  ohne  von  ihr  be- 
rührt zu  werden*' 

Man  ersieht  aus  diesen  Beispielen ,  wie  unsere  Projectionsart 
angewandt  werden  kann,  um  Sätze  durch  geometrische  Anschauung 
zu  beweisen,  welche  man  sonst  auf  analytischem  Wege  zu  er- 
halten pflegt. 


Wollte  man  den  letzten  Satz  in  Form  einer  Aufgabe 
sprechen,  so  konnte  man  ihn  auf  folgende  Weise  fassen: 

„Ein  Kreis,  dessen  Radius  r  ist,  Ii ege  in  der  Ebene 
xy  und  sein  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte  der  Coer- 
dinaten.  Lässt  man  nun  den  Mittelpunkt  eines  Kreises 
mit  veränderlichem  Radius  sich  in  der  Axe  der«  bewe- 
gen, und  giebt  diesem  Radius  jedesmal  die  Grosse, 
welche  der  Ordinate  a  des  Mittelpunkts  als  Abseisse 
eines  Punktes  in  der  Peripherie  jenes  festen  Kreises 
angehört,  so  werden  solche  bewegliche  Kreise  von 
einer  krummen  Linie  eingehüllt,  deren  Gleichung  ge- 
sucht wird." 

Auflösung.  Die  Gleichung  des  beweglichen  Kreises  in 
irgend  einer  seiner  Lagen  ist  x 

Differenziirt  man  dieselbe  in  Beziehung  auf  a,  so  ergiebt  sich 

V  =  2a, 

und  substituirt  man  diesen  Werth  in  die  obige  Gleichung,  so  er- 
hält man 


oder 


als  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  krummen  Linie,  welche 
demnach  eine  Ellipse  mit  halber  grosser  Axe  rV2  und  halber 
kleiner  Axe  r  ist;  übereinstimmend  mit  dem,  was  oben  durch 
andere  Betrachtungen  gefunden  wurde. 
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Aufgabe  3.  Man  sucht  die  plagiographi sehe  Pro- 
jectioo  eines  Rotati ons- Sphäro ids,  dessen  Rotations- 
Axe  auf  der  Proj  ecti  ons- E  be  ne  senkrecht  steht. 

Auflösung.  Schneidet  man  die  Oberfläche  durch  Ebenen 
parallel  mit  der  Protections -Ebene,  so  entstehen  Kreise,  welche 
in  der  Protection  in  ihrer  "wahren  Grosse  erscheinen.   Die  Mittel- 

{ »unkte  dieser  Kreise,  welche  sammtlich  iu  der  Rotations- Axe 
iegen,  bleiben  auch  in  der  Protection  in  ihren  wahren  Entfernun- 
gen Ton  einander,  wie  denn  auch  die  Rotations- Axe  selbst  ihre 
Grosse  beibehält.  Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich,  dass, 
wenn  man  die  Ellipse,  durch  deren  Rotation  das  Sphärold  ent- 
standen ist,  construirt,  auf  die  Rotations- Axe  beliebige  recht- 
winklige Ordinaten  fallt,  und  mit  denselben  als  Radien  aus  den 
Punkten,  in  welchen  die  Axe  getroffen  wird,  Kreise  beschreibt, 
diejenige  krumme  Linie,  welche  solche  Kreise  einhüllt,  die  Pro- 
jection  des  Rotations  -  Sphäroids  sein  wird.  Auf  diese  Weise 
wird  man  sich  dieser  krummen  Linie  mit  jedem  beliebigen  Grade 
von  Genauigkeit  nahern  können. 

Um  diese  Linie  genauer  kennen  zu  lernen,  stellen  wir  fol- 
gende Untersuchung  an.  Die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  des 
abgeplatteten  Sphäroids,  durch  deren  Umdrehung  dasselbe 
entstanden  ist,  sei  a,  die  halbe  kleine  b.  Zieht  man  mit  der 
grossen  Axe  beliebige  parallele  Sehnen,  und  beschreibt  aus  den 
Punkten,  in  welchen  die  kleine  Axe  von  diesen  getroffen  wird,  mit 
den  Haltten  der  entsprechenden  Sehnet*  als  Radien,  Kreise,  so 
kann  die  einhüllende  krumme  Linie  auch  auf  folgende  Weise  be- 
stimmt werden.    Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 

«*  +  o*  ' 

und  wenn  man  die  Ordinate  eines  Mittelpunkts  jener  Kreise  durch 
a  bezeichnet,  so  ist  das  Quadrat  des  inr  entsprechenden  Radius 

man  hat  demnach  für  jeden  Kreis  die  Gleichung 
Differeoziirt  man  dieselbe  in  Beziehung  auf  «,  so  ergiebt  sich 


aleo 


aa* 

»-«=-p-. 


Iflu 

a  =:  — . 

u2+  b* 


16* 
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welcher  Werth ,  in  die  obige  Gleichung  substituirt,  als  Gleichaw 
der  einhüllenden  krummen  Linie 

.    .7*     .  i 

• 

ergiebt.  Diese  ist  demnach  eine  Ellipse,  deren  Axen  leicht  cnn- 
struirt  werden  können.  Die  halbe  kleine  Axe  ist  nämlich 
gleich  der  halben  grossen  Axe  der  gegebenen  Ellipse, 
und  die  halbe  grosse  Axe  gleich  der  Sehne  eines  Qna- 
dranten  derselben  Ellipse.  Dieser  Construction  wird  man 
offenbar  den  Vorzug  vor  der  ersten  mittelst  der  Kreise  geben. 

Wenn  das  Sphäroid  ein  längliches,  also  durch  Umdrehung 
der  Ellipse  um  ihre  grosse  Axe  entstanden  ist.  und  man  die  »Sehnen 
parallel  mit  der  kleinen  Axe  zieht,  und  aus  den  Punkten,  in  wel- 
chen die  grosse  Axe  getroffen  wird ,  mit  den  entsprechenden  halben 
Sehnen  Kreise  beschreibt,  so  ist  die  Gleichung  der  dieselben  ein- 
hüllenden krummen  Linie: 

o*  +  a*+A*  ~~  ' 

d.  h.  diese  Linie  ist  eine  Ellipse,  deren  halbe  kleine  Axe 
gleich  der  halben  kleinen  Axe  der  gegebenen  Ellipse 
und  deren  halbe  grosse  Axe,  wieder  n  ie  vorhin,  gleich 
der  Sehne  eines  Quadranten  derselben  Ellipse  ist. 

In  diesen  beiden  Sätzen  ist.  wie  man  leicht  sieht,  der  Satz 
des  Herrn  Professor  Steiner  vom  Kreise  enthalten:  man  darf  nur 
a=6=r  setzen  ,  wo  r  den  Radius  des  Kreises  bedeutet. 

Ferner  ergeben  sich  durch  Betrachtungen ,  welche  den  ohen 
bei  der  Kugel  angestellten  ähnlich  sind,  folgende  Sätze: 

„Man  ziehe  in  einer  Ellipse  miteinerAxe  beliebige 
parallele  Sehnen,  und  bemerke  die  Punkte,  in  welchen 
die  andere  getroffen  wird.  Giebt  man  dieser  eine  dre- 
hende Bewegung  um  den  Mittelpunkt,  und  lässt  zu- 
gleich die  Sehnen  mit  ihrer  an f  angl  ich en  Richtung  pa- 
rallel sich  fortbewegen,  so  liegen  die  Endpunkte  der- 
selben allemal  in  einer  Ellipse.  Au f  diese  We ise  er- 
hält man  für  jeden  Drehungswinkel  eine  bestimmte 
Ellipse,  und  alle  diese  werden  von  einer  Ellipse  ein- 
gehüllt, deren  halbe  grosse  Axe  die  Sehne  eines 
Quadranten'  und  deren  halbe  kleine  Axe  die  halbe 
grosse  oder  halbe  kleine  Axe  der  gegebenen  Ellipse 
ist,  je  nachdem  die  Sehnen  mit  jener  oder  dieser  pa- 
rallel sind." 

„Alle  diese  Ellipsen  haben  die  beiden  Endpunkte 
derjenigen  Axe,  mit  welcher  die  Sehnen  parallel  sind, 
zu  .gemeinschaftlichen  Schneidun gspun kteu,  und  der 
Winkel,  welchen  zwei  Ellipsen  in  einem  dieser  Punkt« 
mit  einander  bilden,  ist  immer  dem  entsprechenden 
Drehungswinkel  gleich/' 
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Aufyabe  4.  Mari  sucht  die  plagiographi  sehe  Pro- 
jection  eines  Ellipsoids  mit  arei  ungleichen  Axen, 
wenn  eine'  dieser  Axen  auf  der  Project  ious  -  Eben© 
senkrecht  steht. 

Auflösung.  Wenn  man  das  Ellipsoki  parallel  mit  der  Pro- 
jections  •  Ebene  durch  Ebenen  schneidet,  so  entstehen  Ellipsen, 
nelche  in  der  Protection  in  ihrer  wahren  Grosse  erscheinen.  Die 
Mittelpunkte  derselben  liegen  sämmtlich  in  der  auf  der  Protections- 
Ebene  senkrechten  Axe,  welche  in  der  Protection  ihre  wahre 
Grosse  behält.   Die  Gleichung  des  zu  projicirenden  EHipsoids  sei 

und  die  Projections  -  Ebene ,  wie  gewohnlich,  die  Ebene  der  xy; 
auch  sollen,  wie  bisher,  die  Projectionsstrahlen  mit  der  Ebene 
yz  parallel  sein  und  mit  der  Ebene  xy  einen  Winkel  von  45°  bilden^ 
Daun  fallen  die  Projectionen  der  Mittelpunkte  der  mit  der  Ebene 
xy  parallelen  Ellipsen  in  die  Axe  der  yf  in  dieselben  Erlernungen 
vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  welche  sie  in  der  Wirklich- 
keit haben,  und  in  dieselbe  Linie  fallen  auch  sämmtliche  Axen, 
welche  mit  der  Axe  26  parallel  sind,  während  die  mit  der  Axe  2a 
parallelen  auf  jene  Linie  senkrecht  zu  stehen  kommen.  Aus  dieser 
netraebtung  efgiebt  sich  nun  folgende  Construction : 

„Man  construire  eine  Ellipse,  welche  die  Axen  2a  und  2b  hat, 
trage  auf  2b  nach  beiden  Seiten  vom  Mittelpunkte  die  halbe  Axe 
c  auf,  construire  die  Ellipse,  deren  Axen  2a  und  2c  sind ,  trage 
auf  2a  nach  beiden  Seiten  vom  Mittelpunkte  die  halbe  Axe  6  auf, 
und  construire  eine  dritte  Ellipse,  deren  Axen  2b  und  2c  sind. 
Diese  drei  Ellipsen  wollen  wir  resp.  durch  (a,  b) ;  (a,  c) ;  (6,  c) 
bezeichnen.  Zieht  man  nun  mit  2a  beliebige  parallele  Gerade, 
welche  die  Ellipsen  (a,  c)  und  (6,  c)  schneiden,  und  construirt 
über  jeder  dieser  Sehnen  Ellipsen,  so  dass  die  grössere  von  ihnen 
die  grosse,  die  kleinere  die  kleine  Axe  wird,  so  ist  die  krumme 
Linie,  welche  diese  Ellipsen  einhüllt,  die  gesuchte  Projection  des 
EHipsoids/' 

Bezeichnet  man  durch  a  den  Abstand  einer  der  parallelen 
Sehnen  von  der  Axe  2a,  so  hat  man  für  die  Quadrate  der  halben 
Axen  der  entsprechenden  Ellipse  die  Ausdrücke : 

„*(!-£)  uod«*(1-3). 

C  CT 

■ 

also  ist  die  Gleichung  derselben 

,  Cy— «)*  _  i 
u*  *  ~~W~  er 

welche,  in  Rezug  auf  «  differenziirt, 

  #:*  i/ 
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ergieht.  Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  die  obij?e  Gleichung, 
so  erhält  man  für  diejenige  krumme  Linie,  welche  jene  Ellipsen 
einhüllt,  folgende  Gleichung: 

* l+  y*  =  1. 

Diese  krumme  Linie  ist  also  wieder  eine  Ellipse, 

deren  halbe  Axen  a  und  V  b2+c2  sind,  aus  welchem  Um- 
stände sich  eine  Constructio  n  unserer  Au  fgabe  ergiebt. 
die  ungleich  einfacher  als  die  oben  angegebene  ist. 

Man  sieht  leicht,  wie  die  Lösung  der  vorigen  Aufgabe  in 
dieser  allgemeinen  enthalten  ist. 


Wir  können  die  vorhergehenden  Aufgaben  aber  auch  vollständig 
lösen,  ohne  dabei  die  Theorie  der  EnveToppen  als  bekannt  voraus- 
zusetzen ,  wenn  wir  die  krumme  f /inie  suchen ,  in  welcher  die  tu 
projicirende  Oberfläche  von  dem  Strahlen  -Cvlinder  berührt  wird, 
unu  diese  krumme  Linie  sodann  projiciren.  Auf  diese  Weise  ee- 
lan^t  man  durch  plagiographische  Projection  zu  Sätzen  über  ein- 
hüllende Curven. 

Wenn  die  Gleichung  der  zu  projicirenden  Oberfläche  zwischen 
den  Coordinaten  x,  y/z, 

17  =  0, 

gegeben  ist,  und  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden  eines 
Cylinders  allgemein 

X — az  =  a ,  y —  bz  =  <pa 

sind,  so  findet  man  bekanntlich  die  Gleichung  des  Cylinders,  wel* 
eher  die  gegebene  Oberfläche  berührt,  wenn  man  aus  der  Gleichaas 

17  =  0  die  partiellen  Differenzialquotienteu  (j^)  (jfjj) 

stimmt,  die  Ausdrücke  für  dieselben  in  die  Gleichung  des  Cylinders 

substituirt,  und  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  drei  Grossen 
x,  y,  z  eliminirt,  wodurch  ein  Ausdruck  für  <pa  durch  a  gefunden 
wird.  Setzt  man  in  diesen  die  Ausdrücke  für  er  und  tpa  durch 
xt  y  und  r,  so  ist  die  dadurch  entstehende  Gleichung  die  gesuchte. 

Aufgabe  5.  Man  sucht  die  plagiographische  Pro- 
jection einer  Oberfläche,  deren  Gleichung  U  =0  ge- 
geben ist. 

Auflösung.  Für  den  Fall  unserer  Projection  haben  wir. 
wenn  die  Gerade,  welche  den  Cvlinder  erzeugt,  mit  der  Ebene  p 
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parallel  ist,  und  mit  der  Projections  -  Ebene  xy  einen  Winkel  von 
45°  bildet,  a=0,  6=1;  die  vier  Gleichungen ,  welche  hier  in  Be- 
tracht kommen,  sind  demnach: 

U  =  0, 

1  -  (!)■ 

x  =  et, 

y  =  x  +  ya. 

Kltroinirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  drei  Grossen  x,  y9  z, 
80  erhält  man  einen  Ausdruck  für  <pa  durch  a,  und  wenn  man  die 
Aasdrücke  für  <pa  und  a  in  diesen  zurück  substituirt ,  dann  aber 
:r=0  setzt,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  zwischen  .rundy,  welche 
die  der  gesuchten  Projection  der  gegebenen  Oberfläche  ist. 

Diese  Aufgabe  und  Aufgabe  1.  enthalten  die  ganze  analytische 
Theorie  unserer  Projectionsart. 

Wenden  wir  die  hjer  entwickelte  allgemeine  Theorie  auf  die 
Aufgabe  4.  an,  in  welcher  die  Aufgabe  3.  enthalten  ist,  so  wird 


x  =  a, 


Aus  diesen  vier  Gleichungen  ergiebt  die  Elimination  der  drei 
Grossen  x,  y,  z  die  Gleichung 

also  ist,  wenn  man  die  Ausdrucke  für  <pa  und  a  durch  x,  y,  :  in 
diese  Gleichung  zurück  substituirt,  und  dann  x=0  setzt, 

die  Gleichung  für  die  Projection  des  Ellipsoids,  übereinstimmend 
mit  der  oben  auf  anderem  Wege  gefundenen.  Für  Aufgabe  3.  ist 
a=6,  und  man  hat 

Aufgabe  6.  Man  sucht  die  plagiograpbischc  Pro- 
jection eines  Kotations-Paraboloids,  dessen  Axe  anl 
der  Projections  »Ebene  senkrecht  steht. 
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Auflosung.  Schneidet  man  den  Körper  parallel  mit  der 
Protections  -  Ebene ,  so  entstehen  Kreise,  welche  in  der  Projectioo 
in  ihrer  wahren  Grösse  erscheinen;  daraus  ergiebt  sich  folgende 
Construction : 

„Man  coostruire  die  Parabel,  durch  deren  Umdrehung  um 
ihre  Axe  der  Körper  entstanden  ist ,  und  ziehe  beliebige  auf  der 
Axe  senkrechte  Sehnen.  Die  Durchschnittspunkte  nehme  man  zu 
Mittelpunkten  von  Kreisen,  deren  Radien  die  Hälften  dieser  Sehpen 
sind ,  dann  ist  diejenige  krumme  Linie ,  welche  alle  diese  Kreise 
einhüllt,  die  gesuchte  Projection  des  Paraboloids." 

Die  Gleichung  des  zu  projicirenden  Körpers  sei 

+      =  /?(a— :); 

man  hat  also 

U  =  x2  -f     +  pz  —  ap  =  0 , 


x  =  «, 

y  =  z  +  q>a. 

Aus  diesen  Gleichungeu  ergiebt  die  Elimination  der  Grössen 
x,  y,  z  die  Gleichung 

«*  —  ?j  =  ap  +  pcpa, 

t 

also,  wenn  man  die  Ausdrücke  für  «  und  <pa  zurück  substituirt. 

Die  Projection  ist  also  wieder  eine  Parabel,  und  kann  hier- 
nach mit  Leichtigkeit  construirt  werden. 

Aufgabe  7.  Man  sucht  die  plagi  ographiscbe  Pro- 
jection'eines  Rotations-Hyperboloids,  dessen  Rota- 
tions-Axe  auf  der  Projections-Eben  e  senkrecht  steht 

Auflösung.  Schneidet  man  den  Körper  durch  Ebenen  pa- 
rallel mit  der  Protections- Ebene,  so  entstehen  Kreise,  welche  in 
der  Projection  in  ihrer  wahren  Grösse  erscheinen,  und  man  erhalt 
demnach  folgende  Construction: 

„Man  construire  die  Hyperbel ,  durch  deren  Umdrehung  der 
Körper  entstanden  ist.  Auf  die  Rotations  -  Axe  lalle  man  von  be- 
liebigen Punkten  der  Hyperbel  Lothe,  und  construire  mit  densellwr 
als  Radien  aus  den  entsprechenden  Durchschnittspunkten  der  Air 
Kreise.  Diejenige  krumme  Linie,  welche  diese  Kreise  einhüllt, 
ist  die  gesuchte  plaßiographische  Projection  des  Hyperboloid.« 
Wenn  der  Körper  ein  Hyperboloid  mit  einem  Fache  ist,  so  hat 
man  die  Lothe  auf  die  kleine  Axe,  wenn  er  ein  Hyperboloid  mit 
zwei  Fächern  ist ,  auf  die  grosse  Axe  zu  fallen." 
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Wenn 

17  =  a*2*— cl(yH a*)  +  a2c«  =  0 

die  Gleichung  des  Umdrehungs  -  Hyperboloids  mit  einem  Fache 
ist,  so  hat  man 


x  =  «, 

also 

  C*<pg  n2gpa 

mithin,  nach  gehöriger  Substitution,  für  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten Projection: 


die  Gleichung  einer  Hyperbel. 
Wenn 


t7  =  fl222  —  c2  (y2-fa:2)  —  a2c2  =  0 

die  Gleichung  des  Umdrehung«  •  Hyperboloids  mit  zwei  Fächern 
ist,  so  ergiebt  sich  für  die  Projection  desselben 

woraus  man  sieht,  dass  dieselbe  ebenfalls  eine  Hyperbel  wird. 


In  sehr  vielen  Fällen,  namentlich  in  solchen,  wo  der  zu  pro- 
jicirende  Korper  von  Ebenen  begrenzt  wird,  ist  es,  um  die  pla- 
giographische  Projection  zu  erhalten,  nicht  nothwendig,  zu  den 
allgemeinen  Betrachtungen  zurückzugehen,  ja  man  bedarf  nicht 
einmal  der  Zeichnungen  im  Grund  -  und  Aufrisse,  sondern  kann 
durch  besondere  Betrachtungen ,  welche  sich  auf  die  Gestalt  des 
Körpers  beziehen,  die  Projection  erhalten.  Dabei  wird  man  Sätze, 
wie  die  folgenden,  welche  in  dem  Wesen  der  plagiographischen 
Projection  begründet  sind ,  anzuwenden  Gelegenheit  haben : 

1.  Alle  gerade  Linien,  welche  mit  der  Projection»  -  Ebene 
parallel  sind ,  erscheinen  in  der  Projection  in  ihrer  wahren  Grosse. 

2.  Alle  gerade  Linien,  welche  auf  der  Projection«- Ebene 
senkrecht  stehen,  behalten  in  der  Projection  ihre  wahre  Grosse. 
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3.  Alle  Winkel,  deren  Ebenen  mit  der  Protections  -  Ebene 
parallel  sind,  erscheinen  in  dieser  in  ihrer  wahren  Grosse. 

4.  Alle  mit  einander  parallele  gerade  Linien  bleiben  auch  in 
der  Projection  mit  einander  parallel. 

5.  Alle  ebene  Figuren,  welche  mit  der  Projections -Ebene 
parallel  sind,  erscheinen  in  dieser  in  ihrer  wahren  Grosse  and 
Form ,  d.  h.  als  jenen  congrueute  Figuren, 

u.  s.  w. 

Diese  Projections -Art  eignet  sich  ganz  besonders,  um  beim 
Unterrichte  in  der  Stereometrie  angewandt  zu  werden,  indem  ni  cht 
nur  die  körperlichen  Gebilde  sich  mittelst  derselben  in  der  Ebene 
«ehr  anschaulich  darstellen  lassen,  sondern  auch  viele  stereome- 
trische Sätze  mit  überraschender  Leichtigkeit  bewiesen  werden 
können. 


XXII. 

Heber  den  Distanzmesser  mit  Pa- 
rallelfäden. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  G.  W.  v.  Langsdorff 

an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Mannheim 


Dieses  Instrument  besteht  in  einem  um  eine  horizontale  Axe 
drehbaren  Fernrohr,  bei  welchem  in  der  Ebene  des  Fadenkreuzes 
zwei  horizontale  Fäden  in  geringem  Abstand  (etwa  2  Linien)  von 
einander  gespannt  sind.  Visirt  man  mit  dem  Fernrohr  in  horizon- 
taler Richtung  nach  einer  entfernten  in  Zolle  getheilten  Tertikaien 
Latte,  so  lässt  sich  aus  dem  beobachteten  Latte nmaasse,  d.  h. 
aus  der  Anzahl  von  Zollen,  weiche  sich  zwischen  jenen  zwei  Pa- 
rallelfaden zeigen,  die  Entfernung  der  Latte  vom  Objektive  (oder 
auch  von  der  Axe)  des  Fernrohrs  ziemlich  genau  bestimmen. 

Da  dieser  Distanzmesser  bei  detai Hirten  Aufnahmen  grosse 
Kequemlichkcit  und  bei  bedeutender  Verjüngung  des  Planes  auch 
hinreichende  Genauigkeit  gewahrt,  so  halte  ich  die  Mittheiluns 
folgender  Bemerkungen  über  seinen  Gebrauch  um  so  weniger  filr 
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nutzlos,  als  ich  mich  selbst  hie  und,  da  von  der  unrichtigen  Be- 
handlung desselben  überzeugt  habe. 

Vor  Allem  ist  die  Beziehuog  zwischen  der  Distanz  D  (der 
Latte  von  dem  Objektive),  dem  Lattenmaasse  L  und  den  durch  die 
Einrichtung  des  Fernrohrs  bedingten  Konstanten  durch  eine  Glei- 
chung auszudrücken. 

Ist  das  Fernrohr  ein  astronomisches  mit  Einem  Okular ,  P  die 
Brennweite  des  Objektives ,  B  das  durch  das  Objektiv  erzeugte 
Bild  des  Lattenmaasses ,  so  ist  bekanntlich 


daher 


L  =  *^.D-B. 


Eine  scharfe  Pointirung  erfordert  aber,  dass  das  Bild  B  mit 
den  Parallelfäden  in  Einer  Vertikalebene  liege,  weil  sonst  diene» 
Bild  hinter  oder  vor  den  Fäden  schwankt.  Der  Fehler,  welcher 
durch  Hin-  und  Herbewegen  des  Auges  leicht  erkannt  wird,  muss 
durch  Verschieben  der  Okularröhre  beseitigt  werden,  nachdem  in 
dieser  die  der  deutlichen  Sehweite  entsprechende  Entfernung  zwi- 
schen dem  Okular  und  den  Parallel fäden  hergestellt  ist.  Bei  Er- 
füllung dieser  Forderung  ist  aber  das  Bild  ß  des  Lattenmaasses 
genau  gleich  der  vertikalen  gegenseitigen  Entfernung  F  der  Pa 
rallelfäden,  daher 

Durch  Verschiebung  des  Okulars  in  der  Okularröhre  wird  als- 
dann das  Lattenmaass  nicht  verändert;  das  Lattenmaass  ist  also 
von  der  Beschaffenheit  des  Auges  unabhängig. 

Die  Konstante  F  kann  nun  unmittelbar  gemessen  werden.  Da 
sich  nämlich  F  sehr  leicht  bis  auf  t\  Linie  genau  messen,  da- 
gegen L  bei  einer  bedeutenderen  Distanz  nicht  wohl  über  Zoll 
nenau  beobachten  lässt,  so  verdient  der  bei  der  unmittelbaren 
Messung  von  F  begangene  Fehler  keine  Berücksichtigung. 

F 

Man  bat  also  nur  noch  die  Konstante  -p  durch  wiederholte 

Beobachtungen  von  L  für  eine  genau  gemessene  Distanz  D  zu 
bestimmen. 

Ist  z.  B.  F=0,W'  und  ist  für  Z>  =  5000"  das  arithmetische 
Mittel  der  Werthe  von  L  aus  10  Beobachtungen  =88,1"  gefunden 
worden,  so  hat  man 
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daher  die  allgemeine  Formel 

L  =  0,01766./)- 0,19 

und 

/>  =  56,025.  L  +  11. 

Sollte  die  Formel  den  Werth  von  D  nicht  vom  Objektiv  au*, 
sondern  von  der  Axe  aus  angeben,  und  betrüge  die  Entfernung 
der  Axe  vom  Objektive  6",  so  hatte  man 

/)  =  56,625./,  +  17. 

Hat  das  Fernrohr  mehrere  Okulare  (wie  jedes  terrestrische 
Fernrohr) ,  so  hängt  das  durch  das  vorletzte  Okular  erzeugte  kleine 
Bild  B  (welches  durch  das  letzte  Okular  wie  durch  eine  Loope 
betrachtet  wird)  nicht  nur  von  D  und  von  den  konstanten  Breon- 
weiten  der  Linsen  und  den  konstanten  gegenseitigen  Entfernungen 
der  Okulare,  sondern  auch  von  der  veränderlichen  Entfernung  £ 
des  Objektivs  vom  ersten  Okular  ab.    Ist  nun,  zum  Behuf  der 
Herstellung  des  für  die  deutliche  Sehweite  &  erforderlichen  Ab- 
Standes  zwischen  dem  Fadenkreuze  (mit  den  Paralleifaden)  und 
dem  letzten  Okular ,  dieses  letztere  in  der  Okulnrrtihre  verschieb 
bar  und  das  Fadenkreuz  fest,  so  ändert  sich  bei  den  Beobacb 
tungen  £  nur  mit  Dt  und  eine  Veränderung  von  B  kann  nur  tob 
einer  Veränderung  von  D  herrühren.   Ist  dagegen  in  der  Okular- 
röhre  das  letzte  Okular  fest  und  das  Fadenkreuz  verschiebbar,  so 
ändert  sich  E  auch  mit  S,  daher  giebt  alsdann  eine  und  dieselbe 
Distanz  D  für  verschiedene  Augen  verschiedene  Bilder  B  eines 
und  desselben  Gegenstandes ;  wird  also  das  Bild  der  Latte  in  die 
Ebene  des  Fadenkreuzes  geruckt,  so  erscheinen  verschiedenen 
Augen  verschiedene  Anzahlen  von  Zollen  zwischen  den  Parallel 
laden,  d.  h.  das  Lattenmaass  L  ist  bei  gleicher  Distanz  von  der 
Sehweite  £  abhängig.    Hat  also  das  Fernrohr  dieses  Distanz- 
messers mehrere  Okulare,  so  muss  das  Fadenkreuz  in  der  Okular 
röhre  fest  sein. 

Für  jedes  solche  Fernrohr  erhalt  man  gleichfalls  die  Formel 

D  =  a.L  +  b, 

wo  a  und  6  für  ein  und  dasselbe  Instrument  Konstanten  sind,  weicht 
durch  Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen. 

Findet  man  z.  B.  für  /)=500"  den  mittleren  Werth  von  l 
aus  mehreren  Beobachtungen  =8,6"  und  für  /)=5000"  den  mitt- 
leren Werth  von  //=88,7",  so  hat  man  die  zwei  Gleichungen 

500  =  a  .  8,6  +  b,  | 
5000  =  a.  88,7 +  6; 

woraus  sich  a  =56,14  und  6  =  17,  also  allgemein 

D  =  56,14  .  /,  f  17 

ergehen  wurde. 
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Man  konnte  auch  fiir  beliebig  viele  Werthe  von  Ö  die  zupe 
hörigen  Werthe  von  L  beobachten,  und  die  Konstanten  /  und  ff 
der  Gleichung 

L  =  f.  D-g 

nach  der  Metbode  der  kleinsten  Quadrate  bestimmen,  wodurch 
aber  die  Rechnung  ohne  Nutzen  vernickelt  wurde. 

Es  versteht  sich,  dass  sich  alle  Distanzen  D  auf  einen  und 
denselben  Punkt  des  Instruments  als  Anfangspunkt  beziehen  müssen, 
und  dass  dieser  Punkt  bei  der  Messung  einer  Station  jedesmal 
frenau  über  dem  einen  Endpunkt  der  Station  liegen  muss,  während 
im  anderen  Endpunkt  die  Latte  möglichst  vertikal  aufgestellt  wird. 

Auch  darf  nicht  ubersehen  werden,  dass  die  Konstanten  sich 
ändern  müssen ,  wenn  neue  Parallelfaden  eingezogen  werden,  dass 
also  alsdann  diese  Konstanten  wieder  von  Neuem  aus  Beobach- 
tungen zu  bestimmen  sind. 

Bisher  wurde  die  Visirlinie  (optische  Axe)  als  ^wenigstens 
nahe)  horizontal  vorausgesetzt.  Ist  sie  unter  dem  Winkel  a  gegen 
den  Horizont  geneigt,  während  bei  vertikaler  Stellung  der  Latte 
das  Lattenmaass  L  abgelesen  wird,  so  würde  das  l.attenmaass, 
wenn  die  Latte  senkrecht  zur  Visirlinie  gehalten  würde,  nur 
=  X«.cosa  sein;  daher  ist  die  Entfernung  des  Punktes,  in  welchem 
die  Visirlinie  die  Latte  trifft,  nur  =a.X.cosa  +  6,  folglich  die 
horizontale  Projektion  dieser  Entfernung 

D  =  (a.X.cosa-f  ü).cosa, 

wofür  bei  kleinen  Winkeln  bis  zu  10°  ohne  Bedenken 

Z)=  (a.£+6).cosaa 

gesetzt  werden  kann.  Für  Winkel  bis  etwa  10°  kann  man  aber, 
wenn  a  in  Graden  gegeben  ist,  cos2a  =  l —  sin2a  =  J — er2,  sin*  1° 
=  1  — aa. 0,0003  setzen,  so  dass  man 

D=z  aZ  +  6-^(aZ,+  o).a2.0,0003 

hat.  Um  den  Winkel  «  bestimmen  zu  können,  muss  der  Distanz- 
messer mit  einer  Libelle  und  einem  vertikalen  Gradbogen  verseben 
sein.  Es  ist  hinreichend,  wenn  letzterer  in  Grade  getheilt  ist,  wo 
sich  dann  Viertelgrade  noch  sehr  leicht  schätzen  lassen. 

Für  bequemeren  Gebrauch  wird  man  sich  nach  der  Formel 
D~ah-\-b,  nachdem  man  a  und  b  bestimmt  bat,  eine  Tabelle 
berechnen,  worin  man  zu  jedem  beobachteten  Lattenmaasse  L  die 
entsprechende  Distanz  D  (für  horizontale  Visirlinie)  aufsuchen  kann. 

Wird  der  Distanzmesser  als  Kippregel  auf  dem  Messtisch  ge- 
braucht, so  erleichtert  man  sich  nie  Aufnahme  sehr,  wenn  man 
nach  der  festgesetzten  Verjüngung  des  Planes  einen  Maassstab 
entwirft,  der  für  jedes  Lattenmaass  die  entsprechende  Distanz  un- 
mittelbar giebt. 
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Ist  z.  B.  Z>=56,14.L  +  17  in  Zollen,  so  hat  man  D-ll  fitr 
L=0,  und  D~Wl\  für  L-IOO.  Tragt  man  nun  auf  einer  Ge- 
raden von  einem  Anfangspunkt  A  aus  nach  dem  verjungten  Maats- 
stab 17  Zoll  und  5631  Zoll  in  derselben  Richtung  ab,  bezeichnet 
die  bezüglichen  Endpunkte  durch  0  und  100,  theilt  den  Zwischen- 
raum zwischen  0  und  100  in  100  gleiche  Theile  und  bezeichnet  die 
Theilungspunkte  durch  1,  2,  3. . . .90,  so  ist  die  Gerade  von  A 
bis  zum  inten  Theilungspunkte  die  dem  Lattenmaasse  von  m  Zollen 
entsprechende  Distanz  in  der  festgesetzten  Verjüngung.  Aoi 
ahnliche  Weise  wie  beim  sogenannten  tausendtheili^en  Maassstabe 
lassen  sich  auch  die  Distanzen  für  die  Zehntelzolle  hinzufügen. 

Die  anzunehmende  Verjüngung  hängt  von  der  durch  das  in- 
strument  zu  erreichenden  Genauigkeit  ab.  Ist  z.  B.  !) =56,14.1« 
+ 17  und  lassen  sich  bei  den  griissten  gemessenen  Distanzen  noch 
die  Zehntelzolle  des  Lattenmaasses  gut  schätzen,  so  erhält  man 
die  Distanzen  auf  56x0,1=5,6"  genau.  Da  man  nun  der  Erfah- 
rung gemäss  Linien  mit  dem  Zirkel  auf  7!5  Linie  (;  Millimeter) 
genau  messen  kann ,  so  muss  T\  Linie  des  wahren  Maassstabe* 
wenigstens  5,6"=:56,w  des  verjungten  betragen,  also  \m  des  wahren 
Maassstabes  wenigstens  15  x  56  =  840*/  des  verjüngten;  die  Ver- 
jüngung müsste  also  in  diesem  Falle  höchstens  rrr**  dürfte  aber 

kleiner  (z.  B.  j^gg")  sein.  Liessen  sich  bei  den  grossteo  gemes- 
senen Distanzen  nur  noch  Viertelzolle  schätzen ,  so  dürfte  die 
Verjüngung  höchstens  sein. 


XXffl, 

Heber  Distanzmesser. 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

Da  der  Distanzmesser  mit  der  Distanzlatte ,  für  welchen  Herr 
Professor  v.  Langsdorff  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  eine 
Theorie  geliefert  nat,  ein  in  der  Praxis  jedenfalls  sehr  viele  Be- 
quemlichkeiten darbietender  Apparat  ist,  so  will  ich  mir  erlauben. 
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die  Theorie  desselben  in  dem  vorliegenden  Aufsätze  noch  nach 
den  Ansichten  .zu  entwickeln ,  welche  ich  selbst  über  diesen  Ge- 
genstand der  Praxis  habe. 

Wenn  wir  uns  einen  leuchtenden  Punkt  und  von  demselben 
auf  die  Axe  eines  Fernrohrs  ein  Perpendikel  gefallt  denken  ,  die 
Entfernung  des  Fusspunktes  dieses  Perpendikels  von  dem  ersten 
Elemente  *)  des  Objectiv -Systems  durch;?,  die  gehörig  als  positiv 
oder  als  neeativ  betrachteten  Entfernungen  des  leuchtenden  Punktes 
und  seines  dem  letzten  Elemente  des  Ocular-Systems ,  von  welchem 
die  Strahlen  unmittelbar  in's  Auge  gelangen ,  entsprechenden  Bildes 
aber  respective  durch  a  und  Q  bezeichnen;  so  ist,  wenn  A  und 
£  zwei  constante,  d.  n.  bloss  von  deo  unveränderlichen  ßestim- 
mungsstücken  der  Elemente  des  Objectiv  -  Systems  und  des  Ocular- 
Systems  und  der  unveränderlichen  Lage  derselben  gegen  einander 
in  jedem  dieser  beiden  Systeme  einzeln  genommen  abhängende 
Grossen  bezeichnen,  unter  der  Voraussetzung  einer  genauen  Ein- 
stellung des  Fernrohrs  zum  deutlichen  Sehen ,  für  dasselbe  Auge, 
und  unter  der  Bedingung,  dass  man  das  Auge  immer  an  dieselbe 
Stelle  hinter  dem  letzten  Elemente  des  Ocular-Systems  hält,  we- 
nigstens mit  grosser  Annäherung: 

1)    Z=A  +  Bp. 

Wegen  des  allgemeinen  Beweises  dieses  Satzes ,  welcher  sich 
hier  ohne  Weitläufigkeit  nicht  geben  lässt,  muss  ich  mir  erlauben 
auf  den  nach  Verlauf  von  ein  Paar  Wochen  erscheinenden,  die 
allgemeine  Theorie  der  Fernröhre  und  Mikroskope  enthaltenden 
ersten  Theil  meiner  Optischen  Untersuchungen.  Leipzig. 
1846.  S.  174.  §.  *23.  Nro.  5.  zu  verweisen,  indem  ich  hier  nur 
bemerke,  dass  dieser  Beweis  sich  hauptsächlich  auf  die  auch  in 
den  beiden  Aufsätzen  Archiv.  Theil  VI.  Nro.  X.  und  Nro. 
LIV.  entwickelten  Formeln  gründet. 

iSach  meiner  Meinung  wird  der  Distanzmesser  am  besten  mit 
zwei  in  der  Axe  des  Fernrohrs  sich  senkrecht  durchschneidenden 
Fäden,  von  denen  bei  richtiger  Aulstellung  des  Instruments  sich 
der  eine  in  horizontaler,  der  andere  in  vertikaler  Lage  befinden 
muss ,  und  ausserdem  mit  noch  zwei  dem  in  Rede  stehenden  ho- 
rizontalen Faden  in  möglichst  genau  deichen  Abständen  von  dem- 
selben parallelen  Fäden  versehen.  Bei  dem  Gebrauche  richtet 
man  jederzeit  die  Axe  des  Fernrohrs  genau  nach  dem  Mittelpunkte 
oder  überhaupt  nach  irgend  einem  bestimmten  Punkte  M  der  ver- 
tikal aufgestellten  Distanzlatte,  liest  das  zwischen  dem  mittleren 
horizontalen  Faden  und  einem  der  beiden  ihm  parallelen  Fäden 
enthaltene  Lattenmaass  ab,  oder  bedient  sich  dabei  auch  der  beiden 
dem  mittleren  horizontalen  Faden  parallelen  Fäden  zugleich,  wobei 
wir  immer  das  dem  über  der  nach  dem  Punkte  M  gerichteten 
Visirlinie  des  Fernrohrs  liegeoden  Punkte  der  Latte  entsprechende 


*)  Unter  den  Elementen  eine«  Spiegel-  und  Linsen  -  System«  rer- 
stehe  ich  die  einzelnen  Spiegel  und  Linsen ,  ans  denen  dasselbe  besteht, 
welche  in  dem  Systeme  immer  eine  unveränderliche  Lage  gegen  einander 
haben. 
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Lattenmaass  als  positiv ,  das  dem  unter  der  nach  dem  Punkte  .V 
gerichteten  Visirlinie  des  Fernrohrs  liegenden  Punkte  der  Latte 
entsprechende  Lattenmaass  als  negativ  betrachten  wollen,  und 
misst  an  einem  zweckmässig  angebrachten  Höhenkreise  den  Nei- 
gungswinkel der  nach  dem  Punkte  M  gerichteten  Visirlinie  des 
Fernrohrs  gegen  den  Horizont,  indem  man  denselben  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachtet,  jenacbdem  die  nach  dem  Punkte  M 
gerichtete  V  isirlinie  des  Fernrohrs  über  oder  unter  der  durch 
dessen  Drehpunkt  gebenden  Horizontalen  liegt.  Dass  alle  nüthigen 
Hülfsmittel  zur  feinen  Einstellung  und  genauen  Aulstellung  an  dem 
Instrumente  angebracht  sein  müssen ,  versteht  sich  von  selbst. 

.  Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfernung  des  Punktes  M  von  dem 
Drehpunkte  des  Fernrohrs  durch  e,  die  constante  Entfernung  des 
ersten  Elements  des  übjectiv  -  Systems  von  dem  Drehpunkte  des 
Fernrohrs  durch  6,  deu  Neigungswinkel  der  nach  dem  Punkte  M 
gerichteten  Visirlinie  des  Fernrohrs  gegen  den  Horizont  durch  t, 
das  an  einem  der  beiden  dem  mittleren  horizontalen  Faden  pa- 
rallelen Fäden  abgelesene  Lattenmaass  durch  X;  so  erhellet  ans 
Taf  IV.  Fig.  2.  auch  ohne  weitere  Erläuterung  sogleich ,  dass  in 
der  Gleichung  1)  in  völliger  Allgemeinheit 

p  =  e  —  &+k  sin  i,  q  =  leosi 

zu  setzen  ist,  wodurch  dieselbe  die  Gestalt 

2)    -C°—  =  ^  +  £(e  —  e  +  Asini) 

oder 

3)     Acosi  =  AQ  +  BQ(e  —  Ö  +  Asini) 

erhält.  Weil  nun  aber  fflr  denselben  dem  mittleren  horizontalen 
Faden  parallelen  Faden  offenbar  Q  eine  constante  Grosse  ist,  so 
sind  für  denselben  dem  mittleren  horizontalen  Faden  parallelen 
Faden  auch  AB  und  BQ  constante  Grössen,  und  wir  können  als« 

4)    G  =  AQ,  H=  BQ; 

wo  G  und  H  für  denselben  dem  mittleren  horizontalen  Faden  pa« 
rallelen  Faden  constante  Grössen  sind,  setzen,  wodurch  die  Glei- 
chung 3)  in  die  folgende  übergeht: 

4)    *cosi=  G  +  H(e  —  Ö  +  Asini). 

Alles  kommt  nun  zuvörderst  auf  die  Bestimmung  der  beiden 
Constanten  G  und  H  an.  Zu  dem  Ende  messe  man  mit  möglich- 
ster Genauigkeit  eine  Reihe  von  Werthen  der  Entfernung  e,  welche 
wir  durch 

B,  Ei,  E},  Ei,  E4,  

bezeichnen  wollen,  und  bestimme  die  entsprechenden  Wertbe 

L,  Li»  L%,  Li,  Lx  
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des  Lattenmaasses  k,  natürlich  immer  an  demselben  dem  mittleren 
horizontalen  Faden  parallelen  Faden,  und  die  entsprechenden 
Werthe 


des  Neigungswinkels  i.  Dann  hat  man  zur  Bestimmung  der  beiden 
Constanten  G  und  //  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen  : 


5) 


L  cosJ  =  G-f(£  —  B  +  L  sinj)#, 
cos ^  =  G  +  (1^  -  S  +     sin  Jj)  H9 
La  cos/?  =  G  +         6  +  I*  sin  J2)  H, 
£s  cos/s  =  d  +  I^sinJj) 

X4  cosJ4  =  6r  +  (£4  —  6  +  -L4  sin  , 

u.  s.  w. 


welche  man  nun  einer  vollständigen  Behandlung  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  unterwirft,  worüber  hier  natürlich  nichts 
weiter  zu  sagen  ist,  da  in  den  bekannten  betreffenden  Schriften 
alles  Erforderliche  in  grosser  Ausführlichkeit  nachgesehen  wer- 
den kann. 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  die  Constanten  G  und  H  be- 
stimmt, so  erhalt  man  nach  der  Gleichung  4)  die  Entfernung  e 
aus  den  beobachteten  Werthen  von  A  und  t  und  dem  immer  leicht 
durch  unmittelbare  Messung  mit  aller  nüthigen  Genauigkeit  zu  be- 
stimmenden &  mittelst  der  Formel 

ri     ,  .  .  ,  Acost — G 
6)    e  =  8  —  A  Sinti  jj  . 

Wenn  wir  die  Fehler  von 

G  ,  H ,  A ,  i ,  e 

respective  durch 

BG,  BHy  Bk,  ci,  Be 

bezeichnen,  und  dieselben  als  Differentiale  betrachten,  so  haben 
wir  nach  4)  eigentlich  die  Gleichung 

(A+8A)  cos (t-föi)  -  G+ BG  +  (H+BH)  ( e+Be-S+  (k  +Bk)  sin  (i } , 

also,  weil  e  aus  der  Gleichung 

A  cos  i        +       —  Ö  +  Asini) 

bestimmt  worden  ist,  nach  den  Principien  der  Differentialrechnung, 
wie  man  leicht  findet: 

Theil  VIII.  IT 
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co8<aA~Ä8iniai  =  SC  +  (c-e+A8io«)^ 

+  H  (Be  +  &\n  iBX+l  cos  iBi), 


d.  i. 


cos  i 3 A— A  sin i3i  =  3G  +  \co8j^ — 5 a// 

+  //(8e  -f  sin  icU  +  A  coaidi) , 

und  folglich 

7)  3u  =     (cos  t  —  H  sin  i)  ^ 

—  A(sini  +  //cost)^ 

_  ac 
// 

A  cos  / —  G  BH 

 h —  ir 

Soll  Bi  in  Secunden  ausgedrückt  sein,  so  muss  man  in  dieser 
Gleichung  sin  1" .  Bi  für  Bi  setzen ,  wodurch  dieselbe  die  folgende 
Gestalt  erhält : 

8)  Be  =      (cos  t  —  //sin  i)~ 

-A(«int  +  //cost)sinr.^- 

BG 
-  TT 

Acost —  G  BH 

H  7/ 

Für  i  =  0  ist 

nx  «      8a    ,  .  ,//  c.    ac?  A — C»  BH 

9)    de  —  -jj  —  Asm  1' .  3t  —   jj  ^ . 

Wenn  man  sich  bei  der  Bestimmung  der  Coustaoten  G  udJ 
H  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nicht  bodienen  will,  80 
reichen  zwei  der  Gleichungen  5),  etwa  die  beiden  Gleichungen 

j  L  cos/  =  G+(E  —  G  +  L  sin./)//, 
}    \  I^coaJ^  G  +  iEt  —  0  +  Xjsin/,)//, 

zur  Bestimmung  dieser  beiden  Constanten  hin.   Mittelst  gewöhn 
lieber  algebraischer  Elimination  erhält  man  nämlich  ohne 
rigkeit ; 
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sin  Jl )  cos  J — Lt  (E —  0+  L sin  «/)cosJ, 
llj    1  E—E^^-LsiuJ — £,sin./, 

f//=  LcosJ—Lj  cos  J, 

~     E—Ex+LamJ — J^sinJ, 

oder 

{q   6)cos 7—1/,  (jE—  6) cos  Jj—  XL, sin  («/—»/,) 

12)    )  £ — El  +  X/  sin/ — X,  sin/, 

  LcosJ — Lx  cos/, 

*  E — Ei  +  Ls'iuJ — L,  sinJ,  * 

Znr  Bestimmung  von  BG  und  8//  hat  man  aber  nach  10),  wenn 
wie  früher  auch  jetzt  BS  =  0  gesetzt  wird ,  was  jedenfalls  ver- 
stattet ist,  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(cos  JT—  H  sin  J)BL—L (sin  J+ H  cos  J)dJ—H BE 
=z  BG  +  (E-B  +  Ls\nJ)BHt 

(cos  Ji— #sin  7,)         />,(sin  7,  +//cos  /,)  a/,— 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

(U  =     cos./— //sin/, 


13)    jp  =  Z(sin/-f /fcos/), 
=  £—  0  +  Lsin/ 


; 


tT,  =    cos  7,  —  H  sin  7, , 
14)     \VX  =  Xasin^+Z/cos/,), 
17,  =  E^  0  +  I^sin/,; 

•o  werden  diese  Gleichungen: 

\üdL  ~VBJ  —mE  =  %G+WBH, 

und  fuhren  mittelst  leichter  Elimination  zu  den  beiden  folgenden 


W 


w—  Wi  w^w[ 


BLt 


W—Wi        w—  wx  1 


17  * 
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und 

17)    a//=      ..,  l\„  vL—  H/7* 

Sollen  und  3J|  in  Secunden  ausgedruckt  sein,  so  werden 
diese  Gleichungeu: 


und 


H^^TPT" oy  +  ir-  ir,  y' 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  man  das  Lattenmaavs  an 
den  beiden  dem  mittleren  horizontalen  Faden  parallelen  Fäden 
beobachtet  habe,  und  dass  die  Gleichung  2)  für  den  über  der 
M  gerichteten  Visirlinie  des  Femrohrs  liegenden  Punkt  der 

20)  =  ^  +  Z?(c-0  +  >lsini), 

iur  den  unter  der  nach  M  gerichteten  Visirlinie  des 
liegenden  Punkt  der  Latte  dagegen 

21)  £^i  =  i4  +  ü(e— 6+1'siDi) 

sei;  so  haben  wir  die  beiden  Gleichungen 

j  *cost  =  4Q  +BQ(c— e  +  Asin»), 
}    I  A'cosi  =  ^Q'  +  W(c-e  +  A'sint); 

aus  denen  sich  durch  Subtraction  die  Gleichung 


i 
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23)    (X — X')  cosi 
=  A(Q—Q')  +  B(Q-Q')(e-e)  -f  B{XQ  —  X'Q)  sim* 

ergiebt.  Sind  nun  die  beideo  Fäden,  an  denen  das  Lattenmaass 
beobachtet  wird ,  gleich  weit  von  dem  mittleren  horizontalen  Faden 
entfernt,  so  ist  Ö'  =  —  Q,  also  Q—Qf=z2Q,  und  die  vorherge- 
hende Gleichung  wird: 

21)    (i— cost  =  2,40  -f  2ßQ(e  —  0)  +  ÄQ^  +  A')  sini, 
oder,  wenn  wir 

25)     X  =  2AQ,  *&=z2BQ 
setzen,  wo  naturlich  3  und  *5  Constanten  sind: 

26)  (A— A')cosi  =       Q3(e— 6-|-i(A-f A')sint|. 

■ 

Weil  aber  nach  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  X  positiv, 
dagegen  X'  negativ  ist,  so  ist  offenbar  X — X'  das  zwischen  den  bei- 
den dem  mittleren  horizontalen  Faden  parallelen  Fäden  enthaltene 
Lattenmaass ,  und  folglich,  wenn  wir  dieses  durch  /  bezeichnen: 

•  27)  /cosi  =2l+S5le-e  +  ia+A/)sini|, 

i 

wo  es  nun  wieder  zuvorderst  auf  die  Bestimmung  der  Constanten 
31  und  ankommt 

Zu  dem  Ende  messe  man  mit  möglichster  Genauigkeit  eine 
Reihe  von  Wertheu  der  Entfernung  <?,  welche  wir  durch 

E»  Ei ,       lqf  £4,  .... 
bezeichnen  wollen,  und  bestimme  die  entsprechenden  Werthe 


2.  1» 

rs 

Ii» 

i'»; 

**,  la, 

i'»; 

*3,  »3» 

t's; 

I4» 

1  4f 

U.  6. 

W. 

der  Lattenmaasse 

/,   A,   A1  < 

uod  die  entsprechenden  Werthe 

J,  Jit  J^t  Jz*      ,  . . . . 

des  Neigungswinkels  1.  Dann  hat  man  zur  Bestimmung  der  Con* 
Staaten  ^  und  t5  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 
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»  +  i£l-e+i(i1+i'I)8ioy1j^. 

Ä  +  { £j — 0  +  i  (la  H  2)  sin  ./2 }  , 
71  +  ( —  S  +  ;  (la+l'3)  sin  ./s  , 

u.  s.  w. 

welche  man  einer  vollständigen  Behandlung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  unterwerfen  muss. 

Hat  man  also  auf  diese  Weise  die  Constanten  H  und  $5  ge- 
funden, so  ergiebt  sich  e  nach  27)  mittelst  der  Formel 

29)  e  =  e-\(l  +  V)B\ni+l22£^. 

Kann  man  das  Glied  {  (X-{-X')s\n  t,  wo,  was  wohl  zu  beachter 
ist'»  iL  und  X'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  ohne  merkliche 
Fehler  als  verschwindend  betrachten,  so  werden  die  vorhen»f 
lienden  Formeln  etwas  einfacher,  was  hier  einer  weiteren  Aus- 
führung nicht  bedarf,  indem  die  betreffenden  Formeln  mit  der 
grünsten  Leichtigkeit  aus  den  vorhergehenden  allgemeinen  Formeln 
sogleich  abgeleitet  werden  können. 

Durch  Differentiation  erhält  man  aus  der  Gleichung  27)  auf 
gewöhnliche  Weise 

cos  i a/—  /sin  f  Bi  =  8  H  -f  { e  —  B  + .}  (A-f  A')  sin  i ) a© 

+    { Be  +  i  sin  t  (BX+dV)  +  \  (A-f  A')  coswl 

oder 

cos  icl —  /sin  i  Bi  —  c2[  -\-  ^C0S* — -  B  $5 

+  S5  { de + i  sin  i  (3  A+8A')  +  i  (A+A')  cos  ft'l , 

und  folglich 

30)  Be  =    cost^  —  isin^aA+aA-) 

+  {/sint+>^(X+i')cost}^ 

5 

__  /cos i— *2i  as 
«►     '  v>  9 

oder,  wenn  8i  in  Secunden  ausgedrückt  sein  soll,  auf  ähnlich« 
Art  wie  im  Obigen: 


£  cos7  = 
2i  co»Jt  = 
?2cos«/2  = 

£3  COS  J9  = 
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31)     Be=  co«^-i8i!M(oA+0A') 

di 

—  ( /  sin  f  -f  &  Q  (A+A*)  cos  i }  sin  1" . 

SB 

/com— 2t  3>B 
»  "® 

Für  >  =  0  ist 

32)  8.  =  g +  -  » 

Will  man  sich  bei  der  Bestimmung  der  Constanten  21  und  Sb 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nicht  bedienen,  so  reichen 
zwei  der  Gleichungen  28),  etwa  die  beiden  Gleichungen 


33)  { 


8  cos/  =  3  +  [E  —  0  +  i(l  +  r)sinJ}$, 


zur  Bestimmung  dieser  Constanten  hin.  Auf  dem  Wege  gewöhn- 
licher algebraischer  Elimination  erhält  man  nämlich  ohne  Seh  wie- 


,~_  g { Ev -0+01  -H'i  W > cos J-gt (iE-e-f  4(l-t-l>8nJ ) cos  /, 
U)\  "  i  (l+Osin7-i0i+l'i)8in^, 

_   2  COS  t/  —  gt  cosJj 

[  JE-  Ii  +  4  (l+O  sin i  (1,-f  |-t)  sin  •/,* 

Durch  Differentiation  '  erhält  man  aus  den  Gleichungen  33) 
leicht  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

cos  Jög  —  4  &  sin  J  (di + 81 ') 
—  (2sinJ+      (1+0 cos  t\dJ— %>  BE 
=  BIS,  + 1  £  -  6  +  i  (I +0  sin  J }  8» , 

cos        —  i  $  sin  Jx  {B\x  +  B\\) 
—  { 2!  sin  Jt  +  4    (Ii  +  |'t)  cos    )  &/4  —  BEX 
=  821  +  {£l-e  +  i(li  +  ri)8inJlia'ö; 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

X  =  cos  J, 

|U    =   J  $8111./, 


)93  =  2sin7  +  i^(l  +  r)cosy, 
(®  =  £— Ö  +  Wl+I')  sin7 
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36) 


=  COS./,, 

8,  =  2,  sin  +  cos./,, 
©,  =  Ex  —  Ö + i  ((,+!',)  sin  ,/, 


37) 


<X  82  — U  (91+81')  — 93  8J  -<B9£  =  8*  +  ®8& 
j  X,82,  -  Ui  (31»  +8l'1)-9318J,  -  ©8£i  =  83  + ®,3© 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 


SB— aß, 


a7 


+  ^%a£  8£i 


aß—®, 


und 


w>        rar82  -Äs?1 


55 


 2— 8£      4   5  a£l 

-2B,         +  SB— 28,  ^ 


oder,  wenn  dJ  und  8J,  in  Secunden  ausgedrückt  sein  sollen: 


,  3MB,8inl"a,  S$,3Bsinl"a. 
+  SB-SS,  W  ~  SS-SS,  W| 


—  SS, 


-SS, 


und 
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%  sin  1"  g  .  ,  g^sinl"  g  . 
aß—®!  +  ®-®x  1 


28-®!       1  aß-aßi 


Ii. 


Ich  will  nun  noch  die  Idee  zu  einem  anderen  Distanzmesser 
angeben,  werde  mich  aber  für  jetzt  durchaus  nur  auf  die  Darle- 
gung derselben  ganz  im  Allgemeinen  beschränken,  ohne  mich  auf 
Untersuchungen  über  die  Genauigkeit,  welche  dieses  Instrument 
etwa  zu  gewähren  im  Stande  sein  mochte ,  einzulassen ,  weil  ich 
dabei  eine  grossere  Anzahl  dioptrischer  Sätze  in  Anwendung  zu 
bringen,  una  zu  öfteren  Verweisungen  auf  meine  oben  erwähnte, 
in  diesem  Augenblicke  noch  nicht  erschienene  Schrift  genöthigt 
sein  würde,  bemerken  will  ich  jedoch,  dass  ich  diese  Unter- 
suchung für  um  so  nöthiger  halte,  weil  ich  mir  keineswegs  ver- 
hehle, dass  die  Ausführung  des  im  Folgenden  anzugebenden  In- 
struments allerdings  nicht  geringen  praktischen  Schwierigkeiten 
unterliegen  dürfte. 

Wir  denken  uns  zwei  mit  einander  verbundene  Fernröhre  von 
sehr  verschiedener  Vergrösserung ,  deren  optische  Axen  einander 
parallel  sind,  auf  einem  passenden,  mit  allen  nüthigen  Vorrich- 
tungen zur  groben  und  feinen  Bewegung  versehenen  Stative  auf- 
gestellt, una  verbinden  mit  denselben  einen  mikrometrischen  Appa- 
rat, durch  welchen  die  -linearen  Grossen  der  Bilder  der  Objecto 
mit  grosser  Genauigkeit  gemessen  werden  können ,  wobei  es  jeden- 
falls am  vorteilhaftesten  sein  wird ,  wenn  sich  die  Einrichtung  so 
treffen  lässt ,  dass  derselbe  mikrometrische  Apparat  bei  b  e  i  d  e  n 
Fernrohren  zur  Messung  der  linearen  Grossen  der  Bilder  gebraucht 
werden  kann.  Auch  wird  ein  Höhenkreis  zur  Messung  des  Nei- 
gungswinkels der  einander  parallelen  optischen  Axen  der  beiden 
Fernröhre  gegen  den  Horizont  angebracht,  wovon  der  Zweck  leicht 
von  selbst  in  die  Augen  fallen  wird ,  wenn  wir  auch  im  Folgenden 
dieser  Einrichtung  nicht  weiter  Erwähnung  thun  werden,  da  es 
uns,  wie  gesagt,  tür  jetzt  nur  auf  die  Darlegung  der  Idee  ganz 
im  Allgemeinen  ankommt. 

Eine  gerade  Linie,  etwa  ein  Durchmesser  eines  beliebigen 
Objects,  deren  Entfernung,  von  dem  Drehpunkte  des  Instruments 
p  und  deren  Länge  q  sein  mag,  stehe  nun  auf  den  einander  pa- 
rallelen optischen  Axen  der  beiden  Fernröhre  senkrecht.  Sind 
dann  die  mit  dem  mikrometrischen  Apparate  gemessenen  linearen 
Grössen  der  Bilder  dieser  Linie  in  den  beiden  Fernröhren  Q  und 
Q',  und  bezeichnen  t  und  i  die  Entfernungen  der  Objectivgläser 
der  beiden  Fernröhre  von  dem  Drehpunkte  des  Instruments;  so 
hat  man,  wie  leicht  erhellen  wird,  nach  1.  1)  für  die  beiden  Fern- 
röhre die  folgenden  Gleichungen: 


266 

I 

i 

1)  ±  =  A  +  B(p-i),    -l  =  A'+V(p-t); 

wo  A ,  B  und  A\  B?  Constanten  sind.   Durch  Elimination  von  q 
ergiebt  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen : 

_  A  +  B(p-i) 
Q  ~  A'  +B{p-i'V 

und  folglich 

«       _  (A-Bi)Q-{A-B'V)Q 
l>    P~  BQ—Btf  ' 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

3)    *  =  '  ®  =  — ß— ' 

setzt: 

mittelst  welcher  Formel,  wenn  die  Constanten  21,  S&,  €  bekannt 
sind»  die  Entfernung  p  aus  dem  durch  Messung  von  Q  und  H 

bestimmten  Werthe  von  ^  berechnet  werden  kann. 
Aus  der  Gleichung  4)  ergiebt  sich  die  Gleichung 

Hat  man  nun  durch  wirkliche  Messungen  eine  Reihe  zusam- 
mengehörender Werthe  von  p  und  Q.  ermittelt,  so  erhält  man  ein« 

Reihe  von  Gleichungen  von  der  Form: 
« 

Vi  Vi 

u.  s.  w. 
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welche  in  Bezug  auf  2(,  S&,  £  als  unbekannte  Grossen  vom  ersten 
Grade  sind.  Hat  man  drei  Gleichungen  dieser  Art,  welches  die 
geringste  erforderliche  Anzahl  derselben  ist,  so  erhält  man  die 
Constanten  21,  S&,  €  auf  dem  Wege  gewöhnlicher  algebraischer 
Elimination.  Hat  man  dagegen  mehr  als  drei  Gleichungen  von  der 
obigen  Form,  so  findet  man  die  Constanten  TL,  5  mittelst  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Hat  man  Gelegenheit  zwei  Paare  zusammengehörender  Werthe 
von  p  und  q  zu  messen,  so  hat  man  nach  1)  zur  Bestimmung  von 
A  und  B  zwei  Gleichungen  von  der  Form : 

A  +  (p-i)B=l9  A  +  (Pl-i)B=2L; 
und  zur  Bestimmung  von  Ä  und  B  zwei  Gleichungen  von  der  Form : 
if  +  (p-0*=|^  Ä  +  (Pl-i)B=^. 

Hat  man  aber  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Constanten 
A,  B  und  Äy  B  gefunden ,  so  ergeben  sich  die  Constanten  2t,  9&,  £ 
mittelst  der  Formeln  3) ,  und  man  kann  dann  zuerst  p  mittelst  der 
Formel  4),  und  hierauf  auch  q  mittelst  einer  der  beiden  unmittel- 
bar aus  1)  fließenden  Formeln 

7)  9  =  \A  +  B(p-i)\Q,  9  =  lA'+B-(r-r)iQ 

berechnen. 

Bemerken  wollen  wir  endlich  noch,  dass  man,  so  wie  vorher 
q,  aus  den  beiden  Gleichungen  1)  auch  p  eliminiren,  und  sich 
ähnliche  Vorschriften  wie  vorher  zur  unmittelbaren  Bestimmung 
von  »  auch  zur  unmittelbaren  Bestimmung  von  q  bilden  könnte, 
welches  weiter  auszufahren  wir  jedoch  füglich  dem  Leser  über- 
lassen können. 

Mit  diesen  allgemeinen  Andeutungen  über  den  vorliegenden 
Gegenstand  müssen  wir  uns  jetzt  vorläufig  begnügen. 


i 
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XXIV 


Kriterium  der  Stabilität  sckwimmcn- 


Herrn  R.  Hoppe, 

Lehrer  der  Mathematik  in  HeUhau  bei  Rudolstadt. 


Das  Gleichgewicht  eines  schwimmenden  Körpers  hängt  bekanot- 
lich  von  zwei  Bedingungen  ab :  erstlich  mass  seine  Gesammt- 
schwere  dem  Drucke  der  Flüssigkeit,  zweitens  die  Theile  des 
Körpers  einander  das  Gleichgewicht  halten.  Es  giebt  für  jeden 
Körper  mehr  als  eine  Lage,  und  zwar  im  Allgemeinen  eine  be- 
stimmte Anzahl  derselben,  für  welche  jene  zwei  Bedingungen  er- 
füllt sind.  Diese  Lagen  sind  wieder  zweierlei  Art:  entweder  bat 
jede  kleine  Verrückune  des  Körpers  aus  derselben  Rückkehr  in 
dieselbe  zur  Folge ,  oder  nicht.  Im  erstem  Falle  heisst  sie  stabil, 
und  das  Gleichgewicht  sicher,  im  andern  heisst  dieses  unsicher. 
Um  beiderlei  Lagen  zu  unterscheiden,  hätte  man  demzufolge  ausser 
der  Lage  des  Gleichgewichts  noch  andere  benachbarte  Lagen  zu 
betrachten,  was,  im  Einzelnen  vollzogen,  eine  verhältnissmassig 
weitläufige  Rechnung  erfordern  wurde.  Der  gegenwärtige  Aufsatz 
soll  nun  zeigen ,  wie  sich  aus  der  Lage  des  Gleichgewichts  allein 
das  Kriterium  der  Stabilität  entnehmen,  und  auf  zwei,  auch  ander- 
weitig häufig  gebrauchte,  und  leicht  zu  findende  Grössen  zurück- 
führen lässt.  Da  sich  die  Untersuchung,  mit  alleiniger  Voraus- 
setzung der  bekanntesten  Principien  der  Mechanik,  ohne  Hülfe 
der  Differenzialrechnung  führen  lässt,  so  wollen  wir  die  elementare 
Form  wählen,  zumal  sich  die  analytische  ohne  Schwierigkeit  dar- 
aus entnehmen  lässt. 

Die  Masse  eines  schwimmenden  Körpers  sei  =  m ,  das  ver- 
drängte Volum  der  Flüssigkeit  «,  das  specitisebe  Gewicht  der 
letztern  r=a,  die  positive  oder  negative  Höhe  des  Schwerpunkts 
von  m  Über  dem  Niveau  =z,  die  jederzeit  positive  Tiefe  des 
Schwerpunkts  von  v  unter  dem  Niveau  =x\  Alsdann  lassen  sich 
alle  wirkenden  Kräfte  in  zwei  zusammensetzen :  eine  =m,  welche 
längs  x  abwärts,  und  eine  =crr,  welche  längs  z  aufwärts  wirkt. 


Gleichgewicht,  wenn  sie  gleich  sind  und  in  einer  Linie  wirken 


der  Korper. 


von 
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Hieratis  ergeben  sich  die  zwei  bekannten  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts schwimmender  Korper :  1)  dass  in = av  oder  das  Gewicht 
des  Korpers  gleich  dem  der  verdrängten  Flüssigkeit  sei;  2)  dass 
:  und  z  in  eine  Linie  fallen,  oder  dass  die  Schwerpunkte  der  ge- 
nannten Massen  auf  einer  Verticale  liegen. 

Denkt  man  sich  nun,  dass  der  Korper  um  eine  beliebige  A;xe 
eine  Drehung  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  s  erleide,  dass 
aber  die  ihn  umgebende  Flüssigkeit  diese  Bewegung  mitmache: 
so  werden  die  zwei  Schwerpunkte  ihre  Lage  zum  Korper,  und  die 
zwei  resultirenden  Kräfte  m  und  av  ihre  Grosse  nicht  ändern; 
dagegen  ihre  Richtungen  mit  der  Geraden  z  -f- z'  den  Winkel  t 
einschliessen.  Es  entsteht  demnach  ein  Kräftenaar  von  der  Breite 
(j  +  i')sinf  und  dem  Momente  m(z  +  z)8int ;  dieses  Paar  bat  die 
Tendenz,  den  Korper  von  seiner  aufanglichen  Lage  zu  entfernen. 

Lässt  man  jetzt  das  Niveau  in  seine  horizontale  Lage  zurück- 
kehren, so  werden  beide  Ebenen,  die  erste  und  ztveite  La^e, 
einen  Winkel  =e  einschliessen  und  aus  dem  KörpeT  zwei  Keile 
herausschneiden,  von  denen  der  auftauchende  dem  Volum  nach 
—  ky  der  untertauchende  =£'  sei.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen, 
wie  die  obengenannte  Drehungsaxe  liegen  muss ,  damit  das  Gleich- 
gewicht  des  "Körpers  mit  der  Flüssigkeit  bei  der  Drehung  unge- 
stört bleibt.  Es  seien  /  und  f  die  vom  Niveau,  resnective  im 
ersten  und  zweiten  Zustande  gebildeten,  Schnitte  des  Körpers,  / 
ihre  Durchschnittslinie  oder  die  Drehungsaxe :  so  lässt  sich  zeigen, 
dass  /  durch  den  Schwerpunkt  von  f  gehen  muss.  Beschreibt 
man  nämlich  über  /  als  Grundfläche  ein  senkrechtes  Prisma  C  von 
der  Höhe  h,  so  bildet  f  mit  dessen  zweiter  Endfläche  ein  schräg 
geschnittenes  Prisma  Cv.  Ein  solches  ist  bekanntlich  gleich  dem 
Producte  aus  der  Grundfläche  und  dem  Höhenperpendikel  im 
Schwerpunkte  derselben  h'9  also 

C=fh;  Cz=fh'. 

Für  ein  unendlich  kleines  e  fallt  /'  in  den  schrägen  Schnitt  de» 
Prismas  und  deckt  ihn,  so  dass 

C  =  C  ±  (Jc—lc) 

wird.  Damit  nun  v  unverändert  bleibt,  muss  k—lc  sein,  folglich 
ist  Cz=zC  oder  li'—h,  d.h.  der  Schwerpunkt  von  /liegt  zugleich 
•u  /',  und  /  geht  durch  denselben. 

Durch  das  Zurücktreten  der  Flüssigkeit  ist  ein  neues  Kräfte- 
paar entstanden:  der  auftauchende  Theil  des  Körpers  hat  ein  Ge- 
wicht —  ak  gewonnen,  der  untertauchende  ebensoviel  nämlich  ak* 
rerloren.   Die  zwei  resultirenden  gleichen  und  entgegengesetzten 
Kräfte  werden  durch  die  Schwerpunkte  von  k  und  Ar7  gehen,  da- 
her die  Breite  des  Paares  gleich  der  Entfernung  beider  sein.  Diese 
jsteht  im  Allgemeinen  nicht  senkrecht  auf  7,  also  wirkt  das  neue 
Paar  dem  alten  nicht  direct  entgegen ,  sondern  nur  diejenige  Com- 
posante  desselben,  welche  man  durch  Protection  jener  Entfernung 
auf  eine  auf  l  senkrechte  Ebene  erhält,  d.  i.  deren  Breite  die 
.Summe  der  Entfernungen  jener  Schwerpunkte  von  /  ist.  Nennen 
wir  die  Entfernungen  der  Schwerpunkte  von  k  und  U  von  /respective 
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b  und  6',  so  ist  das  Moment  desjenigen  Kräftepaars ,  welches  den 
Korper  in  seine  alte  Lage  direct  zurfick  zu  führen  strebt,  =  ak(b-\4>). 

Es  «ei  jetzt  e  ein  Element  des  zu  k  gehörigen  Theiles  /«  der 
Fläche  fy  e  ein  Element  des  zu  U  gehurigen,  fx\  x  und  x  deren 
Entfernungen  von  /.  Errichtet  man  auf  e  und  e  Prismen  bis  sie 
Ton  /'  als  zweite  Endfläche  geschnitten  werden,  so  ist  deren  Hohe 
xs'ins  und  x'a'int;  demnach  ex  sin  s  ein  Element  von  k,  eVsiae 
ein  solches  von  k'.  Multiplicirt  man  jedes  Element  mit  seiner 
Entfernung  von  /,  und  summirt  alle  Elemente  bis  man  k  und  k' 
vollständig  erhält,  so  ist  die  Summe  respective  kb  und  Üb';  . 
folglich 

kb=zSex*smt,  kb'  =  Se'*'*sin« ; 
k  (0+6')  =  (Sex*  +  Se'x'*)  sin  e ; 

d.  i.  die  Summe  aller  Elemente  von  /*,  jedes  mit  dem  Quadrat 
seiner  Entfernung  multiplicirt,  oder  das  Trägheitsmoment  der 
Fläche  f  in  Bezug  auf  die  Axe  /,  das  wir  durch  M  bezeichnen 
wollen,  mit  sine  multiplicirt.  Mithin  ist  das  Moment  des  zweiten 
Paares  =«-flfsin€.  Setzt  man  beide  Paare  zusammen,  so  resul- 
tirt  das  Moment 

p  sin  s  =  (ctM — m  (s+j'))  sin  e. 

Ist  p  positiv ,  so  wird  demnach  der  Korper  in  seine  alte  Lage 
zurückkehren,  ist  es  negativ,  sich  davon  entfernen,  unter  der 
Voraussetzung ,  dass  er  sich  allein  um  /  drehen  kann. 

Wäre  der  Korper  nach  der  entgegengesetzten  Seite  gedreht 
worden,  so  hätte  sich  nur  das  Zeichen  von  e,  also  auch  nur  das 
des  resultirenden  Moments  geändert;  es  wäre  demnach  die  ent- 
gegengesetzte Bewegung  mit  gleicher  Kraft  erfolgt,  d.  h.  für  po- 
sitive p  in  die  alte  Lage  zurück,  für  negative  von  derselben  hinweg. 

Damit  nun  die  Lage  des  Korpers  stabil  sei,  wird  erfordert, 
dass  p  für  jede  Richtung  von  /  in  der  Ebene  /  positiv  sei.  Da 
von  dieser  Itichtung  allein  M  abhängt ,  so  wird  p  stets  positiv 
sein,  wenn  es  für  das  Minimum  von  M  positiv  ist.  Bekanntlich 
ist  das  Trägheitsmoment  einer  Ebene  überhaupt  am  kleinsten  für 
eine  Axe ,  die  in  derselben  durch  ihren  Schwerpunkt  geht.  Daher 
kann  man  den  gewonnenen  Satz  so  aussprechen: 

Das  Gleichgewicht  eines  schwimmenden  Korpers  ist  sicher 
oder  unsicher,  jenachdem  das  Product  des  specifischen  Gewichte 
der  Flüssigkeit  in  das  kleinste  Trägheitsmoment  des  vom  Niveau 
gebildeten  Schnittes  des  Korpers  grösser  oder  kleiner  ist  als  das 
Product  der  Körpermasse  in  die  Höhe  ihres  Schwerpunkts  über 
dem  des  verdrängten  Volums. 

Dieser  Satz  lässt  gleichwohl  noch  den  Fall  ;t?=0  unberück- 
sichtigt, in  welchem  die  Stabilität  nicht  mehr  von  M  und  r  +  ^ 
allein  abhängt.  Hier  würden,  die  anendlich  kleinen  Grössen  zweiter 
Ordnung,  die  wir  vernachlässigt  haben,  in  Betracht  kommen,  und 
die  Neigungen  der  Oberfläche  geggen  das  Niveau  in  der  Nähe  des- 
selben in  die  Untersuchung  zu  ziehen  sein ,  was  einen  besondere 
Gegenstand  für  diese  bilden  würde. 
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Als  Beispiel  wollen  wir  ein  homogenes  rechtwinkliges  Parallel- 
epipedon  wählen,  welches  offenbar  im  Gleichgewicht  schwimmt, 
wenn  zwei  Flächen  dem  Niveau  parallel  sind,  und  die  Bedingung 
der  Stabilität  dieser  Lage  suchen.   Es  sei  a  die  verticale  Kante, 

6  und  c  die  horizontalen ,  und  zwar  b  ^  c ;  ferner  ß  das  specifiscbe 

Gewicht,  das  der  Flüssigkeit  =1  gesetzt.  Das  kleinste  Trägheits- 
moment des  Schnittes  oc  ist  (was  wir  als  anderweitig  bekannt 

voraussetzen)  =~bc3.   Die  Masse  m=zv=ßabc,  also  die  Höhe 

von  v=ßa.  Hieraus  ergiebt  sich  sehr  leicht  die  Lage  der  Schwer- 
punkte; man  wird  üuden 


folglich 


=  \a-ßa,  z'=±ßa; 
*+x  =la(l-ß): 


p  =  M—m(z+z)  =  j!2oc8  —  ß)aV>c. 


Demnach  ist  die  Bedingung  der  Stabilität 

*c*-ß(L-ß)a*>0, 

^VößifZTß); 
oder,  wenn  man  ß  entwickelt: 

Das  Maximum  von  VößiT^ß)  ist  ((Vir  /J=|)  =  ^|; 
ist  also 


2 


so  ist  die  genannte  Lage  für  jedes  speciflsche  Gewicht  stabil. 


r 
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Das  Binomialtheorem,  die  Exponen- 
tialreilie,  die  logarithmische  Reihe, 
die  Reihen  für  den  Sinns  und  Cosinus, 
nnd  die  Reihe  für  den  durch  seine 
Tangente  bestimmten  Arcus,  zusam- 
menhängend im  Geiste  der  neueren 
Analysis  dargestellt. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  h 

Ich   werde  in  dieser  ^Abhandlung,   in  welcher  ich  übrigens 
durchaus  nicht  überall  Neues  zu  geben  die  Absicht  habe,  alle  die 
Reihen,  welche  für  die  gesammte  Mathematik  von  der  grüssteo 
Wichtigkeit,  und  namentlich  als  unentbehrlich  für  alle  Untersu- 
chungen über  die  Functionen  anzusehen  sind,  nämlich  die  Bioo- 
mialreihe,  die  Exponentialreihe,  die  logarithmische  Reihe,  die 
Reihen  für  den  Sinus  und  Cosinus,  und  die  Reihe  für  den  durch 
seine  Tangente  bestimmten  Arcus,  zusammenhängend  im  Geiste 
der  neueren  Analysis  darzustellen  suchen,  und  bemerke  hier  nur 
vorläufig,  dass  ich  bei  dieser  Darstellung  als  deren  Hauptiuoda- 
ment  die  Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen  als 
bekannt  voraussetze,  mir  aber  vorbehalte,  auch  diese  so  höchst 
wichtige  Lehre  in  dem  Archive  bald  einmal  mit  möglichster  Voll- 
•    ständigkeit  zu  entwickeln.    In  der  vorliegenden  Abhandlung  kom- 
men übrigens  nur  solche  Sätze  aus  derselben  zur  Anwendung, 
welche  ganz  mit  demselben  Rechte,  wie  etwa  die  bekannten  Ele- 
mentarsätze von  der  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Di- 
vision als  Haupt-  und  Fundamentalsätze  der  gemeinen  Arithmetik 
zu  betrachten  sind,  als  Haupt-  und  Fundamentalsätze  der  Analvsis 
angesehen  werden  müssen,  und  daher,  wie  hier  geschieht,  aller- 
dings füglich  als  einem  Jeden ,  der  überhaupt  der  neueren  Analyst» 
ein  sorgfältiges  und  einigermaassen  umfassendes  Studium  gewitficet 
hat,  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden  dürfen.  Vorzüglich 
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bemühen  werde  ich  mich  in  dieser  Abhandlung,  das  Binomial- 
theorem  mit  möglichster  Vollständigkeit  und  Allgemeinheit  darzu- 
stellen, und  als  natürliche  und  unmittelbare  Fortsetzung  werde 
ich  derselben  bald  eine  zweite  Abhandlung  folgen  lassen,  welche 
die  Erweiterung  der  in  der  Abhandlung  Archiv.  Tbl.  I.  Nro.  XL. 
S.  295.  in  ihren  Grundeleinenten  entwickelten  Lehre  von  den  ima- 
ginären Grossen  zum  Zweck  hat. 

§.  2. 

Zuerst  stellen  wir  uns  die  Aufgabe ,  die  Reihe 

1,  ^(a+iV^I),  Ma  +  oV^I)*,  «3(a+6V^=I)»,  ... 

wo  a,  b  und  c  sämmtlich  endliche  völlig  bestimmte  reelle  Grossen 
sind,  und 

wie  gewöhnlich  die  Binomial  -  CoeflQcienten  für  den  Exponenten  « 
nach  der  Ordnung  bezeichnen,  in  allen  den  Fällen,  wo  dieselbe 
con vergilt  und  also  auch  bloss  einer  Sumraation  fähig  ist,  zu  sura- 
raireo.    Weil  man  aber  bekanntlich  (Archiv.  Tbl.  I.  S.  297.) 

a  +  6\T=i  =  p(cose  +  sineV3l), 

wo  o  positiv  ist  und,  wie  bekannt,  der  Modul us  der  imaginären 

Grosse  ö  +  AV"-!  genannt  wird ,  also  nach  dem  Moivre'schen 
Theoreme  (a.  a.  S.  301.) 

(«  +  6  \T-Z\)n  =  p»  (cos  „  0  +  sin  n  8  V^=I) , 

wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnen  soll,  setzen  kann;  so 
lässt  sich  die  obige  Reihe  jederzeit  auf  die  Form 


o,  p  (cos  0  +  sin  &  V^l)  , 

oj  p*  (cos  2  S  +  sin  2  0  V^T) , 

o,  p»(cos3  S  +  sin  3  0  V-^l), 

a4  p4  (cos  4  6  +  sin  4  8  V^T) , 
u.  s.  w. 

bringen  ,  and  kann  daher  immer  summirt  werden,  wenn  man  diese 
letztere  Reihe  zu  summiren  im  Stande  ist,  weshalb  wir  uns  jetzt 
zuvorderst,  indem  wir,  um  die  Untersuchung  etwas  zu  verallge- 
meinern, x  eine  beliebige  positive  oder  negative  Grösse  bedeuten 
lassen,  mit  der  Summirung  der  Reihe 

Thcil  Vni.  18 
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l, 

«i  x  (cos  0  +  sin  0  V^^I) , 

a4**(cos20  +  sin20V^l). 

aj  x*  (cos  3  0  +  si  n  3  0  V^I ) , 

a4*4  (cos4  0  +  sin  40  V^T) , 
a.  s.  w. 

in  allen  den  Fällen,  wo  dieselbe  überhaupt  möglich  ist,  beschäf- 
tigen, und  dabei  die  Summe  dieser  Reihe,  wenn  es  nämlich  eine 
Summe  derselben  giebt,  durch  F(«)  bezeichnen  wollen. 


§.  3. 

Wenn  zuerst  «  eine  positive  ganze  Zahl  ist ,  so  bricht  wecen 
der  vom  (a  +  l)sten  an  verschwindenden  Binomial  -  Coefficieoteo 
die  zu  summirende  Reihe  mit  dem  (a-fl)sten  Gliede  ab,  und  ist 
also  in  diesem  Falle  als  eine  endliche  Reihe  stets  einer  Summa 
tion  fähig. 

In  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  eingeführten  Bezeich- 
nung ist  nun 

1)   F(a)  =  1  -f  (*!  x  (cos  0  +  sin  0  \T^1) 
+    x*  (cos  20  +  sin  20  V^l) 
+  «3  x2  (cos  30+ sin  30  V^T) 


+  aax*  (cos «0  +  sin  a&  \T^\) , 
und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

1  -f  x  (cos  0  +  sin  0  V^T) 

multiplicirt : 

{ 1  +  x(cos0  +  sin  0  V^T) }  F(a) 

=  1  +  (1 +  (cos0+sin0V^l) 

+  («i+a*).r*(cos  20  -f  sin  20^^=1) 

+  («i+«3)x3(cos30  +sio30  V^I) 
u.  s.  w. 

+  (tta-i+oa)-*"  (cos  a0  +  sin  aöV^l) 

+  ««       (cos(«+l)0 + sin(«+l)0  V^l). 

Also  ist  nach  ein  Paar  bekannten  Sätzen  von  den  BioombJ 
Coelficienten: 
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1 1  +  x  (cos  0 + sin  0  V^I) }  F(«) 
=  *  +  («+ 1)!  *  (cos  6  +sin  6  V^T) 
+  («  +  lk  *a(cos  20  +  sin  20  V^=l) 
+  («+l)s     (cos 36  +  sin  3©  V^A) 

+  («+i)a+i  «•+I(cM(«+i)e+dn(«+i)eV^i)f 

SriV*WS!!Ldri  ^uu°5ie  ^  die  Sun,mc  der  ^ihe  auf  der  rechten 
2e7chneD^  *   °ffenbaf  durch  + 

2)    /,(«+l)  =  |l+J:(cose  +  sinevCir)}F(a). 
Weil  nun  wegen  der  Gleichung  1)  augenscheinlich 
F(i)  =  1  +*(cos  0  +  sio  0  V^I) 
ist,  so  ist  nach  der  Gleichung  2)  successive: 

F(l)  =  1  +  ar  (cos  0  -f  sin  6  V^I; , 
F(2)  =  U+:r(cos0  +  8in0V^I)}F(l) 

=  Ii  +^(cos0  +  sineV"^I)}» 
F(3)  =  { 1  +  *  (cos  0  -f  sin  0  V^I) }  F(2) 
^=  {1  +  .r  (cos  0-f  slnä  V^I)}S, 

F(4)  =  U  +  ;r(cos0+sin0V^I)}F(3) 
=  II  +*(cos0-|-sioeV^I)|4, 


U.  8.  W. 

»in : 


und  folglich  offenbar  allgemei 

3)    F(«)  =  {1  +ar(cose  +  8ineV^l)}a, 

X  gan'/e  ffiS  ^  ■  P<> 

Setzt  man 

s£i  7*  wäÄ3a,S posi,iveD  Modu,us  •  -nd  de» 

pcos9>  —  l  +  *cos0,  osinv  =  a.sin©; 


18  * 


Digitized  by  Google 


276 

ans  denen  sich ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt  und  dann 
addirt,  leicht 


also 


und 


ea  =  l  +  2*co8e+ar*, 


4)   q  =  (1  -f  2*  cos  S  +  .t*)^  ; 


sin  Ö 

tangp  = 


1  -f-arcosö 


also 


5)   9>=r  Arctang      sm  0 


1-f  arcosO 


ersieht,  wo  aber,  da  q  positiv  sein  soll,  und  die  Erfüllung  der 
beiden  Gleichungen 

ocosy  =  1 +jrco8  8,  o sin tp  =  jrsin 0 

zugleich  erfordert  wird,  der  ßogen  q>  so  genommen  werden  maß», 
dass  er  sich  im  ersten  Quadranten  endigt,  wenn  l-f-rcosÖuod 
auch  xsinB  positiv  ist;  dagegen  muss  sich  <p  im  zweiten  Qua- 
dranten endigen,  wenn  l-f-^cosÖ  negativ  und  4?  sin  6  positiv  ist; 
im  dritten  Quadranten  muss  sich  <p  endigen,  wenn  l+o-cos0  ne- 
gativ und  auch  arsin  &  negativ  ist;  im  vierten  Quadranten  endlich 
muss  sich  <p  endigen,  wenn  1 +  4; cos 6  positiv  und  x sin O  ne- 
gativ ist. 

Wenn  also  er  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  der  Bogeo 

»     ,         x  sin  G 

9  =  ArctaDSrF^Ie 

den  vorher  angegebenen  Bedingungen  gemSss  genommen  wird,  so 
ist  nach  dem  Obigen 

a 

6)   F(a)  =  (1  +  %£  cos  &  +  x*)*  (cos  a<p  -f  sin  a<p  V^I)  „ 
oder,  vollständig  entwickelt: 

7)   F(a)  = 

~       ~     — " ,       »         »rsin  0       .  .rsinÖ  ■- 

(l+2arcose+**)*  (cosaArctg  jq^^  -f  sinaArctg  j^0^.  V^I). 

Wenn  «  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  läuft  die  zu 
mirende  Reihe 
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1, 

at  x  (cos  0  +  sin  0  V  — 1) , 

«2  *2  (cos  20  -f  sin  '20        1) , 

ar8  (cos  30  +  sin  30  V^I) , 

or*  (cos  40  +  sin  40  V^I) , 
11.  s.  w. 

ins  Unendliche  fort,  and  erfordert  daher,  bevor  wir  zu  ihrer 
Summation  schreiten  können,  eine  besondere  Untersuchung  ruck- 
sichtlich ihrer  Convergenz  und  Divergenz. 

Weil  nun  nach  der  Theorie  der  Binomial  -  Coefficieoten 

a — n 

und  folglich 

<*»4i  =         ^     i  |  «  +  1 
ist;  «•  nähert  sich  der  Bruch 

«»+1 

"5T' 

wenn  tt  wächst,  der  Gränce  — 1,  und  kann  derselben  beliebig 
nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  n  gross  genug  annimmt 
Immer  wird  sich  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallt,  eine  Grösse 
von  solcher  Beschaffenheit  angeben  lassen,  dass  für  jedes  diese 
Grosse  übersteigende  n  der  Bruch 

«fHhi  j  •  g  i  1 

<*.   ~       +n  +  l 

negativ,  und  folglich 

der  absolute  Werth  dieses  Bruches  ist.  Wenn  nun  n  nur  erst 
diese  Grösse  überstiegen  hat  und  dann  fernerhin  wächst,  so  nähert 
sich  offenbar  der  absolute  Werth  des  Bruchs 

«« 

der  Einheit  immer  mehr  und  mehr  und  kann  derselbe  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  nur  n  gross  genug  annimmt,  woraus 
sich  nach  einem  bekannten  Satze  der  Lehre  von  der  Convergenz 
und  Divergenz  der  Reihen  ergiebt,  dass  die  zu  summirende  Reihe 
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für  jedes  zwischen  den  Gränzen  —  1  und  + 1  liegende  x  conver- 
girt,  für  jedes  ausserhalb  dieser  Grunzen  liegende  x  dagegen  di- 
vergirt.  Weil  ferner  der  absolute  Werth  von  a„  offenbar  der 
Modulus  des  allgemeinen  Gliedes 

au  x»  (cos  n  6  +  si  n  n  6  V^I) 

unserer  Reihe  ist,  so  bilden  nach  einem  bekannten  Satze  ans  der 
Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen  für  jedes 
zwischen  den  Gränzen  — 1  und  +1  liegende  x  auch  die  Moduli 
der  einzelnen  Glieder  unserer  Reihe  eine  coovergirende  Reihe. 

Nehmen  wir  jetzt  immer  an,  dass  x  zwischen  den  Gränzen 
— 1  und  -f- 1  liegt,  so  ist  in  der  eingeführten  Bezeichnung  für 

jedes  a  und  ß 

8)  F(a)  =r  1  +  «,  x  (cos  6  +  sin  6  V^I) 

f  o*  x*  (cos  26  +  sin  26  V^l) 
+  «3  *s  (cos  30 +sin  36  V—l) 
+  a4  x4  (cos  46  +  sin  46  V^l) 
+   

- 

und 

9)  F(ß)  =  1  +       (cosÖ+  sioöV^I) 

-f  ß2  x2  (cos  26  +siu  26  V^T) 
+  k*3(cos36  |  sin36\^I) 
+  /J4ar*(cos46+sin46Vr^T) 


und  folglich  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Lehre  von  der  Con- 
vergenz Jind  Divergenz  der  Reihen  und  aus  der  Lehre  von  den 
imaginären  Grössen,  weil,  was  man  nicht  zu  übersehen  bat,  auch 
die  Moduli  der  einzelnen  Glieder  der  beiden  vorhergebenden  con- 
vergirenden  Reihen  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  conrer- 
gireude  Reihen  bilden: 

> 

10)  F(a).F(ß)  =  1 

+  («i+Pi)  *  (cos  6 + sin  6  V*^) 

+  (*H«i  ßi  +&)    (cos  26  -f  sin  26  V -^T) 

+  («3+«2ft+«i/?a+ft)^3(cos3e+sin36Vr^r) 

+  («4+<*3  ßi  «i  &  -\ß4)  a*(cos46-f  sin46  V^IJ 

-f~    <•••*••«•••••>••••  •  »  » g 

also  nach  dem  in  der  Abhandlung  Archiv.  Tbl.  I.  Nr.  X.  S.  72. 
bewiesenen  merkwürdigen  Satze  von  den  Bioomial  -  Coeftkienten : 
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II)   F(«).F(/J)  =  l+Cß-f/fy*  (cos  <9  +  sin  0  \^=I)  # 

+  («+fta  *a  (cos  2© + sin  20  V^T) 
+  («+P)3  *3  (cos  30  +  sin  30  V^I) 
+  («+#*  **(cos40  +  Sin  4©  \T-1) 

+  . 

d-  i.  in  der  eingeführten  Bezeichnung: 

12)   F(a).F(ß)  =  F(a+ß). 

Durch  successive  Anwendung  dieser  Relation  erhält  man  aber 
leicht 

13)    F(a) .  F(ß) .  F(y) . . .  F(fi)  =  F(«+ß+Y+...+p). 

Wenn  a  =  /5  =  y  =. .  .  =  ft  gesetzt  und  die  Anzahl  dieser 
Grossen  durch  n  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  die  für  jedes 
positive  ganze  n  geltende  Relation 

14)   {F(a)}»  =  F(w«). 

Setzt  man  in  der  Gleichung  12)  die  Grosse  ß  =  —a,  also 
et  +  ß  ==  0,  so  erhält  man 

15)  F(a).F(— a)  =  F(0), 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  offenbar  F(0)  =  1  ist: 

16)    F(a) .  F(— a)  =  1 

oder 

17)    F(-«)  =  ^-)  =  (F(0)|-.. 

Ist  nun  a  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  nach  3) 

F  (a)  =  { 1  +  x  (cos  0  -f  sin  0  V^l )  f , 
und  folglich  nach  17) 

18)  F(— «)  =  { 1  +  x  (cos  0 + sin  0  V=I)  }"*. 

Ist  ferner  «  =  ,  wo  A  eine  positive  oder  negative,  p  eine  po- 
sitive ganze  Zahl  sein  soll,  so  ist  nach  14) 

und  folglich  nach  3)  und  18)  ^ 
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M9)  {F(*)}A*==(i+:r(cose+siDeV"^r))A. 

Setzen  wir  jetzt  wieder 

1  +  x  (cos  S  +  sin  S  V^l)  =  Q  (cos  o>  +  sio  9  V^I) , 

wo  0  eioe  positive  Grosse  ist,  so  haben  wir  znr  Bestimmung  top 
q  und  9  wie  oben  die  beiden  Gleichungen 

q  cos  q>  =z  1  -\-  x  cos  & ,  psinqp  =  jtsid  6 ; 

aus  denen  auf  gewöhnliche  Weise 

20)   0  =  (1  +  2*  cos  ©+**)* 

folgt.  Ferner  erhält  maa  aus  diesen  beiden  Gleichungen  durch 
Division 

21)   tangc>=  *si°* 
'       *v     1  +  xcose* 

also 

»  =  Arctaog  T+^e- 

Weil  jetzt  nach  der  Voraussetzung  x  zwischen  —1  und  +1 
liegt,  und  folglich  offenbar 

1  -f  arcos© 
cos  9  ==  —  

stets  positiv  ist,  so  werden  wir  den  beiden  obigen  Gleichungen 
auf  die  einfachste  Weise  genügen,  wenn  wir  für  a>  den  zwischen 
—  \  n  und  +  i  n  liegenden  Bogen  nehmen ,  dessen  Tangente  die 
Grosse 

x  sin  0 
l+xcos® 

ist.   Dies  vorausgesetzt,  ist  nach  dem  Vorgehenden 

1  +  x  (cos  S  +  sin  6  V^I) 
=  (1  +  2*  cos  6  + **)*  (cos 9  + sin  9  V—l), 

und  folglich  nach  19): 

23)    {F(±)f  =  (l  +  'i-TcosÖ+^^cosy  +  siny  V^I)^ 
oder  nach  dem  Moi  vre  sehen  Satze: 
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24)    (  F        =  (l  +  axeose+j^^cos^+MDl,)  V^T). 

Also  ist  nach  der  Lehre  von  den  imaginären  Grossen  (Archiv. 
Tb.  I.  S.  302.),  wenn  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet : 

25)    F(i)  = 
(1  +  2arcos  8  +  ar*)aa  (cos  +  sin  -L-—  V  —1), 

wo  es  nun  auf  die  Bestimmung  von  Ar  ankommt. 

Es  erhellet  aber  leicht,  dass  k  nicht  von  x  abhängig  sein 
kann.  So  lange  nämlich  x  zwischen  —1  und  +1  liegt,  und  folg- 
lich die  Reihe  convergirt,  ändert  sich  F(-),  und  folglich  auch 

r  r 

stetig,  wenn  x  sich  stetig  ändert.   Also  muss  sich  offenbar  auch 


stetig  ändern,  wenn  x  zwischen  den  Gränzen  — 1  und  +1  sich 
stetig  ändert.   Da  nun  aber 

»     .  »rsin© 

*  =  ArctaDgr+i^ 

sich  stetig  ändert,  wenn  x  zwischen  den  Gränzen  —  1  und  -f-1 
sich  stetig  ändert,  so  muss  k  offenbar  entweder  von  x  unabhängig 
sein,  oder  sich  stetig  ändern,  wenn  x  zwischen  den  Gränzen  — 1 
und  -f-1  sich  stetig  ändert.  Letzteres  ist  aber,  weil  k  eine  ganze 
Zahl  ist,  nicht  möglich,  und  k  muss  folglich  ron  x  unabhängig 
sein,  wie  behauptet  wurde.  Kann  man  also  k  für  irgend  einen 
besondern  Werth  von  x  bestimmen ,  so  wird  k  im  Allgemeinen 
bestimmt  sein.  Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  22)  die  Grösse 
ar=0,  so  ist  auch  der  zwischen  — \n  und  +J*  zu 
Bogen  9=0,  und  folglich  nach  25) 

1  =  cos  \  sin  — 


also 


Folglich  ist  offenbar,  wenn  kx  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 
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also  nach  25) 

F(£)  =  (l+2*cose+*^{cos^^  , 


und  folglich,  weil  Dach  bekannten  goniometrischen  Formeln 


cos  £*4-2M)  =  cosA9,  8iD  (i  9^kxit)  =  sin  i  9 

ist: 


26)   F(-)  —  (l+2jrcose+j:»)^i  (cos  - y+sin  \  <p  V^I). 

Fasst  man  Jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt 
sich  überhaupt  Folgendes. 

Wenn  o  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für  jedes  x 

27)   (I+2j?cose  +  a^)5(cos«cp-f  sin«9V^T) 
=  1  +  atx  (cos©  +  sin S V^T) 
-f  0,^(00820+8*1020^^1) 
+  o3ar»(cos30+8in30  V^T) 
+  o4  x*  (cos4  (9  +  sin  40  ^=1) 


wo 


a     *  sin  0 

9  =  Arctang——^ 


ist,  und  sich  im  ersten,  zweiten,  dritten,  vierteil  Quadranten  en- 
digen mus8 ,  jenachdem  1  +  x  cos  0  positiv  und  x  sin  &  positiv, 
1+XCOH&  negativ  und  xs'inS  positiv,  1  +x cos 0  negativ  und 
^rsinö  negativ,  l  +  acosO  positiv  und  xsinO  negativ  ist  Sollten 
Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 

x  sin  & 
\+x  cos  0 

verschwinden,  so  ist,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  von  seitat 
erhellet,  die  Summe 

a   

(1  +  2ar  cos  0  -f  x*)*  (cos  afp  -f  sin  aq>  V  —1) 

jederzeit  als  verschwindend  zu  betrachten.    Auch  hat 
bemerken,  dass  in  diesem  Falle  die  Grösse 
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1  +  2x  cos  S + =  (1  -f  x  cos  0)2  +  aß  sin 

verschwindet.  , 

Wenn  «  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für  jedes  zwischen 
-1  und  +1  liegende  x 

28)   (l  +  2xcose  +  *V(cos«9+;sina<p  V^I) 
=s  1  -f-  aj  x  (cos 0  +  sin GSf — 1) 
+  aj^(cos2e+sin2e  V^T) 
+  «iXs(cos3e+sio3e  V^I) 
+  a4a^ (cos 48  f  sin 48  V^l) 
+   , 


wo 


<p  =  Are  tang  j-r-  a 


ist,  und  immer  zwischen  den  Gränzen  —  \n  und  +|w  genommen 
werden  muss. 

Für  jedes  ausserhalb  der  Gränzen  — 1  und  -f  1  liegende  x 
divergirt  in  dem  Falle,  wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  die 
Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  der 
Gleichung  28) ,  und  hat  daher  keine  Summe. 

Hieraus  ergeben  sich  nun  auch  unmittelbar  die  beiden  folgen- 
den wichtigen  Gleichungen; 

29)  (l+2arcose+ar«)*cos«g> 

=  1-f  cr1j;cos©  +  «^racos20  f  a3.r3cos30+. .. . , 

30)  (i+2xco8  8  +  xrfsina<p 

=  at x  sin  &  -f  ce^x2  sin  2©  +  a^x*  sin  3©  -f-. . . . ; 

für  jedes  # ,  wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist ,  und  für  jedes 
zwischen  den  Gränzen  —1  und  -f  1  liegende  x,  wenn  «  keine  po- 
sitive ganze  Zahl  ist.   Im  ersten  Falle  ist 

*  OC  8111 

und  rnuss  sich  im  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten 
endigen,  jenaebdem  \+xcos&  positiv  und  xs'mS  positiv,  l+a;c©s& 
negativ  und  absind  positiv,  I+orcosO  negativ  und  xsmS  ne- 
gativ, l+tfcosö  positiv  und  xsaqS  negativ  ist.  Im  zweiten 
Falle  ist 
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und  muss  immer  zwischen  den  Gränzen  —in  und  -f  ■  n  genom- 
men werden. 

j.  4. 

Die  Reihe 

1,  ai(«+6V^=i),  ^(a+ftV^l)*,  «i(a+6^=I)»,  .... 

kann  nun  leicht  summirt  werden. 
Zu  dem  Ende  setze  man 

a  +  6  V^=i  =  o(cos  3+sin  8 

so  erhält  man 

osVaHS«,  cos3  =  ^,  sine  =  -; 
und  die  gegebene  Reihe  wird : 

«iO  (cose  +  sineV~=3), 
«,o*  (cos  20+ sin  20 V^T).  • 
o*  o5  (cos  30 +sin  30  V^I) , 
a4  p4  (cos  40 + sin  40  V^=l) , 

U.  8.  W. 

Die  Summe  dieser  letzteren  Reihe  ist  nach  dem  vorherge- 
henden Paragraphen 

(l  +  2ocos6+o*)*(cosaa>+sinoa?V* —1), 

wo 

ist,  für  jedes  positive  o  =  V  aa+6a,  d.  i.  für  jedes  a  und  b,  wenn 
a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  für  p<l,  d.  i.  für  V «*+£*<  1. 
wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist.  Im  ersten  Falle,  wenn 
nämlich  «  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  muss  der  Bo^en  <p  *o  ge- 
nommen werden,  dass  er  sich  im  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten 
Quadranten  endigt,  jenachdem  1+a  positiv  und  6  positiv,  1+-  a 
negativ  und  6  positiv,  1+«  negativ  und  b  uegativ,  1+a  positiv 
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und  6  negativ  ist.  Im  zweiten  Falle,  wenn  nämlich  «  keine  posi- 
tive ganze  Zahl  ist,  hat  man  den  Bogen  <p  immer  zwischen  -\n 
und  +       zu  nehmen. 

Weil  nun 

l+2ocosÖ  +  o*  =  l  +  2a+a*+6*  =  (l+a)»+&» 
ist,  so  ist 

31)    {(Ha)a+6»J*{cos(aArrtangj^  +sin(«Arctang  f^)V"=T| 

=  l  +  «i(«+6Vr=l) 
+  ^(a  +  6V^I)a 
+  «,(a  +  6V^l)» 
+  a4(o  +  6  V^=I)4 
+   

für  jedes  a  und  6,  wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  für 

Va*+6» <  1,  wenn  «  keine  positive  ganze  Zahl  ist.  Für  Va«+P>  1 
ist  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
nach  dem  Obigen  offenbar  divergent,  wenn  a  keine  positive  ganze 
Zahl  ist 

Der  Bogen 

Arctang 


1  +  « 


muss,  wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  sich  im  ersten,  zwei 
ten,  dritten,  vierten  Quadranten  endigen,  jenachdem  1-f-a  positiv 
and  b  positiv,  1-f-a  negativ  und  b  positiv,  1-f  a  negativ  und  b 
negativ,  1-f  a  positiv  und  6  negativ  ist.  Sollten  Zähler  und  Nenner 
des  Bruchs 

b 

verschwinden,  so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  Summe 

■ 

{ (l+a)*+ 62 |*  { cos  (o  Are  taog  j^j)  +  sin  (a  Are  tang  j^)  V"— 1 } 

als  verschwindend  zu  betrachten.  Auch  hat  man  zu  bemerken, 
dass  in  diesem  Falle  die  Grosse  (l+a)a+6*  verschwindet. 

Wir  wollen  nun  den  Fall,  wenn  6=0  ist,  noch  besonders 
betrachten. 

Zuerst  sei  a  eine  positive  ganze  Zahl. 

Wenn  l  +  a  positiv  ist,  so  muss  sich  nach  dem  Vorherge- 
henden, da  mau  6=0  sowohl  als  positiv,  als  auch  als  negativ 
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betrachten  kann,  Are  tang -jq-^  im  ersten  oder  im  vierten  Quadraa- 

ten  endigen,  welche  zwei  Fälle  unter  der  gemachten  Voraussetzong 
offenbar  in  der  Gleichung 

Are  tang  j-j-^  =  2  kn , 

wo  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  auch  Null  sein  kaon,  zu- 
sammengefaßt werden  können.   Also  ist 

cos  (a  Are  tang  j-j— )  =  cos2«for=  + 1, 
sin  («Are  tang         =  sin  2a  Jbr  =  0 ; 
und  folglich  nach  31) 

a 

Weil  aber  nach  dem  Obigen  die  Quadratwurzel 

^ 

natürlich  immer  positiv  genommen  werden  muss,  und  nach  der 
Voraussetzung  1-f  a  positiv  ist,  so  ist  offenbar 


a 


{(l  +  a)*}*  =  (l  +  fl)tt, 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

(1 + af  =  1       a+ cti  aa+ <%  a3+  «4  o4 + . . . . 

Wenn  1  a  negativ  ist,  so  muss  sich  nach  dem  Vorherge- 
henden, da  man  6=0  sowohl  als  positiv,  als  auch  als  negativ 

betrachten  kann,  Are  tang  j-p-  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten 

endigen,  welche  zwei  Fälle  unter  der  gemachten 
offenbar  in  der 


Axctang   *  =(2*+l)*, 
i+a 

wo  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  auch  Null  sein  kann, 
sammengefasst  werden  können.   Also  ist 

cos(«Arc tang )  zxz  cos«(2A:+l)*  =  ±1, 
i-f-a 

JL 

sin(«Arctang  j-^)  =s  sin ß(2*+l) w=0; 
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■ 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  et  eine 
gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Folglich  ist  nach  31)  immer 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Zeichens: 

dtt(l+a)*^=I+a1a+oBa»+«3ö5+«4a«+...., 
wo  die  Quadratwurzel 

{(l  +  a)a)? 

nach  dem  Obigen  bekanntlich  immer  positiv  genommen  werden 
muss.  Hält  man  aber  dies  und  die  vorher  wegen  des  Zeichens 
{regebene  Bestimmung  fest,  so  wird  leicht  erhellen,  dass  allgemein 

+     +        =  (!+«)*> 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  auch  in  diesem  Falle  wieder 

(l+a)a  =  1  +    a+oja'-f  e%a3  +  c4a4-f-.... 

ist. 

Wenn  also  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für  jedes  a: 

(1-f  a)*=  l  +  «la+Oaaa  +  «%a3+a4a4  +  .... 

Wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  und  a  zwischen  den  Grän- 
zen  —  1  und  -f  1  enthalten  ist,  so  muss  mas  nach  dem  Vorherge- 
henden Arctang-r4~  immer  zwischen  — -  \it  und  +iw  nehmen, 
woraus  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  immer 

ArctangTA_  =  0 

gesetzt  werden  muss,  und  daher  nach  31) 

»    (l+a)a  =  l+c1a  +  a9a2  +  «3a3-fof4o4  +  .... 

ist,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  im  vorliegenden  Falle  nach 
dem  Obigen  offenbar  (1+a)«  immer  positiv  zu  nehmen  ist. 

Wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist  und  a  ausserhalb  der 
Gränzen  —  I  i*nd  +1  liegt,  so  ist  nach  dem  Obigen  die  Reihe 

1,  ata9  a^a2,  azaz,  c^a4,  .... 

offenbar  divergent. 

Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich 
Folgendes. 

Es  ist 

32)   (l+a)"  =  l+«1c+aio«+^a9+^a4+. 
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für  jedes  <i,  wenn  «  eine  positive  gaoze  Zahl  ist,  und  für  jedes 
zwischen  — 1  und  +1  liegende  a,  wenn  er  keine  positive  ganze 
Zahl  ist,  unter  der  Bedingung,  dass  man  in  diesem  letzteren  Falle 
(1-f  a)a  immer  positiv  nimmt.  Wenn  «  keine  positive  gaoze  Zahl 
ist  und  a  ausserhalb  der  Gränzen  —1  und  +1  liegt,  so  ist  die 
Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  der 
obigen  Gleichung  divergent. 

< 

§.  5. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  sind  in  dem  Falle,  wenn  c 
keine  positive  gaoze  Zahl  ist,  bloss  die  beiden  Fälle,  wenn 

Vo2+o*<l  und  Va2  +  o*>l 

i 

ist,  betrachtet  worden,  so  dass  uns  also  jetzt  noch  die  Betrach- 
tung des  Falls ,  wenn 

r 

ist,  obliegt,   wobei  wir  die  drei  folgenden  Falle  unterscheiden 
werden  : 

—  oo  <  «  ^—  1,  ' 

-1  <«<0, 
0  <  a  <+oo. 

i 

I.    Es  sei 

—  x  <  o  ^ —  1. 

< 

In  diesem  Falle  kann 

«  =  —  1  —  S,  j 

wo  d^O  ist,  gesetzt  werden. 
'  Durch  diese  Substitution  erhfilt  man 

a  —  n  d-fn-fj 

i 

Weil  nun  natürlich  n  nur  eine  positive  ganze  Zahl  «ein  Laoo. 

und  folglich  für  jedes  n 

J  +  n  +  l 

ist,  so  ergiebt  sich  hieraus,  dass  der  absolute  Werth  von  «• 
entweder  für  jedes  n  der  Einheit  gleich  ist,  oder  fortwährend 
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mit  n  zugleich  wächst,  woraus  unmittelbar  hervorgeht,  dass  in 
diesem  Falle  die  Reihe 

1,  «i,  «a,  «3»  «4»  •••• 

divergent  ist   Weil  aber 

(an)11  =  (an  cos  n0)2  +  (a„  sin  nG)2 

ist,  so  ist  auch  der  Werth  von 

(a„cos«0)2  +  (a„sinw0)2 

entweder  für  jedes  n  der  Einheit  gleich ,  oder  wächst  fortwährend 
zugleich  mit  n.   Sollten  nun  die  Reihen 

1,  ^cosB,  «a cos 20,  c3cos30,  a4cos40, 

aA  sin  0,  o&j  sin 20,  a3  sin 30,  a4sin40,  

beide  convergent  sein;  so  miisste  sich  jedenfalls,  wenn  n  wächst, 
sowohl  der  absolute  Werth  von  ancosn0,  als  auch  der  absolute 
Werth  von  ctns\nn8,  der  Null  nähern,  und  raü'sste  deitelben  be- 
liebig nahe  gebracht  werden  können,  wenn  man  nur  »  gross  genug 
nimmt.   Also  raüsste  sich  offenbar  auch 

(a„cosn0)a  +  (a„sinw0)2 

der  Null  nähern ,  wenn  n  wächst,  und  derselben  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden  können,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.  Da 
dies  mit  dem  Obigen  in  offenbarem  Widerspruch  steht,  so  können 
in  diesem  Falle  die  Reihen 

1,  a!cos0,  %  cos  20,  a3cos30,  a4cos40,  

ak  sin0,  og  sin20,      sin 30,  a4sin40,  .... 

nie  beide  convergent  sein ,  und  es  rouss  folglich  immer  mindestens 
eine  derselben  divergiren,  woraus  sich  nach  dem  bekannten  Be- 
griffe der  Divergenz  imaginärer  Reihen  unmittelbar  ergiebt,  dass 
im  vorliegenden  Falle  die  Reihe 

1, 

a4  (cos  0  +  sin  ©V^), 

a.2  (cos20  +  sin20  V^l), 

a3'  (cos  30  +  sin  30  \^T) , 

a4  (cos40-f  sin40  V^T), 
u.  s.  w. 

jederzeit  divergent  ist.  Weil  nun  aber,  wenn  wir  wie  im  vorher- 
gehenden Paragraphen 

a  +  bV—[=  o(cos0  +  sin0Vr=T) 
Theil  VIII.  19 
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setzen ,  wegen  der  gemachten  Voraussetzung 

q  =  \fd*T&*  =  1 

ist,  so  kann  die  Reihe 

I,  Cl(a+A\^=T),  (^(fl+iV^l)»,  ^(a+&V^I)s,  .... 

offenbar  immer  auf  die  Form  der  obigen  Reihe  gebracht  werde», 
woraus  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Reihe 

.  I.        +  *  V—l),  «jlal^)«,  Ma+oV^)3,  .... 

jederzeit  divergent  ist. 

II.  Es  sei 

0  <  a  <  +ao. 

Man  setze  der  Kürze  wegen  a  +  1  =  f ,  und  nehme  w  >  f ,  so  ist 


und  folglich  nach  32) 


(1  +  1)*^=  - 
7i  In 


.  i(Hhl)  i 
1     1.2  V 

_£<I±lMHh2)  1_ 
1.2.3  it3 

\  g(i+l)(H-2)(H-3)  1 
1.2.3.4  n* 


also,  wie  man  leicht  findet: 

df  If^i-i 


£(f+l)L     f+2)  1 

+  TT2~r  3^1^ 

,  f(g+l)(f-f2)(f+3)  j,  t+4}  j_ 
r        1.2.3.4        (  5nf'w4 

e(t+l)(g+2)(g+3)(H4)(H-5)  j,  l 

+  1.2.3.4.5.6  "i  "T^«*** 
f   


■ 
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Weil  nun,  wenn  k  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  da 
nach  der  Voraussetzung  w>e  ist, 

n  +  An>e+&,  d.  i.  (*+l)n>£+* 

ist,  so  ist 


(£+1)  n 

und  folglich 


(*+i)« 

Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

(i+lfSi-i. 


d.  i. 


>»-|-l\ — « — 1  .  n  —  a — 1 


("40 


und  folglich 


GW" 


7t 

Also  ist,  wenn  die  positive  ganze  Zahl  i>£  ist, 

_  a-*-»  +  l  /  /  i  +  n  y+l 
i  +  n  +  «  + 

für  w=0,  1,  2,  3,  4,  5,  ....   Setzt  man  nun  nach  und  nach 

n  =  1,  2,  3,  4,  5 ,  .. .  w; 


#o  erhält  man : 


t+3  * 


u.  s.  w. 


19* 


■ 
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und  folglich  durch  Multiplication  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen, 
wobei  man  nur  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  die  Grössen  auf  der 
linken  Seite  eben  so  wie  die  Grössen  auf  der  rechten  Seite  s&mmt- 
lich  positiv  sind : 

,     («-t) («-»-!).. («-<-»+!)    /  »+l  y-n 
K     }  '       (i+l)(«+2)..(,+n)  * 

Nach  der  Theorie  der  Binomial - Coefficienten  ist  nun,  wie 
leicht  erhellet: 

(er— i)  (ce— i— 1) .  ♦  (et— t— n-fl) 
 (i+l)  «+*)..  (i+n)  ' 

und  folglich,  wenn  überhaupt  der  absolute  Werth  von  an  durch 
(««)  bezeichnet  wird: 

(„i+.)  =  («.) .  (-1)- .      >^im^—3-> . 

Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

w<w'(lä)"tl 

für  m>ü.    Hieraus  ergiebt  sich: 

(«>=<»'>•  (/fi)**1. 
(«.+.)<  («).([±-J)"+J, 

(«<+,)<  («»).(|±J)a+', 


U.  S.  W. 


und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt  und  der  Kürze 
wegen  wieder  £  für  cx-f-1  schreibt: 

33)   («,•)  +         +  («,-h»)  +  («H8)  +  •  •  •  +  (*f ») 

<  (er,) .  (£+1/  j — j-5  +  ^  +  pjgy  + . . .  +  ( .+n+1);j  . 

Weil  nach  dem  Obigen  i>l  ist,  so  ist 

i+n+1>1'W<1 
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für  n  =  0,  1,  2,  3,  4,  5  ,  und  folglich  nach  32) 

4  «(«+!)  1  

T    1.2    '  (i+n+1)* 

c(«+l)Q+2)  1 
^      1.2.3  '(i+w+1)3 


oder 


und  folglich 


«  (i+w)a  *  «(t+»+l)«  +  (i+n+l)«+* 


oder 


1 


1 1_!  LI 


(i+n+l)^1 

Also  ist,  wenn  man 

n  —  0,  1,  2,  3,  4,  ...it 


setzt : 


(t+l)"+*S  a  ii«      (/+!)« j  -' 

_JL  <U_J  1  j 


U.  S.  »V. 

1  i  1 
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und  folglich ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt  und  der  Kurze 
wegen  wieder  s  für  «  +  1  schreibt : 

1,1,1,        ,  1 

(i+2)'  +  (t+3)<         +  (i+,,+1)' 

1  U  1 


<i  i  l-  | 


«  IT5  —  (t+»+l)aJ  ' 

also  um  so  mehr: 

%l)   _1_-4._L_4._1_4.      I        1       <  1 
'  ;   (i  4-1)'  +  (i+2)e  +  (i+3)*  t  * ' '     (i+n-fl)«  ««* 

Hieraus  und  aus  33)  ergiebt  sich  nun  unmittelbar 
(«/)  +  («Hi)  +  («*H)  +  •  •  •  +  («*h0  <  («.)  •  • 

so  dass  also,  wie  gross  auch  w  werden  mag,  die  Summe 

(«,)  +  te+t)  +  (cr/f2)  +  . . .  +  («,+«) 
doch  immer  kleiner  als  die  von  7t  ganz  unabhängige  positive 

bleibt.    Da  nun  die  Summe 

(««)  +  («/+,)  +  («,+2)  +  . . .  -f  («am) 

fortwährend  wächst,  wenn  n  wächst,  so  rouss  es  offenbar  eine 
bestimmte  Grösse  geben,  welcher  sich  diese  Summe  bei  wachsen- 
dem n  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nähert ,  und  diese  Grösse  ist  augenscheinlich  entweder  die  Grösse 

«,).(,'+1)a+l 


selbst  oder  kleiner  als  diese  letztere  Grösse,  woraus  sich 
telbar  ergiebt,  dass  die  Reihe 

(«0,  («*+i),  («i+a)»  («ffs)»  . 

und  folglich  natürlich  auch  die  Reihe 

1»  («i)>  («*)»  M>  M>  («ö)»---- 

eine  Summe  hat,  also  convergirt.  Folglich  sind  nach  einem  be» 
kannten  Satze  aus  der  Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergent 
der  Reihen  auch  die  beiden  Reihen 
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1 ,  (ff,)  (cos0) ,  («*)  (cos20) ,  («,)  (cos30) ,  (a4)  (cos40) , . . . ; 
(«,)  (sin  0),  (ö*)(sin  20),  («,)  (sin 30) ,  (a4)(sin40) ,  . . 
wo  ' 

(cos  6),  (cos  20),  (cos  30),  (cos  40),...; 
(sin0),  (sin2e),  (sin30),  (sin40),... 

die  absoluten  Werthe  von 

cos0,  cos20,  cos30,  cos40, 
sind,  sin20,  sin30,  sin40,... 

bezeichnen ,  convergent ,  woraus  sich  ferner  gleichfalls  nach  be- 
kannten Sätzen  aus  der  Lehre  vou  der  Convergenz  und  Divergenz 
der  Reihen  ergiebt,  dass  auch  die  Reihen 

■ 

1,  c^cosÖ,  cr2cos20,  O3cos30,  c4cos40,  . . . . ; 
«isinö,      sin  20,  cr3sin30,  a4sin40,  ; 

and  daher  auch  die  Reihe 

j  i,  _  . 

a,  (cos  0  -f  sin  0  V  —1) , 
(cos  20  -f  sin  20  V^l) , 
9  a3(cos30-f-sin30  V^I), 

!  «4(cos40  +  sin40Vr=I), 

1  u.  s.  w. 

oder,  was  dasselbe  ist, 

|         1,  ^(a  +  Ä^l),  «^(a  +  AV— 1)*,  £r3(fl  +  6  V^— l)3, 
convergent  sind. 

III.   Es  sei  nun  endlich 

Da  «+1>0  ist,  so  ist  ganz  wie  im  vorigen  Falle,  wenn 
*>ct  +  list, 

für  w>0,  woraus  man  sieht,  dass  (a,4„)  sich,  wenn  »  wächst, 
der  Null  fortwährend  nähert  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
werden  kann,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.  Setzen  wir 
nun  der  Kürze  wegen 
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-+  at  (cos  0  +  sin  0  V  — 1)  1 
+  aa  (cos  20  +  sin  20  V^=I) 
+  «j,  (cos  36»  +  sin  30  V^3) 


+  an  (cos  ?i6  +  sin  7*0;  V^l) , 
so  ist ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit 

1  +  cos  0  +  sin  e  \f=l 

multiplicirt,   nach  einem   bekannten  Satze  von  den  imaginären 

Grlissen 

(1  +  cos  0 + sin  0  V^l)  f(a,  n) 

=  1 

+  (1  +  «i)  (cos  0  +  sin  0  V^I) 
+  («i  +  «*)  (cos  20  +  sin  20  V^l) 
+  («2  +  Oi)  (cos  30  +  sin  30  V^) 


+  (an-n+ön)  (cos  n0  -f  sin  «0  —1) 

+  au  (cos  (»+1)  0  +  sin(n+l)  0  V^=I)  , 

d.i.  nach  einem  sehr  bekannten  Satze  von  den  Binomial  -  Coeifi- 

cienten : 

(1  +  cos  0 + sin  0  V^I)  /*(«,  n) 

=  1 

+  («  +  l)x  (cos  0 +sin  0  V^l) 
+  («  +  l)a  (cos  20  +  sin  20  V=I) 
+  («  + l)s  (cos  30  +  $i  d  30  V=I) 


+  (a  + 1)„  (cos  n0  +  sin  7i0  V^=I) 

+  an  (cos  (Ti+1)  6  +sin  (n+1)  0  V~=I) , 


und  folglich 


(I  -f  cos 10  +  sin  0  V — 1)  f(a,  n) 
=  /"(«+!,  n)  +  an  (cos  (n+1)  0 + sin  (it+1)  0  V^I). 
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Weil  ot+l>0  ist,  so  nähert  sich /(er-f-1,  n)  Dach  IL,  wenn 
n  wächst,  einer  gewissen  bestimmten  Gränze,  die  wir  durch  S 
bezeichnen  wollen,  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Ferner  nähert 
sich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  än  der  Null,  wenn  n 
wächst,  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Folglich  nähert  sich 
offenbar  auch 

an  (cos  (n+1)  S  +  sin  (n+1)  S  V^T) , 

wenn  n  wächst,  der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Also 
nähert  sich 

(1  +  cos  0  +  sin  6  V^T)  f(a,  n) 

der  Gränze  S  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade,  wenn  n  wächst. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  nicht 

l  +  cose  +  sinö  V^I  =  0 

ist,  /(a,n)  sich  der  Gränze 

 S  

1  +  cos  S +sin  0  V— 1 

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  n  wächst,  also  die 
Reihe 

1, 

<*!  (cos  6  +  sin  e  V^i) , 

o,  (cos  W  +  sin  20  V^I) , 

a3  (cos  30  +  sin  36  V^) , 

a4  (cos4Ö  +  sin  40  V^I) , 
u.  s.  w. 

convergent  ist.   Folglich  convergirt,  wenn  nicht 

l  +  a  +  AV^^O 

ist,  auch  die  Reihe 

1,  Ma  +  flV^I),  «,(a+6V^=T)«,  <*(a+oV^I)8',  ... 
Wenn 

l  +  a  +  oV^3  =  0 

Ist,  so  ist  l+a  =  0,  also  a  =  — 1,  und  6=0.  Daher  geht  in 
diesem  Falle  die  Reihe 

1,  ai(a+6V^I),  at(a+6V^3)*,  «,(a+6  V^I)', ... 


.■ 
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io  die  Reihe 

1  >  —  «1  >     »  —  <h  *  a\  

über.  Setzen  wir  nun,  da  «  negativ  ist»  o  =  -i,  wo  «>0  ist. 
so  erhält  die  Reihe 

die  Form 

1    £  i(e+l)(H-2)  g(H-D(f+2)(f+3) 

'  T     1.2  '      1.2.3     '  1.2.3.4 


y     «  •  •  • 


Da  t>0  ist,  so  sind  die  Glieder  der  Reihe 

f+1    (f+l)(H-2)  (H-l)('+2)(«+3) 
1.2'     1.2.3    '  1.2.3.4 

grösser  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe 

_L     11      1.2.3  1.2.3.4 
1.2'  1.2.3'  1.2.3.4'  1.2.3.4.5' 

d.  i.  grosser  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe 


1  1     l     1  1 

2  '  3  '  4  '  5  '  ü  '  ; 


und  da  nun  diese  Reihe  bekanntlich  eine  divergente  Reihe  ist, 
ist  um  so  mehr  die  Reihe 

f+l    (ejl)(H-2)  (f+l)(i-f-2)(*-f3) 
T2'     1.2.3    '  1.2.3.4 

also  auch  die  Reihe 

g(g-H)    *(*+!)  (H-2)  i(H-l)(f+2)(g+3) 
TT'      1.2.3     '        1.2.3.4      '  • 

und  folglich  auch  die  Reihe 

1    i    f(H-l)    g(t+l)(f+2)  f(f+l)(H-2)(c+3) 
'  1'    1.2  '      1.2.3     '        1.2.3.4       '  • 

d.  i.  die  Reihe 

1,  —  ffl ,  «2,  — «3,  cr4,  — 
divergent   Wenn  also 

\\a\b  =  0 

ist,  so  ist  die 
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1,  «,(<!+& V^i).  ^(«+6^=1)»,  «,(«+i\Q[)5  

divergent. 

Der  vorhergehende  Beweis  zeigt,  dass  die  Reihe 

1,  — «i,  Oj,   Cfj,  0^,  .... 

überhaupt  jederzeit  divergirt,  wenn  a  negativ  ist. 
Für  —  + 1  ist  nun  bekanntlich  nach  §.  3. 

=  1 

+  ax.r  (cose  +  sinöV^I) 

+    *2  (cos  20  +  sin  20  V=I) 

+  «3     (cos  30  +  sin  30  V^T) 

+  a4  (cos  40  +  sin  4  0  V^l ) 
+   


HO 


Are  tanp 


l-f-ar  cos  & 

zwischen  —\%  und  +i«  zu  nehmen  ist. 

Also  ist  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Lehre  von  der 
Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen 

35)  {2(l+cos0)}?{cos(«ArctgI^^ 
=  1 

+  a1(cos0  +  sin©Vr=I) 
+  «j  (cos  20  +  sin  20  V^I) 
+  «3  (cos30  +  sin  36  V^l) 
,  +  «4  (cos  40  +  sin  40  V" ^1) 
+   

wo 

zwischen  —  \n  und  +  zu  nehmen  ist,  in  allen  den  Fällen,  wo 
die  Grosse  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  einen 
endlichen  völlig  bestimmten  Werth  hat  und  die  Reihe  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  coovergirt» 
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Für  o  =  Va4-f»*  =  1  ist  co8  0  =  a  und  sin 3  =  6;  folglich 
oacb  35): 

36)  \  2  (1+a) }*  { cos(«  Arctang  j|^)  +  sin(«  Arctang  j^)  V"=l  { 

=  1 

+  «1(a+6Vr=T) 
-f^Ca+ftV^I)2 
+        +  &  V^I)5 
+  o4(a+6Vr=l)4 


ArctangjA- 


zwischen  — In  und  -fj«  zu  nehmen  ist,  in  allen  den  Fällen,  wo  die 
Grosse  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  einen  end- 
lichen völlig  bestimmten  Werth  hat  und  die  Reihe  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens  convergirt. 


§.  6. 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen ,  so  ergebt 
sich  überhaupt  das  folgende  für  die  gesammte  Analysis  in  jeder 
Beziehung  höchst  wichtige  Theorem. 

Binomialtheorem. 

A.  Wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für 
jede 8  a  und  6 

I  (1  +c)* +6a  )*  { cos  («  Arctang        + sin  («  Arctang  j~)  V""^!  t 
=  l  +  «i(a+6V^I) 

+  «,(«1  +  6^=1)* 
+  «4(a  +  6V^=l)4 


wo 

Are  tang 
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sich  im  ersten,  zweiten,  dritten,  vi erten  Quadranten 
endigen  muss,  ienachdem  1-fa  positiv  und  6  positiv, 
1-f-a  negativ  und  b  positiv,  l  +  'i  negativ  und  b  negativ, 
1  +  ö  positiv  und  b  negativ  ist.  Sollten  Zähler  und 
Nenner  des  Bruchs 


1  +  a 

5eide  verschwinden,  so  würde  man  die  Summe 

{ (l+a)»-f  62}S  {cos(«Arctang  f—)  +  sin(a  Arctang  j^)  V^I } 

selbst  als  verschwindend  zu  betrachten  haben,  und  hat 

o 

auch  zu  bemerken,  dass  in  diesem  Falle  { (l+n)*-f-6a)2 
verschwindet. 

B,  Wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  muss 
man  die  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

In  diesem  Falle  ist 

I  (1 +o*  }*  { cos  (a  Arctang        -f  sin(«  Arctang  ~)  V^l } 
=  l  +  «x(a  +  6V^I) 

+  «3(a  +  6Vr^l)3 

+  

und  der  Bogen 

Arctangjl- 

muss  immer  zwischen  —  \n  und  -Angenommen  werden. 

II.    Vaa  +  62  =  1. 

1.   Wenn        <«  =  -l  ist,  so  ist  die  Reihe 
divergent,  und  hat  folglich  keine  Summe. 
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2.  Wenn  —  1  <<k<0  und  nicht 
ist,  so  ist 

■ 

{ (l+«)*+6*  I*  {cos  («  Arctang        +  sin  («Arctang        V^l  \ 

-f  «3(a  +  o  V=l)8 
+  , 

und  der  Bogen 

+ 

muss,  immer  zwischen  —     und  -fjrc  genommen  werden. 
Wenn -1<«<0  uud  , 

1  +a  +  6  V^=  0 
ist,  so  ist  die  Reihe 

1,  ^(a+^V^l),  «2(a+ü\^=i)*,  crs(a+6V^I)8,.... 
divergent,  und  hat  folglich  keine  Summe. 

3.  WenuO<«<ao  ist,  so  ist 

■ 

{ (1+a)2  +62 }'*  {cos  (a  Arctang  j~)  +  sin  («Arctang  j^)  V^I  l 

=  1  +  a,(a  +  6\Q) 
+  oi(a  +  ^-l? 
+  «3(a  +  6V^I)8 


Arctang^- 


und  der  Bogen 


+  «4(«  +  6,V-J)* 
+  > 


Arctang  jAj 


muss  zwischen  — iit  und  +i?r  genommen  werden. 
Sollten  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 
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b 


Ha 


beide  verschwiuden  und  also  UJ-fa)2-f62}*  =  0  sein,  so 
erhellet  aus  dem  Obigen  leicht,  dass  dann  die  Summe 


selbst  als  verschwindend  zu  betrachten  ist. 

III.  VaHA3>l. 
In  diesem  Falle  ist  die  Reihe 

1,  ai(ü  +  *V^I),  «a(a  +  6 V^l)2,  «3(a  +  6 V^Ip,  .... 

divergent,  und  hat  folglich  keine  Summe. 

Auf  diese  Weise  muss  nach  meiner  Ansicht  das  Binomial- 
theorem  oder  der  Binomische  Lehrsatz  im  Geiste  der  neueren, 
vor  der  älteren  sich  jedenfalls  durch  wahre,  an  die  in  der  Geome- 
trie von  den  Griechen  uns  (unterlassenen  trefflichen  bis  jetzt  un- 
übertroffenen Muster  lebhaft  erinnernde  *)  mathematische  Strenge 
und  Evidenz  auf  das  vortheil hafteste  auszeichnenden  Analysis  aus- 
gesprochen werden,  und  nur  innerhalb  der  durch  das  Obige  von 
selbst  gesteckten  Gränzen  darf  man  dieses  wichtige  Theorem  an- 


*)  Weshalb  ich  denn  uuch  fortwährend  die  feste  Ueberzeugnng 
habe ,  dass  es  namentlich  auch  für  das  Studium  der  neueren  Analysis 
keine  bessere  Vorbereitung  giebt,  als  das  Studium  der  Geometrie  ganz 
in  der  strengen  Weise  der  Griechen,  und  es  durchaus  nicht  billigen 
kann,  wenn  man  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  auf  höheren  Lehr- 
anstalten, die  zunächst  und  vorzugsweise  eine  formelle  geistige  Bildung 


Weise  verlässt.  Für  das  gesammte  wettere  mathematische  Studium  ist  diese 
strenge  Beschäftigung  mit  der  Geometrie  von  einem  ganz  unberechen- 
barem Werthe,  wie  nur  die  gehörig  zu  beurtheilen  und  zu  würdigen  im 
Stande  sind,  welche  die  Mathematik  in  ihrem  ganzen  Umfange,  und 
insbesondere  auch  die  strenge  Begründung  kennen  ,  welche  der  Analysis 
durch  die  Bemühungen  einiger  neueren  Mathematiker  zu  Theil  geworden 
ist,  wodurch  freilich  sehr  Vieles,  was  man  früher  für  in  grosser  Allge- 
meinheit gültig  hielt,  über  den  Haufen  geworfen  und  in  seine  gehörigen 
Schranken  zurückgewiesen  worden  ist.   Möchten  nur  erst  alle  Theile 
der  Analysis  sich  einer  so  strengen  und  gesunden  Ansichten  über  diese 
Dinge  völlig  entsprechenden  Behandlung« weise  erfreuen,   wie  sie  jetzt 
vorzugsweise  einigen  zu  Theil  geworden  ist!   Denn  dass  noch  Vieles 
zn  thun  übrig  ist,  werden  die  am  wenigsten  in  Abrede  zu  stellen  geneigt 
sein,  welche  sich  vorzugsweise  bei  dieser  neueren  Bearbeitung  der  Ana- 
lysis betheiligt  haben.    Ob  es  übrigens  nicht  einen  gewissen  Mittelweg 
zwischen  der  älteren  und  neueren  Beliandlungsweise  giebt,  der  am  besten 
zum  Ziele  führen  dürfte,  worauf  schon  bei  einigen  Gelegenheiten  vou 
mir  hingewiesen  worden  ist:  darüber  lässt  sich  jetzt  noch  nichts  mit  nur 
einiger  Bestimmtheit  sagen,  und  die  Acten  über  alle  diese  Dinge  dürfen 
bist  jetzt  gewiss  noch  keineswegs  als  geschlossen  betrachtet  werden. 
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wenden,  wenn  man  sich  vor  Fehlschlüssen  sichern  und  nicht  zu 
ungereimten  Resultaten  iühren  lassen  will ,  was  an  Beispielen  noch 
besonders  nachzuweisen  unnütze  Weitläufigkeit  sein  würde,  da 
sich  dergleichen  Beispiele  einem  Jeden  leicht  von  selbst  darbietet) 
werden.  Bemerken  will  ich  nur  ganz  im  Allgemeinen,  Masses 
gar  nicht  schwer  hält,  durch  die  unerlaubte f  d.  h.  nicht  tn  den 


ehrsatzes  zu  Gleichungen  zu  gelangen,  in  denen  eine  positive 


Anderem  als  in  der  unerlaubten  Anwendung  des  Satzes  zu  suchen, 
oder  wie  man  wohl  hin  und  wieder  sagen  hört,  auf  andere  Weise 
erklären  zu  wollen,  völlig*  unnützes  und  fruchtloses  Bemühen  ist. 

Den  Fall,  wenn  b=z0  ist,  wollen  wir  nun  noch  besondere  io 
Betrachtung  ziehen. 

A.  Wenn  o  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für 
jedes  a 


In  diesem  Falle  ist 

(l*f  a)a*=  o  +  «aa2  +  «3ö*,-f-«4fl4+. . 

wenn  man  nur  berücksichtigt,  dass  (l-fa)a  immer  po- 
sitiv zu  nehmen  ist. 


II.  a 


=  — 1. 


1.   Wenn  -»  <  a  <0  ist,  so  ist  die  Reihe 


1,  —         Oj| ,  —  CX3  ,  «4,  .... 


divergent,  und  hat  folglich  keine  Summe. 
2.   Wenn  «>0  ist,  so  ist 

0=1  —  —  «j  +«4  —  

III.   a  =  +  1. 


■ 

< 


1.   Wenn  — oo  <a^~l  ist,  so  ist  die  Reihe 


1,  «i ,  «a,  tf3  ,  «4,  .... 


divergent  und  bat  folglich  keine  Summe. 
2.   Wenn  «>  -1  ist,  so  ist 
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2a=  l+ai+ofc  +  «3+a4  +  ...., 

wobei  2"  immer  positiv  zu  nehmen  ist. 

IV.    a*  >  L 

In  diesem  Falle,  wo  der  absolute  Werth  von  a 
grosser  als  die  Einheit  ist,  divergirt  die  Reihe 

1,  c^a,  cr2a*,  «3a3,  cr4a4, 

un"d  hat  folglich  keine  Summe. 

Aus  den  im  Obigen  bewiesenen  Sätzen  lassen  sich  nun  ver- 
schiedene wichtige  Folgerungen  herleiten,  wie  jetzt  in  den  folgen- 
den J'aragrapheu  gezeigt  werden  soll. 

§.  7. 

Zuerst  wollen  wir  uns  mit  der  Summirung  der  merkwürdigen 
und  wichtigen  Reihe  5 

1. 

-j-(co.s<9  +  sin©  V^T), 

|V>  (cos  26  +  sin  20  V=I), 
r3   * 

X* 

j-^  (cos  W  +  sin  40  V"=I) , 
u.  s.  w. 

beschäftigen. 

Aus  28)  ergiebt  sich ,  wenn  a  =  *  und  sx  für  x  gesetzt  wird, 
wie  man  leicht  findet: 

37)   (1  +2tx  cos  0  f  Ar«)«  (cos  f  +  sin  *  V^T) 
=  1 

+  j  (cos 0  +  sin  0  V^I) 

+  ^(l-*)(cos2e-f  sin20  V.ZT) 

+  j  (1  -  f )    — f )  (cos  30  +  sin  30  V^I) 

+  ?<!-»>  4— *}  (5—f) (cos  4e+ "in  4* 
+  

Theil  VIII.  20 
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für  jedes  zwischen 


—  —  und  f  — 

E  f 


liegende  a-,  wobei  bekanntlich 

«  w?sin0 
9  =  Arcta,.gl— ^ 

ist,  und  immer  zwischen  —  \n  und  genommen  werden  muss. 

Lässt  man  nun  den  absoluten  Werth  vou  b  sich  der  Null  nfihero, 
und  bezeichnet  die  Gränze,  welcher  sich  unter  dieser  Voraus- 
setzung  die  Grösse 

(l  +  2ex  cos  0  +  £***)£  (cos  7  +  sin  ~  V^I) 

c  c 

nähert,  insofern  es  eine  solche  Gränze  giebt.  was  nachher  be- 
sonders untersucht  werden  wird,  durch 

Lim  { (1  f  2*r  cos  0  +  t2x*)*~*  (cos  9-  -f  sin  |  V^I ) }. 

so  erhalt  man  aus  der  Gleichung  37) 1,  wenn  man  auf  beiden  Seiten 
derselben  die  Granzen  nimmt,  die  Gleichung: 

38)  T/imia+SfJcosÖ  +  ^Äccos-l  +  sin^V^)! 
-  1 

I    ~  <C08  9  +  sineV^^I) 

■ 

+  ^  (cos  20  + sin  20*^=1) 

+  ITä  <cos  30 + sill3e  ^~T) 

+  -p^(cos4Ö+sin'4e3  V^l) 


für  jedes  zwischen  —00  und  4<x>  liegende  xt  wo  es  nun  vorzüg- 
lich auf  die  Bestimmung  der  Grosse 


Lim  { (l  +  2*r  cos  0  +  (cos  ^  +  sin  |  \^=I)  \ 


ankommt. 

Zu  dem  Ende  setze  man 


*2fa;cos  0  -f  t2x2  =  & , 
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und  folglich 

(1  + 2fx  cos  =  {(l+A)^"0*04"^. 

< 

Weil  ferner 


f.rsin@ 


ist,  so  ist 


tang  qp         x  sin  6        <p        9  .rsinfl 

T~  —  1  +  £:r  cos  ö '    f      tungcp  1+e.rcosW 


uder 


9  _     cosqp  arsir^ö  

e      /sin  <p  \  *  1  +     cos  ö" 
\   9>  / 

Wenn  nun  c  sich  der  Aull  nähert,  so  nähern  sich  offenbar 
auch  \  und  <p ,  welches  letztere  bekanntlich  zwischen  —\it  und 
f-irt  zu  nehmen  ist,  der  Null,  und  können  derselben  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  nur  f  nahe  genug  bei  Null  annimmt. 
Also  nähert  sich  cos q>  der  Einheit,  wenn  s  sich  der  Null  nähert, 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
c  nahe  genug  bei  Null  annimmt ,  woraus  sich  nach  dem  Obigen 


Lim? 


.r  sin  0 


£      Lim  (^) 

ergiebt.    W7eil  q>  zwischen  — \it  und  +\n  liegt,  so  haben 

sing>,  9,  tan«  9 
gleiche  Vorzeichen,  und  rücksichtlich  der  absoluten  Wertbe  ist 

sin  9  <  <p  <  tang  9. 


Also  ist 


sin  9  ^  sin  fp  ^  sin  9 
sin  9        <p    "   tang  9* 


d.  i. 


sin  cp 


1.    sinip  , 
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so  dass  also  Hin  ^  zwischeu  1  und  cos  q>  liegt.    Weil  sich  nun 
9 

cosqp  der  Einheit  nähert,  wenn  q>  sich  der  Null  nähert,  und  der 
Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  qp  nahe 
genug  bei  Null  annimmt,  so  nähert  sich  offenbar  um  so  mehr 

auch  ^H^E.  der  Einheit,  nenn  <p  sich  der  Null  nähert,  und  kann 

der  Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  ?  nahe 
genug  bei  Null  annimmt.   Also  ist 

Lim(^)  =  l, 
und  folglich  nach  dem  Obigen  1 

Lim  —  =  j*  sin  &. 
s 

Weil  nun  femer  nach  dem  Obigen  offenbar 

Lim .  (1  +  2*r  cos  ©  +  i*x*)h  =  !  Lim .  (1+ A)£  l" 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  38)  augenscheinlich  die 
Gleichung 

3i>)    !Lim.(l+A)^lXC°SÖlcos(arsin  S)  +  sin (r sin  G) .  V  -i| 
=  1 

I    y(cosö  |  sin©  V^T) 

f  ^(cos  >e  +  sin*2ÖV^T) 
+  I^j  (cos.W  +  sin  36  V— 1) 
+  -^(cos40  +  siu4eVr^J) 


filr  jedes  x  zwischen  —  x>  und  +  x>  ,  wobei  in.iti  zu  beachten 
hat,  dass 

Lim.(l  f  A)^* 
die  Gränze  bezeichnet,  welcher 

i 

(1  +  A)Ä 

sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  man  A  skh  der 
Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern  lasst. 
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Setzt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  0=0,  so  erhält  man 
I  Lim .  (1+ A)£  f  =  1  +  f  +  O  +  lSf  +  TZ4  +  •  •  • ' 


für  jedes  x  zwischen  —  x  und  +  x ,  und  folglich  für  x  =r  ]  : 
40)   Lim.a+A)A=l  +  {^+rij  +  r!T  +  .... 
Setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen 

4i)  *  =  i+r  +  o  +  ii3  + 134+' 


ist 


42)   Lim.(l+A)A  =  e, 


und  folglich  nach  39): 

43)   e* CMÖ  }  cos (arsin  6)  -f  sin (x sinö) .  V^I } 
=  1+  y(cos0 -f  sinöV^) 

+  ^(cos2e  +  sin2eVp[) 

+  1^3  (cos30  +  sin3eV^I) 

+  y~  (cos  43 + sin  40  \T=\) 


für  jedes  x  zwischen  — oo  und  -f-x,  wodurch  also  die  Summe 
der  zu  summirenden  Reihe  gefunden  ist. 

Für  0  =  0  ergiebt  sich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung : 
44)  -'  =  l+f  +  g+I£  +  T=i  + 


•  •  •  • 


für  jedes  x  zwischen  — oo  und  -f  x. 

Vergleicht  man  die  reellen  und  imaginären  Theile  der  Glei- 
chung 43)  mit  einander,  so  erhält  man  die  beiden  folgenden  für 
jedes  x  zwischen  —  x  und  +  x  geltenden  Gleichungen  : 


45)   c*  1  osö  cos  (x  si  n  6) 


=  1  +  £  cos  0  -f  ^  cos  20  +        cos  36  +  *L  cos  40  +  ... . 
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und 

46)   e*  0080  sin  ( x  si n  ß) 

=  £  sin  0  +      sin  26  -f        sin  30  +        sin  40  + . . . . 
1  l.z  1.1.6  1...4 

Setzt  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  ß=z\n,  so  erhält 
man,  weil 


cosi« 

=  0, 

sinL*  =+1: 

2 

=  -1, 

sin?-»  =  0: 

3 

COS  ^*  7t 

=  o, 

sin  -  ts  =  —  1 

4 

COS  —  71 

2, 

=  +  1. 

sin  —  «  =  U 

m 

5 

cos4j« 
6 

COS  7t 

=  o. 

* 

K 

sin  ^  7i  =  -f  1 : 
,  6  n 

U.  8 

.  w. 

ist,  die  beiden  folgenden  höchst  wichtigen  und  merkwürdigen, 
für  jedes  x  zwischen  — oo  und  -foo,  d.  h.  für  jedes  reelle  x  gel- 
tenden Gleichungen: 

47)  00.^  =  1-^  +  ^-^  +  ^-.... 

und 

X^  x^  x^ 

48)  8i„»  =  I__  +  ^_T_+__.... 

Wenn  man 

a  +  b>T~i  =  o(cos0  +  sineV^=T) 

und  folglich 

q  cos  6  =  a,  f  sin  0  =  6 

setzt,  so  ergiebt  sich  aus  43)  auch,  wenn  man  in  dieser  Gleichung, 
was  nach  dem  Obigen  verstattet  ist,  x  =  q  setzt,  die  fät  jedes 
reelle  a  und  6  geltende  Gleichung: 
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49)   e*  (cos h  +  sin b =  1  +  a  +  b^~l 

+  — T3  

T  1.2.3 

1.2.3.4 
+  


§.  8. 

Femer  wollen  wir  uns  jetzt  mit  der  Summirung  der  wichtigen 
Reihe 


~(cosö  +  sine\^-i), 

™(cos2e+si02eV^i) 


^  (cos  36+ sin  30  V— 1), 

X*  r  

—  -4  (cos4ö  -f  sin  40  V—  1) , 

y  (cos 50  +  sin  50  V—l) , 
u.  s.  w. 

beschäftigen. 

Bezeichnen  wir  die  Logarithmen,  deren  Basis  die  aus  dem 
vorhergehenden  Paragraphen  bekannte  Grösse  e  ist*),  durch  den 
Buchstaben  /,  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Loga- 


und  folglich  nach  28)  für  jedes  zwischen  —  1  uod  -|  1  lie- 
gende x: 


*)  Welche  auch  natürliche  oder  liyperboli sehe  Logarithmen 
genaont  werden. 
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50)   «^"^"^"'(cos^  +  sina^V^l) 
=  1 

+  -j-  x  (cos6  +  sio  6  V^—i) 

+  -|-^ar«(c<>82ö+8in2eV^I) 

+  *  ^2  .(3~2)  *3  (c°s  36  +  sin  36  V^I) 

 1  2  3  4         *4  (cos  46+ sin  46  V^I) 


oder 


51)  ^^^^^'^(cosay+sina^V^l) 
=  1 

+  ax  (cos  6  +  sin  6  V^I) 

-  ^  «  (1_«)     (cos  26  +  sin  26  \T—l) . 

+ j  «  (1— «)  (1— | «)  x*  (cos  36 + sin  36  V^I) 

1  11  ,  

-  j  a  (1— «)  (1— j  «)      3  «)     (cos  40  +  sin  46  ]) 

+  ,  


wo 


sc  6i  n 

,P  =  ArctangT1_-^ 

ist,  und  immer  zwischen  —  \n  and  +  4«  genommen  werden 

Also  ist  nach  49),  wenn  man  in  der  dortigen  Gleichung, 
rerstattet  ist,  weil  dieselbe  für  jedes  reelle  a  und  b  gilt, 

a  =  I«/(l+2a:cos6+xs),  b  =  aq> 

setzt: 

1 

+  ax  (cos  6  +  sin  6  V^l) 

1     ,  ,  

-  ^  «  C1— «)  -*a  (cos  26  +  sin  26  V^I) 

+  j  «  (1— a)  (1—  ^  a)     (cos  36  +  sin  36  V^l) 

-ja  (1—«)  (1—  |  «)  (1-  j  «)  x*  (cos  46  +  sin  46  V^I) 
+   
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=  1 

+  |i/(i+2^co8e+^)  +  9)V^T|f 

+  {i/(l+2*co8e+**)+  9v^l|  ^ 

+   

oder,  wenn  man  die  Einheit  auf  beiden  Seiten  abzieht  und  dann 
durch  a  dividirt: 

^(cose+sineV^T) 

-  \  (1-«)  x*  (cos  20 + sin  29  V^I) 

+  i  (1-«)  (1—  ,j  a)  x8  (cos  30  +  sin  39  V^Ä) 

-  j  (1—«)  (1-  \  «)  (1—  5  «)  *4  (cos  49  +  sin  40.  V*=I) 
+  

=     j/a+^cose+a^  +  ^V^ri 
+  |J/(i+2xcose+^)  +  9,V=T|a^ 

+  l^/a+^cosa+^+^v^j4-^ 
+  

für  jedes  zwischen  —1  und  +1  liegende  x. 

Lässt  man  nun  a  sich  der  Null  nähern,  geht  auf  beiden 
Seiten  der  obigen  Gleichungen  zu  den  Gränzen  über,  und  setzt 
zugleich  für  <p  seinen  obigen  Werth ,  so  erhält  man  die  folgende 
merkwürdige  für  jedes  zwischen  —  1  und  -f- 1  liegende  ,x  geltende 
Gleichung: 


■ 


« 
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1  xsin©  ./ — 

52)   tj/(H-2jrcose-f^)-f  Arctang1  +  :rco8e»  V- 

=     *  (cos6  +  sin6V^I) 

-  Y  (co826+sio26V^I) 

-  ^(Cos4e  +  sio46V^I) 
+  ^(cos56  +  sin56V^I) 


in  welcher  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

»    .  arsin© 

Aroto"Si+*cose 

immer  zwischen  —  i  *  und  + 1    genommen  werden  muss. 
Setzt  man 

fl+ÄV"=l  =  p(co8Ö+sin6V^I), 

so  ist 

p=  V" aa+o2,  ocos0=c,  osin6  =  6 

und 

l+2ocos6+0*  =  J+2a+  a*+o*  =  (l+a)*+6» 
Weil  nun  nach  52)  (Tu*  q  <  1 

sin  6 

i/a+^cose+p^  +  Arctwgj^^g- V^=l 

=  ^-(cosa+sineV^i 

-  ^(cos26+sio  20  V— l) 
+  ^(cos36  +  sin36V=l) 

-  ^  (cos  46  +  810  461^1) 
+  ^-(cos56  + sin  56^=3) 


• 
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A  p  sin  G 

zwischen  — \n  und  +  4«  genommen  werden  muss,  ist;  so  ist  für 

V^+P  <  l 

ood  wenn  man  * 

Arctangji- 

I 

zwischen  —  \  n  und  +  4  n  nimmt : 

s 

53)   \l\ (l+a)*+  6*}  +  Arctang        .  V=I 

=  a+6         -  \  (a+6  V=l)2 + j  (a+o  V^=3)3-  j  (a+6  V-ftH- 

Durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Theile  in  der 
Gleichung  52)  mit  einander  erhält  man  die  beiden  folgenden  für 
jedes  x  zwischen  —1  und  +1  geltenden  Gleichungen: 

54)   i/(l  +  2*cos<9  +  ;r») 


und 


=    cos  6  —  |?  cos  26  +  ^  cos36        cos  46+ . . . 


Ä)  Arctaggi^!co!e 

=  J. sin  6  —  ^sin  26  +  ~  sin  36  -  2?  sin  46  + ... , 


wo 


Arctang,-  s  • 

1+  JTCOSÖ 

zwischen  —  4 n  und  +i»  zu  nehmen  ist. 

Für  6=0  erhält  man  aus  54)  die  für  jedes  x  zwischen  — 1 
und  4*1  geltende  Gleichung: 

56)    1(1+*)  =  *  — \x*\  j*»-j**+...., 

und  für  6  =  i«  ergiebt  «ich  aus  55)  die  ebenfalls  für  jedes  x 
zwischen  —1  und  +1  geltende  Gleichung: 
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57)   Are  tang  .r  =  x  —  i  x*  \  -  x*  —  i  x7  \  

in  welcher  Are  tang  .r  zwischen  — \it  und  +i»  zu  nehmen  ist. 
Weil  aber  die  Reihen 

1       1    1    __[     1  -1 

2  '  .T '  ~~  4  '  5 ' '      "  '  


und 


i  1 »  *f  3*  ^-5'  "^"7'  "^*9'  ••••» 


da  in  denselben  die  absoluten  VVerthe  der  Glieder  fortwährend 
abnehmen  und  die  Zeichen  wechseln,  nach  einem  bekannten  Satze 
aus ,  der  Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reiheo 
coovergiren,  und  i'2  und  Are  tan£  ( ±  1 )  endliche  völlig  bestimmte 
Grössen  sind,  so  ist  man  nach  einem  andern  bekannten  Satze  aus 
der  Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen  zu 
schliessen  berechtigt,  dass  die  Gleichung  56)  auch  noch  für  x  =  1* 
die  Gleichung  57)  auch  noch  für  x=.±  1  gilt,  wodurch  wir  m 
Verbindung  mit  dem  Obigen  unter  Anwendung  einer  gewiss 
sich  selbst  sogleich  verständlichen  Bezeichnung  zu  den 
folgenden  Gleichungen  geführt  werden: 

58)   l{\\x)  =  *  —       + i-**—.... 


{  -!<*=+!} 


und 


59)   Are  tang  a:  =r  x  —  ^x*  + 1  ar5— ^-.t7  +  Ix»  —  

|_i=.T  =  +  l| 

wo  Are  tang  x  immer  zwischen  —  \  n  und  -f  \  n  genommen 
den 


Für  x——l  geht  die  Reibe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens in  der  Gleichung  58)  in  die  Reihe 

,1111 

—  i,  — ^  '  —3»  —  4»  —5'   •  • 

über,  uod  da  dies  nach  einem  bekannten  auch  schon  oben  in  {.5. 
III.  angewandten  Satze  aus  der  Lehre  von  der  Convergenz  und 
Divergenz  der  Reihen  eine  divergente  Reihe  ist,  so  ist  ersichtlich, 
dass  für  ar=— 1  die  Gleichung  58)  ihre  Gültigkeit  verliert,  worauf 
man  auch  schon  durch  die  sogleich  zu  machende  Bemerkung,  da&s 
/(1—I)=  10  keinen  endlichen  völlig  bestimmten  Werth  mehr  hat. 
hätte  geführt  werden  können. 
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Für  x  —  1  erhält  man  aus  der  Gleichung  58) : 
60)    /2=l_!+I-j  +  I-...., 

und  für  denselben  Werth  von  x  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  59), 
in  welcher  bekanntlich  Are  tätig  .r  immer  zwischen  — \it  und  +\it 
zu  nehmen  ist: 

w>  j»—  i    3  +  5  .... 

Indem  ich*diese  Abhandlung  hiermit  schliesse,  wiederhole  ich 
die  schon  im  Einlange  gemachte  Bemerkung,  dass  ich  in  derselben 
durchaus  nicht  die  Absicht  gehabt  habe,  bloss  Neues  zu  geben. 
Vielmehr  schliesst  sich  dieselbe  an  frühere  bekannte  Muster  an, 
die  ich  hier  wohl  nicht  erst  noch  besonders  namhaft  zu  machen 
brauche.  Ich  bezwecke  mit  derselben  hauptsächlich  nur,  eine  zu- 
sammenhängende im  Geiste  der  neueren  Analysis  durchgeführte 
Entwicklung  aller  derjenigen  Reihen  zu  geben,  welche  gewisser- 
maßen als  Elementar  -  Reihen  zu  betraenteu  sind,  weil  von  den- 
selben die  meisten  übrigen  Untersuchungen  über  die  Reihen  und 
die  Functionen  ihren  Auslauf  nehmen  müssen ,  so  wie  denn  auch 
auf  denselben  lediglich  die  Construction  der  Tafeln  beruhet,  welche 
in  der  gesammten  Mathematik  die  häufigste  und  allgemeinste  An- 
wendung finden.  Namentlich  habe  ich  aber  in  dieser  Abhandlung 
auch  eine  vollständige  Darstellung  des  Binomischen  Lehrsatzes, 
insbesondere  eine  gehurige  Unterscheidung  aller  der  Fälle  von  ein- 
ander, in  welchem  die  betreffende  Reihe  convergirt  oder  divergirt, 
der  Satz  also  gültig  oder  ungültig  ist,  zu  geben  versucht,  da  in 
der  That  die  Darstellung  dieses  wichtigen  Theorems ,  wie  dieselbe 
seit  der  Zeit  des  Flors  der  combinatorischen  Analysis  ganz  in  der 
nämlichen  veralteten  Weise  auch  selbst  in  vielen  neueren  Lehr- 
büchern der  sogenannten  Analysis  des  Endlichen  oder  der  alge- 
braischen Analysis  zum  Ueberclruss  immer  wieder  erscheint,  den 
Ansprüchen ,  welche  man  nach  den  neueren  Fortschritten  der  Ana- 
lysis zu  machen  berechtigt  ist,  doch  zu  wenig  genügt,  wobei  ich 
natürlich  nur  Lehrbücher,  die  sich  als  eine  höhere  wissenschaft- 
liche Tendenz  verlolgend  ankündigen,  nicht  solche,  die  bloss  für 
den  Elementar -Unterricht  in  der  allgemeinen  Arithmetik  bestimmt 
sind  oder  eine  mehr  praktische  Richtung  einschlagen,  im  Auge 
habe.  Ich  wünsche  daher  durch  diese  Abhandlung  zur  grösseren 
Verbreitung  der  neueren  Ansichten  in  der  Analysis  beizutragen, 
welches  dem  Zwecke  des  Archivs  durchaus  nicht  widerspricht, 
sondern  demselben  vielmehr  völlig  gemäss  ist.  Zugleich  soll  die- 
selbe einer  anderen  in  ähnlicher  Weise  gehaltenen,  nächstens 
folgenden  Abhandlung  über  die  imaginären  Grössen  zur  Vorberei- 
dienen. 
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XXVI. 

Beitrag  zu  der  liefere  von  den  Farben. 

Von  dem  ■ 

Herrn  Doctor  Botzenhart, 

Assistenten  der  Physik  am  k.  k.  polytechnischen  Institut  zu  Wien. 

(Durch  Herrn  Director  t.  Littrow  dem  Herausgeber  gütigst  zur  Acf- 

nahme  in  das  Archiv  mitgetheilt) 


Eine  vollkommene  allen  Anforderungen  entsprechende  Theorie 
der  Farben  der  Körper  ist  noch  immer  eine  Aufgabe  der  Physik, 
zu  deren  Lösung  eine  von  mir  vor  Kurzem  gemachte  Beobachtung 
Einiges  beitragen  dürfte. 

Wenn  man  das  von  gefärbten  Körpern  durch  Reflexion  ob* 
zugesendete  Licht  mittelst  der  in  PoggeudorfTs  Annalen  Bd.  LXV. 
S.  4.  beschriebenen  dichroscopischen  Loupe  analysirt,  so  sieht 
man  bei  einer  gewissen  Schiefe  der  Incideuz  des  auf  den  farbigen 
Körper  fallenden  Lichtes  und  wenn  die  Ebene  des  Hauptschnittes 
des  Kalkspathrhomboids  mit  der  Einfallsebene  der  zum  Auge  ge- 
langenden Strahlen  parallel  ist,  oder  auf  ihr  senkrecht  steht, 
zwei  Bilder,  von  denen  das  eine  nahe  vollkommen  weiss,  da-* 
andere  aber  mit  derselben  Farbe  wie  der  untersuchte  Körper 
erscheint.  Am  deutlichsten  zeigt  sich  die  Erscheinung  an  ziemlich 
gut  reflectirenden  gefärbten  Flächen,  namentlich  gefärbter  Papiere» 
farbiger  Gläser,  Flüssigkeiten,  Krystalle  etc.  Wenn  die  Flüche 
nur  einigermassen  spiegelt,  und  man  unter  dem  gehörigen  Winkel, 
den  man  durch  den  Versuch  leicht  ausmitteln  kann,  gegen  die 
Fläche  hinsieht,  so  ist  die  Sonderung  des  weissen  und  farbiges 
Bildes  eine  vollkommene. 

Bei  minder  gut  reflectirenden  Flächen,  wie  auch  bei  farbiges 
Pulvern  und  unter  andern  Incidenzwinkeln  der  Strahlen  ist  die 
Sonderung  minder  vollkommen  und  geht  bis  zur  völligen  Gleich- 
heit beider  Bilder. 

Wenn  man  auf  die  früher  angegebene  Weise  die  vollkommene 
Sonderung  erhalten  hat  und  hält  zwischen  den  farbigen  Körper 
und  die  Loupe  eine  parallel  zur  Axe  geschnittene  Turmalinplatte 
so,  dass  ihr  Hauptschnitt  dem  des  Kalkspathes  parallel  ist,  oder 
auf  ihm  senkreht  steht,  so  verschwiudet  das  eine  oder  das  andere 
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Bild  vollkommen.  Das  weisse  Bild  charakterisirt  sich  als  io  der 
Einfallsebene  der  Strahlen  polarisirt,  das  farbige  ist  senkredit 
darauf  polarisirt. 

Da  nun  gewöhnliches  Licht  auf  eine  Fläche  auffallend  durch 
Reflexion  immer  nur  in  der  Einfaltsebene  polarisirt  wird,  so  kann 
das  von  der  farbigen  Fläche  kommende  auf  der  Einfallsebene 
senkrecht  polarisirte  Licht  nicht  durch  Reflexion  an  der  Oberfläche 
des  Körpers  entstehen,  sondern  ist  durchgelassenes  (daher  senk- 
recht zur  Einfallsebene  polarisirtes)  und  aus  dem  Innern  des  Kor- 
pers reflectirtes  Licht. 

Aus  dieser  von  mir  beobachteten  Erscheinung  gehen  zunächst 
mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  folgende  zwei  Sätze  hervor: 

1)  Das  auf  die  Körper  auffallende  weisse  Licht  wird  auch  als 
solches  reflectirt. 

Der  öfters  aufgestellte  Satz,  dass  farbige  Körper  von  dem  auf 
ihre  Oberfläche  autlallenden  weissen  Lichte  einige  farbige  Strahlen 
zurücksenden,  andere  in  sich  eindringen  lassen,  scheint  nach  obi- 
ger Beobachtung  unrichtig. 

2)  Das  von  den  Körpern  uns  zugesendete  farbige  Licht  kommt 
nicht  von  ihrer  Oberfläche,  sondern  aus  ihrem  Innern  durch 
Reflexion  nach  vorausgegangener  Transmission. 

Dies  im  Knrzen  die  von  mir  gemachte  Beobachtung  und  die 
daraus  zunächst  sich  ergebenden  Folgerungen.  Ich  habe  versuche 
mit  homogenem  Lichte,  eben  so  mit  weissem  polarisirten  Lichte 
gemacht,  welche  mir  obige  zwei  Sätze  zu  bestätigen  scheinen. 

Da  ich  über  diesen  Gegenstand,  der  mit  vielen  andern  Er 
scheinungen,  als  z.  B.  mit  den  Farben  glühender  Körper,  der 
elliptischen  Polarisation  durch  Reflexion  von  Metalloberflächen  etc. 
im  innigsten  Zusammenhange  zu  stehen  scheint,  noch  eine  aus- 
gedehnte Reihe  von  Versuchen  anstellen  werde,  und  selbe  noch 
viele  Zeit  in  Anspruch  nehmen  dürften ,  so  hielt  ich  es  für  zweck- 
mässig, das  Hauptergebniss  meiner  Untersuchung  vorläufig  im 
Archive  mitzutheilen ,  und  behalte  mir  vor ,  das  Endresultat  meiner 
Untersuchungen  späterhin  im  Detail  in  dieser  Zeitschrift  bekannt 
zu  machen. 
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Heber  ein  neues  logisches  Oesetz  und 
seine  Anwendung  auf  die  Begründung 
der  Parallelentheorie. 


Von  d< 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

Professor  der  Mathematik  zu  Tarnow  in  GaHsien. 


1. 

1.    Schtcierig  ketten  der  Parallelentheorie. 

Die  Lehre  von  den  parallelen  Geraden  bat  all  bekanntlich  die 
hinderliche  Eigenheit,  dass  man,  wie  man  es  auch  immer  anfangen 
mag,  doch  jedesmal  auf  einen  Satz  stosst,  der  sich  nicht  in  d«t 

Sewohnlichen  Weise  aus  seinen  Vorläufern,  oder  aus  der  Natar 
er  in  ihm  verbundenen  geometrischen  Begriffe  erweisen  lisst. 
Die  Ursache  dieser  unangenehmen  Unterbrechung  des  innigsten 
Zusammenhanges  und  der  folgerechten  Reihung  aller  Sätze  der 
Geometrie  liegt  in  der  Unmöglichkeit,  die  einfachen  Begriffe 
„Lage  und  Richtung"  weder  erklären ,  noch  auch  nur  durch  zu- 
reichende Grundmerkmale  charakterisiren  zu  können. 

2.  Abhilfen. 

Als  erste  Abhilfe  hat  man  nun  vielerhand  Erkläruugeo 
der  Parallellinien  versucht.  Allein  da  es  sich  hier  nicht  am 
eine  Sach-,  sondern  nur  um  eine  Worterklärung,  d.  h.  eigentlich 
um  Angabe  des  Grundes  für  die  Wahl  einer  Benennung  einer  be- 
reits erkannten  Eigenschaft  zweier  unbegrenzten  geraden  Linien 
handelt,  und  da  naturgemäss  derlei  Benennungen  aus  den  üblichen 
Namen  der  einzelnen  Merkmale  solcher  Eigenschaften  zusammen- 
gesetzt zu  werden  pflegen,  so  kann  man  die  griechische  Benen- 
nung nctQctXXr\kai  t  weil  sie  aus  7taoa,  bedeutend  (mit  dem  Dativ 
auf  die  Frage  wo?)  bei,  neben,  längs,  juxta,  und  dXlijla^. 
einander  zusammengesetzt,  und  daner  durch  nebe  n  ei  Baa- 
der isch  zu  verdeutschen  ist,  nur  dadurch  erläutern  —  wie  auch 
bereits  Euklid  gethan  — ■  dass  die  also  benamseten  Gegenstande 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  entweder  im  Räume  oder  auf  einer 
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Flüche,  neben  einander,  d.  i.  jeder  auf  nur  Einer  Seite  des  an- 
deren liegen,  und  (nicht  wie  manche  sich  beröhrende  Raum  dinge) 
keinen  Punkt  gemein  haben,  oder  nirgends  zusammentreffen,  son- 
dern überall  getrennt  (separat)  bleiben.  Sind  diese  räumlichen 
Gegenstände  insbesondere  gerade,  und  zugleich  in  einerlei 
Ebene  befindliche  Linien,  so  lässt  sich  von  ihnen  nach- 
weisen: 1)  dass  jedwede  Richtung  der  einen  als  einer  Richtung 
der  anderen  gleich  angesehen  weraen  dürfe,  mithin  insofern  beide 
Geraden  gleichgerichtet  (äquidirect)  oder  gleichlaufend 
(gleichläufig)  heissen  können,  und  2)  dass  sämmtliche  Punkte 
einer  jeden  Geraden  von  der  anderen  gleiche  (senkrechte)  Abstände 
halten ,  folglich  beide  Geraden  von  einander  g  I  e  i  ch  a  b  ■  t  ä  n  d  i  g 
(Squidistant)  sind.  Diese  Gleichabständigkeit  besteht  auch ,  wenn 
eine  Gerade  neben  einer  Ebene  oder  zwei  Ebenen  neben  einander 
liefen  also  nebeueinanderisch ,  oder  im  obigen  Sinne  parallel  sind. 
Allein  dies  berechtiget  keineswegs  zu  der,  in  vielen  neueren  Lehr- 
büchern  der  Geometrie  beliebten  Erklärung:  „Parallel  (oeben- 
einanderisch)  heisst  ein  räumlicher  Gegenstand  zu  einem  anderen 
(insbesondere  zwei  Geraden  oder  Ebenen  zu  einander,  oder  eine 
Gerade  zu  einer  Ebene)  wenn  jeder  Punkt  des  ersteren  gleichweit 
von  dem  letzteren  (Gegenstande)  entfernt  ist."  Eine  solche  Er- 
klärung klingt  wie  etwa  folgende:  .,Ein  gleichseitiges  oder  ein 
gleichwinkeliges  Dreieck  ist  ein  solches,  dessen  Spitzen 
von  den  gegenüberliegenden  Seiten  gleichweit  abstehen,"  oder 
wie  folgende:  „Ein  gleichseitiges  Viereck  ist  ein  solches,  in 
welchem  die  Diagonalen  sich  winkelrecht  halbiren."  Nichts  ist 
widernatürlicher,  als  solche,  erst  absonderlich  zu  erweisende, 
Lehrsätze  in  Erklärungen  umzuformen. 

3.  Allein  weder  jenes  Neben- einander -liegen  oder  Von -ein- 
ander-geschieden -sein,  noch  diese  Glcichahständigkeit  erschöpft, 
einzeln  für  sich  genommen,  den  mit  dem  Worte  „Parallel"  nicht 
etymologisch ,  sondern  vou  den  Geometern  eigentlich  verbundenen 
Begriff.  Denn  —  wie  schon  Tacquet  gegen  Euklid  bemerkt  — 
gibt  es  Linien  f  von  denen  jede  auf  blos  Einer  Seite  der  anderen 
Hegt,  die  also  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nirgends  zusammen- 
treffen,  wie  z-  B.  die  Hyperbel  oder  die  Conchois,  und  ihre  gerade 
Asymptote,  zwei  Parabeln  mit  einerlei  Brennpunkt  und  Axe,  u  m.a. ; 
nnd  doch  nennt  sie  der  Geometer  nicht  parallel.  Andererseits  er* 
hält  man  zu  einer  krummen  Linie  oder  Fläche  eine  gleich  ab- 
ständige, wenn  man  von  jedem  Punkte  derselben  auf  seiner 
formale  nach  einerlei  Seite  oder  Gegend  hin  gleichgrosse  Strecken 
nimmt  und  ihre  Endpunkte  stetig  verbindet.  (Klügel,  Matheiu. 
Worterb.  3.  Bd.  S.  738.  Nro.  24.).  Aber  solche  gleichabständige 
I/uiien  oder  Flächen  können  dessenungeachtet  mit  einander  zu- 
sammentreffen, wie  z.  B.  die  Ellipse  und  Parabel  mit  mancher 
ihrer  inneren,  die  Cycloide  mit  jeder  äusseren,  und  die  Hyperbel 
sowohl  mit  inneren  als  äusseren  Aequidistanten ,  u.  m.  dgl."  Dess- 
wegen  däucht  es  mir  der  strengeren  Wissenschaftlich- 
keit der  Geometrie  angemessener  zu  sein,  von  jeglichen 
zwei  solchen  mit  einander  zu  betrachtenden  räumlichen  Gegen- 
ständen vorerst  zu  erweisen ,  dass  ihr  Getrenntsein  und  ihre  Gleich- 
abständigkeit  sich  gegenseitig  bedingen ,  und  nachher  erst  dess- 
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4.  Eine  zweite  Abhilfe,  deren  sich  alle  neueren  kritischen 
und  die  gerügte  schwache  Seite  der  Parallelentheorie  offenherzig 
eingestehenden  Geometer  bedienen,  ist  die  zn  Grundelegung  eines 
möglichst  einleuchtenden  Lehrsatzes.   Je  mehr  dieser  in  der  Tbat 
von  selbst  erhellet,  je  leichter  er  begriffen  and  zugestanden  werden 
kann,  oder  je  plausibler  er  ist:  lü'r  desto  gründlicher  erkennt  man 
die  auf  ihn  gebaute  Parallelentheorie  an.    Von  diesen  Theorien 
sind  jedoch  alle  jene  wenigstens  tadelnswerth ,  nenn  nicht 
schlechterdings  verwerflich ,  welche  sich  auf  die  Lehre  von  den 
Dreiecken  stützen,  also  das  Einfache  durch  das  Zusammengesetzte 
beweisen;  da  bei  den  Parallellinien  eigentlich  nur  an  einem  Paar 
Geraden,  ihre  Winkel  mit  einer  blos  filr  die  Forschung  zu  Hülfe 
genommenen  dritten  zu  betrachten  kommen ,  bei  den  Dreiecken 
aber  ausser  den  Winkeln  auch  noch  Seiten,  begrenzte  gerade 
Linien,  betrachtet  werden.    Dann  aber  bleiben  der  anderen  Pa- 
rallelentheorien nur  höchst  wenige  übrig,  und  selbst  diese  sind 
nicht  unbedenklich. 

Sehr  gern  legt  man  einen  der  beiden  folgenden  Sätze  als  eri- 
dent  zu  Grunde : 

„Zu  einer  Geraden  gibt  es  durch  jeden  Punkt  nur  eine  ein- 
zige parallele  Gerade." 

„Zwei  Geraden,  die  zu  einer  dritten  parallel  sind,  müssen 
auch  zu  einander  parallel  sein." 

Der  Hauptgrund,  den  man  für  diese  Satze  beibringt,  ist  ihre 
Analogie,  ihr  Gleichlauten  mit  vielen  anderen.  Allein  ihnen  stehen 
doch  auch  folgende  analoge  Satze  entgegen : 

„Zu  einer  ^ei!^("*n  gibt  es  durch  jeden  Punkt  unzfihlii: 
viel,  paral.e.e|«^,. 

Eb2f«  •  di«  «  Gerden  P»™»"  sioJ'  -~ 

keineswegs  parallel  sein,  sondern  können  sich  manchmal  auch 
schneiden." 

Dadurch  leiden  obige  Satze  sehr  an  ihrer  Evidenz  und  unbe- 
denklichen Zulassung. 

5.  Die  dritte  Abhilfe,  welche  meines  Wissens  noch  Nie- 
mand vor  mir  vorgeschlagen  hat,  ist  die  Berücksichtigung  de* 
allgemein  und  streng  erweisbaren  notbwendigen  Zusammenhanget 
zweier  Paare  unzertrennlich  zusammen  bestehender  Beschaffen- 
heiten oder  Merkmale  —  wie  deren  so  vielerlei  in  der  Mathematik 
vorkommen  —  von  denen  die  einen  bestimmt,  die  anderen  onbe 
stimmt,  insbesondere  theils  Gleichheiten  theils  Ungleichheiten 
sind;  und  die  daraus  folgende  Aufstellung  der  vier,  solchen  Zn- 
sammenhang umständlich  und  vollständig  ausbrechenden  Sätze, 
unter  denen  im  vorliegenden  Falle  ein  nach  den  gewöhnlichen 
Schlussarten  nicht  erweisbarer  Lehrsatz  vorkommt.  —  Nachdem 
ich  den  Beweis  dieses  Zusammenhanges  vielmals  und  mit  Beseiti- 
gung aller  der  Wissenschaft  nachtheiligen  Selbstliebe  kritisch  ge- 
prüft und  ohne  Fehler  befunden  habe,  so  glaube  ich  nicht  weiter 
anstehen  zu  sollen,  diese  neue  Begründungsweise  der  Parallelen- 
theorie den  Geometern  zur  Beachtung  vorzulegen. 
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6.  Neuer  Hauptlehrt  atz  der  Logik.  Hängen  zwei 
Begriffe  S  und  £  dergestalt  unzertrennlich  zusammen, 
dass  beide  nur  zugleich  vorhanden  sein  können,  kei- 
ner aber  ohne  den  anderen  bestehen  kann;  undistder 
Begriff  S  nur  entweder  der  eindeutige  also  bestimmte 
a,  oder  der  zweideutige  alsounbestimmte  b,  (namentlich 
entweder  6'  oder//');  desgleichen  der  Begriff  £  nur  ent- 
weder der  eindeutige  also  bestimmte  et,  oder  der 
zweideutige  also  unbestimmte  ß,  (namentlich  entweder  ß' 
oder  ß"):  so  muss  jedweder  einzelne  der  ersteren  zwei 
sich  gegenseitig  ausseht iessenden  Begriffe  a  und  b 
(welcher  selbst  entweder  (f  oder  b"  ist)  mit  einem  der  letzte- 
ren zwei  einander  gegenseitig  aussch liessend en  Be- 

griffe  a  und  ß  (der  selbst  entweder  ß>  oder  ß"  ist)  zusammen 
est eben ; 

und  zwar  müssen  jederzeit  und  nothwendig 
einerseits  die  beiden  eindeutigen,  bestimmten,  a  u.  er, 

andererseits  die  beiden  zweideutigen,  unbestimmten, 
6  und  ß, 

mit  einander  bestehen,  jeder  den  andern  bedingen;  nie 
aber  kann  ein  eindeutiger,  bestimmter,  mit  einem  zwei- 
deutigen, unbestimmten,  zusammen  bestehen. 

Eigentlich  ist  hier  nur  der  letztere  verneinende  Satz  zu  er- 
weisen, nemlich,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nie 
ein  eindeutiger  und  ein  zweideutiger  ein  bestimmter  und  ein  un- 
bestimmter Begriff,  d.  i.  weder  a  und  ß,  noch  a  und  b,  mit  ein- 
ander bestehen  können:  denn  dieser  Satz  zerfallt  nothwendig  in 
jene  zwei  ersteren  bejahenden  Sätze. 

Richtig  aber  muss  der  Satz  sein,  weil  an  dem  eindeu- 
tigen Begriffe  a  oder  er  kein  Merkmal  oder  Kennzeichen  sich 
auffinden  lässt,  welcher  der  beiden  dem  zweideutigen  gleichgel- 
tenden einander  gegenseitig  ausschliessenden  Begriffe  mit  ihm 
(dem  eindeutigen)  zusammen  bestehen  soll,  nemlich  ob  zu  a  der* 
Begriff  3'  oder  ß",  zu  er  der  Begriff  U  oder  b"  gehöre;  und  weil 
man  datier  durchaus  keinerlei  Grund  hat,  mit  jenem  eindeutigen' 
eher  den  einen  als  den  anderen  der  zwei  disjunetiven  Begriffe 
verbundeu  zu  denken  —  mit  a  eher  ß'  als  ß"t  mit  er  eher  b'  als  6"-—; 
oder  auch ,  weil  jeder  («rund ,  aus  welchem  man  den  einen  mit 
ihm  verbunden  ansehen  will,  auch  anwendbar  ist,  um  den  andern 
mit  ihm  verbunden  anzunehmen,  so  dass  beide  zugleich  damit 
verbunden  gedacht  werden  könnten  — mit  a  sowohl  p  als  ß",  mit 
4>  sowohl  b'  als  hn  — ;  was  doch  offenbar  ungereimt  ist ,  da  diese 
xvrei  disjunetiven  Begriffe  ß'  und  ß"  so  wie  b'  und  b"  einander 
«J«rmassen  aussch  Ii  essen ,  dass  sie  nie  mit  einander  zugleich  vor- 
kommen können. 

7.  Fernere  Erläuterung.    Wenn  demnach  die  zwei  dis- 
jtinctiveu  Urtheile 

1)  iS  ist  entweder  a 

oder  b,  und  im  letzteren  Falle  entweder  b'  oder  6"; 

2)  21  ist  entweder  er 

oder  ß,  und  im  letzteren  Falle  entweder  ß  oder  /?"; 

21  • 
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unzertrennlich  zusammenhängen,  so  dass  mit  einem  jeden  der 
Urtheile 

S  ist  o,    S  ist  6, 

eines  der  Urtheile 

2  ist«,  2'istß, 

nothwendig  verbunden  sein  muss;  so  müssen  jederzeit  einerseits 
die  beiden  bestimmten  Urtheile 

S  ist  a  und  2  ist  er, 

so  wie  andererseits  die  beiden  unbestimmten  zweideutigen  Urtheile 

S  ist  6  =  6  oder  6"  und  2  ist  ß  =  ß'  oder  ß" 

gleichzeitig  zusammen  bestehen. 

Folglich  müssen  zugleich  miteinander  vier  hypothetische 
Urtheile  gelt  en: 

1)  Wenn  S,  a  ist;  so  ist  2,  c. 

2)  Wenn  5,  6  ist;  so  ist  29  ß. , 

3)  Wenn  2,  a  ist;  so  ist  5,  rr. 

4)  Wenn  2,  ß  ist;  so  ist  S,  6. 

Von  diesen  sind  1)  und  4)  so  wie  2)  und  3)  Contrapositionen 
von  einander,  mithin  unmittelbare  Folgerungen  aus  einander; 
dessgleichen  sind  1)  und  3)  so  wie  2)  und  4)  Umgekehrte  voo 
einander. 

8.    Absonderliche  Beweisführung  in  der  Anwendung. 

Obwohl  diese  vier  hypothetischen  Urtheile,  als  eben  .so  viel 
Lehrsätze  der  angewandten  Logik,  nach  dem  ohigen  Beweise. 
i*anz  allgemein  und  in  aller  Strenge  gelten  müssen,  und  sonach 
in  jedem  besonderen  Falle  mit  voller  Ueberzeugung  von  ihrer 
Giltigkeit  angewendet  werden  dürfen,  so  muss  man  sie  dennoch 
in  den  einzelnen  Zweigen  der  Grttssenwissenschaft  noch  abson- 
derlich beweisen,  um  darzulegen,  dass  die  in  ihnen  verbundenen 
zweierlei  Begriffe  wirklich  einander  gegenseitig  bedingen. 

Gewöhnlich  beweist  man  zwei  solche  aus  ihnen,  die 
nicht  Contrapositionen ,  also  nicht  nothwendige  unmittelbare  Folgen 
aus  einander  sind,  neinlich 

entweder  ])  und  2),  oder  1)  und  3); 

wonach  die  beiden  übrigen  als  ihre  Contrapositionen,  auch  ihre 
nächsten  noth wendigen  Folgen  sind.  Der  erstere  Vorgang  ist  ein  be- 
sonderer Fall  des  allgemeinen  Umkehrungsgesetzes  von  Hauber  *). 


*)  Vergl.  tneii 
Art.  II.,  1.  S.  358. 


meinen  Aufsatz  im  Archiv.  6.  Theil.  4.  tieft.    Xro.  \L1V. 
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Aber  es  genügt  auch  schon  der  Beweis  eines  einzi» 
gen  dieser  vier  Sätze,  um  sie  allesammt  über  jeden  Zweifel 
20  erheben,  oder  vielmehr,  da  sie  vermöge  des  obigen  allgemeinen 
Beweises  derselben  keinem  gegründete u  Zweifel  unterliegen  können, 
um  sie  nur  noch  mehr  zu  bestätigen  und  zu  bekräftigen.  Beweist 
man  z.  B.  den  Satz  1)  *) ,  so  folgt  aus  ihm  seine  Contraposition 
4)  und  aus  beiden  jeder  der  zwei  anderen. 

Denn  wollte  man  etwa  den  Satz: 

3)  Wenn  Z,  a  ist;  so  ist  S,  a; 

nicht  zugestehen,  also  nicht  gelten  lassen,  dass  mit  dem  Begriffe 
o  der  Begriff  a  zusammenhänge;  so  musste  man,  weil  mit  dem 
Begriffe  a  doch  nothwendig  einer  der  Begriffe  a  und  b  verbunden 
sein  muss,  mit  ihm  den  Begriff  b  verknüpfen,  also  den  Satz: 

Wenn  2,  a  ist;  so  ist  S,  b; 

einräumen.  Aus  diesen  wörde  aber  durch  Contraposition  sogleich 
folgen : 

Wenn  S  nicht  b  ist;  so  ist  auch  2  nicht  «; 

d.  h. 

* 

Wenn  S,  a  ist ;  so  ist  2,  ß. 

Da  jedoch  diese  Folgerung  mit  1)  im  Widerspruche  ist,  so 
leidet  die  Giftigkeit  von  3)  keinen  Zweifel.  Dann  aber  gilt  auch 
seine  Contraposition  2). 

0.    Gewöhnliche  allgemeine  Anwendung. 

Der  obige  logische  Hauptlehrsatz  kommt  vornehmlich  da  in 
Anwendung,  wo  »S  und  2  Vergleichungen  von  Grössen  oder 
Beschaffenheiten  mancher  Gegenstände  sind;  daher  a  und  et 
die  Gleichheit,  das  Gleichsein  (=),  dagegen  b  und  ß  die  Un- 
gleichheit, Verschiedenheit,  das  Verschiedenseiii  (Z)  solcher 
Eigenschaften  bedeuten.    Für  diesen  Fall  gilt  folgender 

Allgemeiner  logischer  hehr  s  atz.  Wenn  an  irgend 
zweien,  unzertrennlich  mit  einander  bestehenden, 
sich  gegenseitig  bedingenden  oder  bestimmenden 
Gegenständen  6  und  g  zweierlei  Merkmale  (Beschaffen- 
heiten, Eigenschaften  oder  Bestimmungsstucke),  nemlich  so- 
wohl eines  Theils  A  und  o,  als  auch  andern  Tbeils  B 
und  b  vorkommen;  und  wenn  die  beiden  Merkmale  der- 
selben Art  entweder  gleich  (==)  oder  ungleich  (verschie- 
den Z)  sein  können,  mithin  nothwendig  jede  der  bei- 
den Vergleichungen 

A  —  a  und  A~ZLa 

mit  einer  der  beiden  anderartigen 

B—b  und  BZ* 


*)  Wie  an  der  unten  folgenden  Lehre  vom  ZtiittramenlrcrTen  der 
Geraden. 
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zusammen  bestehen  muss:  so  «10*8860  jederzeit  und 
nothwendig  einerseits  die  Gleichheiten  der  beiderlei 
Merkmale,  d.  i. 

A  =  a  und  B  —  b, 

mit  einander  und  andererseits  auch  die  Ungleichhei- 
ten dieser  zweierlei  Merkmale  d.  i. 

A  ~ZL  a  und  B~Z.b 

nieder  mit  einander  bestehen;  nie  aber  kann  die 
Gleichheit  der  einen  Merkmale  mit  der  Ungleichheit 
der  andere n 

* 

weder  A  —  a  mit  B~Z.b, 
noch  B  =z  b  mit  A~21at 

- 

bestehen. 

Sind  nemlich  die  einen  Merkmale  gleich ,  so  sind  auch  die 
anderen  gleich; 

sind  dagegen  die  einen  Merkmale  ungleich,  so  sind  auch  die 
anderen  ungleich ; 

niemals  aber  können  die  einen  Merkmale  gleich 

und  die  andern  ungleich  sein. 

Mithin  mflssen  hier  jedesmal  zugleich  folgende  vier  hypo- 
thetische Sätze  gelten: 

I.  Wenn  A  —  a  ist;  so  ist  auch  B=zb. 

II.  Wenn  A~21.a  ist;  so  ist  auch  B~2Lb. 

III.  Wenn  B  =  b  ist;  so  ist  auch  A~a. 

IV.  Wenn  B~Z.b  ist;  so  ist  auch  A~Z.a, 

10.  B ei  spiele, 
1)  Sind  die  Zusätze  (zweiten  Summanden)  zu  einerlei  Grösse 

gfcich        ra   sind   n,,rh  Hia  fWrfira  fSmuQieDJ 


(erstem  Summand)  Ungiel"h»  80  sin^  aucn  die  Beträge  (Sum 

gleich 
ungleich' 

Umgekehrt: 

Sind  nach  geschehenem  Zusätze  zu  einerlei  Grosse  (Subtra- 
hend) die  Beträge  (Minuende)  J^'^»  so  müssen  auch  die  ge- 

brauchten  Zusätze  (Unterschiede,  Differenzen)  ^^^j,  sem* 

2)  Sind  bei  einerlei  Multiplikand  (erstem  Factor)  die  Multi- 
plikatoren (zweiten  Factoren)  ^i^J?!,»  50  s'nd  auch  die  Producte 

gleich 
ungleich* 
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Umgekehrt: 

Sind  bei  einerlei  Divisor  (erstem  Factor)  die  Dividende  (Pro- 

ducte)  uf  i^jj »  so  «ind  auch  die  Quotienten  («weiten  Factoreo) 

gleich 
ungleich* 

3)  Im  Dreiecke  liegen 

gleichen   Seiten    gleiche  Winkel, 
und  ungleichen  Seiten  ungleiche  Winkel  gegenüber; 

also  liegen  auch  umgekehrt: 

gleichen   Winkeln   gleiche  Seiten, 
und  ungleichen  Winkeln  ungleiche  Seiten  gegenüber. 

II. 

Verwendung  des  aufgestellten  logischen  Gesetzes  iL 

der  Parallelentheorie. 

11.  Zweckm  ässig er  e  Benennung  der  Winkel 
zweier  Geraden  in  einerlei  Ebene  mit  einer  sie  beide 
in  zwei  Punkten  schneidenden  dritten. 

Werden  (Tat.  IV.  Fig.  3.;  zwei  in  einerlei  Ebene  befindliche 
Geraden  LM  und  von  einer  dritten  Nv  in  zwei  Punkten  P  und 
ä  geschnitten,  so  heissen  bekanntlich  einem  allgemeinen  Gebrauche 
gemäss  die  Winkel  a,  b,  a,  ß  innere,  und  ihre  Scheitelwinkel 
a',b',  a\  ß'  äussere  Winkel; 

ferner  die  Winkel  a  mit  ot,  und  6  mit  ß  Wechsel  wink  el , 
so  wie  die  Winkel  a  mit  ß,  und  b  mit  o  Gegenwinkel. 

Höchst  zweckmässig  behält  man  mit  Knar  diese  letzterei 
Benennungen  der  Paare  zusammengestellter  Winkel  der  einen  un< 
anderen  Oeraden  mit  der  dritten  Schneidenden  auch  dann  noch 
hei ,  wenn  in  obigen  Paaren  an  die  Stelle  eines  oder  beider  Win- 
kel der  (gleiche)  Scheitelwinkel  tritt.  —  Dann  sind 

(gleichlautend  bezeichnete)  Wechselwinkel: 

aa  aa'  a'a  aV  ,  bß  bß'  b'ß  o'jT ; 
(uogleichlautend  bezeichnete)  Gegenwinkel: 

aß  aß'  a'ß  a'ß' ,  ba  6a'  b'a  b'a\ 

12.  Allgemeiner  Zusammenhang  zwischen  den 
Grossen  der  Wechsel-  und  Gegenwinkel. 

(Neuer)  Haup  tlehrsatz.  Werden  zwei  gerade  Linien 
von  einer  dritten  in  zwei  Punkten  geschnitten,  so  ist 
sowohl  der  Unterschied  jeder  zwei  Wechsel winkel. 
als  auch  der  Unterschied  eines  gestreckten  W'inkels 
und  der  Summe  jeder  zwei  Gegenwinkel  überall  gleich, 
wofern  immer  (arithmetisch)  das  Kleinere  vom  Grösseren  abge- 
zogen wird. 
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Deun  behält  man  io  Taf.  IV.  Fig.  4.  die  Bezeichnung  an» 
Taf.  IV.  Flu.  3.  mit  der  einzigen  Abweichung  bei,  dass  man  die 
äusseren  Winkel  gerade  so,  wie  die  ihnen  als  Scheitelwinkel 
gleichen  inneren  bezeichnet,  weil  hier  nur  die  Grösse  der  Winkel 
zu  berücksichtigen  kommt;  so  bat  man,  weil  a  und  b  so  wie  o 
und  ß  Nebenwinkel  sind ,  wenn  der  gestreckte  Winkel  mit  G  be- 
zeichnet wird,  die  Gleichungen: 

«  +  6=  G.  «  +  /J=6\ 

Daraus  folgt  sogleich  a-|-6  =  a  +  0,  und  wenn  mau  a^a 
voraussetzt , 

a  —  a  =  ß  —  b, 

wonach  bS.ß  sein  muss. 

Schreibt  man  die  erste  Gleichung  wie  folgt: 

G  =  (a+ß)  -  iß-b)  =  (6+a)  +  (a-a) , 


so  findet  man  hieraus  und  aus  dem  bereits  Gefundenen  die  Glei- 
chungen : 

a—a  =  ß-b  =  G— (6+c)  =  (a+ß)  —  G9 

welche  den  behaupteten  Satz  ausdrücken,  und  in  denen  «+/J^C, 
^+«^  G  ist. 

13.    Gefolgerte  allgemeine  Alternative, 
BestehrmdCt  dem,,ach  irgend  einer  dieser  durchweg  gl« 
chen  Unterschiede,  so  Ver^steht     auc^  sc^on  jeder. 

Vereinzelte  Betrachtung. 

Werden  zwei  gerade  Linien  von  einer  dritten  in  zwei  Punkte) 
dergestalt  geschnitten,  dass  entweder  irgend  zwei  Wechsel  winkel 

ungleich  8*ni^'  °^er  irgen^  zwei  Gegenwinkel  zusammen  jf^j^ 
gestreckten  Winkel  ausmachen:  so  siod  auch  jede  zwei  Wechsel- 
winkel up^ch»  nn<*  jede  zwei  Gegenwinkel  machen  zusammen 

k^Tneri  gedeckten  Winkel  aus. 

14.   Auf  diese  Vergleichung  der  Winkel  gegründete 

V n  tersch  eidung 

A.   der  Seiten  der  Schneidenden. 

Wo  die  allesammt  gleichen  Uuterschiede  wirklieb 
bestehen,  da  unterscheiden  sich  die  beiden  Seiten  der  schnei- 
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dendeu  Geraden  darin  von  einander,  dass  auf  der  aJjJ^„  «Seite 

jeder  äussere  Winkel  ff*8e*  als  sein  innerer Wechselwinkel, 

uod  die  Summe  der  inner!"  Gegenwinkel  j.neder 

äusseren  Gegenwinkel  aber  um  eben  so  viel  If^f^  a's  e>n 

gestreckter  Winkel  ist. 

Wo  aber  die  allesammt  gleichen  Unterschiede  ver- 
schwinden, da  besteht  auch  kein  solcher  Unterschied  zwischen 
den  Seiten  der  Schneidenden;  sondern  auf  beiden  Seiten  derselben 
ist  jeder  äussere  Winkel  gleich  seinem  inneren  Wechselwinkel, 
und  sowohl  die  inneren  als  die  äusseren  Gegen  wink  el  betragen 
zusammen  einen  gestreckten  Winkel. 

All  dieses  erbellet  aus  Taf.  IV.  Fig.  4.  und  den  in  Art  12.  auf- 
geführten  gleichzeitigen  Vergleichungen : 


a^a,  b<ß,  a  +  ß<  G,  o  +  a  <  G. 

B.   der  Arten  des  Schneidens. 

Aus  diesen  Ergebnissen  leuchtet  ein ,  dass  zwei  gerade  Linien 
von  einer  dritten  in  zwei  Punkten  nur  auf  zweierlei  Weise 
geschnitten  werden  können,  nemlich  entweder 

1)  so,  dass  jede  zwei  Wechsel wi nkel  g  l eich  sind,  und 
jede  zwei  Gegenwinkel  zusammen  einen  gestreckten  Winkel  be- 
tragen , 

folglich,  dass  auf  beiden  Seiten  der  Schneidenden  jeder  äussere 
Winkel  seinem  inneren  Wechselwinkel  gleich  ist ,  und  jede  zwei 

gleichnamige  Q„"^re)  Gegenwinkel  zusammen  einen  gestreckten 

Winkel  ausmachen,  also  dass  die  beiden  Seiten  der  Schnei- 
denden, rucksichtlich  der  Vergleichung  der  Winkel,  gleiche 
Beschaffenheit  zeigen;  oder 

2)  so,  dass  jede  zwei  Wechsel wiokel  ungleich  sind, 
und  jede  zwei  Gegenwinkel  zusammen  keinen  gestreckten  Winkel 
betragen, 

folglich ,  dass  auf  owj^*^  Seite  der  Schneidenden  jeder 

äussere  Winkel  jj^jf*'  als  sein  innerer  Wrechselwinkel  ist,  und 

die  inneren  Gegenwinkel  zusammen  ^"'jj*  r  als  einen  gestreckten 
Winkel  ausmachen,  also 

dass  die  beiden  Seiten  der  Schneidenden,  rucksichtlich  der 
Vergleichung  der  Winkel  ungleiche  Beschaffen  hei t  zeigen. 

Man  kann  das  ae^{gJe  Schneiden  kurz   mit  Knar  ein 

i  *  'i» 

Schneiden  unter  ,e"   Wechsel  winkeln  nennen. 

ungleichen 
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15.   Auf  die  ge genseitige  Lage  der  beiden  Geraden 
gegründete  Unterscheidung 

A.   der  Seiten  der  Schneidenden. 

Werden  zwei  Geraden  von  einer  dritten  in  zwei  Punkten  ge- 
schnitten, so  liegt,  wenn  die  Geraden  nirgends  zusammentreffen, 
folglich  durchweg  getrennt  sind,  zu  beiden  Seiten  der  Schnei- 
denden ein  Paar  getrennter  »Strahlen  (halber  Geraden),  da- 
gegen wenn  die  Geraden  sich  treffen,  auf  einer  Seite  ein  Paar 
getrennter,  und  auf  der  anderen  ein  Paar  sich  schneiden- 
der Strahlen.  Dort  schneiden  sich  die  Geraden  weder  diesseits 
noch  jenseits  der  Schneidenden;  hier  dagegen  schneiden  sie  sich 
auf  nur  einer,  aber  nicht  auf  der  anderen  Seite. 

B.   der  Arten  de$  Schneidens* 

Zwei  Geraden  können  demnach  von  einer  dritten  in  zwei 
Punkten  nur  dermassen  auf  zweierlei  Art  geschnitten  werden,  dass 
entweder 

1)  zu  beiden  Seiten  der  Schneidenden  jedes  Paar  halber  Ge- 
raden getrennt  ist,  also  die  beiden  Seiten  der  Schneidenden, 
rücksichtlich  des  Zusammentreffens  der  Hälften  jener  Geraden, 
gleiche  Beschaffenheit  haben;  oder 

2)  so ,  dass  auf  der  einen  Seite  der  Schneidenden  der  Durch- 
schnittspunkt  der  zwei  Geraden  liegt,  also  ein  Paar  halber  Ge- 
raden zusammentreffen ,  auf  der  anderen  Seite  kein  Durchschnittsi- 
punkt  der  Geraden  liegt,  also  ein  Paar  halber  Geraden  getrennt 
sind,  folglich  so,  dass  die  beiden  Sei ten  der  Schneidenden, 
rücksichtlich  des  Zusammentreffens  der  Hälften  jener  Geraden. 
ungleiche  Beschaffenheit  besitzen. 

16.  Uebergangsbetrachtnng. 

Die  Seiten  der  Schneidenden  zeigen  daher  rucksichtlich  zweier- 
lei Umstände,  eines  Tbeils  gleiche  andern  Theils  ungleiche  Be 
schaffenheiten ,  nemlich  sowohl  rücksichtlich  der  Vergleichungen 
der  Winkel  als  auch  rücksichtlich  der  gegenseitigen  Lagen  der 
halben  Geraden,  welche  auf  diesen  Seiten  sich  befinden.  Nun 
entsteht  die  Frage,  ob  diese  beiderlei  Beschaffenheiten  der  Seiten 
der  Schneidenden  mit  einander  zusammenhangen  oder  nicht,  na- 
mentlich also  mit  Bezug  auf  den  obigen  allgemeinen  logiseben 
Lehrsatz  (in  Art.  9.),  ob  einerseits  beide  gleichen  und  andererseits 
beide  ungleichen  Beschaffenheiten  mit  einander  bestehen,-  d.  h 
ob  einerseits  das  Getrenntsein  der  beiden  Geraden  mit  den 
Schneiden  der  dritten  unter  gleichen  Wechsel  winkeln , 

und  andererseits 

das  Zusammentreffen  der  zwei  Geraden  mit  dem  Schneider) 
der  dritten  unter  ungleichen  Wechsel  winkeln  zusammengehöre. 

Diese  Frage  wird  uns  der  erste  von  den  bald  folgenden  vier 
zusammengehörigen  Lehrsätzen  in  der  That  bejahen.  Vorher  aber 
erwägen  wir  noch  nachstehende 

17.    Wichtige  Bemerkung  für  die  Kritik. 

Die  Notwendigkeit  des  Beweises  solchen  Zusammenhange«' 
der  angeführten  zweierlei  Gleichheiten  und  Ungleichheiten  det 


ed  by  Google 


331 


Seiten  der  Schneidenden  wird  um  so  mehr  einleuchten,  wenn  raun 
folgende  Wahrheit  bedenkt: 

Obige  drei  Sätze  in  Art.  1*2.  und  13.  bleiben  auch 
dann  noch  vollständig  giltig,  wenn  man  in  ihnen  über- 
all die  Wörter  „Wechsel-  und  Gegenwinkel"  mit  ein- 
ander vertauscht. 

Denn  aus  den  Gleichheiten 

G  =  a+b=a+ß 

=  (a+a)  -  (a-ß)  =  (6+jJ)  +  («-ft 

findet  man  auch 

n  —  ß=:ct—b  =  (a+a)—G=  G  —  (b+ß); 
wobei  man  bedingt 

a  >  ß,  b<«,  a  +  «>  Gs  b  \-ß  <  G. 

Demnach  können  leicht  auch  die ,  auf  die  Vergleichun^en  der 
Winkel  gestützten,  Unterscheidungen  der  Seiten  der  Schneidenden 
und  der  Arteo  des  Schneidens  (in  Art  14.)  passend  abgeändert 
ausgesprochen  werden,  und  man  wird  ersehen,  das«  hiebei  nur 
entweder  aut  jeder  Seite  der  Schneidenden  jedweder  Winkel  seinem 
(gleichnamigen)  Gegenwinkel  gleich,  oder  von  geglichen  zwei  Ne- 
benwinkeln der  eine  grosser,  der  andere  aber  kleiner  als  sein  Ge- 
genwinkel sein  könne,  also  das  Schneiden  entweder  unter 
gleichen  oder  ungleichen  Gegenwinkeln  geschehe. 

Allein  man  wird  ohne  sonderliche  Schwierigkeit  erkennen,  dass 
diese  zweierlei  Schneidungen  auf  das  Zusammentreffen  und  Ge- 
trenntsein der  Geraden  ohne  Einfluss  sind.  Denn  je  nachdem  die 
gl  eichen  Gegenwinkel  schiele  oder  rechte  Winkel  sind,  schneiden 
sich  die  beiden  Geraden  oder  treffen  sich  gar  nicht;  und  bei  un- 
gleichen Gegenwinkeln  können  die  Geraden  eben  sowohl  einan- 
der schneiden  als  nirgends  treffen. 

18.  Gegenteilige  Abhängigkeit  des  Zusammentreffens 
und  Getrenntseins  zweier  in  einer  Ebene  b efindlichen 
Geraden  und  der  zweierlei  Schneidungen  jeglicher 

dritten  G er aden. 

I.  Hauptlehr  satt.  Zwei  gerade  Linien,  welche  von 
einer  dritten  in  zwei  Punkten  unter  gleichen  Wechsel- 
winkeln geschnitten  werden,  treffen  sich  nirgends. 

Wenn  nemlich  die  Geraden  LM  und  Xfi  (in  Taf.  IV.  Fig.  4.) 
von  der  Nv  unter  gleichen  Wechsehvinkeln ,  a—a,  b  —  ßf  ge- 
schnitten werden,  so  treffen  sie  sich  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
nirgends. 

Beweis  (nach  de  VeleyJ.  Die  Gerade  Nv  zertheilt  die 
Ebene,  in  der  sich  die  Geraden  LM  und  Aft  befinden,  in  zwei 
Abtheilungen.  Diese  lassen  sich  nun  so  auf  einander  legen,  dass 
die  Figur  LPnk  auf  \kitPM  dergestalt  zu  liegen  kommt,  dass  Pn 
in  verwendeter  Lage  sich  selbst  deckt,  daher  auch  die  Winkel 
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a  und  ß  die  ihnen  gleichen  a  und  b  decken;  folglich  PL  au(xa 
und  nX  auf  PM  fällt.  Konnte  nun  eines  der  zwei  Paar  halber 
Geraden  PL,nX  und  ftp, PJLT  sich  schneiden;  so  musste  auch  das 
andere  Paar  sich  schneiden,  weil  beide  Paare  auf  einander  liegen. 
Die  Geraden  LM  und  Au-  trafen  sich  aber  dann  in  zw- ei  Punkten, 
was  unmöglich  ist.  Mithin  treffen  sich  diese  Geraden  weder  dies- 
seits noch  jenseits  der  Nv,  also  gar  nirgends. 

Anmerkung.  Dieser  Satz  bewährt  demnach  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  an  den  beiden  »Seiten  der  Schneidenden  vor* 
kommenden  zweierlei  Gleichheiten  und  Ungleichheiten;  sohin 
gelten,  vermöge  des  von  uns  aufgestellten  logischen  Gesetzes, 
nothwendig  und  ohne  eines  nochmaligen  Beweises  zu  bedürfen, 
auch  schon  die  theils  als  Contrapositionen  theils  als  Uinkehrungen 
zusammenhängenden  drei  ferneren  Lehrsätze.  Um  jedoch  darzu- 
legen, dass  und  wie  die  auf  jenes  allgemeine  Gesetz  der  Logik 
gegründeten  Beweise  dieser  Sätze  in  Lehrbüchern  zu  geben  wären, 
sollen  dieselben  hier  ebenfalls  vollständig  dargelegt  werden. 

19.   IL  Gegenteilig  folgt  hieraus: 

Zwei  zusammentreffende  Geraden  werden  von  Je- 
der dritten,  die  sie  in  zwei  Punkten  trifft,  unter  un- 
gleichen Wechselwinkeln  geschnitten; 

und  zwar  so,  dass  auf  derjenigen  Seite  der  Schneidenden, 
auf  welcher  die  beiden  Geraden  zusammentreffen ,  jeder  äussere 
Winkel  grösser  als  sein  innerer  Wechselwinkel,  und  die  Summe 
der  inneren  Gegenwinkel  kleiner  als  ein  gestreckter  Winkel  ist. 

BeweisdesAnhangs.  Durch  den  Punkt  P  (Taf.  IV.  Fig.  5.), 
in  welchem  die  erstere  der  zwei  im  Punkte  O  sich  schneidenden 
Geraden  LM  und  la  von  der  dritten  Nv  geschnitten  wird,  führe 
man  die  Gerade  JK dergestalt,  dass  sie  mit  der  Schneidenden  den, 
mit  dem  Durchschnittspunkte  O  auf  einerlei  Seite  liegenden  Wie* 
kel  NPK  oder  =  «  macht;  folglich  JK  und  kfi  von  der  Nv  unter 
gleichen  Wechselwinkeln  geschnitten  werden,  und  also  (vermöge 
1.)  nirgends  zusammentreffen.  —  Nun  muss  aber  jede  Gerade, 
welche  in  den  beiden  Scheitelwinkeln  6  der  Geraden  LM  und  iVv 
durch  ihren  Durchschnittspunkt  P  geführt  wird ,  in  die  gerade 
Verbindungslinie  Oit  der  Schenkel  eines  solchen  Winkeis  ein- 
schneiden *),  also  auch  in  die  Gerade  Aft.  Mithin  kann  die  JK, 
weil  sie  die  Xfi  nirgends  trifft,  keineswegs  in  den  zwei  Scheitel- 
winkeln b  der  Geraden  LM  und  Nv,  sonnern  nur  in  den  zwei  an- 
deren, a,  liegen,  und  daher  insbesondere  ihre  Richtung  PK  in 
dem  Winkel  2V/W=a;  wesswegen  NPM*> NPK  oder  a>«  ist 
—  Weil  aber  af  =  «  construirt  worden ,  muss  auch  a  >  a  sein. 

'20.   III.  Umkehrung  des  ersten  Lehrsatzes: 
Zwei  gerade  Linien,  welche  nirgends  zusammen- 
treffen, werden  von  jeder  dritten  Geraden,  die  sie 
beidfe   trifft,   unter  gleichen    Wechselwinkeln  ge- 
schnitten. 


*>  Weil  diese  Gerade  in  da«  Innere  der  getehlo*«enen  Figur  PxOP 
eindringt,  und  also  den  Umfang  dieser  Figar  wenigsten*  noch  einmal 
schneiden  in  um  ,  was  nur  in  der  Strecke  On  möglich  ist. 
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I 

Beweis.   Konnten  zwei  gerade  Linien,   die  sich  nirgends 
treffen,  wie  LM  und       in  Taf.  IV.  Fig.  4.,  von  einer  dritten  Nv 
unter  ungleichen  Wechsel  winkeln  geschnitten  werden ;  so  müssten 
die  beiden  Seiten  der  Schneidenden  Nv  (vermöge  Art.  14.)  darin 
von  einander  sich  unterscheiden,  dass  auf  der  einen  Seite 
jeder  äussere  Winkel  grösser,  auf  der  anderen  aber  kleiner 
als  sein  innerer  Wechselwinkel  ist.   Allein  die  zwei  Geraden  LM 
nnd  Ift  treffen  einander  nirgends,  also  weder  auf  der  einen,  noch 
auf  der  anderen  Seite  der  Schneidenden  Nv;  folglich  sind  in  dieser 
Hinsicht  die  beiden  Seiten  der  Schneidenden  nicht  von  einander 
verschieden,  sondern  gleich  beschaffen.  Sonach  gibt  es  durchaus 
kein  Merkzeichen  von  den  zwei  Geraden,  mittels  dessen  die 
beiden  Seiten  der  Schneidenden,  rücksichtlich  jener  Vergleichun- 
geo  der  Wechselwinkel,  von  einander  unterschieden  werden  konn- 
ten; d.  h.  es  gibt  keinen  Grund  eher  auf  der  einen  als  auf  der 
anderen  Seite  der  Schneidenden  die  äusseren  Winkel  grosser 
als  ihre  inneren  Wechselwinkel  zu  denken;  oder  vielmehr,  jeder 
Grund,  aus  welchem  man  eine  solche  Eigenschaft  der  einen  Seite 
der  Schneidenden  zuschreiben   will,  berechtigt  auch,  dieselbe 
Eigenschaft  ihrer  anderen  Seite  beizulegen,  so  dass  auf  einer  jeden 
Seite  der  Schneidenden  der  äussere  Winkel  nicht  nur  grosser, 
sondern  auch  zugleich  kleiner  als  sein  innerer  \Vechsel- 
winkel  sein  müsste;  was  doch  in  sich  selbst  schon  ungereimt  wäre. 
Mithin  kOnnen  die  beiden  Seiten  der  Schneidenden,  rücksichtlich 
der  Vergleichung  ihrer  Wechselwinkel,  nur  gleich  beschaffen, 
folglich  auf  jeder  Seite  jedweder  äussere  Winkel  seinem  inneren 
Wechselwinkel  nur  gleich  sein.    Dann  aber  sind  auch  jede 
zwei  Wechsel winkel  gleich,  und-  die  beiden  Geraden  LM  und 
werden  von  der  dritten  Nv  unter  gleichen  Wechsel  winkeln  ge- 
schnitten. 

Anderer  Beweis.  Gesetzt  der  behauptete  hypothetische 
Satz  würde  nicht  gelten,  so  müsste  mit  seiner  Bedingung 
das  Gegentheil  seiner  Folge  verbunden  sein,  also  der  Satz 
gelten  : 

„Wenn  zwei  Geraden  nicht  zusammentreffen,  so  werden  sie 
von  einer  dritten  unter  ungleichen  Wechselwinkeln  ge- 
schnitten." 

Aus  diesem  aber  würde  mit  logischer  Strenge  in  aufhebender 
Weise  gefolgert  werden; 

„Wenn  zwei  Geraden  von  einer  dritten  unter  gleichen 
Wechselwinkeln  geschnitten  werden,  so  müssen  sie  zusam- 
mentreffen.*' 

Allein  dieser  Satz  ist  mit  dem  ersten  genau  begründeten  Lehr- 
satze, dem  zufolge  die  Geraden  nicht  zusammentreffen,  im  ent- 
schiedenen Widerspruche.  Mithin  hat  der  behauptete  Satz  volle 
Oiltigkeit. 

21 .  I V.  G  e  g  e  n  s  ä  t  z  1  i  ch  folgt  hieraus  und  aus  dem  Anbange 
zum  Ilten  Satze: 

2wei  gerade  Linien,  die  von  einer  dritten  in  «wei 
Punkten  unter  wno7etcÄe«  Wechsel  wink  el  n  geschnitten 
werden,  treffen  sich; 
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und  zwar  auf  derjenigen  Seite  der  Schneidenden,  auf 
welcher  jeder  äussere  Winkel  grösser  als  sein  innerer  Wechsel- 
winkel ist,  und  die  inneren  Gegenwinkel  zusammen  weniger  als 
einen  gestreckten  Winkel  ausmachen. 

22.  Schlussbemerkung.  Nunmehr  unterliegt  es  keinem 
weiteren  Anstände,  vor  aller  Kenntnis»  der  Lehre  vom  Dreiecke, 
bloss  durch  Deckung  von  ebenen  Figuren  nachzuweisen,  das« 
durchaus  getrennte  Geraden,  auch  durchweg  sleichabständig  von 
einander  sind.  Dann  ist  man  berechtigt,  solchen  Geraden  die  Be- 
nennung parallel  zu  geben. 


XXVIII. 

ITebun^saufgaben  für  Schüler. 


Von  dem  Herrn  Dr.  A.  Wiegan d,  Oberlehrer  an  der 

Realschule  zu  Halle. 

1)  Wenn  man  durch  die  Winkelspirzen  eines  gleichschenklig- 
rechtwinkligen  Dreiecks  eine  Parabel  beschreibt,  welche  ihren 
Scheitel  in  der  Spitze  des  Dreiecks  hat ,  so  ist  jedes  Loth  von 
der  Parabel  auf  die  Hypotenuse  das  harmonische  Mittel  zwi- 
schen den  darauf  gebildeten  Abschnitten.  ( Bemerkenswert h  wegen 
der  analogen  Lösung  der  entsprechenden  Aufgabe  vom  geometri- 
schen Mittel.) 

2)  Wenn  man  durch  den  einen  Scheitel  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  Parallelen  mit  den  Asymptoten  zieht  und  diese  als  Achsen 
betrachtet,  so  ist  die  Hypotenuse  eines  gleichschenklig -recht- 
winkligen Dreiecks,  welches  die  Halbachse  der  Hyperbel  zum 
Schenkel  hat ,  das  harmonische  Mittel  zwischen  den*  fcoordinaten 
irgend  eines  Punktes  der  Hyperbel. 

3)  Wenn  man  eine  ^leichsoitige  Hyperbel  auf  dieselben  Achsen 
wie  vorher  bezieht,  so  ist  die  Ordinate  irgend  eines  Punkte«  der- 
selben das  harmonische  Mittel  zwischen  der  zugehörigen  Abscisse 
und  der  Seite  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  welches  die  Achse 
der  Hyperbel  zur  Hube  hat. 

4)  Frage,  worauf  die  Antwort  verlangt  wird: 

Wenn  man  vier  harmonische  Strahlen  durch  zwei  Transver- 
salen schneidet  und  auf  jedem  Strahle  zu  den  beiden  Durchschnitts- 

< 

Digitized  by  Googl 


.335 

punkten  und  dem  Convergenzpunkte  den  vierten  harmonischen 
»Punkt  sucht,  liegen  dann  die  vier  gefundenen  Punkte  ebenfalls  in 
einer  Geraden? 

5)  In  einem  Quadrate  wird  die  eine  Seite  über  einen  ihrer 
Endpunkte  verlängert ,  es  soll  aus  der  diesem  Endpunkte  gegenüber 
liegenden  WinkeLspitze  an  die  Verlängerung  eine  Gerade  gezogen 
werden,  so  dass  das  zwischen  der  Verlängerung  und  der  darau- 
stossendeo  Quadratseite  liegende  Stück  eine  gegebene  Länge  hat. 

6.  Wenn  man  um  Vielecke  gleich  breite  Streifen  mit  Begren- 
zungslinien legt,  die  den  Seiten  parallel  sind,  so  ist  der  Inhalt 
dieser  Streifen  bei  solchen  Vielecken,  in  die  sich  Kreise  beschrei- 
ben lassen,  jederzeit  durch  den  Inhalt  und  Umfang  der  Vielecke 
und  die  gegebene  Breite  des  Streifens  bestimmt,  d.  h.  also  bei 
Vielecken  von  gleichem  Inhalt  und  Umfang  bei  vorgeschriebener 
Breite  derselben. 


XXIX. 
Itf  i  s  c  e  1 1  e  n. 


Zu  Archiv.  TW.  V.  S.  430. 

Von  dem  Herrn  Dtrcctor  Nizze  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 

Die  zweite  Gleichung  ist  in  so  fern  unrichtig,  als  das  Minus- 
zeichen entweder  vor  beiden  Gliedern  der  Gleichung  oder  vor  kei- 
nem stehen  muss  *).    Die  letzte  Gleichung  heisst  daher: 

tang^-KqP  —  H>)) 
=  cot  \{A  +  (a + ß) )  cot  l(A  -  («  +  ß) )  tang  •  (A  -  (a  -  ß) ). 

Soll  nun  untersucht  werden,  unter  welcher  Bedingung  die 
Diagonale  CD  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  senkrecht  geschnitten  wird,  so 

netze  man  9=90°— a  und  t/>=9ö°— ß,  also  <p  — tj/—  («  —  ß), 

wodurch  man  erhalt: 

l-coti(^  +  («-»)coti(^-(«  +  /5)), 


*)  In  der  zweiten  Gleichung  auf  S.  430.  Z.  5.  inu*«  man  da«  Minus- 
zeichen streichen.  M*  s.  nuch  die  TM.  VI.  S.  224.  angezeigten  Berichti- 
gungen. Gr. 
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oder  0=cos$(^  +  (a-fl)cos»(4-(a4ft) 
-  sin      +  («-?))  sin  i(J -(«  +  £)), 

0=co8^,  mithin  A  =  jJ^W  B=z  {+270° 

Die  Bedeutung  des  ersten  Werths  von  A  nnd  B  erhellt  sofort 
aus  der  Figur.  Zur  Erklärung  des  zweiten  ist  eine  neue  erforder- 
lich, in  welcher  die  beiden  Winkel  CAD  und  CBD  an  einerlei 
Seite  des  Durchmessers  C7>  liegen. 

Setzt  man  pag.  429.  in  der  letzten  Gleichung  ^=90°,  so 
folgt  sin  \  ((« — p)  +  (qp— ■ =  0,  also  entweder  ß — «  ss  tp — ty, 
oder  i  ((a—ß)  +  (<p— i/;))  =  lcO°,  «—  ß  -f  ^  =  360°,  9— ^ 
=  3fi0°  +  /? — «  =  /3 — er.   Dasselbe  ergiebt  sich  für  A  —  270°. 

Den  geometrischen  Lehrsatz,  welcher  hierin  liegt,  forroulirte 
Herr  Dr.  Arndt,  wie  mich  dünkt,  sehr  ^angemessen  so: 

Wenn  man  die  Durchschnittspunkte  zweier  Gegenseiten  paare 
eines  Kreisvierecks  durch  eine  Gerade  verbindet,  so  steht  diese 
stets  auf  der  Seite  des  dritten  Paares  senkrecht,  welche  eio 
Durchmesser  des  Kreises  ist;  wobei  auch  die  Diagonalen  zu  den 
Gegenseiten  gerechnet  sind. 

Ich  bemerke  dabei,  das«  der  geometrische  Beweis  des  Lehr- 
satzes sich  sofort  aus  der  Eigenschaft  der  drei  Huhenperpendikel 
eines  Dreiecks,  sich  in  einem  Punkte  zu  treffen,  ergiebt. 

Eine  Diagonale  oder  Seite,  welche  nicht  Durchmesser  ist, 
wird  wegen  des  oben  ermittelten  Werthes  von  A  und  B  niemals 
senkrecht  von  der  Verbindenden  Geraden  getroffen. 
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tfäherungswertli  der  Abweichung  des 
Watt'schen  Parallelogramms. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  G.  W.  v.  Längs dorff 

an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Mannheim. 


Die  genaue  Berechnung  der  Abweichung  des  Watt'schen  Pa- 
rallelogramms führt  zu  einer  sehr  komplicirten  für  den  Praktiker 
unbrauchbaren  Formel.  Ueberdies  ist  die  ganz  allgemeine  Be- 
handlung dieser  Aufgabe  schon  desshalb  ohne  Nutzen,  weil  die 
Unbraucnbarkeit  von  Verhältnissen,  welche  gewisse  Gränzen  be- 
deutend überschreiten ,  von  selbst  in  die  Augen  fallt.  Diese  Gründe 
veranlassten  mich  zu  der  Untersuchung,  ob  sich  nicht  die  Bezie- 
hung der  Abweichung  zu  den  gegebenen  Abmessungen  für  die 

Erak  tischen  Fälle  durch  eine  einlache  Naherungsformelausdrücken 
isse.    Der  Erfolg  bat  meine  Erwartung  übertroffen,  und  scheint 
mir  der  Mitthetlung  werth. 

Die  wesentliche  Einrichtung  des  Watt'schen  Parallelogramms 
setze  ich  als  bekannt  voraus. 

Bei  der  gewöhnlichen  Einrichtung,  auf  welche  ich  mich  hier 
beschränke,  weil  sie  in  jeder  Hinsicht  die  zweckinässigste  zu  sein 
scheint,  hat  der  Balancier  sd  (Taf.  V.  Fig.  1.)  beim  mittleren 
Kolbenstande  eine  horizontale  Lage,  die  Cylinder-  oder  Kolben- 
axe  M N  halbirt  die  Höhe  ÖQ  des  vom  Endpunkte  d  beschriebenen 
Bosens,  die  Länge  nd(—r)  des  Parallelogramms  ist  gleich  der 
Hälfte  der  Entfernung  sd  des  Endpunktes  d  von  der  Axe  *  des 
Balanciers ,  und  die  Abweichung  der  Ecke  c  (des  Parallelogramms), 
welche  die  Kolbenstange  trägt,  von  der  Cylinderaxe  MN  ist  beim 
höchsten,  tiefsten  und  mittleren  Kolbenstande  gleich  Null. 

Es  sei  nun  ABCD  das  Parallelogramm  beim  höchsten,  aßy6 
beim  mittleren  und  ab  cd  bei  einem  beliebigen  Kolbenstande,  so 
folgt  aus  den  Voraussetzungen,  dass  bei  horizontaler  Lage  des 
Balanciers  die  Entfernung  ßy  des  Endpunktes  ß  des  Gegenlenkers 
von  der  Cylinderaxe  MN 

—  öa  =  PE(=r) 

ist. 
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Die  Abweichung  A  der  Ecke  c  gegen  die  Balancieraxe  %  hin 
ist  nun  allgemein 

A  =  yn  =  yß  —  nß  =  PK  —  vf  —  fß 
=  o»  —  c*  —  fß  —  ae  —  fß. 

Daher  ist  A  -  0  für  aezzzfß;  folglich  ist  «£  =  jSF,  und  für 
«c  =  U  ist  auch  fß  =0,  d.  h  bei  horizontaler  Lage  des  Balan- 
ciere hat  der  Gegenlenker  die  horizontale  Lage  ßm. 

Nun  ist  AEß  Eine  Gerade  (wegen  ßy=PE),  daher  auch 
aBF  Eine  Gerade,  weil  aE  =  Fß.  Da  AB  =  aß,  Bg=aE, 
Z.AgB=  ^«Fß,  so  ist  ^ABffQQ^ßF,  Aq=aF,  AE=BF. 
Ferner  ist  as  =  py,  aE—Fß,  also 7~E$  —  Fy,  und  <£AE*  —  ±LBFy\ 
daher  A<<4£r  ^  ÄFy,  und  By  =  As=yß.  Hieraus  folgt,  das*  y 
die  Axe  des  Gegcnlenkers  und  dass  die  Länge  desselben  —  r  ist 

Da  A  =     — /?/*,  so  ist  wahrscheinlich  nahe 

um  uns  aber  zu  überzeugen,  ob  der  Fehler  dieses  Werthes  im 
Verhältniss  zu  A  klein  sei,  suchen  wir  den  genauen  Werth  tob 

aJL=±r    Wir  haben 


a**—hf*  ___  ae  (fr- <m?)  —  ßfClr—ßf) 

v2r        '  lr 


also  genau 


und  in  der  Praxis  immer  sehr  nahe 

,  _  ae'*—/)f2 
A~W=2a~e' 

und  da  ae2^bf2  =  (ae-\-bp.(ae — bf),  noch  sehr  nahe 


ae — bf 

=  ae  '-. 

r — ae 


Bei  der  Ausführung  pflegt  man  aber  AE  höchstens  =  =1 


t 
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zu  nehmen,  und  für  da«  Maximum  von  A  (worauf  es  hier  an- 

3 

kommt)  ist  ae  sehr  nahe  =  -  aE  (siehe  unten),  also  höchstens 

5 


3  AE?  _  3  (  9  )  _  r 
5*  Ür   ■"»•   2r  ~30* 


Daher  ist  höchstens 


^  ae—bf     1,034       ,  /<rN 


r 

r  50 

Für  den  geringsten  Werth,  welchen  AK  in  der  Ausübung  zu 
erhalten  pflegt,  nämlich  für  4F  =  -,  erhält  man  den  grossten 

]  02 

Werth  von  A  =— — .ae  .(ae—bf).    Wir  setzen  daher 

>* 

A  =       .  ue.(ae—bf). 

Kur  die  obere  Hälfte  des  Hubes  (Taf.  V.  Hg.  1.)  ist  dem- 
nach die  Abweichung 

T 

also  positiv  (d.  h.  sie  findet  nach  der  Axe  *  hin  Statt),  weil 
ab  =  aß,  und  ^  bax  <,  ßet  F ,  ax>aF.  Daseien  ist  in  der 
unteren  Hälfte  (Taf.  V.  Fig.  2 ) 

A  =  i!?? .  a'c'.iae-b'f')  =  — .  «V .  («F— aV) 

=  -L5?.«V'.(«V-aF), 
i* 

also  für  denselben  Werth  von  ae  (oder  «V)  eben  so  gross  wie  in 
der  oberen  Hälfte,  aber  negativ  (d.  h.  in  der  Richtung  von  s  nach 
a) ,  weil  a'x1  >  «F  ist. 

Es  ist  also  allgemein  sehr  nahe 

.4  =  ±h^.ae.(ax—aF). 

Bezeichnet  /  die  Länge  Aß  eines  Hängeeisens,  so  ist 

ax  —  V  P—bx2. 

Nun  ist 
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bx  =  Fß—ae  —  fß  =  Fß—ae  —  {ae  —  A) 

=  F/3— 2«e-M, 
bx*  = .  Fß*  —  4 .  ae .  Fß  +  4 .  ae*  +  2 .  ( Fß  —  2  ae ) .  A  +  A* , 

daher 

aar  =  FßP  +  A.ae.Fß— 4.ae*— 2(F/S— 2ae).A— A*) 

=  V  (aF*  +  4.ae .  (F/S-«e)  +  2  (2ae—Fß)  .A  —  A*) 

Da  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  das  erste  Glied  aF* 
mehr  als  das  Hundertfache  der  Summe  der  übrigen  Glieder  ist, 
so  hat  man  sehr  nahe 


n  r  -  «l-  o.  4  • w '  +  2(2.«e-Ffl  A-A* 
ax-aF  +  j-^y  , 


daher 


.       1 ,03       4 .  ae .  (Fß—ae)  +  1{±ae—Fß)  A—A* 
A  -  —.ae.  ^2T^F 

&~  -  2  (2.«r-F0)  +  A) .  /I  =  4 .  ae .  (F0-a,). 
l,(M.ae 

aF  2  «Fr 

Es  ist  aber  in  der  Ausführung  —  wenigstens  =2,  also  y^g-^ 

wenigstens  =  4r,  so  dass  die  übrigen  Glieder  in  der  Klammer 
verschwinden,  und  man  sehr  nahe 

A  =  W^s2.ae.<fß-ae) 

erhält.  Nun  ist  ae  —  V ae.(2r— ae),  und  wenn  wir  wie  oben  für 
ae  seinen  grössten  VVerth   =^  setzen,  ae  —  ^ ae.2r(l — ^ 

oder  näherungsw  eise  ae  ~  (1  —  ^  .  V«<? .  2r.  Daher  ist  hinläng- 
lich genau 

=  --VM.ir  SF"™  • 

Der  Ausdruck  ari  (o— wird  ein  Maximum  für  fl.  Da- 

5 

her  ist  die  grusste  Abweichung  sehr  nahe 

1,02.21.  (|Y.  Fßl.^.Fß 

A  —  ;  

at .  r* 
_  0,536  *rFß* 

~-aT~'\  —' 
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Bezeichnen  wir  den  Kolbenhub  durch  h,  so  ist 

F8  _  FB* 

p  —  2r-Fß' 

also  sehr  nahe 

FB*     _  ^(j)    _  <2rA* 


2r— 


//\2      H4r2 — A'2  ' 


0) 


3 

wofür  wir,  weil  immer  nahe  r=jA  genommen  wird, 

setzen  können.   Diess  giebt 

und  ,  wenn  wir  aF  näherungsweise  =/  setzen, 

A  =        .  0,000187 .  ^  ^  0,000105 .  . 


Wird  in  dem  Werthe  von  Fß  der  Hub  A=r  gesetzt,  was 
gleichfalls  gebräuchlich  ist ,   so  erhält  man  A  =  0,000095 .  ~ . 

Wir  kennen  also  ohne  Bedenken  den  Mittelwerth  für  A  nehmen, 
nämlich 

setzen,  indem  ein  Unterschied  von  4'„  des  Ganzen  hierbei  auf  die 
Wahl  der  Abmessungen  keinen  Einfluss  haben  kann. 

Nimmt  man,  wie  gewöhnlich,  der  Watt'schen  Vorschrift  ge- 
mäss,  r=?-A  und  l=~t    so   ist    die   grosste  Abweichung 

A  =  0,00048 .  h ,  also  für  /*  =  1  Meter  nahe  ^=0,5  Millimeter, 
und  für  A=2,44  Meter  (den  grlissten  gebräuchlichen  Hub)  A=.\\ 

Millimeter.   Sollte,  förr=|A  und  A=2  Meter,  A  nur  =0,5 

Millimeter  sein,  somüsste/  beinahe  gleich  h  sein;  h~"lM  Meter. 

/  =  —  und  A  =  0,5  Millimeter  fordert  r  beinahe  =  k. 
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XXXI. 

Analytische  Behandlung  einiger  die 
Linien  zweiten  Grades  betreffenden 

Gegenstände. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


1.    Die  Grtindeigenschaft  von  Pol  und  Polare  in  Be- 
zug auf  einen  Kegelschnitt  als  Directrix  *). 

Gewöhnlich  (m.  8.  z.  ß.  Magnus  Sammlung  etc.  Thl.  I.  pajr. 
101.  seqq.)  pflegt  man  von  der  allgemeinen  Theorie  der  Reciproct- 
tatsverwandtschaft  auszugehen ,  und  die  Resultate  dann  auf  den 
Kegelschnitt  zu  übertragen ;  des  Folgenden  wegen  werde  ich  das 
Haupttheorem  der  Polarität  unmittelbar  für  den  Kegelschnitt  als 
Directrix  erweisen,  und  für  die  allgemeinste  Gleichung  des  letztem 
die  Polare  und  den  Pol  zu  bestimmen  suchen. 

§•  1 

Der  Berührungspunkt  einer  von  dem  ausserhalb  des  Kegel- 
schnitts Ayi+IBxy+Cx^lDy+ZEx+F-Q  liegenden  Punkte»,  q 
an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangente  werde  mit  x,  y  bezeicnnet 
Die  Gleichung  dieser  Tangente  ist  bekanntlich 

i'l-y)  (Ay+Bx+D)  +  (p-x)  {ßy+Cx+E)  =  0, 

oder 

qiAy+Bx+D)  \p{By+  Cx+E)-y{Ay\  Bx  \  JJ)  -a  Cx+E)=Q, 
indem  p,  q  die  laufenden  Conrdinaten  sind.    Da  nun 

y(Ay+Bx+D)+x(By+Cx+E)  ^  AyH'lBxy+CxHfy+E* 

=  -{Dy\Ex+F)t 


')  Eine  rein  geometrische  Behandlung  dieses  Gegenstandes  *.  m.  im 
Archiv.  Thl.  V.  pag.  105.  seqq. 
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so  ist  die  Gleichung  der  Tangente: 

q(Ay+Bx+D)  +p(By+Cv+E)  +  Z>y  +  £a:  +  F  =  0, 

oder  der  Berührungspunkt  x,  y  genügt  folgender  Gleichung: 

1.   {Atf+  Bp + D)  y  +  (Bq+  Cp + E)  x  \  Bq+Ep+F=  0. 

Die  letztere  drückt  eine  Gerade  aus,  in  welcher  die  beiden 
stets  existirenden  Berührungspunkte  liegen,  und  welche  Berüh- 
rungssehne genannt  wird. 

■ 

§. 

Lehrsatz. 

Liegen  mehrere  Punkte  ausserhalb  eines  Kegel- 
schnitts in  gerader  Linie,  so  treffen  die  den  einzelnen 
Punkten  entsprechenden  Berührungssehnen  in  dem- 
selben Punkte  zusammen,  einen  besondern  Fall  aus- 
genommen, in  welchem  die  Berührungssehnen  parallel 
sind. 

ß  e  w  e  i  s. 

Die  Gerade,  in  welcher  die  in  Rede  stehenden  Punkte  liegen, 
sei  q~mp\n  (p,  q  laufende  Coordinaten),  und  py  o;  plt  qx  seien 
die  Coordinaten  von  zwei  beliebigen  Punkten  derselben.  Die 
den  letztem  entsprechenden  Berührungssehnen  werden  nach  1.  aus- 
gedrückt durch 

a)    [(Am+B)y+(Bm+C).c  +  Dm+E]p)0 
+  {An+D)y  +  {Bn+E)x  +  lhi  +  F  i 

.    b)     [{Am\B)y  +  (Bm  \-C)x  +/>m+ E]Pl  j  =  Q 
+  (An+D)y  +  (Bn+E).c  +  Dn  +  F  i 

nachdem  »n/j-fw  für  q,  mpl-{^n  für  ql  gesetzt  worden*). 

o)  Es  kann  nun  der  Fall  vorkommen,  dass  die  Geraden  «) 
und  iß)  parallel  sind;  er  tritt  nämlich  dann  ein,  wenn  der  Werth 
des  Bruchs 

(Jftn+Q/j  +  Bn  +  E 
(Am+B)p  f  An  +  D 

von  der  Grosse  p  ganz  unabhängig  ist.  Die  dazu  erforderliche 
und  ausreichende  Bedingungsgleichung  ergiebt  sich,  wenn  man 
obigen  Bruch  der  Constanzen  y  gleich  setzt ,  und  die  Glei- 
chung dann  auf  Null  bringt,  nämlich 

*)  Jede  dieser  Gleichungen,  z.  B.  «),  lässt  sich  auch  unter  folgen- 
der Form  «chreiben : 
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[Ä»+C—  y(Am+B)]p  +  Än  +  £— y  (An+D)  =  0; 
und  diese  Gleichung  wird  für  jedes  p  gelten,  wenn  zugleich 

Bm  +  C— y  (Am+B)  =  0„ 
+  y(.4n+Z>)=0 

ist.   Eliminirt  man  y,  so  entsteht 

c)   (BD—AE)m—(B*—AQn  +  CD-BE  =  0. 

Diese  Gleichung  zeigt  dann,  dass  die  gegebene  Gerade  f/=mp-\-n 
ein  Durchmesser  des  Kegelschnitts  ist.  Denn  was  die  Ellipse 
und  Hyperbel  betrifft,  so  sind  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
bekanntlich 

—  AEr-BD      _  CD—BE 
B*—AC  U  ~  B*—ÄÜ' 

und  nach  c)  also  u=mt+n ,  weshalb  der  Mittelpunkt  in  der  Ge- 
raden q—mp  +  n  liegt.  —   Mit  Rücksicht  auf  die  Parabel  ist 

B*-AC=0,  und  die  Gleichung  c)  also  m=j^^-  Se« 

man  CD — BE=Hlt  AE — BDz=Hf  und  eliminirt  D  zwischen  bei- 

//  r 

den  Gleichungen,  so  kommt  BHx\Cll—^ ,  oder  m  —  —  = — 

MM  & 

folglich  die  Gerade  a  —  mp\n  ein  Durchmesser,  da  die  Durch« 
roesser  der  Parabel  bekanntlich  in  der  Gleichung  enthalten  sind 
Bu+Ct  +  E  =  0. 

Wenn  also  die  gegebene  Gerade  ein  Durchmesser 
des  Kegel  Schnitts  ist,  so  sind  alle  B er ührungs sehnen 
einander  parallel,  und  werden  durch  die  Gleichung 
ausgedrückt:  * 

(Dm+E)p  +  Dn  +  F 


y  =  —  yx  — 


{Am+B)p  +  ^In  +  Z^* 


w  o 


~  ßm+C  _  Bn+E 
Y  ~~  Am  +  B~  An  +  3' 

und  zwar  sind  alle  Sehnen  demjenigen  Durchmesser 
parallel,  welcher  dem  gegebenen  conjugirt  ist. 

ß)  Ist  die  gegebene  Gerade  kein  Durchmesser,  so  wird  das 
Sehnenpaar  <i)  und  6)  sich  schneiden ;  zieht  man  6)  von  a)  ab,  so 
sieht  man ,  dass  der  Coedicient  von  p  oder  px  verschwindet,  folg- 
lich muss  auch  das  zweite  Glied  Jer  Gleichung  a)  oder  6)  ver- 
schwinden, und  es  schneiden  sich  die  sämmtlichen  Beruhrungs- 
sehuen  in  demselben  Punkte ,  dessen  Coordinaten  durch  die  beiden 
Gleichungen  bestimmt  werden: 


2. 


{Am+B)  y  +  (Bm+  C)  x  +  =  0 , 

(An+D)y  +  (Bn+E)x  +  Dn  +  F=  0. 
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Die  erste  Gleichung  drückt  (x,  y  veränderlich  gedacht)  den 
der  gegebenen  Richtung  conjugirten  Durchmesser,  die 
zweite  diejenige  Berührungssehne  aus,  welche  dem 
Durchschnitt  der  gegebenen  Geraden  mit  der  Ordina- 
tenaxe  entspricht,  welches  letztere  leicht  aus  Gleichung  1. 
geschlossen  wird. 


•    J.  3. 

Lehrsatz. 

,  Schneiden  sich  beliebig  viele  Secanten  eines  Ke- 
gelschnitts in  einem  einzigen  Punkte,  oder  sind  ein- 
ander  parallel,  so  liegen  die  Durchschnitte  aller  Tan- 
gentenpaare, welche  man  in  den  beiden  Durchschnitts- 

r unkten  einer  Secante  mit  dem  Kegelschnitt  an  den 
etzteru  jedesmal  ziehen  kann,  in  einer  geraden  Linie. 

■ 

Beweis. 

a)  Der  gegebene  Durchschnittspunkt  sei  p,  <y;  und  v — q 
z=.m(x — p)  die  Gleichung  einer  durch  ihn  gezogenen,  den  Kegel- 
schnitt in  zwei  Punkten  treffenden  Geraden.  Wird  diese  als  Be- 
rfihrungssehne  des  Punktes  ty  u  angesehen,  so  ist  nach  1. 

( Au+Bt+D)y  +  (Bu  +  Ct+E)  x  +  Du  +  Et  +  F  =  0. 

Identificiren  wir  diese  Gleichung  mit  y — q—m{x — p),  so  er- 
giebt  sich 

Bu+tt+E  Du+Et+F 

s 

und  wird  m  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eliminirt,  so  entsteht 

3.   {Aq+Bp+D)u  +  (Bq  \  +  Dq+  Ep  +  F=0, 

oder  diejenige  Gerade,  in  welcher  die  sämmtlicben  Durchschnitte 
der  Tangentenpaare  liegen.  Nach  1.  ist  sie  die  dem  Punkte  p,  q 
entsprechende  Berührungssehne,  weun  der  letztere  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt. 

ß)  Die  Geraden  seien  sämmtlich  parallel,  und  durch  y~mx+n 
ausgedrückt,  indem  m  als  constaut,  n  als  veränderlich  angesehen 
wird.  Wird  jede  dieser  Geraden  wieder  als  Berührungssehne  des 
Punktes  t,  u  angesehen,  so  hat  man  wie  in  a) 

—     Bn+Ct+E  Du+El+F 
m-     Au+BT+fi'  Au+Bt+D* 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

4.   (Am+B)u  +  (Bm+C)t  +  l>m  +  E  =  0, 

und  dies  ist  die  Gleichung  des  der  gegebenen  Richtung  conjugirten 
Durchmessers. 
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§.  4. 

Anmerkung. 

Der  Durchschnittspunkt  sämmtlicberßertihrungssehnen,  welche 
den  einzelnen  in  einer  Geraden  liegenden  Punkten  entsprechen, 
wird  der  Pol  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  als- 
Directrtx,  und  die  Gerade  seihst  die  Polare  genannt. 


§.  5. 

Lehrsatz. 

Die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  ist  die  Po- 
lare des  Durchschnitts  der  diesen  Punkten  entspre- 
chenden Polaren. 

Beweis. 

Sind  v,  q\  pti  qY  die  gegebenen  Punkte,  so  sind  die  Glei- 
chungen ihrer  Polaren  (<,  u  laufende  Coordinateo) : 

{Au+Bt+D)(i+  {Bu+Ct+E)p  +  Du+Et+F—O, 
(Au+Bt+D)gl+{Bu+Ct+E)pl  +  Du+Et+F=0. 

Zieht  man  beide  Gleichungen  von  einander  ab,  so  kommt 

p— vi  p—Pi  p— Vi 

multiplicirt  man  aber  die  erste  Gleichung  mit  pv ,  die  andere  mit 
p,  und  zieht  sie  dann  von  einander  ab,  so  kommt 

(Au+Bt+D)  (ptq-pqt)  +  (Du+Et+F)  fa-p)  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen   stimmen   mit  der  Gleichung  2.  in 

§.  2.  überein,  wenn  man  9nSy  statt  m,  EllZtJSl  staU  n  setzt 

P—Pi  Pi—p 
und  das  Theorem  ist  somit  erwiesen,  da  die  Gleichung  der  die 

Punkte  p,  q;  plt  qi  verbindenden  Geraden  y  — y  =  9   V*  (x— p). 

oder  y  =  +  fbS=£h  ist.  ^ 

P—Pi  Pi—V 

§.  «. 

Lehrsatz 

Die  Polare  eines  Punktes  ist  dem  conjugirten 
Durchmesser  desjenigen  Durchmessers  parallel,  wel- 
cher durch  diesen  Punkt  gezogen  wird. 
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Beweis. 

Für  den  gegebenen  Pnnkt  als  Anfang  der  Coordinaten  ist  nach 
1.  die  Gleichung  der  Polaren  Dq+  Ep4-F=0. 

a)  Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  seien  nun  t,  u  die  Coordi- 
naten des  Mittelpunkts,  also  Y—-X  die  Gleichung  des  durch 
den  Anfang  gezogenen  Durchmessers,  somit  die  Gleichung  des 
conjugirten  Durchmessers  F=— ^l^A'+n,  oder,  weil  be- 
kanntlich Au+Bt+B=0,  Bu+Ct+E=0  ist:  F=—  ^*+n', 

folglich  dieser  conjugirte  Durchmesser  mit  der  Polare  parallel. 

ß)  Mit  Rücksicht  auf  die  Parabel ,  welche  keinen  Mittelpunkt 
bat,  ist  die  Gleichung  des  durch  den  Anlang  gezogenen  Durch- 
messers By-\-  Cx  — 0  (oder  Ay-\-  Bxz=zO),  und  für  seinen  Durch- 
schnitt mit  der  Curve  ist  zugleich  AyHMxy+Cxi+'lOy+'lEx+F 
=0,  oder  (wegen  B2—AC=0,  und  By+Cx=0)  2Z>w+2J&r+F 

CF  BF 

=0;  a,s°  *  =  WE=m  'X  =  ~  KBE-CDY  üie  TangeDte 
in  diesem  Durchschnitt  entspricht  hier  dem  conjugirten  Durchmesser; 

ihre  Gleichung  ist  F=—  .  ,f  llt  X  +  n ,  aber  Ay  +  Bx-  0, 

Ay\Bx\D 

also  Y'——  ~  X\n,  und  somit  auch  für  diese  Curve  der  Satz 
erwiesen. 


II.   Drei  Hauptsätze  für  das  in  und  um  einen  Kegel- 
schnitt beschriebene  Viereck,  wobei  die  Berührungs- 
punkte des  letztern  die  Ecken  des  erstem  sind. 

1)  Der  Durchschnitt  zweier  Gegenseiten  des  eingeschriebenen 
Vierecks  lie^t  mit  einem  Paare  der  Gegenecken  des  umschriebenen 
in  gerader  Linie. 

2)  Die  beiden  Durchschnittspunkte  der  Gegenseitennaare  des 
eingeschriebenen  Vierecks  liegen  mit  den  beiden  Durcnschnitts- 
punkten  der  Gegenseiten  paare  des  umschriebenen  in  gerader  Linie. 

3)  Die  vier  Diagonalen  des  eingeschriebenen  und  umschriebe- 
nen Vierecks  treffen  in  demselben  Punkte  zusammen. 

}.  7. 

Wenn  die  gerade  Linie  y=.mx-{-n  mit  dem  Kegelschnitt 
•  Ayl\lBxy\Cx'l\sllhj\lEx\F  —  ^  nur  einen  Punkt  gemein 
hat,  oder  eine  Tangente  desselben  ist,  so  findet  man  leicht  die 
Bedingungsgleichung : 

(B^-A  C)  ti*  +  %AE—BD)  mn  -f  (D*—AF)m*  -f  2(DE—BF)m 

+  UBE-lCD)  n  f  E*—CF—0. 
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Setzen  wir  zur  Abkürzung 

l  B*—AC  =  G,     BE—  CD  =  K, 
a)  \bD-AE  =  H,     BF—ED=  L, 

so  verwandelt  sieb  obige  Gleichung  in 

G**  —  1Hmn  +  Jnfi  +  2Kn— 2Lm  +  M  =  0. 
Zweckmässig  ißt  es,  die  Gerade  y=mx  +  n  unter  der  Form 

a  ß 

darzustellen;  die  vorhergehende  Gleichung  wird  dann 

5.    GatßP+ZHaßi+Jßt+ZKcfiß  +  ZLctß+Mat^zO. 


§.  8. 

Nimmt  man  nun  die  beiden  Diagonalen  des  ^  umschriebenen 
Vierecks  als  Axen  der  x  und  y,  ihren  Durchschnitt  also  als  An- 
fang der  Coordinaten  an,  und  bezeichnet  die  Coordinateo  der  End- 
punkte dieses  Vierecks  durch  «,  0;  «i,  0;  0,  ß\  0,  ft;  so  sind 
die  Gleichungen  der  auf  einander  folgenden  Seiten: 

^  i  y  —  1 


6. 


-+!  = l« 

«l  P 

-  +  f  =  1. 
«1  Px 

&  »  y  i 
«  Pi 

und  weil  sie  deo  Kegelschnitt  berühren,  so  hat  man  nach  5.  die 
vier  Gleichungen: 

7.  (  Ga*ß*  +2Haß*+Jß*  +  2K<*ß  +  2  La£  +  d#«t*  =  0, 

8.  )  GVP*  +  IHcnß*  +  jp+ZKufß  +  2 £«,1  +  ÄS**  =  0 , 

9.  )  GaSßS+M^ßS+JßiHWaSßy+^Laißi  =0, 
10.  (  +  2tf«jS1»  +  JftH2Äa*ft  +  2I*ft  + Jfa*  =0. 

Mittelst  dieser  vier  Gleichungen  können  vier  Coeflicienten  de.* 
Kegelschnitts  bestimmt  werden,  einer  bleibt  unbestimmt  (der 
sechste  ist  wiilkührlich),  und  es  können  also  unendlich  viele  Linien 
zweiten  Grades  vier  Gerade  berühren.  Versuchen  wir  jene  vier 
Coefficienten  zu " 


Digitized  by  Google 


349 

* 

Eliminirt  man  M  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen,  dann 
aus  den  beiden  letzten,  so  kommt: 

*/(«-H*i)]j3  =0, 
[2//««!  +  J(«-ta)]ft  +  2I*ak  =0; 

zieht  man  diese  Gleichungen  von  einander  ab,  so  findet  sich: 

U#  |  2/fa^  +«/(«+<*!>  =  0. 

Eliminirt  man  G  aus  7.  und  10. ,  so  wird  wegen  L  =r  0 : 

12.   2Kßß1-{-M(ß-\-ßl)  =  0. 

Subtrahirt  man  endlich  10.  von  7. ,  so  kommt  wegen  L  =  0  : 

(Ga*+2#«  +  /)(0  +  ft)+2#a*  =  O; 

fuhrt  man  in  diese  Gleichung  für  2Ha+J  seinen  Werth  aus  11. 
ein,  für  0  +     seinen  Werth  aus  12.,  so  wird: 

13.    G  aat  ßßx  —  Jßßx  —  Maat  =  0. 
H  J 

Setzt  man  ^  =     ,  —  =  ^ ,  etc. ,  und  drückt  mittelst  der  vier 

Gleichungen  11.,  12.,  13.  durch  Mx  die  vier  übrigen  Grössen  aus, 
so  erhält  man : 

A  =0, 

Noch  sind  Relationen  zwischen  den  Grossen  G ,  H,  J  etc. 
und  den  ursprünglichen  Coefficienten  A,  B,  C,  etc.  von  Wichtig- 
keit.   Man  braucht  nur  auf  die  Relationen  ä)  zurückzugehen. 

4 

/Aus  der  4ten  u.  5ten  (B  eliminirt)  folgt  DM—FK=  0. 

(D      „     )    „  BM—EK=0. 
Aus  der  2ten  u.  4ten  (E  eliminirt)  folgt  BJ—DH=0. 
ft    »>    »    »    »*  »♦     )    »       — FI/—0. 

Aus  der  2ten  u.  4ten  (E  eliminirt)  folgt  DG—BH—AK=  0. 
1  „    „    „    M     tt    (O      „    )    „  EG-CH-BK=0. 


15.  < 
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§.  y. 

Aus  den  Betrachtungen  im  vorigen  Paragraphen  ergebt  sich 
leicht  die  Aullösung  der  Aufgabe:  den  Ort  des  Mittelpunkts  aller 
Linien  zweiten  Grades  zu  bestimmen,  welche  vier  Gerade  be- 
rühren. Denn  sind  x,  y  die  Coordinaten  dieses  Mittelpunktes,  so 
ist  bekanntlich 

x  =  — #  =  — ^,  oder  x  =  —  Hly  y  =—  AT,; 
also  nach  14. : 

Eliminirt  man  jetzt  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Verän 
derliche  Mx ,  so  kommt  als  Gleichung  des  gesuchten  Orts : 

2y  («+«,) =  («+«,)  (jS+ft)- 

Bei  der  Dlscussion  dieser  Geraden  halte  ich  mich  nicht  auf,  da 
dieser  Gegenstand  schon  oit  abgehandelt  ist. 

* 

§.  10. 

Da  die  Seiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  Berührung*- 
sehnen  sind,  so  ist  nach  1.  die  Gleichung 

der  dem  Punkte  a,  0  entsprechenden: 

(ßa  +  D)y  +  (C«  +  E)a  +  Ea  +  F=0; 

{der  dem  Punkte  al9  0  entsprechenden: 

[der  dem  Punkte  0,  ß  entsprechenden: 

(Aß + D)y  +  (Bß  +  E)x  +         F= 0 : 

der  dem  Punkte  0,  ft  entsprechenden: 

■ 

Die  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  beiden  ersten  Gegen- 
seiten des  eingeschriebenen  Vierecks  sind  also  wegen  L  =  0 
(vcrgl.  15.): 

17.   *  =  0,  ys-^— g  B-p+ft" 


16. 
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Die  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  heulen  andern  Gegen- 
seiten sind  : 

18.    y  =  0,  — -Ä  =  -jö=-r~  ^ 

i 

Da  also  der  erste  Durchschnitt  auf  der  Axe  der  y ,  der  andere 
auf  der  Axe  der  x  liegt,  so  haben  wir  das  Theorem  1)  erwiesen. 

Betrachtet  man  ferner  zwei  Gegenecken  des  äussern  Vierecks 
als  zugeordnete  Punkte ,  den  Durchschnitt  der  Diagonalen  als  den 
dritten  Punkt,  so  ist  der  Durchschnitt  der  Gegenseiten  des  einge- 
schriebenen Vierecks  (welcher  mit  den  erwähnten  Gegenecken  und 
dein  Durchschnitt  der  Diagonalen  in  gerader  Linie  liegt)  der  dem 
3ten  Punkte  zugeordnete  4te  harmonische  Punkt,  wie  sich  aus 
der  Definition  der  4  harmonischen  Punkte,  aus  dem  Werthe  von 
y  aus  17. ,  oder  von  x  ans  18.  sehr  leicht  ergiebt. 


§.  11. 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  die  Durchschnitte  der 
Gegenseitenpaare  des  eingeschriebenen  Vierecks  verbindet,  ist 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

19  G+ö'+G+ö*-1 

Kun  genügt  der  Durchschnitt    zweier    Gegenseiten    des  .  um 

X  Y 

schriebenen    Vierecks    den    beiden    Gleichungen  \-—  =  1, 

a  ß 

X  Y 

—  +  j-  =  1 ;  der  Durchschnitt  der  beiden  andern  Gegenseiten 

01    ßl  X     F  X  Y 

den  beiden  Gleichungen  —  +  *  =  1,  ^  +  4  =  1.  Durch  Addi- 

tion  ergiebt  sich ,  dass  der  Durchschnitt  irgend  zweier  Gegenseiten 

der  Gleichung  Q  +  I)  F  +  Q  +      *  =  2,  d.  i.  der  Glei- 

ig  19.  genügt,  und  somit  haben  wi 


chung  19.  genügt,  und  somit  haben  wir  auch  das  Theorem  2) 
erwiesen. 


§•  12. 

Die  Grossen  a,  ux>  ß,  ßi  lassen  sich  auch  durch  die  Coefii- 
cienten  des  Kegelschnitts  A ,  Bf  (\  etc.  ausdrucken.  Denn  nach 
14.  ist  : 
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2«i  _  2£. 


folglich  wird  die  Gleichung  19. : 


20.   DY  +  EX+F  =  Q. 


Dies  ist  aber  die  Gleichung  der  Polaren  des  Anfangs  der 
Coordinaten,  und  somit  ist  die  Gerade,  in  welcher  die  vier  Durch« 
schnitte  der  Gegenseiten  des  eingeschriebenen  und  umschriebe- 
nen Vierecks  liegen,  die  Polare  des  Durchschnitts  der  beiden 


Das  Theorem  3)  endlich  kann  durch  die  Theorie  der  Polari- 
tät am  einfachsten  erwiesen  werden. 

Es  sei  Taf.  V.  Fig.  3  ABCD  das  eingeschriebene,  KLMX 
das  umschriebene  Viereck.  Weil  K  der  Pol  von  AB,  M  der 
Pol  von  CD,  so  ist  KM  die  Polare  des  Durchschnitts  von  AB 
und  CD  (cf.  §.  5.) ,  ebenso  ist  die  Diagonale  LN  die  Polare  de» 
Durchschnitts  von  BC  und  AD.  Ferner  ist  B  der  Pol  von  KL, 
D  der  Pol  von  MN,  also  BD  die  Polare  des  Durchschnitts  von  KL 
und  MN ,  ebenso  AC  die  Polare  des  Durchschnitts  von  LM  umI 
KN.  Da  nun  die  4  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  innern  und 
äussern  Vierecks  in  einer  Geraden  liegen,  so  werden  ihre  Po- 
laren, nämlich  die  vier  Diagonalen,  sich  in  einem  Punkte,  dem 
Pole  jener  Geraden ,  schneiden. 


§.  13. 
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XXXII. 

Heber  das  Rückwärtseinschneiden  mit 
dem  Messtische  oder  das  Problem  der 

drei  Punkte. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Das  sogenannte  Rtickwärtseinschneiden  mit  dem  Messtische 
oder  das  Problem  der  drei  Punkte  ist  eine  für  die  Praxis  so  wich- 
tige Aufgabe ,  dass  jede  neue  Auflösung  derselben ,  tyelche  eini- 
gen Nutzen  für  die  praktische  Anwendung  verspricht,  nicht  ganz 
unbeachtet  bleiben  wird.  Die  Aullosungen,  welche  ich  in  diesem 
Aufsatze  geben  werde ,  gründen  sich  auf  einen  sehr  leicht  zu  be- 
weisenden geometrischen  Lehrsatz,  der  auf  folgende  Art  ausge- 
sprochen werden  kann,  wobei  man  Taf.  VI.  Fig.  1.  und  Taf.  VI. 
Fig.  2.  zu  vergleichen  hat. 

Lehrsatz. 

Wenn  zwei  Kreise  sich  in  den  Punkten  Cuud  D 
schneiden,  von  einem  dieser  beiden  Durchschnitts- 
punkte, etwa  von  dem  Punkte  Caus,  zwei  beliebige, 
die  beiden  Kreise  zum  zweiten  Male  in  den  Punkten  A 
u n d  B  s chn ejdende  gerade  Linien  AC  und  BC  gezogen, 
und  an  diese  beiden  geraden  Linien  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  derselben  in  den  Punkten  A  und  B  die 
einander  gleichen  Winkel  CAA'  und  CBBf  gelegt  wer- 
den, deren  nötigenfalls  über  die  Punkte  A  und  B  hin- 
aus verlängerte  Schenkel  AA'  und  BB'  die  beiden 
Kreise  zum  zweiten  Male  in  den  Punkten  Ax  und  B\ 
schneiden;  so  geht  die  durch  die  Punkte  Ax  und  B.  der 
Lage  nach  bestimmte  gerade  Linie  jederzeit  durch  den 
zweiten  Durchschnittspunkt  D  der  neiden  Kreise,  und 
ist  gegen  die  Linie  DC  unter  demselben  Winkel  ge- 
neigt wie  die  Linien  AA'  und  BB'  gegen  die  Linien  AC 
und  BC,  wenn  man  nur  alle  diese  Winkel  von  den  Li- 
tt ien  AC,  BC,  DC  an  nach  den  Linien  AA',  BB AXBX  hin 
ganz  in  demselben  Sinne  durchläuft. 

Theil  VIII.  23 
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Beweis. 
In  dem  in  Taf.  VI.  Fig.  1.  dargestellten  Falle  ist 

^  CDA,  =  Z  CAAt  =  ^  CAA\ 

und  in  dem  Vierecke  BCDBX  ist 

^  CBB  +  Z  CDB1  =  2fl. 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung 

^CAA'  =  ^CBB', 

also  nach  dem  Vorhergebenden 

ist,  so  ist 

Z  CZ)^!  +  4L  CDBX  =  2Ä. 

Hiermit  ist  der  Satz  offenbar  vollständig  bewiesen. 

In  dem  in  Taf.  VI.  Fig.  2.  dargestellten,  und  überhaupt  in 
jedem  andern  Falle,  kann  der  Satz  ganz  auf  ähnliche  Art  be- 
wiesen werden,  was  Alles  zu  einfach  ist,  als  dass  es  hier  noch 
einer  weiteren  Erläuterung  bedürfen  sollte. 

Wenn  man  nun  nur  noch  überlegt,  dass  in  beiden  Fällen 
was  sehr  leicht  zu  beweisen  ist ,  sowohl  die  Winkel  CDA  und 
CA.A\  als  auch  die  Winkel  CDB  und  CBXB,  einander  gleich 
sind,  so  wird  man  leicht  die  folgende  Auflösung  des  Problems  der 
drei  Punkte  verstehen,  wobei  man  Taf.  VI.  Fig.  3.  zu  vergleichen  hat 

Ertte  Methode  de»  Rückwärtseinschnr  idens. 

Wenn  die  den  drei  Punkten  21,  ©,  €  auf  dem  Felde 
entsprechenden  Punkte  A,  B,  C  auf  dem  Afesstisdie 
gegeben  sind,  und  der  dem  vierten  Punkte  £)  auf  den 
Felde  entsprechende  Punkt  D  auf  dem  Messtische  ge- 
sucht wird,  so  lege  man  an  die  Linien  AC  und  BC  auf 
entgegengesetzten  Seiten  derselben  in  den  Punkten 
A  und  B  die  beliebigen  einander  gleichen  Winkel  CAA 
und  CBB,  und  die  beliebigen  einander  gleichen  Winkel 
CAA"  und  CBBtt  an.  Hierauf  lege  mau  die  Kippregel 
an  AA' ,  orientire  deu  Tisch  nach  lege  die  Kippregel 
an  C,  visire  nach  <E»  und  bestimme  in  dieser  Lage  den 
Durchschnittspunkt  A*  der  Kippregel  m it  der  Linie  AA*. 
Dann  lege  man  die  Kippregel  an  A"A,  orientire  den 
Tisch  wieder  nach  lege  die  Kippregel  an  C,  visire 
nach  €,  und  bestimme  in  dieser  Lage  den  Durchschnitts* 
punkt  A2  der  Kippregel  mit  der  Linie  AA9,  Nun  lese 
man  die  Kippregefan  HB,  orientire  den  Tisch  nach 
lege  die  Kippregel  an  C,  visire  nach  £,  und  bestimme 
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in  dieser  Lage  den  Durchschnittspunkt  Bt  der  Kipp- 
regel mit  der  Linie  B&.  Endlich  lege  man  die  Kipp- 
regel an  BB",  orientire  den  Tisch  nieder  nach  fc,  lege 
die  Kippregel  an  C\  visire  nach  £,  und  bestimme  in 
dieser  Lage  den  Durchschnittspunkt  B%  der  Kippregel 
mit  der  Linie  BB".  Zieht  man  nun  die  Linien  ^ö,  und 
A.,ß~t  so  ist  deren  Durchschnittspunkt  der  gesuchte 
Punkt  D. 

Dass  man  die  Linien  auf  dem  Messtische  nie  ganz ,  sondern 
immer  nur  so  weit  ausziehen  muss,  als  zur  Best  immun g  ihrer 
Durchschnittspunkte  unumgänglich  erforderlich  ist,  weiss  Jeder, 
der  mit  der  Messtischpraxis  nur  eioigermassen  vertraut  ist. 

Aus  dem  oben  bewiesenen  Lehrsatze  ergiebt  sich  aber  unter 
denselben  Voraussetzungen  wie  vorher,  wobei  man  Taf.  VI.  Fig.  4. 
zu  vergleichen  hat,  unmittelbar  auch  die  folgende 

Zweite  Methode  des  Rückwärtseinschneidens. 

An  die  Linien  AC  und  BC  lege  man  auf  entge- 
gengesetzten Seiten  derselben  in  den  Punkten  A 
und  B  die  beliebigen  einander  gleichen  Winkel  CAA' 
und  CBB.  Hierauf  lege  man  die  Kipnregel  an  A'A, 
orientire  den  Tisch  nach  31,  lege  die  Kippregel  an  C, 
visire  nach  und  bestimme  in  dieser  Lage  den  Durch- 
schnittspunkt Ax  der  Kippregel  mit  der  Linie  AA\ 
Dann  lege  man  die  Kippregel  an  BB',  orientire  den 
Tisch  nach  9&,  Jege  die  Kippregel  an  6\  visire  nach  C, 
und  bestimme  in  dieser  Lage  den  Durchschnittspunkt 
Bi  der  Kippregel  mit  der  Linie  BB'.  Endlich  ziehe 
man  die  Linie  AVBX  und  lege  durch  den  Punkt  C  eine 
Linie  CD,  welche  mit  der  Linie  A.BX  den,  den  Winkeln 
CAA'  und  CBB'  gleichen  Winkel  CDBl  einschliesst,  so 
ist  der  Durchschnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  Linie 
AlBl  der  gesuchte  Punkt  D. 

Das  Anlegen  der  gleichen  Winkel  an  die  Linien  AC,BC  und 
AxBi  nach  den  im  Vorhergehenden  gegebenen  näheren  Bestim- 
mungen kann'  man,  wie  es  mir  scheint,  mit  aller  erforderlichen 
Genauigkeit  mittelst  eines  ungleichseitigen  hölzernen  Dreiecks  und 
eines  hölzernen  Lineals  auf  bekannte  Weise  ausführen,  worüber 
hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist.  Will  man  aber  auch  diese  ganz 
einfachen  Instrumente,  welche  für  andere  Operationen  doch  un- 
entbehrlich sind  j  ausschliessen ,  und  sich  nur  den  Gebrauch  der 
Kippregel  gestatten,  so  kann  man  sich  zu  dem  Antragen  der  Win- 
kel nach  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Bestimmungen  auch  sehr 
zweckmässig  beliebiger,  nur  möglichst  scharf  begränzter  Objecte 
auf  dem  Felde,  welche  sich  gewiss  in  allen  Fällen  leicht  werden 
finden  lassen,  bedienen,  wozu  eine  weitere  Anleitung  hier  eben- 
falls  nicht  erforderlich  ist,  weil  eio  Jeder,  der  nur  mit  der  Ein- 
richtung und  dem  Gebrauche  des  Messtisches  hinreichend  bekannt 
ist,  die  sämmtlichen  hierzu  erforderlichen  Operationen  leicht  in 
Ausführung  zu  bringen  im  Stande  sein  wird. 


t 
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Noch  eine  Auflösung  unserer  Aufgabe ,  die  aber  eigentlich  nur 
als  eine  Modification  der  vorhergehenden  allgemeineren  Methoden 
anzusehen  ist,  ergiebt  sich  aus  den  folgenden  Betrachtungen. 

In  Taf.  VI.  Fig.  5.  sei  jLCAÄ  —  4L  CDB,  und  die  Linie 
AA'  schneide  den  um  das  Dreieck  ACD  beschriebenen  Kreis  zum 
zweiten  Male  in  dem  Punkte  A^  Zieht  man  dann  die  Linie  AXD, 
so  ist  in  dem  Vierecke  ACDAt  nach  einem  bekannten  Satze 

^CDAX  +  ^  CAA'  =  2#, 

also  nach  der  Voraussetzung 

CÜAX  +     CDB  =  2Ä, 

und  AlDIi  ist  folglich  eine  gerade  Linie.  Nimmt  man  nun  hieno 
noch,  dass  ^CDA~^CAXA  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar 
die  folgende 

Dritte  Methode  des  Rlirkwärtseins  c  hneidens. 

Man  lege  die  Ktnpregel  an  AC,  orientire  den  Tisch 
nach  €,  drehe  die  Kippregel  um  A,  visire  nach  ^,  und 
ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  AA',  Hierauf  lege 
man  die  Kippregel  in  umgekehrter  Lage  an  A'A,  orien- 
tire den  Tisch  nach  '2t,  lege  die  Kippregel  an  C  visire 
nach  €,  und  bestimme  in  dieser  Lage  den  Durch- 
sch nittspun kt  Ax  d er  Kipp regel  mit  der  Linie  AÄ.  Dann 
lege  man  die  Kippregel  an  .4, Z?  und  orientire  den  Tisch 
nach  SB,  worauf  derselbe  richtig  orientirt  sein  wird, 
so  dass,  wenn  man  die  Kippregel  an  A  oder  C  legt 
u,nd  respective  nach  '21  ode r  €  v isirt,  der  Durch  sch nitts- 
pun kt  der  Kippregel  in  dieser  Lage  mit  der  Linie 
Atß  den  gesuchten  Punkt  D  geben  wird. 

Dass  man  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  wie  so  eben  auf 
den  Punkt  A  auch  auf  den  Punkt  B  anwenden,  und  dadurch 
eine  zweite  der  Linie  Ax1l  analoge  Linie  ABl  erhalten  könnte, 
wo  dann  der  gesuchte  Punkt  I)  der  Durchschnittspunkt  der  beiden 
Linien  AXB  und  ABX  sein  würde,  versteht  sich  von  selbst.  Das 
vorhergehende  Verfahren  ist  aber  einfacher  und  verdient  daher 
den  Vorzug. 

Ich  hoffe  späterhin  noch  auf  diesen  Gegenstand  in  anderer 
Beziehung  zurückzukommen ,  und  bemerke  nur  noch ,  dass  bei 
einigen  wirklich  angestellten  Versuchen  die  drei  vorhergehenden 
Methoden  mir  den  zu  bestimmenden  Punkt  immer  sogleich  mit 
aller  nur  zu  wunschenden  Sicherheit  geliefert  haben,  möchte  aber 
freilich  gern  auch  die  von  Anderen  und  in  grösserer  Anzahl  als 
mir  dies  bis  jetzt  möglich  gewesen  ist,  zu  machenden  Erfahrungen 
kennen  lernen,  da  sich  nur  erst  dann  ein  ganz  sicheres  Urtheil 
über  die  praktische  Brauchbarkeit  dieser  neuen  Methoden  fÖr  eine 
der  wichtigsten  geodätischen  Operationen  wird  fällen  lassen. 
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XXXIII. 

Heber  die  höheren  Differenzialquo- 
tlenten  des  Ausdrucks 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Universität  xu  Jena. 


Wir  wollen  uns  vorerst  die  Aufgabe  stellen,  die  höheren  Dif- 
ferenzialquozienten  von 

zu  entwickeln,  weil  sich  aus  ihrer  Losung  leicht  die  des  oben 
angedeuteten  Problems  ableiten  lässt.  Was  nun  aber  die  succes- 
siven  Differenziationen  des  vorliegenden  einfacheren  Ausdrucks  an- 
belangt,  so  findet  hier  der  günstige  Umstand  statt,  dass  sich  die- 
selben auf  zwei  ganz  verschiedenen  Wegen  ohne  die  mindeste 
Schwierigkeit  ausführen  lassen ,  wodurch  es  nachher  auch  möglich 
wird,  durch  Vergleichung  der  beiden  Resultate,  welche  man  auf 
ihnen  findet,  einen  sehr  allgemeinen  gar  nicht  mehr  in  die  Diffe- 
renzialrechnung  gehörigen  Satz  als  blosses  Corollar  aufzustellen. 

■ 

L 

Zerlegen  wir  den  obigen  Ausdruck  folgendermassen : 
/,a  i  £*v— A*  =  ?  }  

so  erhellt  auf  der  Stelle,  dass  wir  hier  den  bekannten  Satz 

8-1 


(m.p) 
dz» 


d"v        du  o»-lv  .     hhi  c»-*v  8»«  ^ 
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in  Anwendung  bringen  können.   Bezeichnen  wir  der  Kürze 
V^I  mit  £  und  ft(f*  +  l)...(f*  +  m— 1)  mit  |>],  so  ist 

 fc=  =  (-VM  (x±Ai>o+- ' 

also 

2_  =  (2  +  ki)^m  >  ^  =(-1)  W  (z_JK)P+-  ' 

und  wenn  wir  diese  Gleichungen  für  die  Formel  (1)  benutzen,  so 
ergiebt  sich  leicht 

dz9 

i     *      [  i  m-1 


 [Ä  M  +  


Um  nun  hier  die  reellen  und  imaginären  Partieen  zu  sondern, 
setzen  wir 

► 

t  ±  ki  —  r  (cos  g>  + »  sin  <p) , 

woraus  folgt 

rcospr=  z,  rsinp  =  k; 


k  k 
T  =  (z*  +  k*)l,  tanqp  =  -  oder  9  =  Are  tan  y. 


(3) 


Es  wird  dann 


1         cosy  —  i  sinqp      _1   cosy-g-isiny 

=  r  '  z—ki  r 

und  wenn  wir  noch  die  Gleichungen 

(cos  9  ±  £  sin  <p)m  =  cos  mq>  •£  £  sin  m<p , 
(cos  9  +  £  sin  <p)  (cos  ^ — £  sin  if/)  =  cos  (<p— ip)  -f  £  sin  (?— 1>) 

in  Anwendung  bringen ,  so  nimmt  unser  Differenzialquotient  fd 
gende  Form  an: 
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dz» 

+  "t  [J  MT?08(n-4)9+t  siu(«-4)  9]  + . . . .  j  . 

Da  nun  aber  der  fragliche  Differenzialqnotient  doch  nur  eine 
reelle  Grosse  sein  kann,  weil  es  (i*-{-k*)r **  ist,  so  folgt,  dassdie 
imaginäre  Partie  der  vorstehenden  Gleichung  sich  von  selbst  an- 
nulliren  muss  *),  so  dass  wir  vermöge  des  Wert hes  von  r  erhalten: 

=  /  ^r^Ls  \n*W«""9  +  »i  [p] fri^os («-2) <p 

+  »«  Ol  M  cos  (n— 4)  <p  + . . . 

Dividiren  wir  beiderseits  mit  1.2..«  und  bemerken,  dass  für 
ein  ganzes  positives  p 

9  n—p 

»fMM 

1.2..« 

_n(n--l)...(»-p+l)  ft(^l)..(ft^-l).ft(fi-fl)...^-t-»-^l) 
Irl.,  .p  1.2...« 

=  fsfr+lMfi+p-l)  ft(H-l)...(f*+»-P+l) 
172 . .  ./j  1.2... 

■ 

ist ,  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate: 


1  8»(2«-M*)-'' 
1.2..»  5^ 

=  "  .{»-^(fi-hw-l^coswy^fHCfi-t-^V^  cos(«-2)9 

+  (f*+l)s  3)n-*cos(«— 4)9  -f .... ) , 

oder  fi+1  för  p  gesetzt: 


*)  Schreibt  man  die  Reihe,  welche  den  Koeffizienten  von  /  bildet, 
wirklich  hin,  so  sieht  man  dicss  auch  a  posteriori  daran,  dass  sich  die- 
jenigen Glieder  gegen  einander  heben ,  welche  von  Anfang  und  Ende 
gleichweit  entfernt  sind. 
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8»  (:*+**)- V+D 


1.2..»  dz" 
=  (~!)"  w     I  Ho  (**+»)»  cos  nq>  )  }  (4) 

+  (|*+2)2  (f*+»— 2)«-^  cos(w— 4)<p  + . . 

wobei  rechts  n-f  1  Glieder  stehen  und  q>  die  unter  Nro.  (3)  ange- 
gebene Bedeutung  hat. 

Nehmen  wir  endlich 

so  wird  nach  Nro.  (3) 

„  =  Arcta»  ^S7p  =  Arctan  YJ*^ ,  (5) 

ferner 

x*  -f     =:  a:2  +  äs  +  6 , 

3x  =  öx; 

und  mithin  erhalten  wir  jetzt  die  folgende  Losung  unseres 
Problemes : 

 1  8"(a;2+fl3r+6)-W') 

1.2 ...»  B xn 

(-1)" 


—  { ^  ((i+»)n  cos  »9  ,  y  (6) 

+  (/i+1),  0*+«-— 1)»-!  cos(n— 2)  <p 
+  (f*+2),  (**+»— 2).-^  cos(«— 4)qo 

Man  wird  leicht  bemerken,  dass  in  dieser  (/i-f l)glieilrigen 
Reihe  diejenigen  Glieder  gleich  sind.,  die  von  Anfang  und  Ende 
gleichweif  abstehen,  und  man  könnte  daher  dieselben  zusammen- 
nehmen ,  wobei  jedoch  gerade  und  ungerade  n  unterschieden  wer- 
den müssen,  wed  im  ersten  Falle  ein  Mittelglied  existirt,  während 
es  im  zweiten  fehlt. 


II. 

Eine  von  der  obigen  ganz  verschiedene  Losung  unseres  Pro- 
blemes ergiebt  sich  aus  dem  allgemeinen  Satze 

=  (2x)»/W(**)  +  2.  «,(2*)— « /*(•-»>  (**) 

+  3. 4.  n4  (2z)«-4  /<«-*>(:*)  + 


5d  by  Google 


361 

von  dessen  Richtigkeit  man  sich  u.  A.  mittelst  der  Bernotillischen 
Induktion  überzeugen  kann.   Nimmt  man  hier 

so  wird  für  ein  ganzes  positives  m: 

fm (y)  =  (-1)- M  jj+lfy+i, , 

und  folglich 

» 

(—1)"    \    »    (2z)"  n-l  (2z)»-« 

"~  (:«  +  **>"  J  W  (,«+jttyi  —  ^  •  »*  lf*J  (p+ffy—i- 

n—i  (2z)"— 4 

oder,  wenn  man  mit  (2z)»  in  die  Parenthese  multiplizirt  und 

*  n_  _  «            3  4  „  _  n  (n-l )  (ti-2)  (m-3) 
«•'•t  j — »  °  •  *  •  n4  j~~ 2  9 

j  tt  a         n(n— l)...(n— 5)  , 
4.5.6.7?tt  =-i — *  etc' 

setzt:  , 

d»  (z*  + 
3z» 

n(K~l)...(,i--3)  4z»  y-»  ( 

1.2      LfiJ  vz»+*v   ~" "! 

■ 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  leicht  durch  Division  mit  1.2...W 

l  8»(z»-f#*y 


1.2..n  az» 
/  4z*  V 


oder  j»+l  für  (t  gesetzt: 

♦ 

1.2..»  E" 
Nehmen  wir  auch  in  dieser  Gleichung  die  Substitutionen 

■ 

vor  und  setzen  zur  Abkürzung 


(7) 


(2x  +  q)2    _  ^ 


so  erhalten  wir: 


 1       8»(a«  +  fu:+6)-{/H') 

1.2.  .n  cxn 


wobei  die  Reihe  nicht  weiter  fortgesetzt  wird,  als  bis  sich  eine* 
ihrer  Glieder  annullirt. 


III. 

Wir  wollen  nun  die  beiden  verschiedenen  Losungen 

Sroblemes  mit  einander  vergleichen,  wobei  es  am  einfachsten  ist. 
«  Gleichungen  (4)  und  (7)  zusammenzuhalten.     Es  ergiebt  sich 
so  die  Relation 

— ^ — 5 1  f*o  0*+*)»  cos  n<p  -f  (ft +1  )t  (fi+n-1)—!  cos  (n-2)9  + ....  I 
=  ^J«o(M+»).(^)"-(»-l).((*+»-lVn(4^,+  --l 

wobei  noch  fiir  <p  der  Werth  Arctan*  zu  setzen  wäre,  wodurch 
9  aus  der  Gleichung  verschwände.   Man  kann  aber  eben  so  leicht 
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auch  z  herausschaffen,  indem  man  es  durch  9  ausdrückt,  weil 
nach  dem  Früheren  tan  9=*,  folglich  r=  k  cot  9  ist  Hierdurch 
wird  dann 


1     _  1         1  _sinV 

2«  +  ^~"it»'c0tV  +  l  **  * 


und  nun  verwandelt  sich  die  vorhergehende  Relation  in  den  fol- 
genden gonioroetriscben  Satz: 

sin  »9  {^OH-fOnCos«?  +  0*+l)i  (fi+n— cos(n-2)9  + . . .  | 
==  ^^tno0i+*)„(2cos9)^n-^ 

der  sich  noch  besser  so  gestaltet: 


(9) 


^(fA+n),  cos  »9  +  (fi+l^^+n— iV-i  cos  (»—2)9 

+  (f*+2)a  2),,^  cos  (n— 4)  9  + . . . 

=  no0*+«)„(2cos9)»-  («-Di(fi+«-l)-i(2cos9)"-» 

+  (n-2)a(fi+n-2)M(2cos9)--1- 

wobei  links  n+l  Glieder  stehen  und  rechts  nur  so  viele, 
keine  negativen  Exponenten  von  2  cos  9  vorkommen  können. 

Das  vorliegende  Theorem  ist  wegen  der  beiden  völlig  will- 
kü'hrlichen  Griissen  p  und  9,  die  es  enthält,  von  grosser  Allge- 
meinheit und  umfasst  viele  Sätze,  die  man  auf  anderen  Wegen 
gefunden  hat   Für  p=0  z.  B.  ergiebt  sich 

cos «9  -f  cos(»-:-2)9  +  cos(n— 4)9+..-fcos(n— 2n)9 
=  w0(2cos9>"  —  (n— I)l(2cos9)»-t  +  (n-2),(2cos9)B-*— .... 

Hierbei  ist  die  linke  Seite 

=    cos 919  {  1  +  cos29+cos49  +  .  ..  .-f  cos  2 »9) 
+  8*10119  {8in29  +  sinx49  +  ....+sin2n9} 


=  C08»9 


|  sin(2H-l)9|  +  8.  jc^_cos(2n-H)yi 
I*  T      2sin9    j  T         M  2  2sin9  j 


 sin  (71+1)9 

sin  9 

wie  man  leicht- durch  eine  kleine  Reduktion  findet  So  kommen 
wir  auf  den  Satz : 
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sing)  1  l.z 

(n-3)  (n-4)  (n-5) 
 1.2. 3  (^co8  9)»-0+  

der  auch  sonst  schon  bekannt  ist.  —  Für  <p  =  ^  ergiebt  sich  aus  , 

der  Gleichung  (9)  eine  Relation ,  aus  welcher  sich  sämmtliche  von 
Herrn  Dr.  BjörUng  im  Vllten  Theile  8.  266.  mitgeteilten 
Formeln  ableiten  lassen,  wenn  man  sich  auf  die  Unterscheidung 
von  geraden  und  ungeraden  n  einlässt  und  einige  Transformationen 
vornimmt. 

Eine  kritische  Bemerkung  möge  diesen  Aufsats  beschliessen. 
Man  leitet  oft  arithmetische  Sätze  dadurch  ab,  dass  man  eine 
Funktion  auf  zwei  verschiedene  Weisen  in  eine  nach  steinenden 
Potenzen  der  Veränderlichen  fortgehende  Reibe  verwandelt  uud 
dann  eine  Coeffizientenvergleicbung  vornimmt.  Ich  halte  diese 
Methode  für  wissenschaftlich  buchst  unbedeutend,  wenn  ich 
auch  ihre  Brauchbarkeit  bei  Schülern  von  bloss  elementaren  Kennt- 
nissen gern  zugebe.  Denn  welchen  Weg  man  auch  zur  Reihen- 
entwickelung der  Funktion  einschlagen  möge,  so  ist  vermöge  des 
Maclaur  in  'sehen  Theorems  der  Coefüzient  von  x"  nichts  Ao- 

deres  al*  ttt^—  ;  man  findet  also  mittelst  jener  Methode  nichts 
1 . 1 . .  n 

mehr  und  nichts  weniger,  als  zwei  bloss  der  Form  nach  verschie- 
dene Ausdrucke  für  einen  höheren  Differenzialquotienten ,  aber 
nur  in  dem  ganz  speziellen  Falle,  dass  man  für  jenen  sich  auf 
den  Werth  or=0  beschränkt.  Es  ist  daher  wissenschaftlich  bei 
weitem  richtiger,  gleich  direkt  zwei  verschiedene  Formen  für  F^(x) 
aufzusuchen,  wobei  man  den  Vortheil  hat,  dass  man  in  der  Re- 
lation ,  welche  sich  ans  der  Vergleichung  dieser  Formen  ergiebt, 
die  Variable  in  ihrer  ganzen  Willkührlichkeit  figuriren  sieht  und 
also  zu  einem  Theoreme  gelangt,  welches  schon  an  sich  allge- 
meiner ist  und  wegen  der  darin  vorkommenden  Variablen  auch  Tur 
andere  Zwecke,  z.  B.  für  die  Integralrechnung,  von  Nutzen  seio 
kann. 
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Heber  geradlinige  Raunigebildc,  die 
einfacher  sind  als  das  Dreieck»  und 
über  deren  Verwendung  zur  Funda- 
mentallehre der  Oeometrie. 

m 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Willi.  Matzk*, 

Professor  der  Mathematik  zu  Tarnow  in  Galizien. 


Einkleidung. 

§.  1.  So  nie  der  Kreis  entschieden  die  einfachste  krumm- 
linige Raumgestalt  ist,  eben  so  hat  man  seit  Euklid  das 
Dreieck  für  die  vermeintlich  einfachste  geradlinige 
Raumgestalt  angesehen,  und  auf  dessen  Lehre  alle  wei- 
teren Forschungen  der  Geometrie  aufgebaut.  Untersucht  man  je- 
doch die  möglichen  noch  einfacheren  geradlinigen  Raumgebilde, 
so  findet  man  deren  zwei,  die  bisher  der  Aufmerksamkeit  der 
Geometer  entgangen  zu  sein  scheinen,  und  die  dennoch  zu  einer 
naturlichen  Grundlage  der  Geometrie  geeigneter  sein  dürften ,  als 
das  Dreieck,  nemlich : 

1.  Das  System  einer  ganzen  Geraden  mit  einem  Punkte  ausser 
ihr,  und 

2.  Das  System  zweier  paralleler  ganzer  Geraden ,  das  wir  kurz- 
weg ein  Parallelenpaar  nennen  wollen. 

§.  2.  Dass  diese  zwei  Gestalten  wirklich  einfacher 
als  das  Dreieck,  ja  sogar  die  einfachsten  möglichen 
sind,  leuchtet  daraus  ein,  dass 

a)  an  ihnen,  so  wie  sie  vorliegen,  nur  zwei  Raumdinge, 
dort  eine  ganze  Gerade  und  ein  Punkt,  hier  2  ganze  Geraden,  bei 
dem  Dreiecke  aber  3  Strecken  und  3  Winkel  als  Bestandstucke 
vorkommen,  und 

b)  dass  zwei  Systeme  jener  beiden  Arten  schon  congruiren, 
wenn  sie  bloss  je  zwei  Elemente ,  namentlich  je  eine  Strecke  und 
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je  einen  Winkel  gleich  haben,  wogegen  Dreiecke  erst  dann  cou» 
gruiren,  wenn  sie  je  3  Elemente,  namentlich  je  n  (=  1, 2, 3)  Seiten 
und  3 — n  Winkel  deich  haben;  oder  dass  jedes  jener  Systeme 
durch  die  2,  jedes  Dreieck  aber  durch  die  3  genannten  Elemente 
bestimmt  wirdf;  endlich 

c)  daraus,  dass  ein  geradliniges  Raumding,  das  nicht  selbst 
ein  Element  —  eine  Strecke  oder  ein  Winkel  —  sein  soll,  nicht 
durch  weniger  als  2  Elemente  bestimmt  werden  kann. 

§;  3.  Von  den  angeführten  zwei  einfachsten  Raumgestalten 
kann,  wie  man  leicht  einsieht,  jeffliche  auf  die  andere  zu- 
rückgeführt, daher  auch  nur  die  letztere  als  Grundlage 
betbehalten  werden.  Namentlich  scheint  es  besser  zu 
sein,  das  Parallelenpaar  zu  Grunde  zu  legen,  indem  es, 
wenn  eine  dieser  Geraden  in  ihre  Gesammtschaft  von  Punkten  auf- 
gelöst gedacht  wird,  aus  lauter  congnienten,  stetig  an  einander 
hangenden  Systemen  einer  Geraden  und  eines  auswärtigen  Punktes 
besteht. 

§.  4.  Dass  endlich  diese  einfachsten  Raum  gestalten, 
vorzüglich  die  letztere,  zur  Aufstellung  einer  einleitenden 
Fundamentallehre  der  Geometrie  geeigneter  sind,  als 
das  Dreieck,  erhellet  aus  folgender  Betrachtung.   AI»»  wenn- 

gleich  unwissenschaftlichen  so  doch  unabweisbaren,  Grund  der 
laupteintheilung  der  Geometrie  erkennt  man  allgemein  an  das 
Liegen  der  zu  erforschenden  räumlichen  Gegenstände  in  einerlei 
Ebene  oder  nicht;  wonach  die  ffesammte  Wissenschaft  in  ihre  zwei 
Hauptabtheilungen,  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes, 
Planimetrie  und  Stereometrie,  zerfallt.  Als  Grund  der 
ersten  Unterteilung  kann  man  jedoch  nicht  —  wie  neuerdings  viel 
beliebt  —  die  Congruenz,  Aehnlichkeit  und  Messung 
(Metrik),  sondern  nur  die  Gattung  der  räumlichen  Gegenstände 
gelten  lassen,  weil  jene  drei  genannten  Eigenschaften  an  jedem 
Raumdinge  erforscht  werden  können,  und  also  auch  müssen. 

Der  Eintheilungsgrund  der  Gattungen  planimetrischer  Gegen- 
stände  kann  aber  nur  die  Beschaffen neit  der  sie  ausmachenden 
Linien  sein,  und  ihre  Reihenfolge  wird  durch  die  grössere  oder 
geringere  Einfachheit  und  Zusammengesetztheit  dieser  Linien  be- 
dingt. Mithin  ist  zu  allererst  die  gerade  Li  n i  e  — zumeist  in  ihrer 
Ganzheit  —  zu  untersuchen,  nachher  kommen  die  gebrochenen 
Linien,  und  von  ihnen  vorzugsweise  die  geschlossenen  — je 
nachdem  sie  ebene  Figuren  allseitig  eingreuzen  oder  nicht,  Viel- 
ecke oder  Vielseite  genannt — ,  endlich  die  krummen  Linien 
zu  erforschen.  Mithin  gehurt  das  Parallelenpaar  in  die  erste, 
das  Dreieck  aber  in  die  zweite  dieser  drei  naturgemäss  gereihten 
Gattungen  der  planimetriscben  Gegenstände. 

§.  5.  Die  Fundamentallehre  der  Geometrie  kann  daher  bloss 
die  gerade  Linie,  und  an  ihr  zuvörderst  die  Länge  und  Rich- 
tung, mithin  die  einfachsten  Bestandstücke  oder  die  Elemente 
aller  Raumgebilde,  nemlich  die  St  recken  und  Winkel  erforschen. 
Hierauf  bat  sie  zu  untersuchen :  die  einfachsten  Verbindungen,  d.  i. 
Paare  ganzer  Geraden,  rücksichtlich  ihres  Zusamentreffens  oder 
Getrenntseins,  was  die  sogenannte  Para llen theorie  ausmacht. 
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An  diese  reiht  sich  nun  ganz  natu  r  gemäss  die  Erforschun g  des 
Parallelenpaares,  und  (als  einer  Besonderheit)  des  Systems 
einer  Geraden  mit  einem  auswärtigen  Punkte,  vornehmlich  ruck- 
sichtlich der  gegenseitigen  Einwirkung  oder  wechselseitigen  Be- 
stimmung der  geometrischen  Elemente  —  der  Strecken  und  Winkel. 
Diese  Wechselbeziehung  verfolgt  sie  dann  umständlich  in  der 
Lehre  von  d  ej  (orthogonalen)  Protection  auf  gerade  Linien 
und  vorzugsweise  in  der  von  ihr  eingeleiteten  Goniometrie. 
Auf  dieser  Höhe  ihrer  Forschungen  angelangt,  vermag  sie  nunmehr 
die  möglichen  und  üblichen  Methoden  der  Untersuchung 
aller  weitern  ve/w  ick  eiteren  Kaumgebilde  nach  ihren  Grundzügen 
darzulegen,  und  vorzugsweise  für  eine  oder  einige,  dem  Lehr- 
zwecke  angemessene  Methoden  sich  zu  entscheiden.  Die  Haupt- 
gattungen dieser  Methoden  sind :  '  * 

I.    Die  synthetische  (anschauliche)  der  Alten,  beson- 
ders der  Griechen,  und 

IL  Die  rechnende  der  Späteren. 

Zur  letzteren  zählt  man  als  Arten: 
1.   die  algebraisch  e  ; 
±   die  goniometrische; 

3.  die  Coordinatenmethode  (s.  g.  analytische  Geo- 
metrie), und  zwar 

a)  die  der  Para  llel  -  Coordi  nate  n, 

b)  die  der  Polar- Coordinaten; 

4.  die  Methode  der  harmonischen  Proportionen  —  meist 
Neuere  Geometrie  genannt. 

§.  6.  Auf  die  genannten  einfacheren  Raumgebilde  und  auf 
die  nach  ihnen  sich  gestaltende  Fundamentallehre  der  Geometrie 
war  ich  bereits  im  Frühling  des  Jahres  1839  verfallen,  wollte  sie 
jedoch  erst  in  dem  nach  und  nach  von  mir  vorbereiteten  Lehrbuche 
der  reinen  Mathematik  bekannt  geben.  Allein  da  die  gegenwärtig 
herrschende  Fluth  der  elementar -mathematischen  Lehrbücher  die 
Kenn tniss  des  in  ihnen  enthaltenen  Guten  und  Neuen  zumeist 
lediglich  auf  den  engen  Kreis  der  Schüler  ihrer  Verfasser  be- 
schränkt, so  habe  ich  mich  entschlossen,  die  Grundlinien  der  ge- 
wiss nicht  unwichtigen  Lehre  von  den  Parallelenpaaren  und  jene 
der  geometrischen  fundamentallehre  in  einem,  nach  Verdienst  be- 
liebten, mathematischen  Journale  den  Geometern  vor  Augen  zu 
legen. 

•  i  .  *• 

■ 

II. 

Grundlinien  der  Lehre  von  den  Parallelenpaaren. 

6.  7.  Erklärungen.  Jedes  System  zweier  unbegrenzten 
parallelen  Geraden  g  und  k  heisse,  ohne  Rücksicht  auf  die  sie 
enthaltende  Ebene,  ein  Parallen paar,  manchmal  zur  Abwech- 
selung ein  Paar  Parallel  linien,  oder  (zwar  bildlich  und  kurz, 
jedoch  nicht  wissenschaftlich)  ein  Geleise  (Gleis,  franz.  l'orniere); 
die  von  ihnen,  aus  der  sie  enthaltenden  Ebene  ausgeschnittene 


♦ 

und  zum  Theil  begrenzte  Ebenen-  Abteilung  der  Streifen  (Streif 
franz.  la  bände)  des  Parallelenpaars,  und  jede  von  einem  Punkte 
der  einen  Parallellinie  zu  einem  Punkte  der  anderen  gehende 
Strecke  a  eine  Zwischen I inie  (Zwischenstrecke). 

Bezeichnet  werde  ein  Parallelenpaar  oder  sein 
Streifen  dadurch,  dass  man  den  üblichen  Ansatz  des  Paralle- 
lismus der  beiden  Geraden  g  und  h  in  Klammern  /asst ;  als  (g  |(  h). 

j.  8.   Aul  die  Parallelentheorie  gestutzte  einfache 
Sätze. 

1)  Jede  Zwischenlinie  a  ist  gegen  beide  Parallel 
linien  g\\h,  gleich  geneigt, 

d.  h.  sie  bildet  mit  ihr  gleiche  spitze,  und  gleiche  stumpfe 
oder  lauter  rechte  Winkel  als  Wechselwinkel,  also  auch  gleiche 
kleinste  hohle  Winkel  —  Neigungswinkel  genannt,  und  durch 
ag  oder  ah  bezeichnet. 

2)  Ist  daher  eine  Zwischenlinie  auf  einer  der  bei- 
den Parallelen  senkrecht,  so  ist  sie  auch  auf  der  an- 
deren senkrecht. 

3)  Eine  Zwischenlinie  in  einem  Paar  Parallellinien  kann ,  je 
nachdem  sie  auf  diesen  senkrecht  oder  schief  (schräg)  steht,  ent- 
weder eine  Querlinie  oder  eine  Schräglinie  genannt  werden. 

4)  Alle  Querlinien  eines  Parallelenpaares  oder 
Streifens  sind  unter  sich  gleich. 

5)  Darum  kann  eine  jede  von  ihnen  die  W7eite  (Zwischen- 
weite) des  Parallelenpaares,  die  Breite  oder  Hohe  des  Strei- 
fens heissen. 

§.  9.  Congruenz  der  Parallel en paare  oder  Streifen. 

1)  Hauptle hrsatz.  Zwei  Parallenpaare  oder  Strei- 
fen, (g\\  h)  und  (g'  ||  h')t  sind  congruent,  wenn  sie  je  eine 
Zw  isch  en  I  i  nie  gleichlang,  a  =  a',  und  gl  ei  ch  geneigt. 
ag=zza'g'  haben. 

Wird  einfach  durch  Deckung  bewiesen. 

•2)  Insbet  andere:  Gleich  Iffi*?}  Parallel  en  paar. 
'  (hohe)  Mreifen 

sind  congruent. 

■» 

6.  10.  Vergleichung  der  Zwischenlinien  congruen- 
ter  Parallelenpaare  oder  Stieifen. 

1)  Congruente  Parallelenpaare  sind    |eich  weit 
7         ö  Streiten  °  noch 

2)  In  demselben  oder  in  coneruenton  Parallelen- 

raaren,  (g  II  h)  &2  (tf  \\  /*')>  sind  gleicogeueigte  Zwischen- 
inien,  ag  =  a'g',  gleichlang;  a  =  a. 

Beide  durch  Deckung  zu  erweisen. 

3)  Besonderer  Fall:  In  jedem  Parallelenpaare  sind 
parallele  Zwischenlinien  gleichlang; 

Öder:  Parallelen  zwischen  P  aral  I  eie  n  sind  gleich. 
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I 

In  (g\\k)  ist,  wenn  aj|a',  auch  a  =  a' 

4)  In  demselben  oder  in  congruenten  Parallelen» 

raaren  sind  o ngle i chgeoeigte Zwischen linien  ungleich- 
ang,  und  zwar  gehurt  zu  einem  grosseren  Neigungs- 
winkel eine  kürzere  Z wisch en Ii ni e; 

Oder:  Bei  wachsendem  Neigungswinkel  verkürzt  sich 
die  Z wiscjienlinie. 

Ist  in  (£||A)  oder  in        h)^(g\\  K)  der  Winkel  aff>b9, 
so  ist  a<6. 

Wird  durch  geeignete  Construction  auf  2)  zurückgeleitet. 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  somit  gegenteilig: 

5)  In  demselben  oder  in  congruenten  Parallelen- 
paaren  sind  gleichlange  Zwischenlinien  gleichge- 
neigt, und 

6)  eine  jede  grossere  Zwischenlinie  bildet  einen 
kleineren  Neigungswinkel, 

oder:  bei  wachsender  Zwischenlinie  nimmt  ihr  Nei- 
gungswinkel ab. 

7)  Unter  allen  Zwischenlinien  eines  Parallelen- 

Saares  ist  die  senkrechte,  die  Querlinie  oder  Weite, 
ie  kürzeste. 

8)  Jede  Gerade,  welche  nicht  kürzer  als  die  Weite  eines 
Parallelenpaares  ist,  kann  in  selbes  als  eine  Zwischenlinie  einge- 
tragen gedacht  werden. 

9)  In  einem  Parallelenpaare  können  aus  jedem  Punkte  einer  , 
Parallellinie  zwei,  aber  auch  nicht  mehr,  gleiche  Schrägli- 
nien gezogen  werden. 

§.  11.   Vergleichung  von  zwei  Paar  Zwischenlinien 
in  zwei  Parallelenpaaren. 

1)  Ist  eine  Zwischenlinie  a  eines  Parallelenpaa- 
res Cg\\h)  einer  gleichgeneigten  a'  eines  andern  Pa- 
ral lefenpaar es  (^'1|A')  gleich,  so  ist  auch  jede  andere 
Zwischenlinie  6  des  ersten  Parallelenpaares  jeder 
gleich  geneigten  6'  des  anderen  gleich. 

Wenn  ag  —  a'q  und  a  =  a' ,  zugleich  aber  auch  bg=b'g'  ist; 
so  ist  auch  noch  6  =  6'. 

Folgt  aus  §.  9.  1)  und  §.  10.  2). 

2)  Besonderer  FalL  Werden  zwei  gerade  Linien, 
A  und  Bf  von  zwei  Paar  insgesammt  unter  sich  paral- 
lelen Geraden,  g\\  A||t||  k,  dergestalt  geschnitten,  dass 
die  Stücke  «  und  «'  der  einen  Geraden  A  gleichlang, 
a  =  a',  sind;  so  müssen  auch  die  zwischen  denselben 
Parallelen  liegenden  Stücke  b  und  b'  der  andern  Gera- 
den B  gleichlang,  b  —  b'  sein. 

§.  12.  Proportionalität  der  Zwischenlinien  in  Pa- 
rallelenpaaren. 

Theil  VIII.  «4 
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i 

1)  In  den  Parallelenpaaren  sind  jede  unter  sich 
gleicbgeneigte  Zwischenlinien  jeden  anderen  unter 
sfich  wieder  gleichgeneigten  Zwiscbenlinien  (direct) 
proportional; 

das  heisst: 

0 

In  jeglichen  zwei  Parallelenpaaren  {q  ||  h)  und  (g  \\  K)  verhalten 
sich  jede  zwei  gleichgeneigte  Zwischenlinien ,  a  und  af,  zu  ein- 
ander, wie  jede  zwei  andere  wieder  unter  sich  gleichgeneigte 
Zwischenlinien ,  b  und  b'; 

nemlich ,  wenn   ag  =  a'g'  und  bg  =  tfg' 
so     a:a'  =  6:6'. 

Oder:  Das  Verhältnis»  zweier  Z wischenlinieu  bleibt 
sich  in  allen  Paralle  lenpaaren  gleich,  solange 
ihre  Neigungswinkel  sich  gleich  bleiben; 

d.i.    a :  b  =  a' :  6'. 

2)  Sind  die  Zwischenlinien  nich t  bloss  gegen  die 
Parallellinien,  sondern  auch  gegen  einander  gleich- 
geneigt, so  sind  sie  nicht  nur  zu  einander,  sondern 
auch  zu  den  Summen  oder  Unterschieden  der  sie  ein- 
schliessen den  Parallelstrecken  proportional,  je  nach- 
dem sie  sich  zwischen  diesen  schneiden  oder  nicht. 

Ist  agr=ag  ,  bg  =  bfg'  und  ab  =  a'b' ,  so  ist 

a~b'-,/±h'' 

3)  Besonderer  Fall.  Werden  zwei  gerade  Linien 
A  und  B  von  mehreren  unter  sich  insgesammt  paralle- 
len Geraden  geschnitten:  so  sind  die  dazwischen  ent- 
haltenen Strtcke  a,  a  und  b,  b'  jener  geraden  Linien  ein- 
ander und  den  Summen  oder  Unterschieden  der  von 
ihnen  eingeschlossenen  Parallelstrecken,  g,k  und  g',h\ 
proportional,  |e  nachdem  die  betreffenden  Stücke  zwi- 
sehen  diesen  Parallelenstrecken  sich  schneiden  oder 
n  i  ch  t ; 

,.  .     a       b        q  4-  h 
nemlich  — - ■.  =  Tt  =     —  77. 

a'      b  g'±k 

4)  Ganz  besonderer  Fall.  Werden  zwei  sich  durch- 
scheidende gerade  Linien,  A  und  B,  von  zwei  paralle- 
len Geraden  geschnitten,  so  sind  die  vom  Durch- 
Schnittspunkte  aus  genommenen  Stücke  «,  a'  und  6,6' 
der  geraden  Liuien  einander  und  den  sie  abschneiden- 
den Parallelstrecken,  g  und  g',  proportional; 

nemlich  = 

«       *      0  . 

5)  Das  Verhältnis«  zweier  Zwischenlinien  in  Pa- 
rallelenpaaren wächst,  entweder 
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a)  wenn  der  Neigungswinkel  der  ersten  abnimmt,  oder 

b)  „      „  .,  „   zweiten  zunimmt, 

c)  -wenn  beides  zugleich  eintritt. 


HI. 

Hauptsätze  in  der  Lehre  vom  (orthogonalen)  Proji- 
ciren  in  einerlei  Ebene  auf  gerade  Linien. 

§.  13.  Hauptsätze  aus  dem  Pro  jiciren  von  Strecken. 

1)  Bei  gleichen  Neigungswinkeln  sind  die  proji- 
cirten  Strecken  ihren  Projektionen  proportional; 
Oder:  Bleibt  sich  der  Neigungswinkel  gleich,  so  bl ei bt 
sich    auch   das    Verhältniss  der  projicirten 
Strecke  zu  ihrer  Projection  gleich. 
Specieller  Fall  von  {.  12.  1). 

2}  Je  grCsser  der  Neigungswinkel,  desto  kleiner 
ist  das  Verhältniss  der  Projection  zur  projicirten 
S  t  r  e  ck  e. 

Einzelner  Fall  von  §.  12.  Ö). 

J.  14.  Das  Rückproiicren  der  Strecken  und  das 
Pro  jiciren  derselben  auf  ein  Paar  winket  recht  er  Aien. 

1)  Projicirt  man  eine  Strecke  a  auf  eine  Axe  und 
ihre  Projection  d  wieder  zurück  auf  d ie  Proj icirte 
(oder  auf  eine  Parallele  zu  dieser) ;  so  ist  die  erste  Proj  ecti  on 
d  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  projicirten 
Strecke  und  ihrer  zweiten  oder  Rück projecti on  a". 

Denn  beide  Projicirungen  geschehen  unter  gleichem  Neigungs- 
cel ,  daher  ist  (nach  §.  13.  1)) : 

a  :  a'  =  a!  :  a"  und  a'*  =  aa". 

2)  Projicirt  man  eine  Strecke  r  auf  zwei  winkel- 
rechte  Axen,  oder  allgemeiner  auf  zwei  Axen ,  deren  Neigungs- 
winkel gegen  die  projicirte  Strecke  zusammengenommen  einen 
rechten  Winkel  betrasen ,  und  ihre  P  r  o j  e  c  t  i  o  n  e  n  a  und  6 
wieder  zurück  auf  die  Projicirte,  oder  auf  eine  Paral- 
lele derselben;  so  sind  diese  zweiten  oder  Rückprojec- 
tionen,  d  und  zusammengenommen  der  projicirten 
Strecke  gleich; 

nemüch   o'  -f  6'  =  r. 

3)  Hauptlehrsatz  (Nachbildung  des  Pythagoräischen  Lehr- 
satzes). Die  zweite  Potenz  (des Zahlwerths)  jeder  Strecke 
r  gleicht  der  Summe  der  zweiten  Potenzen  (der  Zahl- 
werthe)  ihrer  Projectionen  ä  und  6  auf  jeglicne  zwei 
winkelrechte  Axen,  oder  auf  solche  zwei  Axen ,  deren  Nei- 
gungswinkel gegen  die  projicirte  Strecke  zusammen  genommen 
einen  rechten  Winkel  betragen. 

24  • 
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Denn  bei  den  so  eben  betrachteten  zweimaligen  Projektionen 
a,  6  und  a',b'  der  Geraden  r  bestehen  ausser  der  Gleichung 

a  +  V  =  r 

vermöge  1)  auch  noch  die  Gleichungen 

a«=a'r,  b*  =  b'r. 
woraus  durch  Elimination  der  a'  und  b'  gefunden,  wird: 

r*  =  a*  +  6*. 

4)  (Verallgemeinerung  des  Pythagoreischen  Lehrsatzes).  Ver 
halten  sich  drei  Gross  en  R,  At  B  i  r^end  ei  ner,  jedoch 
der  nemlichen  Art  (z.B.  Längen,  Winkel,  Flächen,  Korperräume, 
Zeiten,  u.  s.  f.)  wie  die  zweiten  Potenzen  (der  Zahl  wert  hei 
einer  Strecke  r  und  ihrer  Projectionen  a,  b  auf  zwei 
winkelrechte  Axen;  so  ist  die  erste  auf  die  projicirte 
Strecke  bezügliche  Grösse  R  so  gross,  wie  die  beiden 
übrigen  auf  die  Projectionen  derselben  bezüglichen, 
A  und  B,  zusammen  genommen  : 

R  =  A  +  B. 

R     A  B 
Denn  aus  ^2  =  ^  =  ^  folgt  weiter 

R  =  A+B 
r*      a*  +  Äa  =  r* 


IV. 

Grundlage  zur  Goniometrie. 

§.  15.   Erklärung  der  goniomet  ri  sehen  Functionen. 

0)  Vorbereitung.  Angemessen  der  bereits  aufgestellten 
Lehre  von  der  (orthogonalen)  Projection  leiten  wir  die  Erklärung 
der  goniometrischen  oder  Winkelfunctionen  (Hilfszahlen)  folgender 
Massen  ein.  Zuvörderst  unterscheiden  wir  bei  jedem  Winkel  « 
seine  Schenkel  insofern  von  einander,  dass  wir  den  Winkel  als 
Ablenkung  einer  bezeichneten  Richtung  von  einer  anderen,  des 
einen  Schenkels  vom  anderen  betrachten.  Diesen  letzteren,  al« 
ursprunglich  vorhanden  gedachte  Richtung,  nennen  wir  den  An- 
fangs- oder  Ausgangsschenkel;  jenen  ersteren  ablenkenden 
oder  abgelenkten  aber  den  End-  oder  Schlussschenkel  des 
Winkels.  Von  diesem  abgelenkten  Endschenkel  wird  ein  Stuck 
r  projicirt,  welches  das  projicirte  Schenkelstück,  die  pro- 
jicirte  Strecke,  oder  Kurz  die  Projicirte  heissen  möge.  Zu 
winkelrechten  Projectionsaxen  nimmt  man  einerseits  die  volle  Ge- 
rade des  Anfangsschenkels  und  andererseits  eine  darauf  senkrechte 
ganze  Gerade,  gleichviel  ob  sie  durch  des  Winkels  Scheitel  geht 
oder  nicht.  Jene  nun  nennen  wir  die  Haupt-  diese  die  Neben- 
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Proiectionsaxe,  daher  auch  die  Protection  a  des  Scbenkelstücks 
auf  die  erstere  die  Haupt-,  und  jene  b  auf  die  letztere  die  Ne- 
benp  rojection.  —  Dabei  nehmen  wir  die  Winkel  da,  wo  nur 
ihre  Functionen  in  Rechnung  kommen,  vorerst  nur  eben  so,  wie 
sie  sind,  d.  i.  ungern  essen. 

1)  Cosinus,  Secante,  Sinusversus. 

Das  Verhältnis' der  Hauptprojection  a  zur  Projicirten 
r  hebst 

des  Winkels  Cosinus, 

das  umgekehrte  Verhältniss,  d.  i.  das  der  Projicirteo  zur  Haupt  - 
protection 

des  Winkels  Secante, 
und  das  Verhältniss  des  Ueberschusses  der  Projicirten  über  ihre 
Hauptprojection  zur  Projicirten  selbst 

des  Winkels  Sinusversus; 

geschrieben  :  -  =  cosa,  -  =  seca,         s  siova. 
t  a  r 

2)  Sinus,  Cosecante,  Cosinusve rsus. 

Das  Verhältniss  der  Nebenprojection  b  zur  Projicirten 
r  heisst 

des  WTinkels  Sinus, 

das  umgekehrte  Verhältniss,  d.  i.  das  der  Projicirten  zur  Neben- 
projection 

des  Winkels  Cosecante, 

und  das  Verhältniss  des  Ueberschusses  des  Projicirten  über  ihre 
(Nebenprojection  zur  Projicirten 

des  Winkels  Coslnusversus; 

...       b  r  r — b 

geschrieben:  —  =  sin o,  ^- =  cosec a ,  — — -  =  cosva. 

3)  Tangente,  Cotangente. 

Das  Verhältniss  der  Nebenprojection  b  zur  Hauptprojection 
a  heisst 

des  Winkels  Tangente, 

das  umgekehrte  Verhältniss,  d.  i.  das  der  Hauptprojection  zur 
Nebenprojection 

des  Winkels  Cotangente; 
geschrieben  :  ^  =  tangcr,  ^  =  cotanga. 

§.  16.  Andere  Aufzählung  der  Winkeltunctionen 
nach  dem  Grade  ihrer  Abstammung  und  Bedeutsamkeit. 

1)  Stamm functionen  :  Cosinus  und  Sinus. 

Aus  der  projicirten  Strecke  entspringen  zunächst  gleichzeitig 
ihre  Haupt-  und  Nebenprojection,  daher  auch  deren  Ver- 
haltnisse zur  Projicirten,  genannt  Cosinus  und  Sinus  des 
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Winkels,  die  goniometrischen  Stamm fa actione o,  alle 
aber  Spross-  abgeleitete  Functionen  heUsen  können 

Zugleich  geht  in  der  natürlichen  Abfolge  der  Erzeugung  die 
Hauptprojection  der  Nebenprojection ,  also  auch  der  Cosinus  dem 

genannt  werden  kapn.  Daher 


Go  n lometrische  Stammfu netionen  : 

und  zwar : 

a)  Haupt-Stamm funetion:  6)  Neben-Stamrafunetion : 
der  Cosinus,  der  Sinus, 

d.  i.  das  Verhältnis* 
der  Hauptprojection  a  der  Nebenprojection  6 

xui  Projicirten  r; 

a  b 

—  =£  COS «  ,  —  =  810  ß. 

r  r 
2)  Sprossfunction en. 

Von  diesen  ist 


a)  die  vornehmste  und  darum  auch  gewöhnlich  ge- 
brauchte: 

die  Tangente,  d.  i.  das  VerbSltniss  der  Neben-  zur  Haupt- 
projection ;  geschrieben  :  ^  =  taog«. 

An  diese  drei  gewöhnlich  vorkommenden  Functionen: 
Cosinus,  Sinus,  Tangente,  schliessen  sich  noch 

b)  fünf  seltener  vorkommende,  minder  wichtige 
Sprossfunctionen  an ;  namentlich : 

er)  die  drei  umgekehrten  jener  drei  gewöhnlichen  Verhält- 
nisse, als: 

das  umgekehrte  des  Cosinus,  genannt  die  Secante, 

Sinus,         „       „  Cosecante, 
„         der  Tangente,    „       „  Cotangente, 


d.  i.  -  =  sec«,  j-  =  cosec«,  ^  =  cotanga; 

ß)  die  zwei  Verbaltnisse  der  üeberschflsse  der  Projicirten  fiber 
ihre  Haupt-  und  Nebenprojection  su  ihr,  der  Projicirten 
selbst,  genannt  der  Sinusversus  und  C osl nus versus. 


i     u  r-  •b 

d.  i.  =  sinv  o,           =  cosv«. 

r  r 


■ 
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lieber  die  Toroide. 

Nach  einigen  Aufsätzen  der  Herren  Breton  (De  Chamo ), 
Ter  quem,  Catalan  in  den  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thematiques.  Journal  des  candidats  aux  ecoles  polytech- 
nique  et  normale,  rädige"  par  MM.  Ter  quem  et  Gerono. 
T.  III.  Paris.  1844.  frei  bearbeitet 

von 

dem  Herausgeber. 


Der  Name  Toroide  scheint  von  Breton  (De  Champ)  für 
ein«  sonst  übrigens  ihrer  Entstehung  nach  schon  bekannte  Curve 
a.  a.  O.  S.  446.  eingeführt  worden ,  und  von  dem  Gebrauche,  wel- 
cher von  dieser  Curve  in  der  Baukunst  gemacht  wird ,  entlehnt  zu 
«ein.  Nach  einer  Angabe  von  Terquem  a.  a.  O.  8..  454.  soll 
Caucby  in  den  Coinntes  reudus  de  l'Academie  des 
sciences.  %  serie.  1841  T.  XIII.  p.  1062.  eine  analytische 
Theorie  geliefert  haben ,  die  mir  leider  bis  jetzt  noch  nicht  zu 
Gesicht  gekommen  ist ;  ich  habe  aber  Grund  zu  vermutheii ,  dass 
dieser  Aufsatz  von  Cauchy  nur  allgemeine  Andeutungen  enthält. 
In  der  vorliegenden  kurzen  Abhandlung  will  ich  den  Begriff  der 
Toroide  angeben  und  zeigen ,  wie  man  zu  ihrer  Gleichung  gelangen 
kann,  wo  es  sich  herausstellen  wird,  dass  es  dabei  zuletzt  haupt- 
sachlich auf  eine  nicht  ganz  leichte  Elimination  einer  Grosse  aus 
zwei  Gleichungen  ankommt,  welche  von  Catalan  a.a.O.  8.553. 
auf  eine  elegante  Weise  auszufuhren  gelehrt  worden  ist,  weshalb 
ich  die  Mittheilnng  dieses  Eliminationsverfahrens  und  der  völlig 
entwickelten  Gleichung  der  Toroide,  zu  welcher  dasselbe  führt, 
als  den  Hauptzweck  dieses  Aufsatzes  betrachte.  Vielleicht  wird 
dadurch  einem  der  geehrten  Leser  des  Archivs  Veranlassung  ge* 
gebeo,  den  Eigenschaften  der  Toroide  und  anderer  Curven  von 
ähnlicher  Entstehung  weiter  nachzuforschen. 

Wenn  man  sich  aus  allen  Punkten  einer  gegebenen 
Ellipse  als  Mittelpunkten  mit  demselben  gegebenen 
Halbmesser  eine  stetige  Folge  von  Kreisen  beschrie- 
ben denkt,  so  heisst  die,  alle  diese KreiseberflhrenH o 
oder  einhüllende  Curve  eine  Toroide. 
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Die  Gleichung  der  gegebenen  Ellipse  sei 

>»  er +«)•-• 

and  k  sei  der  gemeinschaftliche  Halbmesser  der  Kreise,  welche 
man  sich  jms  allen  Punkten  der  Ellipse  als  Mittelpunkten  in  steti- 
ger Folge  beschrieben  denkt. 

Fassen  wir  nun  irgend  einen  bestimmten  Punkt  der  Ellipse, 
dessen  Coordinaten  xlt  yx  sein  mögen,  in's  Auge,  so  habeu  wir 
nach  1)  die  Gleichung 

2>  (sy.  *  cty = «• 

Die  Gleichung  des  aus  diesem  Punkte  als  Mittelpunkt  mit  dem 
Halbmesser  k  beschriebenen  Kreises  ist  aber 

3)  (x-xj*  +  (y-yi)*=A« 

Sind  nun  X,  Y  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem 
dieser  Kreis  von  der  Toroide  berührt  wird,  den  wir  den  dem 
Punkte  (xiyi)  der  Ellipse  entsprechenden  Punkt  der  Toroide 
nennen  wollen ,  so  ist  zuvörderst  nach  3) : 

4)  +  (F-yi)*  =  *«; 

die  Bedingung  aber ,  dass  nach  der  Erklärung  unserer  Curve  der 
Kreis  una  die  Toroide  in  dem  Punkte  (AT)  eine  gemeinschaft- 
liche Berührende  haben  sollen,  führt  uns  zu  den  folgenden  Glei- 
chungen. 

Die  Gleichung  des  durch  den  Punkt  (X  Y)  des  Kreises  ge- 
henden Halbmessers  desselben  ist 

5)  y-Y  =  £=^{x--X), 

oder  auch 

6)  y-y.  =|£-fi  (*-*,). 

Also  ist,  da  die  Berührende  des  Kreises  in  dem  Punkte  (XY) 
auf  dem  diesem  Punkte  entsprechenden  Halbmesser  des  Kreise« 
senkrecht  steht,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 
die  Gleichung  dieser  Berührenden : 

Die  Gleichung  der  die  Toroide  in  dem  Punkte  (XY)  berüh- 
renden Geraden  ist  dagegen  nach  den  Principien  der  höheren 
Geometrie : 
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8)  y-F  =  |J(x-X); 

und  da  nun  nach  dem  Obigen  die  beiden  vorhergehenden  Glei- 
chungen einer  und  derselben  Geraden  angehören  müssen ,  so  ist : 

•B— fe* 

Betrachten  wir  jetzt,  was  offenbar  verstattet  ist,  alle  verän- 
derlichen Grossen  als  von  der  unabhängigen  Variablen  xl  abhän- 
gig, so  folgt  aus  der  Gleichung  4)  durch  Differentiation  nach  xt : 


oder 


<J-^g-D  +  (K-*><g-Jg>  =  0 


10)  tx^g  +  CF-^g 

_«.)!&. 


=  x—,  +  <»--*)  g 


Weil  aber  nach  den  Principien  der  Differentialrechnung 

8F_ar  aar  • 

ist,  so  ist  nach  9): 


und  folglich 


dx,  :  Bxl  ~~  • 


also  nach  10): 

a-x,  +(r-yi)|^  =  o. 

oder 

;  5^7  T=5T 

Nun  ist  nach  2;: 
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folglich  nach  11): 

b*Xi   X — .T| 

oder 

12)  -  t,*¥^i. 

Setzen  wir  jetzt 

13)    S  =  a2^ZÜ  = 

*\  H\ 

so  erhalten  wir: 

14,         _    a*X  _b*V 

}  Xi  ~~  «»  +  ö  '  yi  ~"~6*T8  ' 

und  daher  nach  den  Gleichungen  2)  und  3) : 

WTW    (62  +  e)*  ~  * 


15) 


Bedient  man  sich  polarer  Coordinaten,  und  setzt  demzufolge 
X  —  r  cos  q> ,    F  =  r  sin  <p ; 
so  werden  diese  beiden  Gleichungen : 

'     |(^)M^e)V  =  1' 

165»' 

oder ,  wenn  man  r9  eliminirt  und  in  der  dadurch  sieb  ergebenden 
Gleichung  k*  (cos <p*  +  sin ?>*)  für  A*a  setzt,  nach  einigen  leichten 
Keduetionen : 

((a*  ifc* — ö«)  (6*  +  0)*  cos  9*  +  (6*  k* — 6»)  (a*  +  8)»  sin  9*  =  0. 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  Gleichungen  15)  die  Grosse  S. 
so  erhält  man  die  gesuchte  völlig  entwickelte  Gleichung  der  To- 
roide  zwischen  den  Coordinaten  A,  Y.  « 


Bevor  wir  die  Ausführung  dieser  Elimination  nach  Catalan 
zeigen ,  wollen  wir  noch  die  folgenden  Bemerkungen  vorausschicken. 
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Zuerst  machen  wir  darauf  aufmerksam,  das»  sich  zu  jedem 
Punkte  (zitfi)  der  Ellipse  leicht  der  entsprechende  Punkt  (XV) 
der  Toroide  linden  Usst.  Aus  der  Gleichung,  12)  folgt  nämlich: 

Nun  ist  aber  nach  4): 


also 


*i3 


.Vi4 


oder 


und  folfrlicb 


Fahrt  man  dies  in  die  aas  12)  sich  ergebende  Gleichung 

ein,  so  erhält  man  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander  • 


und  wir  haben  daher  die  beiden  folgenden  Gleichungen,  in  denen 
die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen: 


x 


IC) 


oder 


17) 


X—xt=±~_ 


x  _  V  a4yia  +  64V  4:  *6« 


V  a4yiH  VxS 


Digitized  by  Google 


380 

a  Hieraus  ersieht  man ,  dass  einem  jeden  Punkte  (  j-,  yx )  der 
Ellipse  zwei  Punkte  ( A'  Y)  der  Toroide  entsprechen ,  oder  vielmehr, 
dass  es  für  jede  stetige  Folge  aus  den  Punkten  einer  Ellipse 
als  Mittelpunkten  beschriebener  Kreise  jederzeit  zwei  Toroideo 

S'ebt,  was  auch  aus  dem  Begriffe  der  Toroide  ohne  weitere  Er- 
uterung  unmittelbar  von  selbst  erhellet. 

Weil  nach  12) 

und  diese  Gleichung  bekanntlich  die  Gleichung  der  dem  Punkte 
{xxyi)  der  Ellipse  entsprechenden  Normale  derselben  ist,  so  ist 
klar,  dass  alle  Punkte  der  beiden  Toroiden  auf  den  Normalen  der 
ihnen  entsprechenden  Punkte  der  Ellipse  liegen,  und  von  der 
Ellipse  die  constante  Entfernung  k  haben,  so  dass  also  die  To- 
roide zu  der  Klasse  von  Curven  gehört,  welche  wohl  zuerst  von 
Kästner  curvae  aequidistantes  genannt  worden  sind*). 
Uebrigens  wird  Leibnitz**)  zuerst  diese  Entstehung  einer  Curve 
erdacht  haben,  scheint  sich  aber,  wie  ich,  wenn  mir  auch  die 
Acta  Eruditorum  jetzt  gerade  nicht  zur  Hand  sind,  doch  aus 
einem  Aufsatze  von  Johann  Bernoulli  (Opera  omnia.  T.  I. 
p.  153.)  zu  schliessen  berechtigt  zu  sein  glaube,  der  Benennung 
curvae  parallelae  bedient  zu  haben.  Noch  gehurt  hierher 
eine  Abhandlung  von  v.  Prasse:  De  ellipseos  evoluta  et 
aequi di stan tibus  et  earum  evolutione.  Lipsiae.  1798. 
und  De  lineis  et  superficiebus  aeq^uidi  stantibus.  Dis- 
sertatio  inauguralis  Michaelis  Reiss.  Gottingae.  1826. 
Auch  findet  sich  eine  hierher  gehörende  Untersuchung  über  die 
Parabel  in  dem  Lehrbuch  der  höheren  Geometrie  in  ana- 
lytischer Darstellung  von  H.  W.  Brandes.  Theil  I. 
Leipzig.  1822.  S.  230.,  wo  aber  die  Gleichung  der  betreffenden 
Curve  nicht  in  völlig  entwickelter  Gestalt  dargestellt  ist,  indem 
der  Verfasser  die  wirkliche  Ausführung  der  erforderlichen,  etwas 
weitläufigen  Elimination  unterlassen  hat. 

Die  Elimination  der  Grösse  S  aus  den  beiden  Gleichungen  15) 
hat  nun  Catalan  auf  folgende  Art  auszuführen  gelehrt 

Multiplicirt  man  jede  der  beiden  Gleichungen  mit  dem  Pro- 
ducte  (ft»+e)a(6a+e)*,  so  erhält  man: 

|a«(6He)sA»  +  6*(o*+Ö)»F»=    (a* +*)*(&»+ *)*, 
lö}    \e*(b*+e)*X*  +  e*(a*  +  e)*Y*=k\a*+e)*(b*+e)*. 

Multiplicirt  man  nun  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  mit 
&*,  die  zweite  mit  o*,  zieht  dann  die  erste  Gleichung  von  der 
zweiten  ab,  und  dividirt  hierauf  auf  beiden  Seiten  durch  (a*+0)*> 
so  erhält  man : 

- 


*)  Comment.  Soc  Gotting.  T.  XI. 
**)  Acte  Erud.  1695.  Nov.  v»g-  03. 
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.  19)  (a*-Ä«)e»  n  =  (HU-»— e»)(6»+a)a. 

Multiplicirt  man  dagegen  die  erste  der  beiden  in  Rede  ste- 
henden Gleichungen  mit  02,  die  zweite  mit  b%,  zieht  dann  die 
erste  Gleichung  von  der  zweiten  ab ,  und  dividirt  hierauf  auf  beiden 
Seiten  durch  (b*+S)*t  «o  erhält  man : 

20)  (a2— o»)  02A*  =  —  (o2*2-  Ö2) (a2+  0)2. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  19)  und  20)  ergiebt  sich : 

(a2— o2)02(A2+  F2)  =  e«((a«  +  ö)»— 

+  X'2 !  a2(62+e)2  -  6*  (oH»)s  I ; 

aber  nach  bekannten  Sätzen : 

(a2-f  0)2  —  (62  +  8)2  =s  (a*— Ä*)(a*-f  o*+2e), 
«i^Uii^lö)«  —  -(a2—*2)  (a262—  8«) ; 

folglich 

21)   02(A2+  F2)  =  02  (a2  +  62  + 20)  -  Ä2  (a2 b*—&). 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  19)  mit  a2,  die  Gleichung  20) 
mit  62,  und  addirt  dann  die  beiden  Gleichungen  zu  einander,  so 
erhält  man :  w 

(««—6«)  e*(a»  F*  +  6*A*)  =r   a*(a»^*  — 6«)(o«+e)* 

—  6*(6aÄ*— 02)(a2+6)2; 

aber 

at  (aa  *a    ©2)  (6«  -f.  e)*  -  62  (bH*  -  02)  (a2  +  8)» 
=   ei{0a(*a  +  e)2-a*(*2+e)2) 
+  Ä2{«*(62  +  e)2-6^(a2f  0)21 
=  (a2-»2)©2^2  —  ö2) 

+  *2  8  { 2  (o2 — 62)  a2  62  +  (a4  -  64)  e  j 
-   (a»^  62)  0  i  0  (a262—  ö2)  +  A2  3 (a2+  o2)  -f  2A2a262 \ ; 

folglich 

22)  S (o2  F2+62  A2)  =  0  (a2^-©2)  +  k* 0 (a2*©2)  +2A2a262 

Ordnet  man  die  Gleichungen  21)  und  22)  nach  den  Potenzen 
von  &,  so  erhält  man  die  beiaen  folgenden  Gleichungen: 

j  2e»  -  (A2  +  F2-a2-62-A2)02-a262A2  =  O, 
}  i  0* + (a2  F2*  62  A2  -  a2  *2  -  62  A2 — o2  62)  0  -  2a262A  =  0. 

Eüminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  einmal  83  und 
dann  a*b9k*$  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 
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ich  a.  a.  O.  bekannte  Resultate  erwieseo,  und  viele  Theoreme 
über  die  G^fon»  *„,  d.  1.  af. 
gestellt. 

.  Was  nun  zuerst  die  Sätze  II.  uod  Hl.  betrifft,  so  sind  beide 
in  der  allgemeinern  Gleichung  (f(p)  =  1  +  Ip ,  A  eine  beliebige 
Grosse,  gesetzt) 

enthalten ,  wo  p  eine  beliebige  Grösse  ist.  Denn  man  sieht  leicht, 
dass  diese  Gleichung  das  Theorem  IL  giebt  für  A=2,  p— n ;  das 
Theorem  III.  für  A  =  2,  n=2p-r-l  (im  letzteren  Falle  sind  einige 
Transformationen  nothig,  die  ich  hier  übergehen  kann).  Man  er- 
hält die  Gleichung  1.9  wenn  man  von  der  Grundreihe  ausgeht: 


,  etc. 


und  die  nte  Differenz  bildet.  Denn  da  allgemein  /"(p)—  f(p — f») 
=^ift,  so  wird  uach  und  nach 

A  (yo)  =/^~äp=I)  =  ~f(p).hp-iy 

AVo)  =  -  *  [/(p).^-.!)  ""/-(p-l)./(p-2)ü 
_     A      f(p-Z)-f{p)  _ 

u.  s.  w. 

4  cyo) = ^Vw  ^-d-  r»-,)- 

Der  Satz  V.  kann  auf  folgende  Form  gebracht  werden : 

0    ,2      .2.4        2.4.6^   .       ,     2.4.6...  2m     _  1 
%   1 "  3  Wl  +  O     ~ OT7     +  •  * ' ±  3.5.7...  (2m+l)  = 

■ 

oder 

^      2.4.6.. .2m  2.4.6...(2m— 2)         ,  .    ,  ,  1 
n'  3.5.7...(2m+I) ~~  Wl '  3.5.7...(2m^-l)  +  * "  ± 1  ~  -fi^ 

Man  hat  uun  nach  der  so  eben  angewandten  Methode 
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,  ,  _    2.4.0  . .2m       2.4.6...(2m-2)        2.4.6...(2ii»— 2) 
(y°;  "~  3.5.7...(2/n+l)     3.5.7...(2mi-1)        3.5.7...(2m+l) ' 

4,  x        r^4  6...(2m— 2)    2.4.6...(2w— 4)~1    o  2  4.6...(2irt-4) 
^  w"    LE5T7.(2#n+l)    3.5.7..  (2/«-l)J~  3.5.7...  (2//1+1)' 

a/         ^  r2.4.6...(2m— 4)    2.4.6...(2m— _ 
(yo}~  *|_3.5.7...(2//,+l)    3.5.7... (2m-i)J~ 

,  -  2.4.6...(2m— 6) 
3X7^(2^+1)' 

U.  8.  W. 

Also  ist  nach  (a),  wenn    ^i'6;"271!  ,  =  / (»)  gesetzt  wird: 
3.   /-(in)  -  *  A'*- 1)  +     /X»~2)  -  •  ± 

Diese  Gleichung  enthält  den  Satz  V.  als  sneciellen  Fall ,  denn 
für  n  =  m,  wobei  aer  Zähler  2. 4. 6... (2m — zu),  wie  man  über- 
sehen wird,  der  Einheit  gleich  zu  setzen ,  resultirt  die  Relation  2*). 

Die  beiden  noch  übrigen  Theoreme  I.  und  IV.  haben  eine 
andere  Qüelle.   Mit  Rücksiebt  auf  das  letztere  ist  das  allgemeine 

Glied  -J— (n-^)„_-p  =  (W~^Tm)m~r  >  und  die  Summe  der  Reihe 
ist  folglich  — —  PF*(n— !)«_,.     Die  aufgestellte  Gleichung 


enthält  also  weiter  nichts  als  den  bekannten  Satz  von  den  Bino- 
mialcoefOcienteu : 

(n-l)m  +  (»-2)«-!  +  (n-3)«-*  +  ...+  (ri-m-l)0  =  nm 

nur  in  etwas  veränderter  Form,  und  dieser  Satz  ist  nuf  eine 
Wiederholung  der  Formel 


nm  =  («-l)m  +  (n-1) 


m — i  ■ 


Das  Theorem  I.  endlich  uimmt,  wenn  man  mit  dem  ersten 
Factor  auf  der  Linken  der  zweiten  multiplicirt ,  und  tiiuomial- 
coefiieienten  einführt,  die  Gestalt  an: 

rn+ll       1.1  ■  1  ,      .      1  "I 

*'  m+2  L(m  +r)r-t  *  (m+i— 1^     (m+r-2)r-+  ^  '  "^  (ro+2)0  J 


1.2.3...(r— 1) 


(m-f  2)  (r/i+3) . . .  (m-f  r)  ' 
Tbell  VIII. 
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m+l  *fr-*__l  ,  1.2.3...(r-l) 

ro+2^  (ro +r-A)r_^_2  ~        (ro-f  2)(m+3)...(#n+r)' 

Diese  Formel  ist  keine  andere  als  diejenige,  welche  ich  jn 
einer  andern  Abhandlung  des  Örelle'schen  Journals:  U eher  die 
Bernou  Mische  Methode  summlrbare  Reihen  zu  finden." 
(Band  31.  p.  253  -  58.  Formel  21.)  aufgestellt  habe, 


mf0  (P+*»b  "P^li1  (n+p)p-3' 

Setzt  man  nämlich  hier  ;j  =  »*+2,  m=r— £  — 2,  »=r— 1 
so  kommt 


und  diese  Relation  stimmt  mit  4.  uberein ,  da  (m+r — &)m+%  = 
(wi+r— A)r_jt_a ,  und  (ro+r)m+i  =  (™+r)»-i  ist 

Uebrigens  habe  ich  die  Formel  21.  aus  der  viel  allgemeinem 
20.  erhalten,  nämlich 


1  _ 


f  J_ 


(o+m*)p  (^1}*L^ 


1 

T 


[?+(«+!) 
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Weitere  Erörterungen  analytischer 
Qesenstände.  Versuch  einer  gene- 
tischen Erklärung  der  analytischen 

Bellte. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Barfuss  zu  Weimar. 


Fragt  man  nach  der  Summe  einer  Reibe 

I.   f9,*)+fQ,x)+f        +  . ..+f{n,x), 

in  welcher  jedes  Glied  als  einerlei  Function  des  Stellenzeigers  n 
und  einer  willkiihrlichen  Grösse  x  zu  denken  ist,  so  verlangt  man 
bekanntlich  einen,  der  Summe  aller  Glieder  gleichen  Ausdruck, 
der  zwar  auch  eine  Summe  mehrerer  Glieder  sein  kann,  in  wel- 
chem aber  die  Aozahl  der  Glieder  sich  gleich  bleibt,  welches 
auch  der  Stellenzeiger  n  des  letzten  Gliedes  in  der  Reihe  I.  sein 
mag.  Wir  kennen  nur  eine  Reihe,  welche  sich  in  Folge  unserer 
arithmetischen  Theorien  unmittelbar  summiren  lässt.  nämlich  die 
Summe  gleicher  Glieder  a  -f  a  •+  a  +  . .  ,  für  welche  wir  na  schrei- 
ben. Jede  andere  Reihe  muss  also  auf  diese  zurückgeführt  wer- 
den können,  wenn  wir  nur  noch  dazu  bemerken,  dass  a  auch  0 
sein  kann;  ausserdem  wäre  die  Summation  gar  nicht  ausführbar. 
Es  ersieht  sich  hieraus  leicht  der  Grundgedanke  für  alle  Reihen- 
summirung;  man  muss  mit  der  Gleichung: 

II.    2(n,  x)  =  f(Q,  x)         *)  +  f{%  x)  + . . .  +/(n,  *) 

irgend  eine  Rechnung  anstellen,  wodurch  sich  die  Reihe  auf  eine, 
von  n  abhängige  Anzahl  gleicher  Glieder  reducirt,  sei  es  auch, 
dass  ausserdem  noch  einige  andere  Glieder,  deren  Anzahl  durch 
n  nicht  bedingt  ist,  stehen  bleiben.  Man  erhält  dadurch  eine 
Gleichung  för  2{n,  x) ,  aus  welcher  dieses  in  der  verlangten  Form 
hervorgeht.  Dabei  machen  wir  den  wesentlichen  Unterschied ,  ob 
man  nach  der  Reduction  eine  Reihe  a  +  a-f-a-f...  erhält,  in 
welcher  a=  einer  bestimmten  Grosse  ist,  oder  ob  a=0  gefunden 
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wird.  So  wie  man  Reihen  der  ersten  Art  arithmetische  nennt, 
so  will  ich  die  der  anderen  Art  geometrische  nennen.  Die 
einfache  arithmetische  Hei  he 


0 .  x  + 1 .  x  +2  .x  + . . .  -f  nx 
und  die  geometrische 

1  +x  +  x*  +  ...  \x* 


.geben  das  Beispiel. 


Welchen  Weg  man  einschlagen  muss,  um  die  Summe  einer 
Reihe  zu  finden,  hängt  lediglich  vom  Bildungsgesetz  ihrer  Glieder 
ab,  aber  so  wie  dieses  Bildungsgesetz  in  vielerlei  Formen,  die 
alle  analytisch  gleichgeltend  sind,  ausgesprochen  werden  kann, 
so  lässt  sich  auch  die  Sammirung  auf  mancherlei  Weise  gestalten. 
Bei  der  geometrischen  Reihe  lässt  die  Reduction  etwas  am  Ad* 
fange  stehen,  was  eine  vom  Stellenzeigor  n  des  letzten  Gliedes 
unabhängige  Grosse  ist  und  in  manchen  Fallen  auch  0  sein  kann, 
dann  verschwinden  sämmtliche  Glieder  bis  zur  Stelle  n  —  p,  we» 
bei  p  bei  allen  Werthen  von  n  constant  bleibt,  und  nun  behält 
man  noch  einige  von  n  abhängige  Glieder,  die  sich  also  ändern, 
wenn  n  verschiedene  Werthe  annimmt.  Die  Anzahl  derselben 
bleibt  sich  entweder  bei  jedem  Werthe  voo  n  gleich,  und  dann 
ist  das  Summirunßsgeschäft  vollständig  gelungen ,  oder  aber  es 
ist  ihre  Anzahl  mit  »  veränderlich ,  und  dann  ist  die  Summe  in 
der  oben  geforderten  Weise  nicht  gefunden,  vielmehr  ist  die  be- 
absichtigte Summation  nur  auf  eine  andere,  vielleicht  noch  Ter* 
wickeitere  zurückgeführt.  Bezeichnet  man  die  mit  der  Reihe  an- 
gestellte Rechnung  mit  F,  so  ist  die  durch  F.  £(n,x)  dargestellte 
Grösse  nur  in  so  fern  von  n  abhängig,  als  £(n,x)  davon  abhängt 

Damit  man  die  Glieder,  welche  bei  der  Reduction  am  Anfange 
und  am  Ende  der  Reihe  noch  stehen  bleiben,  gehörig  von  einan- 
der sichten  könne ,  sagt  man ,  die  Glieder  am  Ende  seien 
diejenigen,  welche  dadurch  in  die  Rechnung  kommen, 
dass  man  die  Reihe  m  it  dem  Gliede/,(w,x)  abbricht.  Denkt 
man  sich  nämlich  die  Reihe  ins  Unbestimmte  fortgesetzt,  so  ver- 
liert man  bei  der  Reduction  die  Endglieder  und^  man  findet  die 
Anfangsglieder  ohne  Zweideutigkeit.  Aber  klarer  noch  wird  der 
Ausdruck,  weun  man  die  Reihe 

III.  2(n,v,x)  =  v«f(0,x)  -f  t>Y(l,*)  +  +  +c»/Tit,*) 

zu  Grunde  legt,  aus  welcher  die  in  II.  entsteht,  wenn  r  =  I  wird. 
Hier  haben  die  Glieder  am  Ende  wenigstens  den  Factor  r*— und 
die  Rechnung  giebt  Oberhaupt  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

IV.  *.*(n,t,*)_  f+^^  +  tf^.  +  c^^.^ 
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Dabei  sind  abc.d  Functionen  von  x,  nicht  von  »  oder  r, 
ABC...  aber  sind  Functionen  von  »  und  x.  Die  Zahl  der  Glie- 
der in  der  Reibe  a  -f  bv  +  cv*  -f-. ..  +  dt>*  ist  unveränderlich  bei 
jedem  Werthe  von  »,  und  eben  dieses  gilt  oft  auch  von  der  Reihe 
Av*-f*  +  BtP-f*+l  +  . ..,  aber  in  vielen  Fällen  wächst  hier  auch 
die  Anzahl  der  Glieder  mit  «,  obschon  sie  immer  endlich  ist. 
Immer  ist  ji  eine  unveränderliche  ganze  Zahl  und  man  könnte  die 
Rechnung  in  allen  Füllen  so  gestaßen,  das*  man  fi= — 1  hätte. 

Dass  man  an  die  Stelle  der  Reihe 

f(0,  x)  +  f{hx)  +  f(%  x)  + . . . .  +/Xn,  x) 
die  allgemeinere 

f(ß,  x)  +  vf{) ,  x)  -I-  eV(2,  *)+....+  t>»  f{n,  x) 

setzen  kann,  ergiebt  sich  daraus,  dass  jene  aus  dieser  hervor- 
geht, wenn  v  =  l  genommen  wird.  Man  wird  leicht  gewahr,  dass 
das  fär  die  Reihe  11.  angegebene  Summa  t  ionsverfahren  von  aller 
Unbestimmtheit  befreit  wird,  wenn  man  es  dem  Gesetz  der  Reihe 
III.,  welches  ich  das  Gesetz  der  geometrischen  Reihe 
nennen  will,  unterordnet,  ja  es  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass, 
wenn  die  erstere  in  der  bezeichneten  Weise  bildsam  ist,  es  auch 
die  letztere  sein  muss.  Die  Nichtachtung  dieser  Bemerkung  ist 
der  Grund  aller  Schwierigkeiten  in  der  Reinenlehre  gewesen ;  man. 
verlor  die  syntaktische  Bedeutung  des  ganzen  Reductionsverfah- 
rens  und  glaubte  sich  nur  dann  zu  einem  Schlüsse  berechtigt, 
wenn  das  ,  was  man  den  Rest  nennt,,  für  unendlich  grosse  Stellen- 
zeiger verschwindet. 


j.  3. 

Wir' lassen  nun  die  sammtlichen  Glieder  weg,  welche  bei  der 
Reduction  am  Ende  der  Reihe  stehen  bleiben,  also  die  Glieder, 
die  eben  daher  stammen,  dass  man  die  Reihe  bei  einem  Gliede 
abbricht,  oder  die  Glieder,  die  in  dem  Ausdrucke  in  IV.  den 
Factor  haben.   Wir  erhalten  dadurch  die  allerdings  unrich- 

tige Gleichung: 

F.  2(n,v,x)  =  a  +  At>  + cd* +  rfrJ, 

und  finden  hieraus  statt  des  wahren  £(n,v,x)  eine  blosse  Function 
von  r  und  x,  die  wir  die  Summe  der  unendlichen,  d.  h. 
der  ohne  letztes  Glied  gedachten  Reihe  f(0,x)  +  vf(l,x) 

+  r2/(2,a;)  +         nennen.    Bezeichnen  wir  sie  mit  <p(v,x),  so 

schreiben  wir  dann: 

V.  <p(v,x)  =  f(0,x)  +  vf(l,x)  +  rV(2,J:)  +  .... 

und  es  ist  klar,  dass  diese  Gleichung  immer  unrichtig  sein  muss, 
wenn  man  die  Reihe  bei  einem  Gliede  abbricht,  mag  sie  nun  der 
Function  <p(o,x)  sich  ohne  Ende  nähern  oder  nicht.  Man  darf 
daher  diesen  Ausdruck  auch  nicht  so  verstehen,  als  ob 
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*  (' >*)  -  f(0t  x)  +  vf  (1 ,  x)  -f-  t>V(2,  *)  +     +  r* f(n,  x) 

für  ti  =  x  sei,  vielmehr  folgt  auch  jenseits  des  Gliedes  r®  f(x  ,x) 
noch  die  endlose  Reihe  cx+1/'(oo+l,ar)  +  ....  Diess*mu*s  man 
wohl  berücksichtigen,  wenn  man  bei  dem  Gebrauche  der  unend- 
lichen Reihen  nicht  auf  widersinnige  Resultate  gelangen  will. 

Der  Ausdruck:  „Summe  einer  uoendlichen  Reihe"  hat 
an  sich  keinen  Sinn,  denn  man  kann  immer  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Gliedern  zusammenzählen.  Man  muss  ihm  erst  eine  Be- 
deutung beilegen,  und  so  wie  nun  die  neuere  Analysis  in  ihrer 
Einseitigkeit  hierfür  die  Annäberuogsgrenze  bestimmt,  so  hat  die 
altere  aus  allgemeineren  Rücksichten  diejenige  Formel  gewählt,  die 
ich  eben  erklärt  habe.  Hier  bezieht  sieb  nämlich  die  Unendlich- 
keit der  Reihe  gar  nicht  auf  eine  unendliche  Menge  von  Gliedern, 
sondern  lediglich  auf  die  analytische  Behandlungsweise,  welche 
unter  allgemeineren  Bedingungen  möglich  ist,  als  unter  denen  der 
Convergenz. 


j.  4. 

Diese  so  bestimmte  Summe  der  unendlichen  Reihe  bat  nun 
zwei  sehr  merkwürdige  Eigenschaften.  Einmal  nämlich  ist  sie 
denselben  analytischen  Bedingungen  unterworfen,  denen  die  Reihe 
unterliegt,  wenn  diese  ohne  letztes  Glied  gedacht  und  nach  dem 
Gesetz  behandelt  wird,  welches  ich  in  §.  2.  aufgestellt  habe.  Wir 
sagen  dafür,  die  Summenformel  habe  mit  der  Reihe 

Bleiche  syntaktisch e  Eigenschaften.  In  V.  nämlich  hat  die 
unetion  a>(r,  x)  die  Eigenschaft,  dass  a-|-//ü-|-cr4-f...-f-  dr& 
durch  die  Rechnung  F.cp(v,x)  herauskommt,    aber  eben  diese 

Eigenschaft  hat  auch  die  Reihe  f(f),x)  +  vf{\,x)  +  v1f{%x)  +  

wenn  in  ihr  kein  Glied  als  das  letzte  gedacht  wirtf.  Wem  die 
Unendlichkeit  der  Reihe  Schwierigkeiten  macht,  der  kann  diese 
Redensart  auch  ganz  vermeiden ,  wenn  er  dafür  den  Ausdruck  der 
Dimension  substituirt.  Ein  Glied  von  der  Dimension  m  hat  die 
Form  Mvm,  wo  M  nicht  weiter  von  e  abhängt.  Darnach  hat  die 
Reihe  /(fl,x)  +  vf(l,x)  +  cV(2,  +  . . . .  bis  auf  Glieder  von  be- 
liebiger Dimension  mit  der  Function  <p(t,x)  gleiche  syntaktische 
Eigenschaften,  nämlich  bis  auf  Glieder  von  der  Dimension  n  —  ft, 
wenn  die  Reihe  mit  dem  Gliede  wter  Dimension  abgebrochen  wird. 
So  ist  denn  zugleich  klar,  dass  die  ältere  Theorie  mit  unendlichen 
Reihen  eigentlich  gar  nichts  zu  schaffen  hat. 

Aus  der  Identität  der  Summe  und  der  Reihe  hinsichtlich  ihrer 
syntaktischen  Eigenschaften  entspringt  der  sehr  allgemeine  Rei- 
hencaicul  der  älteren  Analysis,  welcher  nur  dem  Gesetz  unter* 
worfen  ist,  dass  da,  wo  man  mit  den  Reihen  rechnet,  die  Glieder 
gleicher  Dimension  vollständig  beisammen  stehen  und  dass  nur 
solche  Glieder  weggelassen  werden,  welche  hei  beliebiger  Fort- 
führung der  Reihen  zu  beliebigen  Dimensionen  aufsteigen  können. 
Auf  solche  Weise  finden  sich  einerseits  endliche,  d.  n.  vom  Di- 
mensionszeichen unabhängige  Formen ,  andererseits  unendliche 
Reihen  mit  gleichen  syntaktischen  Eigenschaften,  also  unendliche 
Reihen  mit  ihren  Summen  in  dem  erklärten  Sinne. 
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Dagegen  ist  uns  die  Function  q>(v,x)  oft  zuerst  gegeben  und 
wir  sollen  sie  in  eine  Reihe  entwickeln.  Diese  hntwickelung 
geschieht  immer  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die  Reihe  mit 
ihrer  erzeugender}  Function  <p(v%x)  die  syntaktischen  Eigeqschaf- 
ten  tbeile,  und  hieraus  ist  klar,  dass  Entwickeln  und  Summiren 
solche  Operationen  sind,  deren  eine  das  Umgekehrte  der  anderen 
ist.  Der  Entwickelung  dient  vorzuglich  die  Methode  der  un- 
bestimmten Coeffi  cienten,  mit  Hälfe  derer  man  auf  die 
leichteste  Weise  findet,  wie  die  Glieder  der  Reihe  Func- 
tionen Ihres  Stellenzeigers  sind.  Die  Bestimmung  ge- 
schieht eben  nach  den  syntaktischen  Eigenschaften,  denen  die 
Reihe  zufolge  der  ihr  schon  gesetzten  Summe  genügen  muss. 


Doch  das  Alles  giebt  den  unendlichen  Reihen  nur  syntaktische 
Bedeutung;  ihre  arithmetische  Bedeutung  und  somit  ihren  prakti- 
schen Werth  erhalten  sie  durch  den  Satz,  dass  die  Summe 
der  Reihe  zugleich  ihre  Ann äherungsgrenze  ist,  wenn 
sie  eine  solche  ha*t. 

Setzen  wir  nämlich  der  Kürze  halber  in  dem  Ausdrucke  IV. : 
a  -f  bv  +  cca +...  + cM=  y, 

so  haben  wir 

F  .£{n,t,x)  =  y—y*, 

und  wenn  wir  dann  die  Rechnung,  durch  welche  F.£(n,v,x)  sich 
in  E{n>t),x)  verwandelt,  durch  <D  bezeichnen,  so  ist 

VI.    Z{ntv,x)  =  <fr.(y—  y„), 

wobei  die  Rechnung  O  nur  in  so  fern  von  n  abhangig  ist,  als 
yu  davon  abhängt.  Nähert  sich  nun  £(n,v,x)  bei  wachsendem 
n  einer  festen  Grenze,  so  wird  sich  natürlich  0.(y — yn)  dersel- 
ben Grenze  nähern ,  und  um  diese  Grenz«  zu  erhalten ,  wird  man 
aus  y — yn  alles  das  weglassen  müssen,  was  den  Ausdruck 
®.{y — yn)  von  n  abhängig  macht,  denn  die  Annäherungsgrenze 
ist  eben  von  n  unabhängig.  Daher  muss  man  das  ganze  yn  weg- 
lassen, denn  was  davon  "stehen  bleiben  dürfte,  müsste  doch  von 
n  nnablifingig  sein,  und  es  würde  somit  aus  dem  Ausdrucke 
yn  =r  A  -f  B  p»-/*t 1  -f- . . . . ,  in  welchem  A ,  B . . .  von  v  nicht 
abhängen,  eine  von  n  unabhängige  Grosse  sich  sondern,  was 
aber  wegen  de«  Factors         unmöglich  ist. 

Diess  scheint  mir  die,  der  alten  Analysis  eigenthümliche 
Schlussweise  zu  sein,  und  wenn  man  auch  eine  genauere  Zerglie- 
derung der  Gedanken  hier  wünschen  mag ,  so  bleibt  die  Sache 
doch  vollkommen  richtig  und  liegt  so  nahe,  dass  die  älteren  Ana- 
lysten, wie  es  scheint,  gar  nicht  an  eine  weitere  Ausführung 
flachten.    Ihnen  stand  daher  der  Satz: 
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« 

dass  diejenige  Formel,  welche  die  Annäherung»* 
grenze  der  Reihe  vorstellt,  mit  der  Reihe  gleiche 
syntaktische  Eigenschaften  habe, 

wie  ein  Axiom  fest,  und  diess  muss  man  bei  der  Beurtheilung 
der  älteren  Theorie  wohl  im  Auge  bähen ,  wenn  man  über  ihre 
Methoden  ein  richtiges  ürtheil  fällen  will. 

Obige  Art  su  schliessen  ist  auch  in  der  That  so  oberflächlich 
nicht,  als  sie  beim  ersten  Anblick  scheinen  mag.  Wenn  der  Aus- 
druck O .  (y — yn)  mit  wachsendem  n  sich  einer  bestimmten  Grenze 
nähert,  so  ist  er  eben  mit  «  veränderlich ,  aber  nur  in  so,  fern, 
als  i/n  von  n  abhängt,  und  man  kann  seine  AnnäheningsgTenze  nur 
dadurch  erhalten,  dass  man  aus  y — y»  das  mit  n  Veränderliche 
weglässt.  Daher  ist  dieselbe  entweder  <D.y  oder  #.(y-f-z) ,  wo  z 
nur  eine  Function  von  v  und  x  sein  kann.  Dieses  t  mflsste  sich 
nun  als  ein  analytischer  ßestandtheil  von  y«  nachweisen  lassen, 
denn  die  Grenze,  welcher  sich  <D.(y — yn)  ohne  Ende  nähert,  ist 
ja  durch  die  Natur  dieses  Ausdrucks  bedingt  und  raus*  aus  der- 
selben bestimmbar  sein.   Wenn  sich  aber  aus 

yn=:v1»-P(A+Bv  +  ....). 

das  Glied  z  nach  irgend  welchen  analytischen  Bedingungen  abson- 
dert, so  muss  aus  A-\-Bv  +  Cr4+....  ein  Glied  gnltt  sich  aus- 
scheiden lasseo,  und  da  A  von  v  nicht  abhängt,  'so  hatte  man 
das  Glied     —  in  Bv  +  Cfcl+  ....  zu  suchen.  "Aus  Z?-f  O-f.... 

mflsste  sich  also  ein  Glied  von  der  Form  — rr  absondern  lassen, 

und  da  B  von  r  nicht  abhängt,  so  hätte  man  dieses  Glied  m 
Cr  +  ...  zu  suchen.  Indem  man  aber  so  fortschliesst,  6ndet  man, 
dass  das  Glied  z  in  yn  nirgends  gefunden  wird,  dass  also  4>.y  die 
Annäherungsgrenze  von  yn)  ist. 

§.6. 

Hiermit  habe  ich  die  wesentlichsten  Momente  der  älteren 
Theorie  der  Reihen  dargelegt,  so  wie  ich  sie  aus  der  Lecturp 
verschiedener  Werke  geschönft  habe.  Dabei  habe  ich  Sorge  ge- 
tragen, so  viel  als  möglich  Alles  zu  vermeiden,  was  ich  vielleicht 
als  mein  Eigenthum  in  Anspruch  nehmen  dürfte,  um  dem  Leser 
mit  möglichster  Treue  das  vorzuführen ,  was  sich  aus  den  Quellen 
schöpfen  lässt.  Statt  der  Reihe  II.  wählte  ich  die  allgemeinere  in 
III.,  weil  die  letztere  in  der  That  für  alle  Rechnungen  mit  Reihen 
das  allgemeine  Formular  ist,  ich  will  aber  damit  nicht  sagen,  dass 
die  Theorie  nicht  auf  die  blosse  Form  in  II.  gegründet  werden 
könne. 

Es  scheint  mir  allerdings  ein  Mangel  der  älteren  Theorie  zu 
sein,  dass  sie  ihren  Hauptsatz  nicht  gehörig  begründet  bat,  ja 
dass  man  denselben  aus  Jen  meisten  Werken  erst  herausklauben 
muss.    Dieser  Hauptsatz  heisst: 
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die  Formel,  welche  die  Aon&hernngsgrenze  einer 
Reihe  vorstellt,  hat  mit  derselben  Reihe,  wenn 
sie  als  geometrische  behandelt  wird,  gleiche 
syntaktische  Eigenschaften. 

Gegen  diesen  Mangel  der  filteren  Analysis  hat  aber  die  neuere 
keinen  Vorzug ,  denn  sie  weist  uns  zwar  in  den  meisten  Fallen 
klar  nach,  wie  die  Reibe  einer  bestimmten  Grenze  »»ich  ohne  Ende 
nähert,  aber  sie  weist  nicht  nach,  wie  dieser  Umstand  eine  not- 
wendige Folge  der  Rechoung  war,  durch  welche  man  die  Summe 


des  Restes  hinzu,  während  doch  daraus,  dass  die  Summenforme 
mit  der  Reihe  gleiche  syntaktische  Eigenschaften  bekam .  da* 
Verschwinden  des  Restes  bei  convergirenden  Reihen  mit  Noth 


ganze  MissverstSndniss ,  und  sehr  häutig  bleiben  auch  die  älteren 
Analysten  in  dieser  Beziehung  nicht  vorwurfsfrei.  Daher  z.  B. 
die  verschiedenen  Ansichten  über  die  Methode  der  unbestimmten 
C'oeflicienten ,  namentlich  der  unnütze  Zusatz,  dass  man  die  Form 
der  Reihe  vor  der  Coefficientenbestimmung  gerechtfertigt  wissen 
will.  Begreift  man  unter  dieser  Methode  alle  die  Fälle,  wo  man 
statt  unbekannter  Zahlen  A,  Bf  C...  setzt,  so  mag  die  gedachte 
Forderung  gerecht  sein,  sie  fallt  aber  alsbald  weg,  wenn  die 
CoefBcienten  durch  eine  Reihe  von  Gleichungen  folgeweise  aus 
einander  bestimmt  sind.  Denn  hier  kann  die  Reihe  nur  so  ge- 
wählt werden,  dass  sie  mit  der  ihr  im  Voraus  gesetzten  Summe 
gleiche  syntaktische  Eigenschaften  bekommt.  Darnach  bestimmt 
sich  aber  nicht  nur  die  Relation  der  Coefiicienten ,  sondern  auch 
zugleich  das,  was  man  die  Form  der  Reihe  nennt. 

Steht  nun  der  obige  grosse  Satz  der  älteren  Analysis  fest, 
(und  er  wird  stehen  trotz  aller  modernen  Kritik) .  so  ist  zugleich 
klar,  dass  die  neuere  Analysis  gegen  die  ältere  in  ein  kümmer- 
liches Liebt  zurücktritt.  Die  älteren  Methoden,  namentlich  die 
der  unbestimmten  CoefBcienten,  die  der  Umkehrung  der  Reihen, 
die  combi  na  torische  Anordnung  des  Systeme«  nach  deutscher  Er- 
findung, behalten  nicht  nur  ihre  volle  Gültigkeit,  sondern  sie  sind 
sogar  schon  und  echt  wissenschaftlich,  da  sie  das  Manigtaltige 
zu  einem  innigen  Ganzen  verbinden.  Wo  weist  denn  die  neuere 
Theorie  nach ,  dass  Summiren  und  Entwickeln  ganz  gleiche  Ope- 
rationen sind,  in  welchen  sich  nur  die  Aufgabe  umkehrt? 


Zeichens  —  zwischen  der  Function  uod  ihrer  entwickelten  Dar- 
stellung. So  viel  ich  mich  erinnere,  hatThihaut  zuerst  über  diese 
Sachellar  gesprochen,  da  man  nach  ihm  den  Ausdruck 


nicht  als  eine  identische  Gleichung  verstehen  sondern  ihn  uuter 


+  Anxn 
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der  Bedingung  auffassen  soll ,  das«  die  Reibe  bis  zum  »ten  Glied* 
vollständig  sei  und  dass  dem  zu  Folge  der  Fehler  über  die  »te 
Dimension  hinausgehe.  Daher  mflsste  der  Ausdruck  eigentlich 
ko  vervollständigt  werden: 

f{x)  bis  zum  Gliede  ?iter  Dimension 
=  Aq  -+  Ax  x  -f  B*x*  -+  +  An  «r». 

Dieses  behält  seine  Geltung,  die  Reihe  mag  con-  oder  diver- 
giren,  aber  das  Gleichheitszeichen  lässt  sich  immer  dadurch  recht* 
fertigen,  dass  der  Fehler  recht  klein  werden  kann.  Zu  unseren 
modernen  Theorien  fehlt  nur  noch  eine,  welche  nur  recht  stark 
convergiret.de  Reihen  als  richtig  zulässt. 

Obige  Bemerkung  Thibaut's  lässt  sich  nun  leicht  zur  offensten 
Allgemeinheit  bringen,  wenn  man  die  Reihe  ohne  letztes  Glied 
audasst.  Dadurch  enthält  sie  immer  den  Rest  in  sich,  wodorch 
sie  sich  zur  vollständigen  Function  ergänzt,  und  das  Gleichheits- 
zeichen wird  eben  so  notbwendig,  wie  bei  der  Formel  a  +6—6+0» 

Die  zweite  Bemerkung  betrifft  die  unzureichende  Unterschei- 
dung zwischen  con-  und  divergirenden  Reihen.  Alle  Reihen, 
welche  nicht  einer  endlichen  Grosse  als  ihrer  Grenze  sich  nähern, 
nennt  man  di vergirende,  und  versagt  dadurch  einer  Menne 
von  Reihen  die  Theilnahme  am  Betriff  der  Coovergenz,  bei  wel- 
chen sich  die  Summe  unendlich  vieler  Glieder  eben  so  rechtferti- 
gen läNst,  wie  wenn  Annäherung  an  eine  endliche  Grenze  statt 
hat.  Man  denke  sich  die  Reihe  so  gestaltet  und  ihre  Glieder  so 
gruppirt,  dass  eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  entsteht 
Bezeichnet  dann  £*  die  Summe  aller  Glieder  vom  Lsten  bis  zum 
«ten,  so  hat  man 


X\  -+  X*  -+  .  .  . .  -f-  Xn  +  Xn\  i  +  A'«4  m 

also 

Verschwindet  nun  der  Quotient  ^-  für  n  =  oo  auch 


dann,  wenn  man  m  =  oo-  nimmt,  so  hat  die  Reihe  bei  ui 
vielen  Gliedern  eine  Summe,  aber  dieselbe  muss  nicht  notbwendig 

endlich  sein.   Der  Ausdruck  ^n\m~~  ^»  verschwindet  aber  allc- 

•«-11 

mal,  wenn  die  Glieder  der  Reihe  bis  zum  Verschwinden  abnehmen. 


Bei  divergirenden  Reihen  verschwindet  der  Quotient 


unter  den  angegebenen  Bedingungen  nicht .  und  daher  kann  auch 
von  einer  Summe  ihrer  unendlich  vielen  Glieder  nicht  die  Rede 
sein,  wovon  auch  in  der  That  kein  guter  Schriftsteller  geredet  hat. 
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Ein  neues  Theorem  von  den  Linien 

zweiten  Grades. 

„Die  Quadratsumme  der  reciproken  Wert  he 
„zweier  auf  einander  senkrechten  Durchmesser 
„bei  einem  Kegelschnitt  (Ellipse  und  Hyperbel) 
„ist  constant,  nämlich  hei  der  Ellipse  der  Qua- 
„dratsumme,  bei  der  Hynerbel  der  Quadratdif- 
„ferenz  der  reciproken  Werthe  der  Axen  gleich." 

■ 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  so  Stralsund. 


Es  scheint  mir  überflüssig  zu  sein ,  dieses  Theorem  auf  dem 
gewöhnlichen  Wege  zu  erweisen,  da  dies  keine  Schwierigkeiten 
hat;  ich  erlaube  mir  aber  den  Weg  anzugehen,  «elcher  mich  zur 
Entdeckung  des  Satzes  führte,  napientlicn  auch  deshalh,  weil  so 
zugleich  ein  für  die  Gleichung  des  zweiten  Grades  in  ihrer  allge- 
meinsten Form  geltender  Ausdruck  lür  die  gedachte  Quadratsumme 
gefunden  wird. 

Die  den  Kegelschnitt  ausdrückende  Gleichung  sei 

und  er  der  Coordinatenwinkel ,  auf  den  sie  sich  bezieht.  Die  Trans- 
formation der  Coordinaten  in  secundäre,  für  welche  die  Axen  der 
x  und  y'  mit  der  Axe  der  x  die  auf  bekannte  Weise  gezählten  Winkel 
|  und  rj  einschliessen ,  und  der  neue  Anfang  durch  die  primitiven 
Coordinaten  p,  <y  dargestellt  wird,  giebt 


,    sin|     /  ,    sin«  , 
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1 

Mittelst  dieser  Werthe  wird  die  Gleichung  1. 
2.  A'^  +  24V/  +  CV*  +  20'/  +  2£  V  +  F  =  0, 

wo 

/  A '  si n  a*  =  A  sin  ij* + 2Zf  sin  i;  sin  (a— ij)  +  Csin  (c— if)*  , 

l  B' sin  c»  =  ^  sin  tj  sin  |  +  Z?[sin  q  sin  (a— £)  +  sin  |  sin  (a-ij) | 
\  +  Csin  (a-tj)  sin  (a-|), 

3.  J  C  sin  «*  =  A sin  |*  +  24  sin gsin  («— +  Csin  (c— £)* , 

)  />'  sin  a  =  {Aq\Bp+D)  sin    +  {Bq\ Cp  +£)  sin  (a-ij) , 

F  17  sin  a  =  (^-f-4/>-|-/))  sin  |  +  (Bq-\-Cp+ E)  sin  (« — £) , 

'         F*  =  Aq*  +  2Bpq  +  Cp*  +  2Dq  +  lEp  +  F. 

Für  Ä2— ^C^O  kann  nun  der  neue  Anfang  p,  q  bekanntlich 
'    so  bestimmt  werden ,  dass  zugleich 

Aq  +  Bp+D  =  Q,  4?  +  C/>  +  f;=0 

ist,  also  U>  E  verschwinden ,  und  die  Gleichung  2.  die  Form 
annimmt  • 

4.   ^y*  +  2ÄVy' +        +  F  =0, 

und  dabei  wird,  wenn  man  zur  Abkürzung  Bf — AC~  G,  BD— 
AE=zH,  D*—AF  =  J  setzt: 

5    F-—AG  G 

so  dass  Sl=AE2  +  CD*  +  FB*-ACF—'2BpE  ist  Die  Glei- 
chung 4.  bezieht  sich,  wie  aus  ihrer  Form  leicht  erhellt,  auf  ein 
Coordioateosystera ,  dessen  Aren  noch  eine  beliebige  Richtung 
haben,  während  der  Anfang  in  den  Mittelpunkt  der  Kurve  verlebt 
ist,  so  dass  also  die  Axen  des  Systems  zwei  beliebige  Durch- 
messer sind. 

Nehmen  wir  nun  das  secundäre  System  rechtwinklig,  so  ist 
allgemein  sinif  =  cos  £,  sin  (a — rf)  = — cos(a— g),  und  nach  3. 

A'slna*  =  Jcosg«— 24cosgcos(«— £)  +  Ccos(a— £)*, 

B  sin  «*  =  A  sin  £  cos  £  +  B  [cos  £  sin  («—£)— sin  £  cos  («—£)] 

—  Csin  («— |)  cos  («— £) , 

C  sin  «*  s=  A  sin  g*  +  2 B  sin  £  sin  (o-|)  f  Csin  («—£)*. 

Hieraus  findet  man  sofort 

7.    (4' +  C)  sin  a*  = /I -24cos«+ C, 

und  die  Summe  der  Coefficienten  A\  C  ist  folglich  constant,  da 
sie  von  dem  Winkel  £  nicht  mehr  abhängt.   Setzen  wir  jetzt  in 
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der  Gleichung  4.  zuerst  y  =0 ,  dann  J?'  =  0,  und  bestimmen  resp. 

x\  v,      kommt  C  =  ^,  ^l'=  =  ,   und  .r,  «'  werden  die 

Entfernungen  des  Mittelpunkts  der  Kurve  von  den  Durchschnitten 
der  letztern  mit  den  Ooordinatenaxcn  sein,  d.  h.  die  halben  aui 
einander  senkrechten  Durchmesser.  Vermöge  dieser  Werthe  von 
A',  C  wird  die  Gleichung  7. 

2#cosa  +  <7 


•         W  +  \y')  "  FrsTnc« 


Dies  ist  der  constante  Ausdruck  für  die  Quadratsumme  der  reci- 
proken  Werthe  zweier  halben  auf  einander  senkrechten  Durch- 
messer. 

Bestimmt  man  nun  den  Winkel  |  so,  dass  B  verschwindet, 

oder 


9.   Jsin|cos|  +  Z?  [cos  £  sin  («— £)  -  sin  £  cos  («-£)] 

—  Csin  (a— |)  cos  (a— g) 


j  =  0 


ist,  so  wird  die  Gleichung  4. 

10.   A'y'*+Cj:'*+F  =  0, 

wo  aber  unter  A\  C  diejenigen  Werthe  zu  verstehen  sind ,  welche 
die  durch  dieselben  Buchstaben  in  den  Gleichungen  6.  bezeich- 
neten GrOssen  durch  die  Substitution  des  durch  Gleichung  9.  be- 
stimmteb  Werths  von  £  annehmen.  Diese  Gleichung  10.  bezieht 
sich  auf  ein  System,  dessen  Coordinatenaxen  die  Axen  der  Kurve 
sind,  und  die  Lage  der  letztern  gegen  die  Axe  der  x  des  primitiven 
Systems  wird  durch  den  doppelten  Werth  des  Winkels  £  bestimmt, 
den  er  aus  der  Gleichung 

i,     -      at        Csin  2« — 2/?  sin«  Z 

erhält,  die  aus  9.  sehr  leicht  folgt. 

Aus  6.  findet  man  (Ä  —  C)  sin  a*  =  ^cos2£  —  22*  cos  (a— 2£) 
+  Ccos 2(«— |)  =  cos 2g  (iV+  Z  tang2g)  =  iVsec 2 £ ;  aber  iVsec2£ 

=  rfcV  Z^  +  iV2  =  ±  V^.  folglich 

12.   sec2£  =  ±A_Wc^  Cc08^ 

und 

13.   (A'—  C)8\na*  =  ±  VL*). 


*)  Der  Ausdruck  L=(A  —  2Bcoaa  +  Cco*2a)* +  (Csin2a  —  2ß»\na)'1 
laut  «ich  auf  die  Forin  bringen  (4  —  2#co«a  +  C),+4  AC) 
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Verbindet  man  damit  die  Gleichung  7.,  so  kommt 

iA,       A  —  2flcosa-f  C±  VL 
A  -  2sio«* 
C  2ihW*  

a)   Ist  nnn  ß2  —  AC^O,  wie  bei  der  Ellipse,   so  ist 
positiv,  weil  nach  der  ersten  der  Gleichungen  6.  ^-4'*in«s 
=  \A  cos |  —  Z?  cos (a— |)  {*  —  -4  C)  Cos  (a — £)*  *).    Ferner  i*t 

auch  C  positiv,  weil  das  Product  A  C  sin««  =  —  (B*-AQ, 
also  >0  ist.    Daher  ist  nach  10.  F*<0,  und  man  kann  setzen 

o*  =  6«  =  Die  Gleichung  10.  wird  dann  ~  +  ?~  =  J, 

C  A  a* 

nnd  a,  b  sind  resp.  die  grosse  und  kleine  Halbaxe  der  Ellipse. 

Es  ist  folglich 


15. 


(a)  ~~  2Fsin«» 

4-2Z  

2Fsina* 


al«o 


—  2Äcoso+C 


F'sin«* 


und  nach  8. 


- 

h)  Wenn  Ä2— /<C>0,  wie  bei  der  Hyperbel,  so  ist  die  Glei- 
chung  — js*'2  —  ~py*  ~      Vergleicht  man  dieselbe  mit  ^  — 

=  1 ,  und  nimmt  das  Vorzeichen  in  dem  Ausdrucke  für  C  so ,  dass 

C  Ä 
~J*  Pos'ltlv  l8t»  80  w',rd  —  -p  fflr  das  entsprechende  Vorzeichen 

1         C    1  A 
negativ,  und  man  kann  setzen  ^  =  — p  =  jjv»  oder 


18. 


W  "~  2F'sina*  * 

/l \a  _  ,  — 2Jgcos«  +  CJ;V  X 
U/  ~+  2F'8ina«  ; 


also 


»)    Der  Coefficient  /l  kann  immer  poiitiv  genommen  werd 
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i4  — 2J5co««  +  6' 

Hill«* 


und  nach  8. 


Anmerkung  1.  Zwei  auf  einander  senkrechte  Durchmesser 
der  Hyperbel  werden  die.se  Kurve  nur  dann  zu  gleicher  Zeit 
schneiden,  das  obige  Theorem  also  für  die  Hyperbel  auch  nur 
Anwendung  finden,  wenn  der  Aftymptotenwinkel  ein  stumpfer  ist 
Dies  voraus  gesetzt,  seien  OT,  ÖT  die  Asymptoten,  O  der 
Mittelpunkt,  und  in  ihm  auf  OT,  OV  resp.  die  Perpendikel  OM, 
OM'  errichtet,  weiche  die  Aeste  in  M,  M  schneiden  (Taf.  V. 
Fig.  4.).  In  den  Wiukel räumen  MOT,  MOT  werden  dann  un- 
endlicb  viele  Paare  auf  einander  senkrechter  Durchmesser  möglich 
sein,  welche  die  Kurve  zugleich  treffen.  Wächst  der  eine  halbe 
Dhrchmesser  ON  ins  Unendliche,  so  nähert  sich  der  andere  offen- 
bar der  Grenze  OM,  und  die  Gleichung  20.  geht  dann  über  in 


d.  h.  bei  einer  HyperbeJ,  deren  Asymptotenwinkel 
stumpf,  ist  das  Quadrat  des  reciproken  Werths  des- 
jenigen Perpendikels,  welches  man  im  Mittelpunkte 
auf  eine  Asymptote  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem 
einen  Ast  gezogen  hat,  dem  Quadratunterschiede  der 
reciproken  Werthe  der  halben  Aien  gleich.  % 

Anmerkung  2.   Aus  dem  obigen  Theorem  iSsst  sich  noch 
f  ein  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  zugleich  geltender  Satz  ableiten. 

Es  seien  OD,  OD'  (Taf.  V.  Fig.  5.)  zwei  beliebige  aufein- 
ander senkrechte  Durchmesser,  O  der  Mittelpunkt,  Du  die  Ver- 


jrp< 

Ut  OD.OD^DD.h,  (OD.O0)*=lOD*+OD'*)h*,  folglich 

j'2  i  ,,'2  | 

,  ,  ■ =  Ts >  nnd  daraus  der  Satz: 

Die  Entfernung  des  Mittelpunkts  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  von  der  Sehne,  welche  die  Endpunkte 
zweier  auf  einander  senkrechten  halben  Durchmesser 
verbindet,  ist  eine  constante  Grfisse. 


Heber  die  natürliche  Winkeleinheit 
in  der  analytischen  Goniometrie  und 
über  die  Ausmerzung  des  Kreisbo- 
gens aus  den  wissenschaftlich-geome- 
trischen Erforschungen  der  Winkel. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

ProfcMor  der  Mathematik  zu  Tornow  in  Galizien. 


L 

Einleitung. 

1.  Die  analytische  Goniometrie,  vornehmlich  die  höhere  in 
der  Differential-  und  Integralrechnung,  pllegt  durchgängig  da,  wo 
Rechnungsverbindungen  zwischen  Winkelfunctionen  und  ihren  Win- 
keln selbst  vorkommen ,  die  Zahlwerthe  der  Winkel  durch  die 
Zahlwerthe  der  die  Winkel  bestimmenden  Kreisbogen  zu  ersetzen, 
indem  sie  diese  durch  ihren  Halbmesser  ausmisst,  weil  so  die 
Rechnungsformeln  am  einfachsten  ausfallen.  Eigentlich  nimmt  sie 
—  was  freilich  fast  nirgends  in  den  Lehrhflehern  der  Analysis  ge- 
sagt wird  —  denjenigen  Winkel  zur  Messeinheit,  dessen  bestim- 
mender Kreisbogen  die  Länge  seines  Halbmessers  hat. 

2.  Solches  Hin-  und  Herspringen  vom  Winkel  zum  Bogen 
und  vom  Bogen  zum  Winkel,  wo  man  es  doch  nur  mit  Einer 
dieser  zwei  wesentlich  von  einander  verschiedenen  Art  von  GrBssen 
zu  thun  haben  will,  kann  von  einer  unbefangenen  Kritik  der  wis- 
senschaftlischen  Geometrie  durch  die  allerdings  hochpreisliche 
und  für  die  angewandte  Geometrie  bei  der  Messung  und  Zeichnung 
von  Winkeln  unschätzbare  Proportionalität  der  Winkel  und  ihrer 
Kreisbogen  durchaus  nicht  gerechtfertigt  werden;  immer  wird  sol- 
ches Durcheinandermengen  ungleichartiger  Grössen  nur  als  Kracke 
angesehen  werden  müssen,  deren  sich  die  Wissenschaft  gewiss 
entledigen  wird,  sobald  sie  auf  sicherem  Fusse  einherzugehen  sich 
im  Stande  fühlen  wird. 
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3.  Am  meisten  lag  mir  in  der,  von  mir  aufgestellten  Funda- 
mentallehre der  Geometrie  daran,  die  Elemente*)  aller  Raumge- 
bilde, nemlich  ilie  Strecken  und  Winkel  sowohl  einzeln  als  mit 
einander  verbunden ,  und  auf  einander  einwirkend ,  vollständig  und 
dermassen  durch  sie  allein  zu  erforschen,  dass  an  solche  niedere 
Goniometrie  die  höhere  unmittelbar,  ohne  Dazwischentreten  der 
Lehre  von  der  Kreislinie,  sich  anschliessen  könne.  Nach  vielem 
Sinnen  gelang  mir  dies  im  Jänner  des  Jahres  1841,  wo  ich  ent- 
deckte, dass  der  oben  beschriebene ,  als  natürliche  Winkelmess- 
einheit der  analytischen  Goniometrie  dienende  Winkel  auch  die 
Grenze  ist,  welcher^  diejenigen  Winkel  zugleich  ohne  Ende  sich 
nähern,  die  sich  bei  der  Theilung  eines  unendlich  abnehmenden 
Winkels  einerseits  durch  seinen  Sinus  andererseits  durch  seine 
Tangente  als  Quotienten  ergeben.  Dadurch  erst  wurde  meine 
geometrische  Fundauientallehre  in  sich  selbst  vollkommen  abge- 
schlossen. Ich  hoffe,  die  Darstellung  dieses  neuartigen  Gegen- 
standes werde  den  Geometern  nicht  unwillkommen  sein. 


II. 

Proportionalität  unendlich  abnehmen  der  Winkel 
zn  ihren  Sinus  und  Tangenten;  und  Grenze  der 
Quotienten  eines  unendlich  abnehmenden  Winkels 
durch  dessen  Sinus  und  Tangente. 

4.  Nähert  sich  der  ablenkende  Endschenkel  eines  Winkels  et 
dem  Anfangsschenkel  unendlich,  d.  i.  nimmt  der  Winkel  a  unend- 
lich ab  und  nähert  sich  so  seiner  Grenze  0  ohne  Ende,  so  nähern 
sich  auch  seine  goniometrischen  Functionen  den  gleichnamigen 
des  Winkels  0  als  ihren  Grenzen  unendlich;  folglich  sein  Cosinus 
ohne  Ende  wachsend  der  Grenze  1,  sein  Sinus  und  seine  Tan- 
gente aber,  unendlich  abnehmend,  der  gemeinschaftlichen  Grenze  0. 

In  Zeichen:  für  lim  a  —  0  ist  lim  cos« =1,  lim  sina=0, 
lim  tanga=:0. 

5.  Bei  dieser  gleichzeitigen  unendlichen  Abnahme  des  Win- 
kels or,  seines  Sinus  und  seiner  Tangente  tritt  jedoch  der  höchst 
merkwürdige  Umstand  ein,  dass  dieselbe  nahe  und  desto  genauer 
in  gleichem  Verhältnisse  oder  in  directer  Proportionalität  dieser 
dreierlei  Grössen  erfolgt,  je  kleiner  sie  insgesammt  schon  gewor- 
den sind  ,  nemlich ,  dass  dem  Verhältnisse  jeder  zwei  schon  hin- 
reichend kleiner  Winkel  das  Verhältniss  sowohl  ihrer  Sinus  als 
ihrer  Tangenten  sehr  nahe,  und  um  so  genauer  gleich  wird,  je 
näher  beide  Winkel  an  ihrem  gänzlichen  Verschwinden  stehen. 

6.  Seien,  um  dies  zu  beweisen,  or  und  o'  zwei  einstimmige 
(zugleich  positive  oder  zugleich  negative)  und  schon'  so  kleine 
Winkel,  dass  in  den  bekannten  Gleichungen 


*)    Vergleiche  raeinen  obigen  AufcmU  Nro.  XXXIV. 
Theil  VIII.  26 
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sin  (et -f  et')  =  sin  a  cos  ei  -J-  sin  ei  cos  a , 
tang«  +  tanga' 


tang(«+a) 


I  — tang«  tang«' 


die  Cosinus  positiv  und  die  Tangenten  bereits  kleiner  als  1  aus- 
fallen,  wozu  die  Winket  einzeln  kleiner  als  ein  halber  rechter 
sein  müssen. 

Uni  Doppelvergleichungen  —  das  nach  Umständen  Grosser- 
oder Kleinersein  —  zu  vermeiden,  und  weil  hier  mit  den  Winkeln 
ihre  Sinus  und  Tangenten  einstimmig  sind,  mögen  die  Winkel  so 
wie  ihre  Functionen  nur  absolut  —  weder  positiv  noch  negativ  — 
betrachtet  werden. 

Nehmen  nun  die  Winkel  «,  «'  nach  und  nach  ohne  Ende  ab, 
was  durch 

Ihn .  («,  «')  >  0 

angedeutet  werden  soll ;  so  nehmen  auch  ihre  Sinus  und  Tangenten 
eben  so  ab,  ihre  Cosinus  dagegen  wachsen  allmalig  bis  auf  I. 
so  dass  man  hat: 

lim .  (cos  a,  cosa')  ^  1 ,    lim .  (sin  a,  sin  er' )  ^  0 , 

lim.  (tang er, tang a ) ^ 0. 

Dann  ist,  wenn  man  in  der  ersten  Gleichung  cosa,  cos  d 
durch  die  gewöhnlich  grössere  und  nur  ausnahmsweise  am  Ende 
eben  so  grosse  Zahl  1/  dagegen  im  Nenner  der  zweiten  Gleichung 
die  tanga,  tanga'  durch  die  gewöhnlich  kleinere  und  nur  ausnahms- 
weise am  Ende  eben  so  grosse  Zahl  0  ersetzt, 

lim .  sin  (a -f a )  ^  sin  a  -f  sin  a\ 

lim .  tang  («+«)  ^  tang  a  +  tang  «'. 

Mit  den  hinreichend  abnehmenden  Winkeln  stehen  demnach 
nicht  blos  ihre  Sinus,  sondern  auch  ihre  Tangenten ,  derniassen  in 
Verbindung,  dass  zur  Summe  jeder  zweier  Winkel  desto  genauer 
nicht  nur  die  Summe  ihrer  Sinus,  sondern  auch  die  Summe  ihrer 
Tangenten  gehurt,  je  kleiner  diese  Winkel  sind.  Folglich  sind 
den  hinreichend  kleinen  Winkeln  sowohl  ihre  Sinus 
als  auch  ihre  Tangenten  direct  proportionirt. 

7.   Nemlich  für  die  kleinsten  Winkel  ist,  wenn  wir  die 
näherte  Gleichheit  durch  =  andeuten, 

« :  et  ==  sin  « :  sin  «'  =  tang« :  tang «'  , 

oder  auch  : 
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es      •  et' 


—  —  —  ;  und  :  =  -  ,  i 

sina      inoa  tanga  tanga 

d.  h.  der  Quotient  jedes  hinreichend  kleinen  Winkels 
durch  seinen  Sinus  oder  durch  seine  Tangente  ist  fast 
ganz  unveränderlich,  oder  bei  unendlich  abnehmendem 
Winkel  nähert  sich  bei  der  Theilung  des  Winkels  so- 
wohl  durch  seinen  Sinus  als  auch  durch  seine  Tangente 
der  Quotient,  welcher  also,  weil  die  Winkelfunktionen  Zahlen 
sind,  wieder  ein  Winkel  ist,  einer  fixen  Grenze,  die  demnach 
ebenfalls  ein  W  inkel  sein  rauss. 

8.  Beide  diese  veränderlichen  Quotienten  streben 
aber  der  nemlichen  Grenze  zu. 

ix  sin  a    .  ,      a  a  , 

Denn  wegen  tanga  =    ist  =    —  cos  a  ,  also 

cosa         tanga  sma 

-Jt —  :  -5—  =  cos  a ;  folglich,  weil  für  lim  a  ^  0 ,  lim  cos  a  ^  1  ist, 
tanga    sina  —  — 

muss  lim  :  lim  - —  ">  1,  also  lim  lim  - —  sein. 

tanga        sina~  ^tanga=  sina 

9.  Bezeichnen  wir  nun  mit  r  den  Winkel,  der  den  Quotienten 

— —  und  als  gemeinschaftliche  Grenze  vorgesteckt  ist,  so 

sina  tanga 

haben  wir 

lim  -A-  =r=lim— - — . 
sina  tang« 


III. 

Der  erste  Quotient  nähert  sich  abnehmend, 
der  zweite  wachsend   ihrer  gemeinschaft- 
lichen Grenze. 

10.  Höchst  wichtig  ist  die  Frage,  wie  diese  beiden  veränder- 
lichen Quotienten  ihrer  geraeinsamen  Grenze  r  zustreben,  ob 
wachsend  oder  abnehmend.  Daniber  geben  obige  Vereleichungen 
(in  6.)  Aufschluss.  Denn  ersetzt  man  in  ihnen  erst  a  durch  a'-f-a", 
dann  et"  durch  a"+dM ,  nachher  wieder  durch  aw-fa'*  u.  s.  f., 
findet  man 


sin(a-|-a  -f  a" +  a"'  +  .. ..)  <  sina+sina'  +  sina//  +  sina,/,  +  .. . ., 
tang(a-f  a'+a"  +  aw+....)  >  tanga+tanga/+tangaw+tanga"'+.... ; 
und  wenn  man  hierin  alle  Winkel  gleich  werden  lässt: 

sin  na  ^  n  sin  a ,  tang  wa  ^  n  tang  a. 


26  • 
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Tlieilt  man  hiedurch  den  Winkel  na,  so  Cndet 


««    >    a         im     <  et 


sin  na  —  sina*  tangna  —  tanga 

Sinkt  demnach  der  Winkel  auf  einen  vielten  (ali- 
quoten) Theil  seiner  selbst  herab,  so  raus«  sein 
Quotient  durch  den  Sinus  abnehmen,  jener  durch  die 
Tangente  wachsen. 

Der  Quotient  eines  unendlich  abnehmenden  Winkels  durch 
seinen  Sinus        fc       .  fc    ,     .    Abnehmen  d      |fc        fc  d 
seine  Tangente  ,,tt,,,7I*   ,v"  Wachsen 
gemeinschaftlichen  Grenze,  wenigstens  dann,  wenn  der  Winkel 
jedesmal  auf  einen  vielten  Theil  seiner  selbst,  insbesondere  also 
in  einer  geometrischen  Reihe  abnimmt. 


11.  Ganz  allgemein  führt  man  aber  die  Untersuchung,  indem 
man  durch  obige Vergleich  ungen  (in  6.)  die  Winkelsuranie  a  +  e 
theilt ,  wodurch'  man  zunächst 

o-f «'     S       a-f-a'*  rt-f-«'      ^  er-f-a' 


sin(«-|-a')  —  sina-f sin«'*  tang(a+a;)  —  tanga-f  tanger* 

» 

erhält.  Die  zweiten  Quotienten  sind  aber  bekanntlich  ei  gen  tri  um 
liehe  (zusammengesetzte  arithmetische)  Mittel,  folglich  ist 

♦  ,       c  —  Med  (- — ,  - — ,  ) , 
sin(cr+o)—         \8in«    sin  et  / 

a-j-a'    Med  C    a  **' 

tang(a+a)  ~~        Vtang«'  tanga'/ 

Soll  aber  der  *ret?rtige  der  Winkelsumme  «  +  «'  angehörige 
zweitartige  ö  e 

Qnotient  j?)^)^  se'n  a^s  das  Mittel  der  den  beiden  Theilen  c 
und  a'  entsprechenden  Quotienten,  so  muss  er,  da  alle  diese  Quo- 
tienten absolute  Grössen  sind ,  auch  gewiss  R,ii.«er  sein  als  einer 

°  kleiner 

/der  kleinere  \  f|er  beiden  |etztercn  Quotienten,  folglich  entweder 
\  grossere/ 

zwischen  sie  lieidc  hineinfallen  oder  auch  noch  {![e^e*r  »ein  aU 
der  andere. 

Jenes  Dazwischen  fallen  ist  jedoch  unmöglich.  Denn  da  die 
Summe  a  -\-ct  grösser  als  jeder  ihrer  Theile  a  und  a  ist,  so  müsste 
bei  abnehmendem  Winkel  jeder  solche  Quotient  bald  abnehmen, 
bald  wachsen.  Allein  die  Theile  dieser  Winkelsumme,  d.  h.  die 
Abnahmen  des  veränderlichen  Winkels,  können  beliebig  klein,  mit- 
hin auch  so  klein  angenommen  werden  ,  dass  derlei  abwechselndes 
Zu-  und  Abnehmen  des  Quotienten  endlich  einmal  aufhört  nnd 
daher  nur  ununterbrochenes  Zu-  oder  Abnehmen  eintritt. 
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Mithin  muss  der  JJJ^JjJj^^  der  Wiukelsumme  a-f-a'  entspre- 

chende  Quotient  5}!^?'  sein  als  jeder  einzelne  der  den  beiden 

Theilen  a  und  er*  entsprechenden  Quotienten;  nemlich  weil 
>  («,  a?)  ist,  muss  sein : 

* 

sin(o  +  a)  =  Vsmo'  sinaV' 

tang(a+eO  —  Vanga'  tangay 

12.    Der  Quotient  eines  bereits  hinreichend  kleinen  und  noch 

immer  weiter  abnehmenden  Winkels  durch  M!DenTSi"u*  muss 

seine  Janpente 

demnach  *bJ1c^mnen,  und  fortwährend  g*»£  sein  als  die  gemein- 
schaftliche Grenze  beider  Quotienten ,  nemlich  für  lim  o  ^  0  ist 

lim  .«-  >  r  1  Ihn -«_  , 
sina  —     —  tanga 

« 

und  ffir  hinreichend  kleine  Winkel  a  ist 


>  r> 


sina  tanga  * 

13.  Die  letzte  Vergleichung  lässt  sich  sogleich  benfitzen,  um 
zwei  ausgezeichnete  einschliessende  Grenzen  für  den  Grenzwinkel 
Taufzustellen.  Setzt  man  nemlich  a  =  \R,  so  ist  tanga=l; 
und  setzt  man  c  =  \  R,  so  ist   sin  a  =  i;  daher  findet  man 

Der  Grenzwinkel  J*  ist  demnach  ein  spitziger  zwischen  der 
Hallte  und  zwei  Drittheilen  des  rechten  Winkels  oder  zwischen 
45  und  60  Grad  liegender  Winkei. 

0 

Benennung  des  Grenzwinkels. 

14.  Dieser  Winkel  muss  wegen  seiner  engsten  Verknöpfung 
mit  den  Winkelfunctinnen  noth wendig  in  vielerlei  weiteren  For- 
schungen der  Goniometrie  vorkommen ,  und  weil  er  als  eine  fixe 
Grenze  mit  einer  bestimmten  —  sogleich  genügend  schart  zu  er- 
mittelnden —  Grösse  begabt  ist,  gleich  jedem  andern  bestimmten 
Winkel  zur  Messung  der  Winkel  geeignet  sein.  Desswegen  ver- 
dient er  gewiss  durch  eine  eigentümliche  Benennung  ausge- 
zeichnet zu  werden.  Ich  glaube  zu  einer  solchen  lieber  ein  Nenn- 
wort als  ein  Eigenschaftswort  in  Antrag  bringen  zu  sollen;  theils 
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♦ 

wegen  der  wünschenswerthen  Kurze,  theils  weil  man  auch  der 
gewöhnlichen  Winkeleinheit,  dem  neunzigsten  Theite  des  rechten 
Winkels,  den  einsilbigen  Namen  Grad  (franz.  dcgre)  beigelegt  hat 
Darum  schlafe  ich  vor,  ihm  den  kurzen  altdeutschen  Namen  „der 
Gehren"  zu  geben  *).  Denn  dieser  Winkel  ist,  wie  wir  so  eben 
nachgewiesen  haben,  ein  mittlerer  spitziger,  und  der  Behren 
heisst  (landschaftlich)  ein  spitziges  Werkzeug ,  besonders  ein  Pfeil, 
Spiess,  Speer,  ferner  ein  spitz  zulaufendes  Stuck  Land,  ein  keil- 
förmiger Streifen  Zeug,  Kell  in  Hemden,  Zwickel  in  Strumpfen 
(franz.  le  chanteau ,  engl,  goar) :  daher  auch  das  Gehrmaass  oder 
-holz,  bei  Holzarbeitern  ein  Richtscheit  mit  einem  nach  einem 
Winkel  von  45  Graden  abgeschrägten  Cjuerbrettchen  zum  Vor- 
zeichnen einer  schrägen  Richtung,  die  sie  eine  Gehre  oder  Geh- 
rung nennen  **). 


IV. 

Berechnung  des  Gehrens. 

15.  Sei  wieder  a  ein  genügend  kleiner  absoluter  Winkel.  Um 

die  Grossen  der  Winkel      —  und         schätzen  zu  können,  ver- 

tanga  sina 

gleichen  M  ir  sie  mit  einem  bereits  festbestimmten  Winkel ,  am  an- 
gemessensten mit  dem,  ganz  natürlich  gleich  am  Anfange  der 
Lehre  von  den  Winkeln  sich  aufdringenden,  gestreckten  Win- 
kel, den  man  jetzt  schon  gern  mit  G  zu  bezeichnen  pflegt.  Ihre 
Verhältnisse  zu  diesem  oder  ihreMaasse,  Maasszahlen,  Zahlwerthe, 
wenn  sie  durch  ihn  ausgemessen  werden,  mögen  durch  p  und  q 
bezeichnet  werden,  so  dass  man  hat 

er        g^,  et  f, 

 :  G  =  p ,     —  :  G  =*=  q. 

tanga  sina 

16.  Dann  geben  die  obigen  Vergleichungen  (in  1*2.)  durch 
G  getheilt 

r 

P  <  £  <  7  und 
lim  p      ^  ^  Hm  q. 

Das  Verhältniss  ^  des  Gehrens  T  zum  gestreckten  Winkel 

G  liegt  also  zwischen  zwei  zu  einerlei  WTinkel  er  gehörigen  Zahlen 
und  q;  von  denen,  hei  unendlich  abnehmendem  Winkel  ct.  die 
erstere  wachsend,  die  andere  abnehmend,  -diesem  Verhältnisse 
als  ihrer  gemeinsamen  Grenze  ohna  Ende  zustrebt. 


*)  Win  ich  bereits  in  einer  Note  zu  meinem  Aufsätze  im  Archiv 
Theil  6.  Heft.  2.  Seite  120.  gethan  habe. 

**)  Vergleiche  die  Wörterbücher  von  Adelung,  Hein  «in» 
II  c  y  s  c ,  u.a. 
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17.  Setzen  wir  nun  den  Winkel  a  auf  seine  Hälfte,  4  er,  herab, 
so  mögen  die  aus  ihr  hervorgehenden  Winkel     * a  und 


taug  i  a  sin 

l  gestreckten  Winkel  die  Verhältnisse  px  und  gt  haben,  so 
dass  man  habe 

tangi«  sin  i« 

Sind  nun  für  einen  gewissen  Winkel  a  seine  Functionen  sin 
taug  bekannt,  daher  auch  beide  Zahlen  p  und  q  bestimmbar, 
so  lassen  sich  aus  ihnen  auch  die  dem  halben  Winkel  4<r  zukom- 
menden ähnlichen  Zahlen  pv  und  qt  äusserst  leicht  berechnen. 
In  der  That,  obige  Gleichungen  geben  auf  der  Stelle 

.  sin  au.  a 

tang  a  =  =  — ,    sin  a  = 

cos  u     pu  qiß 

und  wenn  man  diese  Gleichung  durch  jene  theilt: 


cos  a  =  ; 


daher  in  gleicher  Weise 


COS  i  et  ~ 

Vi 

Ferner  können,  von  den  zwischen  den  goniometriseben  Func- 
tionen des  ganzen  und  halben  Winkels  bestehenden  Beziehung*«- 
gleichungen  hier  am  besten  folgende  zwei  benätzt  werden: 

cos  a  =  2 cos  1  a4  —  1 ,  sin  u  =  2sin  J  a  cos  \  a. 

Denn  die  Substitution  obiger  Ausdrücke  für  die  Winkel  funetio- 
nen  verwandelt  diese  Gleichungen  in 


Theilt  man  nun  die  erste  Gleichung  nach  Uebertragung  des 
Gliedes  — 1  durch  die  zweite  und  durch  2,  so  findet  man  sogleich 
für  pk  den  höchst  einfachen  Ausdruck 

Pi  

und  die  zweite  Gleichung  gibt  dazu 

Vi2  =  fPi  oder  7,  =  \Tqpi- 
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Es  ist  also  px  das  arithmetische  Mittel  (die  halbe  Summe) 

von  p  und  q; 

und  qx  das  geometrische  Mittel  (die  zweite  Wurzel  aus  dem 
Producte)  von  q  und  pi« 

Weil  der  Winkel  a  einen  rechten  nicht  übersteigt,  so  sind 

seine  Functionen  allesammt  positiv,  folglich  wegen  cosa=^-^l 

sicher  p  <  q.   Daher  ist  auch  />  <  pk  <  q  und  pt  <  qx  <  y ,  also 
im  Zusammenhange  /j  <  pt  <     <  q. 

18.  Will  man  nun  diese  Halbirung  des  Winkels  c  hinreichend 
oft  wiederholen,  und  aus  den,  für  einen  gewissen  Winkel  «  be- 
kannten Verhältnissen  p  und  q  zu  den  nach  und  nach  sich  erge- 
benden Winkeln 

* 

a      a  a 

die  ähnlichen  Verhältnisse 

Pi  9i »  P*9*>  Ps9i»  

also  in  Gesammtheit  die  Zahlenreihe 

Pf  9?  Pi>  Vii  P2>       P*>  toi  •••• 

aufstellen,  so  wird  man  vom  dritten  Gliede  an  jedes  nach- 
kommende wie  folgt  berechnen. 

Zu  den  bekannten  zwei  Anfangsgliedern  p,  q  rechnet  man  ihr 
arithmetisches  Mittel  pi  und  schreibt  es  als  drittes  Glied 
an.  Darauf  berechnet  man  von  den  jetzigen  zwei  Schlussgliedern 
q,  pi  das  geometrische  Mittel  «, ,  und  setzt  es  als  viertes 
Glied  an.  Und  in  dieser  Weise  rechnet  man  fortwährend  von  den 
jedesmaligen  zwei  Schlussgliedern  abwechselnd  das  arithmetische 
und  geometrische  Mittel  und  schreibt  dieses  als  unmittelbar  nach-  - 
folgendes  Glied  an. 

Bei  einer  solchen  Reihe  fällt  jedes  spätere  Glied 
zwischen  die  zwei  ihm  zunächst  vorangehenden,  also  auch  «wi- 
schen jedwede  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende 
frühere  Glieder.  Desswegen  müssen  die  Glieder  einer  derartigen 
Reihe  e  iner  gewissen  gerne  ins  chaft  liehen  Grenze  zustre- 
ben, der  sie  desto  näher  liegen,  je  spätere  sie  sind,  und  welche 
zwischen  Jeden  zwei  benachbarten  Gliedern  liegt.  Darum  sind  auch 
die  gemeinschaftlichen  Anfangsziffern  jeder  zwei  decimal  ausge- 
drückten Nachbarglieder  auch  die  Anfangs  Ziffern  der  decimal  dar- 
gestellten Grenze,  hier  des  Verhältnisses  des  Gehrens  zum  ge- 
streckten Winkel. 

19.  Die  Rechnung  anlangend,  so  lässt  sich  noch 
bemerken,  dass  man  anstatt  des  geometrischen  Mittels 
zweier  nur  wenig  von  einander  unterschiedenen  Zahlen  ihr  arith- 
metisches Mittel  nehmen  könne ,  und  zwar  dann  schon  gewiss, 
wenn  diese  Zahlen,  in  Decimalen  ausgedrückt,  wenigstens  in  halb 
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so  vielen  Anfangsziffern  übereinstimmen ,  als*  in  wie  vielen  man 
das  geometrische  Mittel  berechnen  will.  Denn  sei  6  der  Unter- 
schied zweier  absoluter  Zahlen  a  und  b ,  von  denen  a  >  b  ist, 
nemlich 

d  =  a  —  h. 

Nun  ist  bekanntlich 


daher 


>  ao  ,Dd  t+i  >  vw, 


d.  h.  das  arithmetische  Mittel  zweier  Zahlen  ist  jeden- 
falls grosser  als  ihr  geometrisches. 

Sei  d  der  Unterschied  und  m  das  arithmetische  Mittel  dieser 
zwei  Mittel,  also  ^ 

Z±±-VT6  =  J, 
so  i8t  = 

folglich  nach  dem  Obigen    2dm  =         *     Daraus  ergibt  sich 

und  sofort  '  £  =  J  f AY . 

Stimmen  nun  die  Zahlen  a  und  A,  also  auch  ihr  Mittel  m  in 
it  obersten  Ziffern  überein,  so  beginnt  der  in  einen  Dezimalbruch 

verwandelte  Quotient  —  an  der  itten  Dezimalstelle  mit  einer  von 

m 

Null  verschiedenen  (geltenden)  Ziffer,  folglich  seine  zweite  Potenz 
an  der  2nteo  Decimalstelle,  wenigstens  mit  1  und  höchstens  mit 

99,  und  also  ihr  8ter  Theil  oder  der  Quotient  —  spätestens  an  der 

m  ' 

(2»-f  l)ten  Decimalstelle  mit  einer  geltenden  Ziffer  oder  an  der  'inten 
Decimalstelle  höchstens  mit  12.    Mithin  beginnt  der  dem  Quo- 
tienten —  gleiche  Decimalbruch  frühestens  an  der  (in— l)ten  De- 
m 

ciraalstelle  und  da  höchstens  mit  1 ,  gewöhnlich  aber  erst  an  der 
2wten  und  spätestens  an  der  (2n-f-l)ten  Decimalstelle.  Folglich 
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stimmen  das  arithmetische  und  geometrische  Mittel  und 

V" ab,  und  also  auch  ihr  eigenes  arithmetisches  Mittel  wenigstens 
in  2« — 1,  gewöhnlich  in  2n,  und  höchstens  in  2n-f-l  obersten  oder 
Anfangsziffern  überein. 

Begehrt  man  demnach  das  geometrische  Mittel  der  Zahlen  a 
und  b  in  p  obersten  Ziffern  genau,  so  muss  sein,  2w-f( — 1,0,  +1) 

=  p ;  also  ist  «  =  P  +  (h®>  ~l\  nemlich  n  wenigstens  die  kleinere, 

meistens  aber  die  grössere  Hälfte  von  j»,  wenn  p  uogerad,  da- 
gegen die  genaue  Hälfte,  wenn  p  gerad  ist.  Z.  B.  für  p  =  7  ist 
n  =  4  oder  3 ;  für  p  =  8  ist  n  =  4. 

Man  kann  demnach  das  geometrische  Mittel  zweier  Zahlen 
durch  ihr  leichter  zu  berechnendes  arithmetisches  dann  schon  ganz 
gewiss  ersetzen,  wenn  die  zwei  Zahlen  entweder  in  der  genauen 
oder  grösseren  Hälfte  der  Anzahl  Ziffern  fibereinstimmen,  in  der 
man  das  Mittel  zu  berechnen  beabsichtigt. 

"20.  Ist  man  sonach  in  der  aufzustellenden  Zahlenreihe  (Art 
18.)  so  weit  vorgeruckt,  dass  zwei  Gfeder  in  der  ersten  oder 
grösseren  Hälfte  der  Ziffern,  in  der  maW  die  Glieder  insgesammt 
berechnet,  übereinstimmen;  so  hat  man  fortan  von  den  jedesmali- 
gen zwei  Schlussgliedern  nur  immer  ihr  arithmetisches  Mittel  zu 
rechnen  und  als  nächst  kommendes  Glied  anzusetzen.  Allein  die 
Grenze  einer  nach  diesem  Bildungsgesetze  der  einzelnen  Glieder 
aufzustellenden  Reihe  lässt  sich  ganz  einlach  durch  die  beiden 
gegebenen  Anfangsglieder  der  Reihe  ausdrucken. 

Denn  sind  a  und  b  diese  Anfangsglieder,  so  findet  man  für 
die  weiteren  Glieder  folgende  Ausdrücke: 

a  .  b 
2+2' 

m 

a  ,  b  .  b 
2»  +  2  +  2»' 


a 


I-  ^-4-  t  4-  t 

^  .  a     b  .  A  ,  A 

2*     2*     2     2^     2* ' 

2«+24  +  25+t^+25+2», 

2*  *  2*     2*     2     2»  "■""ä*"*"  W 
u.  s.  w. 

Demnach  ist  von  diesen  das  2rte  Glied 

a.a.a.       ,  a    .  h  .  b  .  b       .    h     .  b 
—  2«  +  2*  '  2*  2     23    2*  " ' +  -i*^111  '  2*" 
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und  das  (-2r+l)te 

__a,a      a  ,   o  ,    \"     ,  A  ,  A  ,  6  ,  ö 

also,  wenn  man  diese  geometrischen  Reiben  in  umgekehrter  Folge 
summirt, 

gm       a    ,  ai  Jl_ 
jenes  Glied  =  £  3  =  + 


'          2*+1  .  a 
und  dieses  =   3  +  ; 

Mithin  ist  die  gemeinsame  Grenze,  welcher  säm röt- 
liche Glieder  zustreben,  oder  der  die  Reihe  zustrebt, 

=  ~3~  =  *  +  -3-  =  *  5-. 

nemlich  gleich  dem  zweiten  Gliede  mehr  oder  weniger 
dem  Drittel  des  Unterschiedes  beider  An  fangsglieder, 
je  nachdem  das  erste  oder  zweite  Glied  das  grössere 
von  beiden  ist.  K 

21.  Sonach  braucht  man  die  Glieder  der  Zahlenreihe  (in  18.) 
dadurch,  dass  man  abwechselnd  das  arithmetische  und  geometri- 
sche Mittel  nimmt,  nur  so  weit  zu  berechnen,  bis  einmal  die  bei- 
den Schlussglieder  in  der  ersten  oder  grosseren  Hälfte  der  für 
alle  Glieder  festgesetzten  Ziffermenge  (ibereinstimmen,  oder  viel- 
mehr, bis  ihr  geometrisches  Mittel  mit  ihrem  arithmetischen  über- 
einstimmt; da  man  dann  aus  diesen  zwei  Schlussgliedern  höchst 
leicht  die  Grenzzahl,  nemlich  das  Verhältniss  des  Gehrens  zum 
gestreckten  Winkel,  berechnen  kann.  Bedient  man  sich  der  Lo- 
garithmen, so  kann  man  aus  den  Logarithmen  der  einander  schon 
sattsam  genäherten  Glieder  auf  gleiche  Weise  den  Logarithmen 
der  fraglichen  Grenze  berechnen ;  weil  der  Logarithme  des  geome- 
trischen Mittels  zweier  Zahlen  das  arithmetische  Mittel  der  Loga- 
rithmen dieser  Zahlen  ist. 

* 

22.  Zu  Winkeln,  deren  goniometrische  Functionen  leicht  an- 
gebbar sind,  und  mit  denen  man  die  hier  beschriebene  Rechnung 
anheben  kann ,  eignen  sich  am  besten  diejenigen  vielten  Theile  des 
gestreckten  WTinkels,  deren  Nenner  die  kleinsten  Primzahlen,  2 
und  3  sind,  d.  i.  die  Hälfte  und  das  Drittel  des  gestreckten  Win- 
kels.   Denn  für 

«  =  ^  G=z  R  ist  cosa  =  0,  sincr=  1,  tanga=A, 
•  also  p  —  0,  q  =  4  =  0*5  ; 

und  für 
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\G=iR  ist  co8o=  1,  »ina  =  iv3,  tanga  =  v3; 


2 


^  23.  Legt  man  nun  erstens  die  Hälfte  des  gestreckten 
Winkels  zu  Grunde,  so  erhält  man  folgende  Tafel  zusam- 
mengehöriger Werthe : 


r.  


V 


A  Ii  z  u  Ii  I 

der 

Winkdbulbi 
riinpcn. 


0 

! 

2 

3 
4 

5 
0 


d.i.  der  Winkel 

«  int  drr  Ii- 

Thvil  de« 
gcfftrrrkten 


2 
4 

» 
10 

32 

<u 

128 


0-25 


0-5 


logp 


logy 


9-6989700 


0*3535534  9-3979400  9-5484550 
0*3017767  0-3200407  9-4?J0857|9-5140703 
0-314:2087  0-3203643  9-4972181  j9-505644'2 


0*3172805  03188217 
0-3180541  0-3184:370 


9-5014510(9*5035479 
9-5025010i9-50302* 


0-3182458  0-3183417|9-50-270-27j9-5O28^ 

Nun  fällt  bereits  das  geometrische  Mittel  0*3183417  der  beiden 
nächst  früheren  Glieder  mit  ihrem  arithmetischen  überein  *),  dalier 

r 

lässt  sich  das  Verhältniss  ^  und  sein  Logarithme  aus  den  zwei 
Schlussgliedern  nie  folgt  berechnen. 

Vorletztes  Glied  0-3182458 ,  sein  Logarithme  9-5027627 
Letztes        „    0*3183417     „         „  9*5028935 

Unterschied   959   1308 

Dessen  Drittel   320    436 

Dieses  ab  vom  Letzten 


Daher  die  Grenze  £=0*3183097  und  log  L  =  9  5028499 

24.  Geht  man  aber  zweitens  von  dem  Drittel  des  ge- 
streckten Winkels  aus,  so  findet  man  folgende  Tafel 
mengehöriger  Wertbe: 


*)    Hier  ist  S  —  0*0001919,   /W  =  0-318...,  aUo  -  =0*00060. 


und  -  —  0-OO0OOOO45.... 
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Anzahl 

der 

Winkelhalbi- 
rungen. 

G:a 

d.  h.  der  Winkel 
a  ist  der  . ...te 
Theil  de« 
gestreckten 

» 

P 

* 

log  p 

» 

0 

1 

2 
3 
4 
5 
6 

3 
6 
12 
24 
48 
96 
102 

01924501 
0-2886751 
0-3110042 
0-3151897 
0-3178552 
0-3181962 
0-3182814 

0-3849002 
0-3333333 
0-3219752 
0-3192207 
0-3185372 
0*3183666 
0-3183240 

9-2843181 
9-4604094 
9-4927663 
9-5003596 
9-5022293 
9-5026949 
9-5028112 

9-5853481 
9-5228787 
9-5078225 
9-5040910 
9-5031602 
9-5029275 
9-5028693 

Nun  kommt  schon  da«  geometrische  Mittel  0*3183240  der  bei- 
den Vorläufer  mit  ihrem  arithmetischen  fiberein  *).    Daher  findet 

p 

man  das  Verhältnis*       und  seinen  Logarithmen  aus  den  zwei 

Cr 

letzten  Gliedern  auf  folgende  Weise. 

Letztes  Glied  0*3183240,  sein  Logarithme  9*5028693 
Vorletztes     „    0*3182814     „  „  9*5028112 


Unterschied   426  . 

Dessen  Drittel  142  . 

ab  von  dem  Letzten 


581 
194 


bleibt  die  Grenze  ^  =  0*3183098  und  log  L  =  9  5028499. 

25.  Es  ist  demnach  mit  einer  geringen  Unsicherheit  der 
letzten  Decimalziffer 

das  Verhältniss       ~  =  0*3183098 

p 

und  sein  Logarithme  log  ^  =■  9*5028499. 
Fährt  man  die  Rechnung  in  mehr  Decimalen  aus ,  so  findet  man 

r 


G 


=  0-31830  08861  83790 


log  -  =  9-50285  01273  05866. 


•)  Hier  hat 
*  < 


man  3  =  0-0000852 ,  m  =  0-318,   al«o  -  S  0*00027 
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Daher  ist  der  Gehren 

T  =  0.318309886  G  in  gestreckten  Winkeln  ausgedruckt 
=  0.636619772  R  „  rechten  „  „ 

=  57.295779°       „  Graden 
=  57°17'44 806"    „  Graden,  Min.  u. See. 
=  206264  806"     „  Secuoden 


Der  Gehren  als  Winkeleinheit. 
Ludolplüsche  Zahl. 

26.  Da  der  Gehren  ein  bestimmter  Winkel  ist,  so  ist  er  eben 
so  wie  jeder  andere  bestimmte  Winkel,  wie  der  gestreckte  und 
der  rechte  Winkel  und  der  Grad,  zur  Messung  aller  öhrigen 
Winkel  geeignet,  und  sogar  in  den  höheren  gonioraetrischen  Rech» 
nungen  die  gewöhnliche  Messeinheit  der  Winkel. 

Nimmt  man  den  Gehren  T  zur  Winkeleinheit,  so  wird  der 
Zahlwerth  des  gestreckten  Winkels,  also  das  Verhältniss  L  des 

Cr 

gestreckten  Winkels  G  zum  Gehren  Tt  das  ist  das  umgekehrte  des 
früheren  Verhältnisses  ~,  des  Gehrens  T  zum  gestreckten  Win- 
kel G,  von  ihrem  ersten  ausfuhrlichen  Berechner  Ludolph  von 
Köln  die  Ludolphische  Zahl  genannt,  und  stets  mit  dem 

Buchstaben  n  bezeichnet ,  also     =  it  gesetzt. 

Auf  diese  Welse  ist  nach  unserem  obigen  Rechnuogsergehnisse 

£  = 1  =  0318309886183790 
G  n 

log  ^  =  log  I  =  9-502850127305866, 

und  hieraus  folgt  durch  Umkehrung  der  Betrag  der  Ludolpbischen 
Zahl  und  ihres  Logarithmen : 

£  =  n  =  3  14159  26535  89793 

log     =  log  7i  =  0-49714  98726  94133. 

Durch  den  Gehren  r  ausgedrückt  oder  ausgemessen  ist  demnach 
der  gestreckte  Winkel    G  =  n  I\ 
der  rechte  Winkel         R  =  ^  J*, 
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der  volle  Winkel   2  6 '  =  4  R  =  2  w  J\ 

und  der  Grad         6L  —  —  =   *  R 

180  ~90  18Ö 

27.  Bisher  nahmen  wir  die  Winkel  selbst,  ungemessen,  in 
Betrachtung  und  bezeichneten  sie  durch  Buchstaben.  Denken  wir 
sie  uns  nun  durch  den  Gehren  ausgeiuessen  und  lassen  wir  die 
früher  gebrauchten  Buchstaben  a,  Cr,  Ii,  -T  gegenwärtig  die  Zahl- 
werthe  der  Winkel  vorstellen.    Dann  ist  / 

der  Gehren  JT  =  1 , 

der  gestreckte  Winkel    G  =  n,  m 

der  rechte  Winkel        R  =  ~ , 

2 

der  volle  Winkel         AR  =  2G  =  2w, 
der  Grad  =  j^- 

28.  Tbeilen  wir  durch  die  obigen  Vergleichungen  (in  12.) 
insgemein  den  Winkel  a,  so  finden  wir  für  jeden  hinreichend 
kleinen  Winkel  o 

- 

sin  a  <  p  <  tang  a, 

und  für  einen  unendlich  abnehmenden  Winkel  a 

lim  sin  a  S.  ^  ^  Hm  tang  ct. 

Man  ersieht  auf  den  ersten  Blick,  dass  diese  Vergleichungen 
am  einfachsten  ausfallen ,  wenn  man  den  Gehren  zur  Winkelein- 
heit  macht,  und  diese  Buchstaben  J1  und  a  wieder  Werthzahlen 
vorstellen ,  also  T=  1  sein  lässt.   Denn  so  erhält  man 


sin  a  <  er  <  tang  a, 


und  für  lim  a  0 


lim  sin  o  ^  a  ^  lim  tang  a. 

Nimmt  man  demnach  den  Gehren  zur  Winkelei  nheit,  so  ist 
der  Zahiwerth  jedes  spitzen  Winkels  grösser  als  sein  Sinus  und 
kleiner  als  seine  Tangente ; 

und  bei  unendlichem  Abnehmen  des  Winkels  nähern  sich  sein 
Sinus  wachsend,  seine  Tangente  aher  abnehmend  dem  Zahlwerthe 
des  Winkels; 

oder  bei  den  kleinsten  Winkeln  sind  die  Sinus  und  Tangenten 
den  Zahlwerthen  der  Winkel  gleich. 

Die  letzten  Grenzziehungen  sind  bekanntlich  die  Grundlage 
der  gontometrischen  Di  fferentiations -Gesetze,  also  auch  der  Ent- 
wickelung  der  goniometriseben  Functionen  in  Reihen. 
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I 

29.  Andere  zuweilen  brauchbare  Grenzgleichungen  ergeben 
sich,  wenn  man  in  den  früheren  (in  18.)  für  p  und  o  ihre  Aus- 

r  1 

drücke  und  für  —  auch  noch  -  einführt.    So  erhalt  man 
6 

lim  - —  _  -  —  lim   , 

8ina  ~"  n  ~~  tanga 

und  wenn  man  alles  umkehrt 


oder 


IUÄ>  „>  lim «258?, 
c:  G  ~~  <t:G 


lim  (G:  -?-)  >n>  lim  (G :  r-^—). 
sin«7"  tanga 


VI. 

Anwendung  des  Gehrens  in  der  Kreisrechnung. 

30.  Aus  dieser  ganzen  Darstellung  ersieht  man  nun,  dass 
und  wie  die  gesammte  niedere  und  höhere  Goniometrie  ohne  jene 
unwissenschaftliche  Einmengun?  des  Kreisbogens  abgehandelt 
werden  kann.  Zum  Schlüsse  soll  hier  nur  noch  gewiesen  werden, 
wie  die  so  eben  gegebene  Lehre  vom  Gehren  sowohl  in  der  Recti- 
fication  der  Kreisbogen  und  Kreislinien  als  auch  in  der  Quadratur 
der  Kreisausschnitte  und  Kreise  sich  anwenden  lässt. 

31.  Rectif ication  der  Kreisbogen  und  Quadratur 
der  Kreisausschnitte. 

Sei  a  die  Länge  eines  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen 
Kreisbogens,  a  der  ihm  angehörige  Winkel  am  Mittelpunkte  und 
5  der  Flächeninhalt  des  ihm  entsprechenden  Kreisausschnittes. 

Man  betrachte  vom  Winkel  a  einen  beliebigen  Theil,  halbire 
ihn,  bezeichne  eine  solche  Hälfte  mit  co  und  führe  die  Sehne  des 
dem  vollen  Theile  2ca  angehorigen  Kreisbogens,  die  dann  auf  der 
Halbirungslinle  dieses  Winkeltheils  senkrecht  steht  und  durch  sie 
halbirt  wird.  Dann  kann  diese  Halbirungslinie  an  einer  jeden 
solchen  Winkelhälfte  co  als  Anfangsschenkel  und  Hauptprojections* 
axe  angesehen  werden.  Mithin  ist  des  als  Endschenkel  von  a 
vorfindigen  Halbmessers  r  Hauptprojection  der  Abstand  der  Sehne 
vom  Mittelpunkte  also  rcosco,  und  seine  Nebenprojection  die.  halbe 
Sehne  daher  =  rsinb>;  folglich  der  Flächeninhalt  des  von  diesen 
drei  Strecken  gebildeten  rechtwinkligen  Dreieckes 

=  ^  .  rcosco  .r  sin  o  =  \  r2  sin  co  cos  co  =  Jr2siu2co. 

Mithin  ist  die  ganze  Sehne  =-2rsin»  und  der  Flächeninhalt 
des  von  ihr  und  von  den,  ihren  Grenzpunkten  angehorigen  Halb- 
messern begrenzten  gleichschenkligen  Dreieckes  =  £r*sin2w. 


Digitized  by  Google 


417 

Theilt  man  nun  den  ganzen  Winkel  in  beliebige  Theife,  deren 
Hälften  der  Reihe  nach  a>,  a>',  cd".  o>w. ..  sind,  und  zieht  die  den 
ganzen  Theilen  2o>,  2»',  2<a"t  2«>w. . .  zukommenden  Sehnen ,  so 
ist  die  aus  ihnen  zusammengesetzte,  und  dem  Kreisbogen  a  ein- 
geschriebene gebrochene  Linie 

=  2r  (sin  co  +  sin  a>'  +  sin     +  sin  vf"  + . . .) , 

und  der  Flächeninhalt  des  von  ihr  und  von  den,  dem  Winkel  a 
als  Schenkel  dienenden  Halbmessern  begrenzten,  dem  Kreisaus- 
schnitte S  eingeschriebenen  Vieleckes 

=  \  r2  (sin  2o  +  sin  2o>'  +  sin  2o"  +  sin  2g/"  +  ...)• 

Lässt  man  nun  sämmtliche  Winkeltheile  o,  co',  cd".  . .  unend- 
lich abnehmen,  so  ist  der  Kreisbogen  die  Grenze  der  ihm  einge- 
schriebenen gebrochenen  Linie,  una  der  Kreisausschnitt  die  Grenze 
des  ihm  eingeschriebenen  Vieleckes,  nemlich  für 

lim  (u>,  w',  co". . .)  ~  0 

ist 

a  =  lim  2r  (sin  gd -f  sin  co'  -f  sin  co"-f .. .), 
5  =  lim  4  r*  (sin  2o> + sin  2w+ sin  2o)" +...)• 

Zur  Keduction  dieser  Ausdrücke  muitipliciren  wir  dieselben, 

weil 

«  =  2co  +  2co'  +  2co"  + . . . 

ist,  mit  a,  und  theilen  sie  durch  2« -f  2co'+2co"   Da  erhalten 

Mir 

-   i;-         »  +  «>'+ <*>»  +  -... 

a  —   ra  :  lim  —  — ;  — — :  »—  , 

sin  co  -f-  sin  co  -f  sin  w"  -f . . . . 

€      ,  t    ,.  2co  +  2co +2co"  +  ....  

-  *  r  °  :  ,,m  sin  2« + sin  2«,' -f sin  2o"  + . . . . ' 

oder,  weil  die  vorkommenden  Quotienten  eigentümliche  Mittel  sind : 

CO  co'  Co" 

o  =  r  a  :  Med  (lim  — -  ,  lim  ,  ,  lim  —  ,....)» 

sin  co        sinco  sinco" 

.  »    *«  ,  ,i.     2co     ,.     2co'  2co" 
.S  =S^:Med  O«^.  '"»iiS^-  ,,mS52^'  ",- 

Alle  diese  Quotienten  haben  aber  nach  dem  oben  Erwieseneu 
eine  gemeinschaftliche  Grenze,  nemlich  den  Gehren  T;  daher  ist 
diesem  auch  ihr  Mittel  gleich,  und  sofort  erhält  man  die  Lange 
Kreisbogeos 

a 

a  =  r  -  , 

Theil  TOI,  27 
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und  deo  Flächeninhalt  des  Kreisausschnittes 

Ma.o  berechnet  demnach  die  Länge  eines  Kreisbo- 
gens, wenn  man  mit  dem  Zahlwerthe  seines  durch  den  Gehren 
gemessenen  Winkels  am  Mittelpunkte  deu  Halbmesser  multiplicirt 


32.  Noch  ist  hier  folgende  Wahrnehmung  von  Wichtigkeit 
Für  a  =  r  wird  a  =  r. 

* 

Mithin  ist  der  von  uns  „Gehren"  genannte  Greni- 
winkel  auch  derj en ige  Wi n k e I ,  dessen  bestimmender 
Kreisbogen  so  lang  wie  sein  Halbmesser  ist  *). 

33.  Rectification  der  Kreislinie  und  Quadratur 
des  Kreises. 

Lassen  wir  in  den  letzten  Ausdrucken  von  a  und  £  den  tVin* 
kel  a  am  Mittelpunkte  in  einen  volleu  =  '±  nT  übergehen ,  und 
bezeichnen  wir  nie  Länge  der  Kreislinie  mit  C  und  den  Flächen* 
inhalt  des  Kreises  mit  Ä;  so  wird 

C  =  2»r,  K  —  nr*. 

Lassen  wir  noch  d  den  Durchmesser  des  Kreises  bedeuten, 
daon  ist  r  =    ,  daher 

C=  nd,  K=%d*. 

C 

34.  Die  erstere  Gleichung  gibt  auch  ^  =  *. 

Mithin  ist  die  Ludolphische  Zahl  1t  auch  das  Ver 
hältniss  jeder  Kreislinie  zu  ihrem  Durchmesser,  oder 
das  sogenannte  KreisverhKItniss;   in  welcher  Bedeutung  sie 
eigentlich  gewöhnlich  in  der  Geometrie  vorkommt. 


*)  Vergl.  nochmals  die  bereit«  oben  citirte  Note  su  meinem  Auf- 
satte  im  Archiv.  Thl.  VI.  Heft  2.  S.  I20. 
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Yote  sur  la  convericence  des  seriea. 

Par 

Monsieur  C.  J.  Ma linsten, 

Profeweur  de«  Math,  ä  PUnivenite  d'Upial. 


§  1 

Pour  decider  la  convergence  d  une  se>ie 

f(0),  fQ),  /(2)..../(ft)  (1) 

Mr.  Caachy  a  proposö  le  thäoreme  suivant  (Exerc.  de  Math. 
Tom.  11.  pag.  230.)  : 

9>La  seYie  (1),  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  est  conver- 
„gente,  lorsque  des  valeurs  infinies  de  n  röduisent  toujours  ä 
„zero  non  seulement  le  produit 

n  f{n)  (2) 

„mais  eocore  le  produit 

n^*.f{n)  (3) 

,,6*  däsignant  un  nonibre  de'termin^,  mais  qui  peut  £tre  aussi 
„petit  que  Tod  voudra.  La  meme  serie  est  divergente,  quand 
„le  proauit  (2)  differe  sensiblenient  de  zero,  et  devient  supeYieur 
„ä  une  certaine  auaotite'  A,  toutes  les  fois  qu'on  attnoue  au 
„nombre  n  des  valeurs  considerables  et  supeYieures  ä  une  limite 
„donnäe." 

Nous  donnerons  dans  la  note  präsente  une  extension  tres  im- 
portante  de  ce  theoreme. 

§.  2. 

Pour  cela  nous  demontrerons  en  premier  lieu  les  trois  theo- 
remes  suivants. 

27* 


420 

Theoreme].  En  deVignant  comme  a  Pordinaire  par 
Ix  le  logarithme  Nepe>ien  de  x,  et  en  posant 

Px  =  llx,  l*x  =  IPx  fa)x  =  l x . . . 

- 

on  aura  toujours 

**l)(n+l)- <njn^l^iin.Wn    '  '  '  (4) 

pourvuque  »  soit  sujfisarament  grand  pour  que 
soit  une  quantite  positive. 

Demonstration.  Pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  oo  a 

/(l+*)<*  <5) 

d  ou 

c'est  ä  dire 

—  /»  <  \  <•> 

Cette  formule  donne  immediatemeot 


/<«+!)<  Ml + 


d'oü,  en  prenant  les  logarithmes, 

li(n+l)-Pn<l(l  +  ^), 

et  ä  l'aide  de  (5) 


(!) 


De  cette  formule  od  aura 

et ,  en  prenant  les  logarithmes , 

d'oü  encore,  ä  l'aide  de  (5), 

/3(n+i)_/Jn<_±_  (81 
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La  formule  (4)  4taot  ainsi  demootrtfe  pour  p*=-\  et  »  =  2,  il 
suffit  actuellement  de  faire  voir  qu'elle  a  eocore  lieu  poar  p  + 1, 
ei  eile  est  vraie  pour  p.  Supposons  donc  quelle  est  vraie  pour 
p:  on  äura 

et,  eo  prenant  les  logarithmes , 
d  oü  enfin  a  (aide  de  (2) 

cest  ä  dire  le  meine  resultat  que  celui  de  (4),  eo  y  mettant  »4-1 
au  lieu  de  p.  C.  *Q.  F.  D.  F 


Theoreme  II.  Les  meines  choses  etant  supposees 
que  dans  le  theoreme  I.,  on  a  toujours 

Demonstration,   titant  x  positif  et  iofeVieur  a  l  o»  a 
-  lß-x)  =  *  +  |*  +£*  +  £  +  etc., 


d'oü  Ton  voit  oue  —l{\—x)  est  une  quantite  positive  et  superieure 
a  xf  cest  a  dire  que 

—  /(I— x)  >  x   (10) 

A  l'aide  de  cette  formule,  ötant 

/»-/(»-!)= -ia-1-). 


/»-./(„-!)>  I, 
w 

ou  ce  qui  est  la  meme  chose 
d'oü ,  en  preoaot  les  logarithmes , 
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pn  _f»(„_I)  >  _/(!_*), 


et  de  plus,  en  vertu  de  (10), 

pn  _  p(n-i)  >  _]_. 

Ainsi  la  formule  (9)  e*taot  dämontree  pour  p  =  1 ,  U  euftit 
actuellement  de  faire  voir,  qu'etant  vraie  pour  p,  eile  subsiste 
encore  pour  p  +  l.   Supposons  donc  quelle  soit  vraie  pour  p; 


ft>+D  »Ii  j — *  „  ...  !  >       (»-D  ....  (10*) 

d'oü,  en  prenant  les  logarithmes,  on  aura 

§ 

et  enBn  a  l'aide  de  (10) 

* 

cest  ä  dire  le  meme  resultat  que  celui  de  (10*),  en  y  m 
p  +  1  au  Heu  de  C.  Q.  F.  D. 

Thiorhme  III.  Les  raämes  choses  ätant  supposee* 
que  dans  les  theorömes  präcädents,  on  a  toujours 

i       <  p»  («-Di  ^-tw»)"  m, 

n.«n...ft>-»>*.(»>n)«  N  «—I  •  -W 

toutes  les  fois  que  a>l. 

Demonstration.   En  vertu  de  la  formule  connue 

e*=1+*+i5+iS3+etc- 

on  voit  facilement  que  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  j  on  a 

e*>l+x  (12) 

Mais  la  formule  (9)  donne 


d'oü  il  suit 


/Kl)„  1  |WD(M, 
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c'e*t  ä  dir*  # 

Pn.e'ZZJR  >/J,)(it-l). 

I 

Cette  formule  elevee  ä  1 — a  donnera,  toutefois  que  «>1, 

■ 

a—  l 

d  oü  „a  fortiori"  (a  cause  de  (12))  il  provient 

■ 

e'est  ä  dire 

n./».../ü>-i)n.(/Wi)«N~~  «— 1 

(«  >  1).  C.  Q.  F.  D. 


§.3. 

A  l'aide  des  formnies  (4)  et  (11)  nous  pouvons  demontrer  tres 
facilement,  qu'en  posant 

fO)    1 

U)c  ~(m+A)./(m+ifc)./«(m+it).../U»-^(m+^).(/(P)(m+^))« 

(m  ätaot  suflisamment  grand  pour  que  Rp)m  soit  posi  - 
tif),  la  stfrie 

(«)      (o)       («)  («) 

est  divergente  pour  cr^  1 ,  et  c onoer gente  pour  «>  1. 

^)  La  sdrie  (13)  est  divergente  pour  «^1.  Designons 

par  5^*)  la  somrae  de  k  premiers  terroes  de  la  se>ie  (13),  cest 
a  dire 

(<*)  ,    («)  .    («) .  ,(«) 
5*  =  »o  +  "i   +  w*  +••••+«*_,■ 

et  faisons  dans  (4)  «  successlve  egal  ä 

m,  wt+1,  m+2,  ....m-fA:  — 1; 
en  ajoutant  les  resultats  nous  aurons 
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■ 

c       .  fait  voir#que  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  k  la 

somme        croit  elle-merae  au  delä  de  toute  limite ,  d'oü  il  «uit 

necessairement  que  la  se>ie  (13)  est  divergente  pour  a=l;  eile 
Test  donc  eneore  plus  pour  a  ^  1. 

B)  La  serie  (13)  est  convergente  pour  «>1.  Faison* 
dans  (11)  n  successive  ögal  ä 

?&-|-.Jt,  m  +  Ar  +  l,  ot  +  A+2,  w-f  £+r  — 1 ; 

en  ajoutant  les  resultats  nous  obtiendrons 


d'oü  en  passant  ä  la  limite  pour  k  (et  etant  >  1) ,  on  aura 

lim(S^r-s[ö))  =  0,   [*  =  x] 

pour  une  valeur  quelconque  de  r.  Cette  formule  ayant  lieu,  U 
serie  (13)  ne  pourra  qu'ätre  convergente  pour  o>  1.  * 

* 

* 

§.4.  ^ 

En  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  prouver,  nous  pouvoos 
demontrer  les  propositions  suivantes. 

Theoreme  IV.   Soit  proposee  la  serie  infinie 

Uq  f  W|  ,  tfcg  •  •  •  •         •  •  •  t  (1*^) 

8 * i  1  existe  un  nombre  entier  p  tei  que  oon  seulement 
la  limite  du  produit 

n.lH.Pn....HP-1>n.fiP)n.uu   ....  (15) 

■ 

mais  encore  celle  du  produit 

n.ln.t2n....ftP~i)n.(ftJ>)n)HS.ib,   ...  (16) 

s  evanouit  pour  «=x,  S  designant  une  quantite  posi- 
tive aussi  petite  que  Ton  voudra,  mais  determinee, 
la  serie  (14)  sera  convergente;  si  au  contraire  la  limite 
du  produit  (15)  differe  sensiblement  de  z<fro,  la  meine 
serie  sera  divergente  (suppose*  que  tous  ses  terrae» 
soient  du  m.eme  signe). 

Demonstration.  A)  Supposons  que  I'expression  (16)  seva- 
nouisse  toujours  pour  n=<x> ,  et  designons  par  Sn  la  somme  des  * 
Premiers  termes  de  la  seYie  (14).  Soit  iV  le  plus  grand  des  prodoits 

9>(w)  .tin,  cp(»+l).«i,-|,,  g>(»+2)  .Mfif4,  . . . .<p(n+m— 1) .  w.|«-i . 
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ou  nous  avoos  pose  pour  abreger  les  expressi'ons 

q>(n)  =  n.ln.l*n....fr-1)n.{l!P)n)H*; 

iV  deviendra  nul  pour  n  —  x .  D'ailleurs  on  voit  aisenient  que 
la  difference 

sera  inferieure  au  produit 

'  +  <p(«+l)  +  <p  (w+2)  +  -  *  * +  ^(fi+ro-l)  )  ' 

aui  s'evanouit  pour  «=oo,  quelque  grand  que  soit  m  (en  vertu 
e  ce  que  nous  avons  dämuntre*  dans  ie  paragraphe  precedeut).  La 
serie  (14)  sera  donc  elle-meme  convergente. 

B)  Supnosons  en  second  Heu  que  poum  =  oo  l'expression  (15) 
differe  sensiblement  de  ze*ro  et  qu  elle  devienne  constamment  supe- 
rieur  ä  une  quantite  positive  A.  Alors,  tous  le  termeg  de  la 
se>ie(14)  etant  sunposes  du  meme  signe,  la  diffe'rence  Sn+m  —  &• 
surpassera  le  produit 

^•|^  +  ^JT^  +  vF^+,''+*(»+'»-i)l'"(17) 

oü  nous  avons  posd,  pour  abreger,  les  expressions 

y(n)  =  n.ln.Pn....fl*-x)n.l(P)n.    .    .   .  (18) 

Donc  comme  le  produit  (1?)  croitra  indehniment  avee  m,  attendu 

Sie  la  serie  (13)  pour  a=l  est  divergente,  il  est  clair  que  la  Serie 
4)  dans  ce  cas  sera  pareillement  divergente. 

C.  Q.  F.  D. 

Theoreme  V.    £tant  proposee  une  serie  iofinie 

Mo,  «j,  Ii»,  ....«»,  (19) 

soit  pour  n  —  » 

lim   \l'un.n.ln-...fi*-Vn{  =  c.    ...  (20) 
(  Dm  t 

oü  p  est  im  entier;  la  serie  (19)  sera  convergente,  s' il 
existe  un  tel  p  que  er— 1  est  une  quantite  positive, 
qui  differe  sensiblement  de  zero;  au  contraire  la 
meme  serie  sera  divergente  (suppose  que  tous  ses 
termes  soient  du  meme  signe)  s'il  existe  un  tel/>,  que 
a  —  1  devient  une  quantite4  negative  sensiblement  aif- 
ferente  de  zero. 


426 

Demonstration.  A)  Supposons  er —  1  =  « ,  e  etant  positif 
et  different  de  zero;  donc  la  formale  (20)  donne  pour  des  valeurs 
infiniment  grandes  de  » 

*■      „  ,   1    /{p_l)n  =  (1+*)*W*, 

c  est  a  dire 

 f    1    H    f|    =  (/U»>n)H*, 

tt».n./n..../U»-i)n 

ou  ce  qui  est  la  meme  enose 

Mais  c  etant  positif  et  sensiblement  different  de  zero,  on  peut 
poser 

oü  d  et  6'  sonttous  les  deux  positifs  et  sensiblement  different*  de 
zero.    On  aura  donc  enfin 

un .  n .  In . . . .  9t~ 1)  n .  (JW  m)  1+*  =  -1_ , 

(/Wn)» 

cest  a  dire  la  limite  da  produit  (16)  s'lranoutt  pour  n  =  oo  ;  d  oü 
U  sait  (Theor.  IV.)  que  la  se'rie  (10)  est  convergente  dans  le  cas 
ou  a— 1  est  positif  et  different  de  zero. 

B)  Supposons  en  second  Heu  que  et— 1=— r,  «etant  positif 
et  sensiblement  different  de  zero.  La  formule  (20)  doune  pour 
n  =  oo 

c  est  ä  dire 

ou  enön 

Un.n.ln  9p-1) n  , 9P)n  =  (9p) w)'. 

Ainsi  la  limite  du  produit  (15)  &ant  diffe>ente  de  zero ,  il  suit 
du  theorerne  IV. ,  que  la  serie  (19)  est  divergente  (suppose  que 
teus  les  termes  soient  du  meme  signe),  si  a— 1  est  negatif  et  sen- 
siblement different  de  zero.  C.  Q.  F.  D. 
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§.  5. 

Le  tbeoreme,  que  nous  veoons  de  dernontrer,  ne  fait  en  effet 
que  relever  les  reales  pour  disceroer  la  convergence  des  seYies 
infiaies,  qui  se  trouvent  exposees  eo  detail  dans  un  Memoire  ex- 
celleot  de  M.  Bertrand  (dans  le  Journ.  de  Math,  par  M.  Liou- 
ville.  Tom.  7.  pag.  35.).  Oes  regles  coostituent,  conune  on  salt, 
im  criterium  tres  g^n^ral  pour  le  cas  exceptionel 

lim.  "^i=l, 

Un 

ä  l'aide  duquel  on  pourra  le  plus  souvent  decider,  s'il  y  a  con- 
vergence ou  divergence.  Mais  e^ant  londees  essentiellement  sur 
les  formules  (4)  et  (11),  dont  la  de^duction  a  exige"  jusqu'ä  present 
le  secours  du  calcul  integral,  elles  n'ont  pu  ätre  proposöes  coo- 
jointement  avec  les  au  tres  propositions  e^meotaires  sur  les  suites 
infinies. 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  important  dans  la  note  präsente  c'est 

rnous  avons  demontre*  les  dites  formules  (4)  et  (11)  saus  secours 
calcul  integral  et  par  cela  donne  aux  recles  de  M.  Bertrand 
leur  place  meritee  dans  la  theorie  ölerneotaire  des  suites. 


Ueber  die  höheren  Differenzialquo- 
tienten  beliebiger  Funktionen  des 

Logarithmus. 

•  * 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö milch 

an  der  Universität  so  Jena. 


Kennt  man  die  successiven  Oifferenzialquotienten  /"'(z),  /*"(:). 
/"(a),  etc.  einer  beliebigen  Funktion  fit),  so  kann  man  hieraus  den 
höheren  Difierenzialquotienten 

auf  folgende  sehr  einfache  Weise  ableiten. 
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Für  /j:  =  i,  also  <)i=d—,  ist 

X 


mix)  _  a  f{i)  _  df(z)  dz  _  f,  i 

d~~  dx    ~~   Bz    "&-'  K  )  x 

i 

«der 

Differenziirt  man  wieder  diese  Gleichung  nach  der  Regel  für 
die  Differenziation  der  Produkte  und  bemerkt,  dass  analog  dem 

Vorigen  =  \f"(lx)  ist,  so  erhält  man  leicht 


^^  =  -ii«r«»)-r(to)i. 

(  \£  .2. 


Erneuerte  Differenziationen  fahren  weiter  zu  den  Gleichungen: 

■ 

^P  =  +  ^  i  ar   -3/*  (<«)+r  <*«)». 

=  _  ^tOZ-^-lir  (fc)  +  6/«(te)-/-"(ir)l. 


u.  s.  w. 


Man  schliefst  hieraus,  dass  der  nte  Differenzialquotieot 
/(/ir)  unter  folgender  Form  stehen  werde: 

,     ^/W  _ 

worin  ^ . ,  •••^»  gewisse  numerische  Coefözienten  bedeuten. 
Es  ist  in  der  That  senr  leicht,  sich  mittelst  des  Schlusses  Ton 
n  auf  n  -f  1  von  der  formellen  Richtigkeit  der  induktorisch  abge- 
leiteten Gleichung  (1)  zu  überzeugen. 

Um  nun  die  Werthe  der  genannten  Co  effizienten  zu  bestimmen, 
braucht  man  blos  zu  bemerken,  dass  dieselben  nur  durch  ihre 
Stellung  bedingt  sind ,  keineswegs  aber  von  der  Natur  der  Funktion 
f(z)  oder  f(Jx)  abhängen,  dass  folglich  diese  »  unbekannten 
Grössen  ganz  im  Allgemeinen  bestimmt  sind,  wenn  man  sie  für 
irgend  eine  spezielle  Form  von  f(z)  ermittelt  hat  Um  aber  das 
Letztere  bewerkstelligen  zu  können,  wird  es  nothig,  für  /'(:)  eine 
solche  Wahl  zu  treffen ,  dass  man  die  auf  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung (1)  angedeuteten  Differenziationen  ganz  unmittelbar  aus- 
fuhren kann.    Diess  ist  nun  in  der  That  der  Fall,  wenn 

.      f(z)  =  e-P* 
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setzt,  wobei  (i  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Es  wird  daun 
für  ein  ganzes  positives  k 

also 

(Ix)  =  (—  l)*  ft*  x-h. 
Ferner  hat  man  unmittelbar 


=  (— 1>-  fsOs+1)  (#^+2)  •  -  C|*+it— 1)  ar^*— . 

•Substituten  wir  diesen  Werth  nebst  Dem,  was  sich  ans  der 
vorigen  Gleichung  für  £  =  1,2,  ..n  ergiebt,  in  die  Gleichung 
(1) ,  so  folgt 

p  (p-f 1)  (,i+2) . . .  Oi+w-1) 
=  I  \  Ax  fiar  *  +  A%fx-+  +  A3li>jr~M  + . . .  +  A.p*  x-t>  \ 


oder,  wenn  man  beiderseits  mit  x-P-*  hebt, 

^(l*+l)(*i+2)...(f*+n— 1) 

Diese  Relation  unter  den  Grossen  A%,  A%,  ,..An  sagt  uns, 
dass  dieselben  mit  den  sogenannten  Fakuf tätenkoeffi zi enten 
identisch  sind,  welche  die  Coeffizienten  der  successiven  Potenzen 
von  fi  bilden,  wenn  man  die  Fakultät  u (fi+1) . . . (fi+w — 1)  in  eine 
nach  steigenden  Potenzen  von  u  fortschreitende  Reihe  verwandelt, 
was  durch  gewöhnliche  Multiplikation  geschehen  kann.  Bezeichnen 
wir  die  Fakultäteokoeffizienten  einer  Fakultät  vom  Grade  n  mit 

n        n        n  n 

C\ ,  V%  ,      ,  . . .  C-n ; 
so  ist  für  jedes  ganze  positive  k 

Ak  =  h. 

folglich  nach  Nro.  (I) 


Digitized  by  Google 


430 

» 

und  hiermit  bat  unsere  Aufgabe  ihre  vollständige  Lösung  gefunden, 
da  sich  die  FakuItätenkoefQzienten  vermöge  ihrer  conibinatori  gehen 
Bedeutung  independent  berechnen  lassen. 

Beispielsweis  sei  f(z)=zzm,  wobei  m  eine  ganz  beliebige 
Grösse  ist;  es  wird  dann  für  ein  positives  ganzes  k 

. /•(*>  (2)  =  7/1  (7*- 1) (m— 2) . . .  (m-~k—\)  zm~* , 

oder  wenn  wir  mit  m*  den  Arten  Binomialkoeflizienten  des  Expo 
nenten  m  und  1.2...*  mit  k'  bezeichnen, 


« 

folglich 

■ 

üa  ferner  /(£r)  =  (ir)*  ist,  so  ergiebt  sich  jetzt 

1 

Mittelst  dieser  Formel  lässt  sich  auch  der  Ausdruck  [/(l+x)]» 
für  ganze  positive  m  nach  dem  Taylorschen  Theoreme 

F(A+*)  =  FiA)  +  £^fi*  +  ™.*»+...  etc. 

in  eine  Reihe  verwandeln,  wenn  man 

'  =  C*)"» 

und  A  =  1  setzt.   Es  ist  dann  nach  dem  Vorigen 

(— U>i  £  (^)fl-1-  2X  Q  (*r)«-*  +  . . . 

...+(-l)»-V7«n&(*r) 

Hier  sind  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  n<m, 
n=m  oder  n>m  ist.  Im  ersten  bleiben  die  Exponenten  m  — 1, 
m — 2,  ...m — n  sämrotlich  positiv  und  grösser  als  Null,  und  da- 
her wird  für  x  =  k  =  l 

5.  F(»)(1)  =  0,  n<w. 
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Im  zweiten  Falle  ist  m  —  n  =0,  folglich  das  letzte  Glied  in 
der  Parenthese 

während  in  allen  übrigen  Gliedern  positive  von  Null  verschiedene 
Exponenten  des  Ix  vorkommen.   Es  wird  daher 

6.  Fi")(l)  =mmmCmt  n  =  m. 

Für  n>m  endlich  fallen  alle  diejenigen  Glieder  weg,  in  wel- 
chen Ix  negative  Exponenten  erhalten  würde,  weil  bekanntlich 

ist.    Es  reduzirt  sich  daher  die  Formel  (4)  auf 

FW(x)  = 


«  n 


woraus  für  .r  =  A  =  1  folgt 

7.  l^«)(l)  =  (-l)-+«m,mli.Cw,  »>m. 

Nehmen  wir  jetzt 

n=0,  1,  2,  ...(m— 1),  in,  (m+1),  (m+2),  etc. 

so  glebt  das  Taylor'sche  Theorem  unter  Benutzung  der  unter  (5), 
(6)  und  (7)  gefundenen  Werthe 

[/a+^)]-  = 

O"^  G»*"  -  l.i..(m+l) 


'  IK  film  BIJt^ 


,(m+2) 

oder,  weil       —  1 ,  m'  =  1 . 2 . .  //»  ist, 

Cm*™  —  C  +  ^(/n+l)  (m+2) 


Die  noch  nötbige  Untersuchung  über  die  Gränzen  der  Gültig- 
keit dieses  Resultats  (Convergenzbetrachtung)  reduzirt  sich  auf 
die  einfache  Bemerkung ,  dass  die  vorstehende  Gleichung  die  mte 
Potenz  der  folgenden 
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sein  muss,  also  nur  so  lange  bestehen  kann,  aber  auch  bestehen 
muss ,  als  die  letztere  gilt.  Hieraus  folgt  sogleich ,  dass  die  Gül- 
tigkeit der  Gleichung  (8)  an  die  Grunzen  x  =  +  1 ,  x  =  —  l  ge- 
bunden ist. 

Für  m  —  2  hat  man  z.  B. 

4=1,  4  =  2  +  1  =  1.2.(1  +  ^), 

4  =  3.2  +  3.1  +  2.1  =  1.2. 3.(1  +  ^  + j),  u.s.  w. 

woraus  man  leicht  das  schon  bekannte  Resultat  findet: 

**-J(i+J)*»+Ja+J+ä-)*4-ff(1+W+i)**+- 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  (8) 

wo  nun  x  durch  jedes  beliebige  positive  2  zum  ächten  Bruche 
wird,  so  ergiebt  sich 

[/(!+,)]-  = 

"VlW   +m  +  lU+=/      +  (m+l)(m  +  2)Vl+:/      +  ** 

+  x  >  x  >  0. 

Die  Gleichung  (8)  kann  auch  zur  Transformation  von  Reihen 
dienen,  welche  nach  Potenzen  von  /(!+#)  fortschreiten.  Ein  be- 
sonders elegantes  Beispiel  hierzu  bietet  die  Reihe  für  den  lote- 
grallogarithmus  dar.    Man  hat  nämlich  für  jedes  : 

/,(:)  =  A  +  \l[  im  +  [  •  £  + 1  ■  <g*  +  l  ■  £gj  + 


.  *  •  .  « 


worin  4  die  von  Soldner  und  Mascheroni  auf  0,577215065 
bestimmte  Constante  bedeutet. 

Für  z=  1+jt  wird  hier 
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r2*  i.tor+*  * 

Unter  der  Bedingung,  dassl>*>  -1  i«t,  lässt  sich  bier 
jedes  einzelne  Glied  nach  Formel  (7)  ftir  «  =  lf  2,  3,  etc  in  eine 
bch^XÄ"',  Vereinist  ™  diej^en  Gneder! 

worin  irgend  ein  Koeffizient  a„  mittelst  der  Gleichung 
bestimmt  wird. 


lieber  eine  geodätische  Aufgabe. 


Von 

dem  Herausgeber. 


§.  l. 

Fast  in  allen  Sammlungen  trigonometrischer  Aufgaben  kommt 
da«  lolgende  Problem  vor: 

Aus  drei  gegebenen  in  einer  horizontalen  Ebene  in  gerader 
Linie  heeeoden  Punkten  werden  die  Neigungswinkel  der  von  diesen 
drei  Punkten  nach  einem  vierten  beliebigen  Punkte  im  Räume  ge- 
zogenen Linien  gegen  die  horizontale  Ebene,  in  welcher  die  drei 
gegebenen  Punkte  liegen,  gemessen;  man  soll  die  Höhe  diese« 
Theil  VIII.  fc  2t, 
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vierten  Punktes  filier  der  in  Rede  stehenden  horizontalen  Ebene 
bestimmen. 

Unter  'dieser  beschränkten  Form  hat  die  Aufgabe  nur  einen 
sehr  geringen  Werth  für  die  Praxis.  Dagegen  scheint  mir  dieselbe 
unter  verallgemeinerter  Gestalt  öfters  eine  vorteilhafte  Anwendung 
bei  geodätischen  Messungen  finden  zu  können ,  und  ich  will  daher 
in  dieser  Abhandlung  eine  Auflösung  des  folgenden  allgemeinen 
Problems  zu  geben  versuchen  : 

Aufgabe. 

In  drei  durch  ihre  C «ordinalen  in  Bezug  auf  ein  be- 
liebiges rechtwinkliges  CoordinateBsystem  gegebenen 
Pun  kten  M,  Jf,,  werden  die  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel  gemessen,  welche  die  von  Ben  drei  gegebenen 
Punkten  JU,  Mx,  JWj  nach  einem  beliebigen  vierten 
Punkte  N  im  Räume  gezogenen  Linien  Afiv,  MtN,  M2^ 
mit  den  positiven  Tb*eilen  der  dritten  Axen  dreier 
durch  die  Punkte  üf,  MX9  M±  gelegter  dem  primitiven 
Co ordinatensy stem e  paralleler  Coo  rdi  nat  e  nsysteme 
ei nsch lie ssen  *);  man  soll  die  Lage  des  Punktes  Nim 
Räume,  d.  h.  seine  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  zum 
Grunde  gelegte  C oordinatensystem,  bestimmen. 

§.  St 

Die  gegebenen  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  Af.if|. 
M2  seien  respective 

a,  o,  c;  o,,  6»,  c»; 

und  x,  y,  x  seien  die  gesuchten  Coordinaten  des  Punkten  A  in 
Bezug  auf  dasselbe  System.    Die  von  den  Linien 

MN  =  9j  MlN=Ql,  M%N  =  o, 

mit  den  positiven  Theilen  drei«*  durch  die  Punkte  M,  Mx%  Ä  ge- 
legter, den  primitiven  Axen  paralleler  Coordinatenaxen  eingeschlos- 
senen, 180°  nicht  übersteigenden  Winkel  seien  respective 

oj,  yt  t;  91,        t,;  9»,  ifc, 

wo  also  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  die  drei  Winkel 
i,  h,  i*  als  bekannt  angenommen  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  hat  man  nun  offenbar  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

;  jr  =  <H- 0 cos a>  =a,  +  OiCosa?,  =  o*  -f-  0, cos <p.2 , 
1)       =  b  f  n cos  V  =  61  -f  0|  cos  ^  =  b%  +  p2  cos  ^ . 
(  *  =  c  -f  Q  cos  t  =  C|  f  qx  cos  i\  =  cg  -|-  (fr  cos  »t ; 

und  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geometrie: 


•)    AUo  etwa  die  Zenithdbtaonen  de«  Punkte«  A  in  den  Funkt« 


oder 
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cosp2  +  cosy2  +  coei*  =  1, 

2)    Jco89y*+  cos  1^»+ co«  1x2=  1, 
cos  g?22  +  cos  t^2  ^  cos  v*=  1 ; 

!co«  <p2    -f-  COS^2    =  810 12, 
COSO^2  +  COS^ft2  =  siD»,2, 
cos  9>a*  +  cos      =  sin  i** 

Aus  den  Gleichungen  1)  erhäJt  man: 

(cos^  =  — -k+gg"»,  c08^i  =  ^j^cos$; 
4)  j  ft  Ä 


und  folglich  wegen  der  Gleichungen  3) : 

(a— «i  -f  pcosa>)2  -f  (6— 6t  +  o  cos  =  p^sinii2, 
(«— o*  +  pcosg>)2  +  (o— Oa+pcos^)*  =  fe98in^*; 

also  nach  gehöriger  Entwicklung  dieser  Gleichungen ,  mit  Rück- 
sicht auf  die  erste  der  Gleichungen  3): 


» I!: 


6) 


2 1  (a— «i)  cos  <p  +  (6-— 6X)  cos  i// }  p 
=  o^sint^-o^sini«— (ör-Oi)»  — (6-6^, 

2  { (a— cos  <p  -f  (b — &,)  cos  1/;  j  0 
=  oa*  sin  £3* — u  i*  —  (a— a,)2 — (0— 6Ä)2 

Wegen  der  Gleichungen  1)  ist 

7)    p.  n=  ^gj-f  PCO«»     .  c— «fr+pcos» 
ri  cosi,  "  cost, 

also 

p^sini,2  —  oVmi2 
=  (c- «1  +pcosi)2taogt12—  ^sini2, 

^sinta2  —  p'sint2 
3=  (c— C2+0oosf)*tangt2S—  p2sint2; 

und  folglich,  wie  leicht  erhellet,  wenn  der  Kürze  wegeu 

Ei  =  V  (a-^)2  + [ft-6,)2  +  (c-Cl)2, 
£j  =  V  (a-^M-  (A-ft»)2*  (c-c*)2 


8) 

gesetzt  wird 


28* 
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!  Ql  2  sin  ix*  —  p2sin  i2 — (o-^i,  )2  —  (A— A,  )2  |  cos  i,2 
=  (c— <?,)2  — J^2  cos  t\2 

-f  2p  (c— cos  i  sin  ti2 

—  p2  (sin  i2  cos  i*!2— cos  i2  sin  ij2) , 

;     8i„  i2*—  f  Sin  ,i  —  (ar-a%)*  —  (A — Aj)2 }  cos  t.2 
=  (c—c2)2— Ii2  costa2 

+  2p  (c — c2)  cos  i  sin  t42 

—  p2  (sin  i2  cos  /22— cos  t*sin  t»2) ; 

{  p,2sin  ii2  —  p2 sin i»— (o— a, )2—  (A—  A, )2 i  cos i\2 
=  (c-cO2  — ^i^cost'i2 

4-  2p  (c— Ci)  cos  t  sin 

—  p2  sin  (i-Mi)  «o  (i— i'i) , 

|  pj2  sin  i42-  p2  sin  t2-  (ar-aj*- (A— A*)2 }  cos  i»2 
=  (c— c4)2  — ^cosij2 

-f  2p  (c— C2)  cos  1  sin  i22 

—  p2  sin  (1       sin  (i — 

Setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen 

J  Kx  COSl!2  =  (C-C,)2  — £l2C08112 

-f  2p  (c — Ci)  cos  t  sin  t'12 

—  p2sin  (t sin  (i— h)  , 

A^costj2  =  (c-c*)2—  Efcwif 

-\-  2p  (c— c2)  cos  t  sin  tt2 

—  p2sin  (i+*a)  sin  (i—  ij) ; 


9) 


so  ist  nach  6): 


j  2  ((«—«,)  e  os  9  +  (A—At )  cos  1^  |  p  =  Ät , 
'     '2{(a— «7a)cosqp  +  (A— A^costpjp  =Ät; 


folglich 


11) 


_  (A — bt)  Kx  —  (A — At)  Kt 

o        ,  —  (fl— <ig)     —  (a— flt )  K% 

2*  C0°V  —  (•^f1)(6^)-(6-6i)(«=5T 


Nach  der  ersten  der  Gleichungen  3)  ist  aber 
(2p  cos  y)2  +  (2p  cos  i|>)2  =  4p2  sin  i2; 


13)  <        —  (a~ai)  (c~c* 
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also  ist  nach  11) : 

12)  4o» sin i*  =  1  (a~a*)Ki  - («-«i)*2i2  +  tOMt)*i-(*-*i)fl«i* 

l(a-«l)(Ä-Äa)-(6-Äl)(a-flJ?  ' 

welche  Gleichung  nun  bloss  noch  die  eine  unbekannte  Grösse  g 
enthält. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen : 

A  =    (a-a2)((c— Ci)2— ^»cosi^lcosia* 

—  (<i— ax)  \  (c — Cj)* —  £22cos  '2*  I cos  h* » 
H  =    (6— ©a){(c— q)2— JE^cosi!*!  costa* 

—  (6-6j ) !  (c— ca)2  —  £a2cos  t»2  J  cos  £, 2; 
\AX  =    («— Oa)(^-Ci)cosisinti*cosfa2 

—  (a— «i )  (c— Ca)  cos  1  sin     cos  tj 2 , 
! )  cos  1 8*1  n  t| 2  cos  £j2 

—  (6 — bx)  (c— ea)  cos  £  sin  4*  cos  ix2; 

f  Ja  =  —  (a— cra)  sin  (i+ij )  sin  (£— cos  i? 

-+  (a — «i)  sin  (t + »a)  «in  (£ — 4)  co*  *i 2 » 
^1  =  —  (6 — o2)  sin  (£  -f  i'i)  sin  (1 — ix)  cos  £j2 
+  (6-6j )  sin  (£+4)  sin  (£— £4)  cos  £, 2 ; 

o«ler,  wenn 

JCj  =     (c— cx — jt\  cos  £| )  (c— c4  -f-  £|  cos  it )  cos  4*, 
Jta  =    (c— c2— £a  cos  4)  (c— c,  +     cos  £2)  cos  it  2 ; 
j  A4  =     (c — Ci )  cos  £sin  ij2  cos  i*a2 , 
)*a  =  (c — Ca)cos  tsin^cosi'i2; 
ff*!  =— sin  (£+£,)  sin  (i—  ix)  cosi22, 
^a  =  —  sin  (£+4)  sin  (£ — 14)  cos  t, 2 

gesetzt  wird: 

A  —  xA  (a— o2)  —  *a  (a— aA) , 
15)   {  Ax  =^  (a— aa)  —  A*  (a— a, ) , 
At  =ft,  (a— «a)  —  p2  («— «1 ) : 


14)  {, 


und 


B  —xx  (b— b2)  — 14(0— o,), 
16)  ^,=^(0-^-^(6-«,), 


so  ist 
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j»v     }  COSt^COSI^2 

\  COS  V  COS  l»2 

also  nach  12): 

18)  4g*-       (A+*Ai9  +  A*W+{B  \-1BxQ+B^*r 

\{a— at )  (6— Äj) — (6— bx )  (o— o»)  j*  sin  i*  cos  ij 4  cos  i,4 * 

i 

oder,  wenn  der  Kurze  wegen  noch 

19)   Cx  =  |(a— (6— Äj|) —  (A-o, )  (a-o2)|  sin  t  cos  i,*  cos  t*2 
gesetzt  wird: 

20}  ^ _  0<  +  24  g  +  4,o*)*  +  (B  +  2g,  o  +  J^o»)* 

Q* 

oder 

21)   4QV=(^+2^iO  +  ^o^+(iJ+2^o+  BzQ*)* 

Durch  gehörige  Entwickelung  dieser  Gleichung  wird  man  aber 
auf  die  folgende  Gleichung  des  vierten  Grades  zur  Bestimmung 
der  Grosse  p  geführt: 

22)  0=  AA+BB 

+i(AA1+BBl)Q 

+  2(  J4+ J9£s +244  +  2^  Bx  —  2Ct  CJq* 
+4(44  +  ÄlÄ2)p3 

+  (44+äA)<?4- 

Hat  man  mittelst  dieser  Gleichung  des  vierten  Grades  die 
Grosse  o  bestimmt,  so  ergeben  sich  die  Winkel  <p,  ^  mittelst 
der  aus  11)  fliessenden  Formeln: 

(cos?-  2{(a-o1)(o-Äa)-(6-61)(«-^l)|o, 

23>     )  rnn  m  -  ~  <g-Q'> ** 

(  cos^—    2i(o— fljW-At)  —  (6— oJCa-o^o* 

welche  aber  wegen  17)  und  19)  auch  auf  folgende  Art  ausgedruckt 
werden  können: 

,  #?+2Äp  +  Ä,o*  .  . 

(co8<jp>=  2CiQ  SIPt' 

24)   J      ,       ^  +  24p  +  4p*  .  . 

I  cos  t/i  =  ! — — si—sint. 

Die  Grössen  pi ,  p*  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  7). 
nämlich  mittelst  der  Gleichungen: 
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c— Ct+pcosi        ,  c— <fr  +  PCOSI 

Ä)  •»  =  — '  *  

Die  Winkel  <p, ,      ;  <Pt,  tfc  ergeben  sich  mittetet  der  Formeln: 


-26) 


«4  fe 


oder 


27) 


und  die  gesuchten  Coordinaten  .t,  y,  2  de»  Punktes  IV  erhält  man 
endlich  mittelst  der  Formeln : 

1  ar=a  +  pco8a>=fii  +plco«9)i=fla  +  Pt«o8  9,2- 
'28)    J  y=6  +  pcosi/;  =  6l  +  p1co8i|;1=6a+PaC08t/At, 

•       §•  3. 

Wenn  c  =  c1=c2=0  ist,  d.  h.  wenn  die  drei  gegebenen 
Punkte  M,  Ith,  M2  in  der  Ebene  der  xy  liegen,  so  ist  im  vor- 
hergebenden  Paragraphen: 

,     =  —  Ei2  cos  t'i*  cos  ij2 , 
jtg =—  £ja  cos  ?!  *  cos  £a2 ; 

^  =— sin  (t  +  i't)  sin  (i— it)  cos  t^* , 
=  —  sin  (t  +  £t)  sin  (t—  t^)  cos  it* 


und 


und 


^  =  Xl  (a— a*)  —    (a-fli )  • 

30)  {4=0, 
A%  =  ih  (a— ffa)  —  f*a  («— «1 ) 

Ä=x1  (6— A.)  —  ** (6—6, ) . 

31)  {»,=0, 
^=^(6-6*)- ^(6-6,).  \ 
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Also  wird  in  diesem  Falle  die  Gleichung  22) : 
32)  0=A A+BB+2 (AA2  +  BB2 — 2 d C, ) o» + IBM?, 
und  kann  folglich  wie  eine  quadratische  Gleichung  aufgelost 


Gehen  wir  in  diesem  Falle  auf  die  ursprüngliche  Gleichung 
21)  zurück,  so  wird  dieselbe: 

33)      V — (MA*?)* + {B+Btf)* 

Setzen  wir  also 

34)  X=A+A2f,  Y^B+BtQ*; 

so  ist 

35)   ?=*=A  =  I=£f 

uud  nach  33)  haben  wir  also  zur  Bestimmung  von  X,  Y  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

v     X—A_  Y—B_  X*+  ¥*_/  X  \« /  Y  V» 
Setzen  wir  jetzt 

37)  t/=-£, 
so  werden  diese  Gleichungen 

*»  £5r=^=(Ä)t(,+t7t)- 

Aus  der  ersten  Gleichung 

X—A_  XV- B 
A%  B<t 

folgt: 

Also  ist,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung 
einführt : 

—  (B  —  AV)(Bt—At  V)  =  (AStw?A*y (1  +  ^ 

oder 
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40)  (dä*=^ya+v* 

=  -  BB+  +  (AB*  —  BA2)  t  —  AAtU*. 
Nun  ist  aber 

AB1—BA2  =    |  Xl  (a-aj - x, (a-aO ) { ^  (6-o2)  - ^ (fr-o,)  j 
—  { xj  (b—b*) — &i)       (o— «a)  —  f*a («— «1 )  I 
=  H**)  ((«— «1)  (o— *2)  —  (o-^)  (o— <*»)  I. 

d.  i.  nach  19): 

41)  ^-^=SJ^T^^. 

und  folglich,  weil  nach  29) 

t 

z=    £i2cosi14cos?228in  ( t  -fta)  sin  (i — t^) 
— JEj*  cos  i,  ■  cos  ia4  sin  ( i  + »! )  sin  (i  — 1\ ) 

ist: 

42)  ABt—BA* 

£i2co8 i^sin  (i+ig)  sin  (1—12) — E^cos  ig*  sin  (i+ix)  sin(i— it )  „ 
~  sin  i 

Setzen  w  ir  also 

a i\  n  _  &1*  cos  *i 2  g,n  («+»a)sin(#— in) — E^2  cos  ta*sin(i+i1  )sin(r— ix ) 
43)  H  .  M  , 

so  ist 

44)   ABt-BA2  =  ZCxDx, 
und  nach  40)  haben  wir  also  die  Gleichung: 

45)  DXDX(\+Ü*l=-BB%\<M\DXV—AA%U*, 

» 

« 

oder 

46)  (AA*  +  DxDx)U*—2CxDxU+BBt  +  DXDX=Q, 

oder 

471  r ;« -    2C» A     r; --  _      +  A A 

"      AAi+D1Dt  AAt  +  DxDx 

Lost  man  nun  diese  Gleichung  des  zweiten  Grades  auf  ge- 
%r  ähnliche  Weise  auf,  so  erhält  man: 

48)  V=  C*Dl  ±  ^~Cx2Dx2-(AA^DxDx)(BB^Dx~m%) 

AA^-\-I)xJJx 

Hat  man  V  auf  diese  Weise  gefunden,  so  ergiebt  sich  X  mit- 
telst der  Gleichung  39),  d.  i.  nach  44)  mittelst  der  Gleichung: 
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und  K  mittelst  der  Formel : 

50)  r=*u=%W. 

Die  Grösse  9  findet  man  endlich  mittelst  der  Formeln : 

Die  Winkel  9  und  if;  erhält  man  mittelst  der  Formeln : 

Y  X 

52)  0089=;^^-  sin  t,  cos  tf>=— :j7r-sint; 

und  für  ox  und  0«  hat  man  in  diesem  Falle  nach  dem  vorherge- 
henden Paragraphen  die  folgenden  Formeln : 

ÄOx  cos  t      Ä  _ .  Ä  cos  t 


COS  tL  COS 

Die  Winkel  <plf  fr ;  9>2,  ^  ergeben  sieb  mittelst  der  Formeln: 
oder 

fl— Oiv  COSli  /  ■  fr — frl\C08*l. 

cos    =  (cos  <p  +  — ^ )  -^f»  cos     =  ( cos  y  +  — —  )  « 

cos  ^  =  (cos  „  +  «=&>       cos  *,=(c.n^)  ^ 

Die  Coordinaten  x,  y,  s  des  Punktes  N  ergeben  sich  mittelst 
der  Formeln : 

/  ar=a+ocosg>=ai +o1cos9i  =  at  +  p2cosgj8, 

56)    ]  y=fr4-pcos^  =  61  +  pxcosifo  =frfc+ p^cost^ 

(  r  =  p  cos  1=  pi  cos  »i  =  p2  cos  tj. 

$  4. 

Wenn 

(«— «,)(fr-At)-(fr  —  &i)(«— o*)=0 
ist»  d.  h.,  wie  aus  den  bekannten  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie leicht  folgt,  wenn  die  Projectionen  der  drei  gegebenen 
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Punkte  M,  Mlt  Üf2  auf  der  Ebene  der  xy  in  einer  geraden  Li- 
nie, oder,  was  dasselbe  ist,  die  drei  gesehenen  Punkte  M,  Mi, 
in  einer  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehenden  Ebene 
liegen;  so  wird  6^=0.  und  die  Formeln  24)  und  52)  versagen 
dann  ihre  Dienste.  In  diesem  Falle  muss  man  zu  den  beiden  ur- 
sprünglichen Gleichungen  10),  nämlich  zu  den  beiden  Gleichungen 

2 1  (a — ax)  cos  <p  -f-  {b — bx) cos    }  p  —  Klf 
2{(a — a^cosqp-f  (6 — b^cosyl  p  = 

zurückgehen ,  aus  denen  sich  wegen  der  zum  Grunde  gelegten  Be- 
dingung 

(a-aj  (6-6a)  —  (6— A,)(a— «^=0 
sogleich  die  beiden  Gleichungen 

ergeben ,  von  denen  jede  nur  die  eine  unbekannte  Grosse  p  ent- 
hält.  Weil  aber  nach  17) 

cosi1acosiÄ» 

C081|aCOSi£ 

ist,  so  erhalten  wir  im  vorliegenden  Falle  zur  Bestimmung  von  p 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


58) 

aus  denen  sich 

59) 


Ä  +  2H1*+£tet=0; 


0=  1  -        1  2, 

^2 

9  K 


ergiebt.  Am  besten  bedient  man  sich  aber  bei  der  Auflosung  der 
Gleichungen  58)  der  im  ersten  Theile  des  Archivs  8.  12.  gegebe- 
nen allgemeinen  goniometrischen  Methode  der  Auflösung  der  Glei- 
chungen des  zweiten  Grades.  Um  nämlich  z.  B.  die  erste  dieser 
beiden  Gleichuogen  aufzulösen,  bestimmt  man  die  Winkel"  &,  6>, 
mittelst  der  Formeln: 


fiO) 


cos  <e-e, ) = -  d+**  8iD  (e + > ; 


und  hat  dann 
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Ol)    y=      .  . 

(  tang  6>! 

Fuhrt  man  in  die  Gleichungen  60)  für  i4,  /I,,  A2  ihre  Werth» 
aus  15)  ein,  so  erhält  man: 


62) 


2  ( Ai  (a— «a)  —    («-a, ) } 

'C08(e_el)=_  (-H#(^r(^t^(rai)sin  <e+e>>- 

2  Mi  (a— «a)— ^(a-at)} 


Zur  Bestimmung  der  Winkel  9  und      hat  man  nun  nach  dem 
Obigen  die  drei  Gleichungen: 

icos9a+cosi/>2=sini*, 
2 1  (a-aj  cos  9  +  (6— 6^  cos  y  { p = Kx , 
2  { (a— <**)  cos  <p  4-  (6 — 6^)  cos    { 0=  ; 

-  und  kann  9,  i/>  sowohl  aus  der  ersten  und  zweiten,  als  auch  aus 
der  ersten  und  dritten  bestimmen,  aber  nicht  aus  der  zweiten  und 
dritten,  weil 

(a—ai)(b — 62)  —  (6— Aj)  (a— a*)=0 

ist.  Am  besten  wird  man  jedoch  jederzeit  die  gerade  Linie,  in 
welcher  die  Projectionen  der  drei  gegebenen  Punkte  M,  JSfj,  Mt 
auf  der  Ebene  der  xy  liegen  ,  •  als  Äxe  der  x  annehmen.  Dann 
ist  6  =  6,  —  o«=0,  und  wir  erhalten  zur  Bestimmung  von  <p  die 
beiden  einfachen  Formeln: 

r 

zur  Bestimmung  von     aber  die  Formel 

costp  =  ±V" sin  t2— cos  9*, 
d.  i.,  wie  man  leicht  findet: 

65)  cos^=i;V" — cos(i  — 9)cos(t  +  <p). 
Die  Grössen  p  und  p4  ergeben  sich  mittelst  der  Formeln: 

COSt,  COSf4 

und  die  Winkel  qpj ,  tft;  «j^»  ^2  mittelst  der  Formeln 


a — fi.+pcos©         ,  prosii; 
cos  q>x  =  ä^-S  T,  cos  t//,  =  -  : 

67)  <  *!  91 

\0s  ^  =  5Z2*±2£~2,  cos  S2ü$; 

e»  pi 
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endlich  die  gesuchten  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  iV  mittelst 
der  Formeln 


68)   J  y=p 008^  =  0! cos ^,=p2cost|;2, 

'  Z  =  C  +  Q  COS  I  =  Cj  +     cos  t*!  =  r2  -f  pa  cos  i*. 

Ueber  die  Unbestimmtheit,  welche  in  allem  Vorhergehenden 
die  doppelten  Zeichen  oder  überhaupt  die  mehrfachen  Wurzeln 
der  Gleichungen  lassen ,  muss  aus  der  Natur  jedes  einzelnen  vor- 
liegenden Falls  besonders  entschieden  werden,  was  bei  prakti- 
schen Anwendungen  selten  eine  Schwierigkeit  haben  wird. 


Wenn  in  dem  im  vorhergebenden  Paragraphen  behandelten 
Falle  c— c«=c2=0  ist,  d.  h.  wenn  die  drei  gegebenen  Punkte 
M,  Mx ,  Jn2  in  der  Ebene  der  xy  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
so  ist  ^=^=0,  und  folglich  auch  ^,=Ä=0    Also  hat  man 


aus  deren  erster  sich  z.  R.,  weil  p  seiner  Natur  nach  eine  posi- 
tive Grösse  ist, 


x=a\  q cos  cp  —  ax  ^-Qi  cos^  =oa  +  p2cosg^ . 


.  5. 


o: 


70) 


ergieht.   Nach  15)  ist  also 
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worin  man  auch  noch  o=0  setzen  konnte,  wodurch  aber  die  For- 
mel eher  an  Eleganz  verlieren  als  gewinnen  würde. 

Für  Kx  und  hat  man-  im  vorliegenden  Falle  nach  9)  die 
Ausdrücke 


74) 


j  Kx  cos  ii2~—  (ci— Ci)2 cos i'i* — o*sin  (»+t,)siD  (i—  i,). 
I      cos  4»  =  -  (a  -flft)*  cos  i»a  —  o*  sin  (t +t*)  sin  (i-y : 

also  nach  73) 
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Den  Winkel  <p  erhält  man  mittelst  der  Formeln 

76)  —^«Äi =  äpSa- 


i.  nach  74)  mittelst  der  Formeln : 


77) 
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cos  o>  =  —  cos  i'tH  p*  sin  (i+fr)  sin  (i— tt) 

^  2(a-a1)pcost1a 


cosa>  =  —  («— ^g  cos  'V+Q2  sin  (i+fr)  «in  (»— H) . 

2(a— a^pcos^* 

oder  mittelst  der  Formeln: 


78)    ^  *    ^  k2(a—at)  cos  ii* 

cos  a)=^Ci=^  psin^-t-^sin^) 
2p  2(a — o2)cos>s2 

Auch  konnte  man  mittelst  der  Formeln  73),  75),  76)  leicht  ei- 
nen ganz  independenten  Ausdruck  für  cos <p  entwickeln,  was  wir 
dem  Leser  überlassen. 

Den  Winkel  y  erhält  man  nach  65)  wieder  mittelst  der  Formel 

79)  cos   = + \T —  cos  (t  —  q>)  cos  (t  +  tp ) , 
und  Qlt  p2  mittelst  der  Formeln: 

cos  i  cos  i 


COSl!  C0SI4 

Die  Winkel  9,  ,  ift;  <pa,  ^a  ergeben  sich  mittelst  der  Formeln: 


W) 


! 


a — Oi  +  0  cos  op  p  cos  il> 

cos  o>i  =       1  ,   cos  ^  =  2- ; 

Qi  Qi 

a — da  4-  p  cos  OD                    p  cos  tl; 
cos  <p2  =  g  '  y  -  ,    C08t/^  =  -  ; 

0* 


und  die  Coordinaten  x,  y,  z  endlich  mittelst  der  Formeln: 

,  ar=«+pcosop=rt,  -f  p,  cos  tpt  =  a2  +  p^ cos 92 , 
82)     |  y  =  p  cos  1/;  —  pi  cos  t/jj  =  p£  cos  ^ , 
(  ;=  pcost  =  p,  cosi'i  =p2cosi1. 

Durch  die  Coordinate  s  wird  die  mit  ihrem  gehörigen  Zeichen 
genommene  Entfernung  des  Punktes  N  von  der  Ebene  der  .ry  be- 
stimmt.  Nach  73)  und  82)  ist 
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in  welchen  Formeln  die  obern  oder  untern  Zeichen  genommen  wer- 
den müssen,  jenachdem  das  Product  cos^  costg  positiv  öder  ne- 
gativ ist. 

Ich  sollte,  wie  ich  auch  schon  im  Eingange  angedeutet  habe, 
meinen,  dass  sich  von  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
aufgelösten  Aufgaben  in  der  Praxis  zuweilen  eine  recht  vortneil- 
hafte  Anwendung  machen  lassen  mochte ;  der  bisher  allein  beban- 
delte specielle  Fall ,  wenn  die  drei  gegebenen  Punkte  in  einer  der 


Thcil  VIII. 
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drei  angenommenen  Coordinatenebenen ,  etwa  in  der  Ebene  der 
xy,  in  einer  geraden  Linie  liegen,  durfte  dazu  aber  gerade  am 
wenigsten  geeignet  sein. 


X  1,1X1. 

Miscellen. 


Anschaulicher  Beweis  des  pythagoreischen  Lehrsatzes. 

Von  Herrn  K.  Hoppe,  Lehrer  der  Mathematik  zu«  Keilhau  bei  Rndohladt 

Unter  den  hundert  und  mehr  Beweisen ,  welche  bereits  für  den 
pythagoreischen  Lehrsatz  existiren  sollen,  machte  ich  auf  einen 
aufmerksam  machen,  der  darin  besteht,  die  Flächenräume,  deren 
Gleichheit  bewiesen  werden  soll  ,  in  fünf  Paar  congruente  und  pa- 
rallel liegende  Stücke  zu  zerlegen,  was  er  mittelst  einer  einzigen 
Hülfslinie  bewerkstelligt  Er  steht  demnach  mit  dem  gewöhnli- 
chen Beweise  für  die  Gleichheit  der  Parallelogramme  von  gleichen 
Grundlinien  und  Höhen  auf  einer  Linie,  an  welchem  Anfängern 
die  Anwendung  des  Beweises  zur  Sicherstellung  der  Richtigkeit 
gewöhnlich  zuerst  klar  wird,  weil  er  von  der  unmittelbaren  An- 
schauung durch  einen  einfachen  Schluss  zu  dem  nicht  unmittelbar 
angeschauten  fuhrt. 

Man  lege,  wenn  in  Taf.  V.  Fig.  6.  AE  das  rechtwinklige 
Dreieck  ist,  das  Quadrat  der  grossen  Kathete  CDE'  nach  aus- 
sen, dagegen  die  Quadrate  der  Hypotenuse  und  der  kleinen  Ka- 
thete ABCDE  und  AB*  nach  innen ,  wie  es  in  der  Figur  gesche- 
hen ist,  und  falle  von  der  ausserhalb  der  Kathetenquadrate  liegen- 
den Ecke  des  Hypotenusen quadrats  ein  Perpendikel  aufVie 
Verla  ngerun^  der  kleinen  Kathete:  so  fehlt  es  nicht  an  Stucken, 
aus  denen  sich  die  Congruenz  der  mit  gleichen  Buchstaben  be- 
zeichneten Dreiecke  folgern  lässt.  Nun  braucht  man  bloss  die 
Data  folgendermassen  zusammenzustellen : 
Quadrat  der  kl.  Kathete = A  +  Bf, 
Quadrat  der  er.  Kathete  =  C+  D'  +  E', 

Quadrat  der  Hypotenuse  =zA  +  B+  C+D  +  E, 

um  die  Gleichheit  der  Summe  der  ersten  beiden  mit  dem  letzten 
in  die  Augen  fallen  zu  lassen. 


Zur  Abhandlung  XLVII  in  Theil  VII. 

Von  dem  Herrn  Dr.  J.  Diengcr  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 

Die  dort  angeführten  Resultate  können  leicht  auf  folgende 
Weise  noch  verallgemeinert  werden. 

Die  Formel  (I)  des  §.  1.  jener  Abhandlung  giebt  nämlich 

dmK     dmK  r 

rf^T-  rf^T  =  f [» •         ••••  {n~-m+\)AnX — «  \ 
Kdx- -J    ™*™  =  fL(„+1)(„+2)....(B+m)J  ) 
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welche  beide  Formeln  höchst  allgemeine  Summirungsformeln  sind. 
Soll  man  also  die  Summe  der  Glieder  des  Ranges  0 , 1 , . . . .  r  der 
Reihe  finden,  deren  allgemeines  Glied  n.(n--l) ....(« — ro-^l)^,»r»-"• 

r 

ist,  so  suche  man  die  Summe  ZAnx*;  heisst  diese  S,  dieerstere 
S  ,  so  hat  man 


Soll  man  dagegen  die  Summe  Z-r— rkTT^^T^  i  i — T=  $i  fin- 

o  (n+l)(w  +  2)  (w+wi) 

den ,  so  ist  dieselbe 


S1=fmS(L*»  (2) 


wenn  S  die  nämliche  Bedeutung,  wie  in  (1)  hat.   Für  m=l  folgt, 

r                   T                     r  Anü*+l 
wenn  S=Z  AnX" ,  S'  =  Zni4Bx»-,,S1  =  Z  -t-  » 

o  o  o    n  +  1 


S'=J*|,  S,  =  j'sdx  (3) 


von       und  Sv  bekannt  sind. 
So  lindet  sich 


Enz*-!  eosnf— (*~~XC08 *~~ ^r+1cos(r-|-l)  <-f:rrt*cosW\ 
o  efcr\  1  —  2#cos /-f-ar*  /' 

L, £^Mco8: nt__  p*f\  —  jr cos /—  ^+ 1  cos (r+1) f + oft-* cos r/ \  . 
o     «+1     *7o  ^  l-2*cosc+**  j**' 

'  .  </.  /(sin<— ^sin(r-f  l)f-f^>  sin  rl)o:\ 

Zwar»-1  sin  nt  =  -j-l  2  1 — V-5 — -r~ — 5  —  ) , 

o  dx\  1—  2xcosf-fa:a  / 

sinnt  _  P*  (sin  t—z*  sin  (r  +  l)1+af+l  sin  rl)a?  , 

o,  »+1    7«    ~  — i-2icos7+x« 

aus  welchen  Formeln  folgt: 

2 cosnt-  /* 1  1 — cos  t —  xr+l  cos  (r-f-l)<-f  a^^cos  rl  ^ 
0  n-fJ        o  1  —  'Ar  cos  /  +  x*  ' 

'sinn*      Pl  (sin  t  —  *'  sin  (r  +  1)  <  +  *'+'  sin  rQ  a: 
f  »+ T ~V o  1  -Zzcoat  +  x*  dX ; 

und  hieraus  wieder 

Nun  \Btß^-x=-l{\^x)y 

J  T= 
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also  X— V~i  =-ri  +  ~  +  — T  +  +1 » 

was  identisch  das  Gleiche  ist»  so  dass  auf  diese  Art  der  Werth 
f  1 

von  £—r%  nicht  gefunden  wird.  Dagegen  aber  hat  man  hierdurch 

ein  Mittel,  den  Werth  des  bestimmten  Integrals  /      ^  ^  dz 

zu  finden ,  der  übrigens  ganz  eben  so  auf  andern  Wege  zu  finden 
ist.   Die  Beispiele  lassen  sich  leicht  vermehren. 


Berichtigungen. 

In  meinem  Einiges  von  den  Kegelschnitten  überschrie- 
benen  Aufsatze  Nr.  ALI  1.  im  ersten  Theile  des  Archivs  sind 
auf  S.  322.  einige  Zeichen  verschrieben  worden.  Man  mnss  nämlich 
auf  dieser  Seite  für  1 — cos  (6— a),  1 — cos^ — «),  l-^-cos(#j — «) 
überall  1  +  cos  (£— -  a>),  1  +cos  (Sl-—(o) ,  1  +  cos  (04  —  o) ,  ferner 
in  der  5ten  und  7ten  Zeile  von  unten  tür  r  —  rt  und  r  —  rÄ  bezie- 
hungsweise —  (r—  ?*i )  und  — (r — r^)  schreiben,  endlich  dem  Bru- 
che, durch  welchen  in  der  2ten  Zeile  von  unten  sin©  ausgedrückt 
wird ,  das  Zeichen  —  vorschreiben ,  das  Zeichen  —  vor  dem  Bru- 
che in  der  ersten  Zeile  von  unten ,  durch  welchen  cos  o  darge- 
stellt wird,  aber  streichen.  Ich  bitte  diese  leicht  vorzunehmenden 
Abänderungen  gelalligst  nicht  unberücksichtigt  zu  lassen.  Ferner 
muss  es  auch  auf  S.  324.  oben 

statt  (1— cos^-fy)*!,  {1— cos(e,— 8J*\,  { l-cos(e2— e)*: 
heissen:  { 1— cos(fl—  6,)}*,  {1 -cos  (0,-64)!*,  { 1-cös  (0,-0)1*. 


Thl.  VII.  S.  69.  In  dem  gesperrt  gedruckten  Ausdrucke 
der  aufzulosenden  Aufgabe  schalte  man  Z.  3.  v.  u.  hinter  dem 
Gedankenstriche  die  folgenden  Worte  ein:  „und  die  Neigungs- 
winkel der  von  dem  ersten  und  zweiten  gegebenen 
Punkte  nach  dem  dritten  Punkte  gezogenen  Linien 
gegen  die  durch  die  beideu  gegebenen  Punkte  geleg- 
ten Horizontal  ebenen. " 

Zugleich  bitte  ich  in  dem  Ueber  eine  astronomische 
Aufgaoe  überscbriebenen  Aufsatze  Thl.  VIII.  Nr.  VIII.  8.  101. 
oben  Z.  4—6  statt  der  Worte:  „nur  eine  Drehung  de« 
Fernrohrs  um  den  unverriTckt  stehen  gebliebenen  Hü* 
henkreis  erfordert"  das  Folgende  zu  setzen:  „nur  eine 
leicht  zu  bewirkende  Drehung  des  Hohenkreises  um 
180°  erfordert."  Der  Fehler  hatte  sich  bei  der  Redaction  des 
Aufsatzes  durch  eine  vorgefallne  Verwechselung  mit  etwas  Ande- 
rem eingeschlichen  und  wurde  erst  später  bemerkt.  G. 


In  Thl.  VIII.  Heft  2.  S.  147.  Z.  5.  ist  B»  <  -^Bt  statt 
1  .  2  — 

Bn  <  Bx  zu  setzen. 

2~ 
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Lettres  ä  S.  A.  R.  le  Duc  regnant  de  Saxe-Coburg 
et  Gotha,  sur  la  Theorie  des  Pro  babi  1  ites,  appliquee 
aux  scieoces  morales  et  politiques;  par  A.  Quetelet. 
Bruxelles.  1846.   8.   3  Rthlr. 

In  diesen  an  einen  der  edelsten  Fürsten  Deutschlands  gerich- 
teten Briefen  hat  Herr  Quetelet  eine  ohne  alle  höhere  mathema- 
tische Kenntnisse  verständliche  Darstellung  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung mit  ihrer  Anwendung  auf  die  moralischen  und  poli- 
tischen Wissenschaften  zu  gehen  versucht,  und  wir  glauben,  dass 
ihm  dies  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  gelungen  ist.  Mit  Aus- 
nahme der  „lntroduction"  zu  der  „Theorie  analytique 
des  probabilitös"  von  Laplace  wüssten  wir  kein  Werk, 
welches  in  Bezug?  auf  den  beabsichtigten  Zweck  diesen  Briefen 
würdig  an  die  Seite  gestellt  zu  werden  verdiente.  Aber  auch  vor 
«lieser  trefflichen  „lntroduction"  gebührt  Herrn  Quetelets 
Werke  nach  unserer  üeberzeugung  insofern  ein  Vorzug,  weil  in 
demselben  in  einer  besonderen  Abtheilung  die  vielen  Beziehungen, 
Band  VIII.  og 
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in  denen  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  den  moralischen  and 
politischen  Wissenschalten,  insbesondere  zur  Statistik,  steht,  auf 
eine  überaus  deutliche,  anziehende  und  belehrende  Weise  hervor- 
gehoben worden  sind,  weshalb  kein  Statistiker,  welcher  die  beste 
Art  und  Weise,  wie  sich  aus  statistischen  Daten  möglichst  sichere 
Resultate  ziehen  lassen,  dieses  auch  äusserlich  mit  fast  ver- 
schwenderischer Eleganz  ausgestattete  schone  WTerk  uogele.sen 
lassen  sollte.  Aber  auch  Naturforscher,  und  zwar  nicht  Mos* 
Astronomen  und  Physiker,  sondern  insbesondere  auch  Botaniker, 
Oberhaupt  aber  Jeder ,  der  die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf  die  Naturwissenschaften  in  einer  höchst  anziehenden 
völlig  populären  Darstellung  kennen  lernen  will ,  wird  nach  unserer 
vollkommensten  Ueberzeugung  keinen  besseren  Wegweiser  als 
dieses  Werk  wählen  können.  Es  sind  46  in  4  Abtheilungen  ge* 
theilte  Briefe,  deren  Hauptinhalt  wir  im  Folgenden  anheben 
wollen,  da  die  Beschränktheit  des  Raums  uns  leider  verbietet 
noch  mehr  in's  Einzelne  einzugehen. 

Premiere  Partie.    Sur  la  theorie  des  probabili  t^s, 

I.  Nos  connaissances  et  nos  jugements  ne  sont  fondes,  en  gene- 
ral ,  que  sur  des  probabiütes  plus  ou  moins  grandes  qu'il  faut  sa- 
voir  apprecier.  2.  De  la  probabilite  mathematique  d  un  evenemeot 
simple.  Diflicultö  de  rendre  les  chances  e'gales.  3.  De  la  proba- 
bilite qu'un  evenement  observe"  plusieurs  Ibis  de  suite  se  repro- 
duira  encore.  4.  De  la  probabilite  qu'un  evenement  observe  plu- 
sieurs lois  de  suite  depend  d'une  cause  qui  facilite  sa  reproductioo. 

5.  De  la  probabilite  qu'un  evenement  observe  un  certain  norabre 
de  fois,  clans  un  nombre  donne  d'enreuves,  se  reprodnira  encore. 

6.  De  la  probabilite  mathematique  d  un  evenement  compose.  7.  De 
l'esperance  mathematique-  Loteries,  societe/s  d'assurances.  8.  De 
i'espe>ance  morale;  remarques  de  Buffon  ä  ce  sujet.  9.  Comment 
il  faut  envisager  le  calcul  des  probabilites.  De  Taccord  entre  la 
theorie  et  l'expeVience.  —  Denxieme  partie.  Desmoyenoes 
et  des  Ii  mit  es.    10.  Des  moyennes  et  des  limites  en  general. 

II.  Des  moyennes  proprement  dites  et  des  moyennes  arithmetiques. 
12.  Exemple  de  I'emploi  des  moyennes  arithmetiques  dans  les 
sciences  politiques.  13.  Exemple  de  l'emtiloi  des  moyennes  arinV 
metiques  dans  la  me*teorologie.  14.  Loi  ue  sortie  de  deux  espece* 
d'ev^nements  simples  dont  les  chances  sont  egales  et  les  combi- 
naisons  peu  nombreuses.  Accord  de  la  theorie  et  de  Texpörience. 
15.  Loi  de  deux  especes  d'evenements  simples,  dont  les  chances 
6ont  egales,  et  qui  se  combinent  d'un  nombre  considerable  de 
manieres;  echelle  de  possilnlite ;  sa  construetion.  16.  L'echelle 
de  possibilite  est  d'un  usage  general.  ,17.  Theorie  des  moyennes. 
18.  Des  moyennes  proprement  dites.  Echelle  de  nrecisioo.  Krreur 
probable.  Module  de  precision.  19.  Exemple  de  IVntftloi  de  la 
theorie  des  moyennes  emprunte  a  l'astronomie.  20.  Recotmaitre  si 
une  moyenne  arithmetique  est  veritablement  moyenne.  Type  de  U 
taille  humaine.  21.  Chaque  race  d'horames  a  son  type  partkulier. 
Explication  de  cette  theorie.  22.  Evöoements  ordioaires,  extraor- 
dirtaires.  Monstruositös.  —  Troisieme  partie.  De  Thiede 
des  cause s.  23.  Des  causes  et  de  leur  appreViatiou.  Cause« 
konstantes,  causes  variables,  causes  accidentelles.  24.  Des  causes 
en  göneral,  et  en  particulier  des  causes  accidentelles  quand  (es 
chances  sont  e'gales.   25.  Des  causes  accidentelles,  quand  les 
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chances  sont  inegales.  26.  Loi  de  sortie  de  deux  övenements  doot 
les  chances  sont  inegales.  27.  Des  causes  constantes.  28.  Des 
causes  variables.  29.  Des  causes  variables  periodiques.  30.  Sur 
les  causes  constantes  qu'on  peut  regarder  comme  variables.  Loi 
des  graods  nombres.  31.  De  l'etude  des  causes  et  de  la  marche 
ä  suivre  dans  ('Observation.  32.  De  l'etude  des  causes.  Floraison. 
33.  Suite  de  l'etude  des  causes.  Floraison.  —  Quatrieme 
partie.  De  la  Statistique.  34.  Des  sciences  d'ebservation 
et  de  la  statistique  en  particulier.  35.  La  statistique  est -eile  uo 
art  ou  une  science?  36.  Objets  dont  s'occupe  la  statistique.  37. 
Des  differentes  formes  qu'affectent  les  statistiques.  38.  De  la 
maniere  de  reunir  les  docuraents  statistiques.  39.  Sur  la  maniere 
de  contröier  les  documents  statistiques.  40.  Maniere  de  mettre 
en  usage  les  documents  statistiques.  41.  II  faut  faire  de  la  sta- 
tistique sans  idees  preconcues  et  ne  negliger  aucun  chiffre.  42. 
Peut-on  tirer  avantage  de  documents  statistiques  incomplets?  43. 
II  ne  faut  comparer  que  les  elements  comparables.  44.  De  l'em- 
ploi  de  la  statistique  dans  les  sciences  meaicales.  45.  De  1'utiliteS 
de  la  statistique  pour  l'administration.  46.  Des  progres  ulterieures 
de  la  statistique. 

Auf  diese  Briefe,  welche  nicht  eine  einzige  Formel  enthalten, 
folgt  nun  eine  Reihe  von  30  Noten,  welche  zu  den  verschiedenen 
Briefen  mathematische  Zusätze  in  der  Sprache  der  Analysis  ent- 
halten, und  für  alle  diejenigen,  welche  die  nöthigen  mathematischen 
Kenntnisse  besitzen,  natürlich  das  Interesse  an  der  Wissenschaft 
und  an  dem  vorliegenden  Werke  erhöhen. 

Möge  dieses  schone  Werk  in  recht  viele  Hände  kommen,  und 
zu  der  so  sehr  zu  wunschenden  immer  grösseren  Verbreitung  und 
häufigeren  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  den 
verschiedenartigsten  Wissenschaften  recht  Vieles  beitragen. 

Unmittelbar  folgen  werden  diesem  Werke: 

Lettres  a  Son  Altesse  Royale  Le  Prince  Albert 
sur  la  Physique  sociale;  par  A.  Quetelet 

deren  baldigem  Erscheinen  wir  mit  Verlangen  entgegen  sehen. 


Anti&t  rauch. 

(Von  dem  Herrn  Doctor  0.  Schlö milch,  Privatdocenten  an  der 

Universität  zu  Jena.) 

Goethe  sagte  einmal,  man  solle  einem  Kritiker  nicht  ant- 
worten, auch  wenn  er  behaupte,  man  habe  einen  silbernen  Löffel 
gestohlen,  und  diese  Aeusserun"  war  bei  ihm  natürlich,  weil  er 
noch  genug  stand,  um  das  Gebell  hämischer  Rezensenten  ignoriren 
zu  können  und  weil  er  sich  durch  ein  kurzes  und  bezeichnendes 
Epitheton,  womit  er  solche  Gegner  zu  beehren  pflegte,  über  die- 
selben erhob.  Ich  bedaure  sehr,  hier  nicht  so  kurz  wegkommen 
zu  können,  einmal  weil  ich  nicht  Goethe  bin,  und  dann,  weil  jenes 
Epitheton  delikaten  Ohren  wie  eine  Injurie  klingen  möchte.  Es 
hat  sich  nämlich  im  6ten  Doppelhefte  der  Heidelberger  Jahrbücher 
für  1845  Herr  Dr.  Strauch  zu  Muri  (Kanton  Aargau)  mit  meinem 
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Handhuche  der  algebraischen  Analysis  so  wacker  berum^eianst. 
dass  mir  das  Pflichtgefühl  gebietet,  meinem  armen  Kinde  beim* 
springen,  damit  es  nicht  unter  den  derben  Händen  des  Sohnes 
kuhreicher  Alpen  jämmerlich  verende.  Ich  weiss  zwar  nicht,  was 
eigentlich  den  entsetzlichen  Grimm  des  Herrn  S  t  r  a  u  ch  verursacht 
hat ,  glaube  aber  in  der  Rezension  selbst  bemerkt  zu  haben ,  dass 
die  erhitzte  Phantasie  des  verehrten  Herrn  Öoctors  wie  weiland 
die  des  sinnreichen  Junkers  Don  Quixote  da  Gespenster  und  Un- 
holde hingezaubert  hat,  wo  doch  Alles  einfach  und  naturlich  zu- 
sammenhangt. Ich  wage  daher  in  nüchterner  Rede  die  obschwe- 
benden  Missverständnisse  zu  beseitigen. 

Nro.  1.  *)  Der  erste  unter  den  kleinen  Irrthümern,  in  die  Herr 
Strauch  verlallen  ist,  besteht  darin,  dass  er  mein  Bach  als  ein 
vollständiges  Organon  der  Wissenschaft  beurtheiit,  wobei  er  na- 
türlich die  Entdeckung  macht,  dass  eine  Menge  Lehren  darin 
fehlen;  es  heisst  in  dieser  Beziehung:  „Gewiss  hat  Jedermann 
erwartet,  dass  das  Buch  mit  dem  Material,  welches  sich  auch 
anderwärts  vorfindet,  ausgestattet  werde  (Nro.  4.)".  Nun  will  aber  der 
gelehrte  Rezensent  mein  Buch  „vom  Anfange  bis  zum  Ende  mit  aller 
Aufmerksamkeit  durchgelesen"  haben ;  sind  ihm  denn  da  die  ersten 
Worte  der  Vorrede  nicht  Fingerzeig  $enug  gewesen ,  um  den  Zweck 
des  Buches  zu  begreifen?  Ich  habe  da  nämlich  gesagt:  „das Werk 
hat  eiuen  doppelten  Zweck:  einerseits  soll  es  als  Lei t faden  für 
akademische  Vorlesungen  dienen,  ausserdem  aber  auch  zum  Selbst- 
studium benutzt  werden  können/'  Nun  weiss  aber  Jeder,  dass 
man  in  einem  vier-  oder  fünfstündigen  Collegio  nicht  im  Stande 
ist,  Alles  vorzutragen,  „was  sich  anderwärts  vorfindet*',  und  dass 
man  demnach  sich  zu  einer  Auswahl  gewisser  Hauptpartieen  ent- 
schliessen  muss,  und  daher  darf  man  an  einen  Leitfaden  zu  deo  Vor- 
lesungen selbst  noch  weniger  Ansprüche  auf  absolute  Vollständig- 
keit  machen.  Es  ist  freilich  eine  sehr  wohlfeile  Kunst,  ein  Buch 
hart  zu  tadeln,  wenn  man  vorher  das  Publikum  über  den  Zweck 
desselben  geradezu  getäuscht  hat;  ist  diese  Täuschung  eine  un- 
absichtliche gewesen,  so  kann  ich  Herrn  Strauch  nur  den  Rath 
ertheilen,  das  Rezensirhandwerk  so  lange  aufzugeben,  bis  er  Bä- 
cher mit  Verstand  lesen  gelernt  hat ,  war  aber  jene  Täuschung 
eine  absichtliche,  so  verdient  Herr  Strauch  nur  Verachtung.  — 
Sonderbar  genug  ist  es  indessen,  dass  sich  Herr  Strauch  mit 
seiner  Klage  über  UnVollständigkeit  im  Widerspruche  mit  deo 
anderen  Beurtheilern  meines  Buches  befindet,  die  es  alle  für  reich- 
haltig (natürlich  in  seiner  Art)  erklären. 


*)  Damit  Herr  Strauch  nicht  sagt,  data  ich  einer  ron  den  hart- 
hörigen Schriftstellern  fei ,  die  ihr  Ohr  der  Stimme  der  Kritik  gan 
verschliefen  ,  habe  ich  hier  die  unerhört  neue  und  geniale  Manier  des- 
selben adoptirt,  wonach  die  iranze  Rezension  mit  rielem  Aufwände  tob 
Scharfsinn  höchst  systematisch  in  Nummern ,  diese  in  Abschnitte  mit 
römischen  Zahlen,  letztere  wieder  in  Rubriken  mit  a,  b,  e  etc.  serfath 
wird  +). 

f)  Kommt  auch  hebräisches  Alphabet  vor? 

Anmerkung  des  Setsera» 
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Nro.  2.  Herr  Strauch  tadelt  ferner  meine  Darstellung  des 
binomischen  Satzes  und  dabei  heisst  es  u.  A.  (S.  895.) :  „Gehen 
wir  nun  zur  Entwickeluug  des  Binomialtheorems  selbst,  so  gewahren 
wir,  dass  volle  dreizehn  Seiten  verwendet  sind,  um  nur  die  Ent- 
wickelung  von  (x+k)m  für  den  Fall  herzustellen,  dass  m  eine 
positive  ganze  Zahl  ist."  Herr  Strauch  muss,  hiernach  zu  ur- 
theilen,  wahrscheinlich  nicht  zahlen  können,  denn  die  fragliche  s 
Entwickeluug  nimmt  nur  acht  und  zweidrittel  Seiten  ein,  auf  denen 
ausserdem  auch  noch  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Binomial- 
koeftizientcn  positiver  und  ganzer  Exponenten  stehen,  was  Herr 
Strauch,  wie  es  scheint,  absichtlich  verschweigt.  Ich  setze 
zum  Beweise  den  Inhalt  her: 

Cap.  V.   Das  Binomial  theo  rem. 

6.  27.  Bestimmung  der  hieher  gehörenden  Aufgabe  und  erste 
Schritte  zur  Losung  derselben.    (S.  130.  Zeile  12.  v.  o.) 

Hier  zeige  ich  die  Eutstehungsweise  der  Binoroialkoeflizienten 
bei  succesiver  Multiplikation  von  \-\-x  mit  sich  selbst,  gebe  die 
Consruktion  der  Koeffiziententafcl  und  beweise  die  Eigenschaften 

?iip  =  rthn-p ,  7iip-l  -f  mp  =  (m-f-l)p, 

(a+ftn  =  «n  +  On-i  ßi  4  Qn-^ßt  +  . . .  +  ßn> 

{.  28.   Weitere  Betrachtung  der  Binomialreihe.   (S.  135.) 

Ich  leite  hier  aus  der  BinomialkoefQziententafel  induktorisch 
die  Formel 

m — p — 1 
»'p  =  jf  '"p-i 

ab,  welche  zur  independenten  Bestimmung  der  Koeffizienten  dient, 
und  bemerke,  dass  die  vorhin  bewiesenen  Eigenschaften  von  mP 

auf  die  Form  w  (;/<~l)  •  •  •  (m — p— *)  passen.  Um  aber  eine  strenge 
Coutrole  für  die  Richtigkeit  des  noch*  hypothetischen  Resultats 

zu  erhalten ,  schlage  ich  vor ,  die  Reihe  rechts  für  sich  zu  sum- 
miren;  käme  dabei  (l-f.r)"»  als  Summe  heraus,  so  hätte  man  darin 
die  Probe.  Hinzugesetzt  wird  aber  gleich ,  dass  sich  dieser  Ge- 
danke allgemeiner  ausführen  lasst,  wenn  man  statt  m  eine  belie- 
bige Grosse  p  setzt.   Jetzt  folgt 

§.  29.   Summirung  der  Binomialreihe.   (S.  138.  Z.  9.  v.  u.) 

worin  gar  nicht  mehr  von  positiven  ganzen  Exponenten  die  Rede 
ist.  Das  Binomialtheorem  für  ganze  positive  Exponenten  steht 
also  auf  dem  Räume  von  S.  130.  Z.  12.  v.  o.  bis  S.  138.  Z.  9. 

u.  und  das  macht  circa  8;  Seiten,  aber  nicht  13!  Herr  St  rauch 
verlangt ,  dass  ich  hätte  Kombinationslehre  aufnehmen  und  mittelst 
dieser  den  binomischen  Satz  beweisen  sollen.  Da  ich  aber  im 
ganzen  Buche  Kombinationslehre  nur  an  dieser  einzigen  Stelle  hätte 
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brauchen  können,  so  wSre  sie  doch  nur  ein  integrirender  Theü 
vom  Capitel  Binomialtheorem  gewesen  und  dasselbe  hierdurch  je* 
denfalls  grosser  geworden ,  als  bei  der  obigen  Darstellung.  Uebri- 
gens  lag  mir  daran ,  den  Schüler  frühzeitig  mit  dem  äcnt  analyu- 
scben  Verfahren  bekannt  zu  machen ,  wonach  man  in  eine  Zahfen- 
reihe,  welche  sich  aus  dem  Calcül  ergiebt,  erst  induktor'wh  eio 
Gesetz  zu  bringen  und  dieses  nachher  zu  beweisen  sucht.  Euler 
hat  diese  Methode  unzahlige  Male  angewandt  und  mit  einigem 
Geschick  ist  sie  bei  vielen  Untersuchungen  (z.  B.  über  höhere 
Differentialquotienten)  eine  wahre  Fundgrube  neuer  Resultate. 

Nro.  3.  In  Bezug  auf  Granzbe  trachtungen  hatte  ich  io  der 
Vorrede  bemerkt,  dass  es  gar  nicht  einerlei  sei,  ob  man  in  einer 
Funktion  von  x  die  Veränderliche  gleich  einem  speziellen  Werthe 
a  setze,  oder  sie  in  diesen  übergehen  lasse,  weil  dieser  Ueber- 
gang  auf  zweierlei  Weise  durch  continuirliche  Zunahme  oder  Ab- 
nahme möglich  ist  und  diess  an  einem  Beispiele  erläutert.  Lasst 
man  nämlich  in 

* 

f(x)  —  Arctan  —  Arctan  — - — 


x  durch  Zunahme  in  a  fibergehen,  indem  man  x=za — d  setzt,  wo 
<5  bis  zur  Gränze  Null  abnimmt,  so  wird 

f(a)  =  Lim  (Arctan  ~  —  Arctan  --^) 

=  Arctan  oo  —  Arctan  ( — oc  )  =  ~ — ( —    =  »• 

Nimmt  man  dagegen  in  f(x)  ar  =  a  +  Ä,  so  entsteht  der  Werth 
xsza  durch  Abnahme  von  x  und  es  wird 

11  * 

f(a)  —  Lim  (Arctan Arctan  j) 


=  Arctan  (— ao)  —  Arctan  oo  =  —  ^ — ~  =  —  ». 


Hinzugefügt  habe  ich  noch,  dass  man  diess  leicht  aus  einer 
geometrischen  Construktion  ersehen  könne.  Herr  Strauch  mochte 
nun  zuerst  diese  Construktion  kennen  lernen,  die  ihm  nicht  so 
nahe  zu  liegen  scheint.  Der  gelehrte  Kritikus  sieht  hier  den  Waid 
vor  lauter  Bäumen  nicht,  denn  Ober  jene  Construktion  kann  jeder» 
der  S.  45.  4  gelesen  und  Fig.  18.  angesehen  hat,  nicht  einen 


Augenblick  in  Zweifel  sein.   Die  graphische  Darstellung  von  der 

genannten  Funktion  f\x)  ist  der  von  Arctan  —  völlig  analog ,  nur 

dass  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ein  anderer  ist  und  die 
Ordinaten  doppelt  so  gross  wie  die  in  Fig.  18.  sind.  Diess  als  Probe 
vom  Scharfsinne  meines  Herrn  Gegners.  —  Aber  er  geht  noch 
weiter  und  beweist  uns,  dass  f(a)  unendlich  viel  verschiedene 
Werthe  hat.    Das  gehört  nun  gerade  in  das  Gebiet  des  Unsinns. 
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Die  Fuoktion  Arctan-  hat  nämlich  wie  -  selbst  immer  nureinen 

z  z 

Werth,  ausgenommen  für  z=0;  denn  für  2=0  wird  die  Funktion  - 

z 

unstetig,  indem  sie  aus  —  oo  nach  +x  uberspringt,  oder  richtiger, 
ihre  graphische  Darstellung  als  Curve  (gleichseitige  Hyperbel)  De- 
steht aus  zwei  ganz  getrennten  Zügen,  die  ein  Perpendikel  im 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  zur  g  e  m  e  i  o  s  ch  a  f  1 1  i  ch  e  n  Asym- 
ptote haben.   Daher  hat  Arctan  -    für  z  =;  0  zwei  Werthe 

Arctan  ( —  oo )  =  —  g  und  Arctan  (+00)=  +  ^-,   und  daraus  folgt 

ganz  unmittelbar,  dass  jene  Funktion  fhc)  för  x~a  oder  a — x=0 
zwei  Werthe  annimmt,  von  denen  -\-n  der  Endwerth' der  bei  x=0 
anfangenden  Reihe  von  Werthen  ist  und  — n  den  ersten  der  dar- 
auf folgenden  Werthe  darstellt  Es  wäre  wirklich  zu  wünschen, 
dass  uns  Herr  Strauch  eine  Zeichnung  von  f(x)  mittheilte, 
einer  Funktion,  die  nach  seiner  gelehrten  Deduktion  immer  nur 
einen  Werth  hat,  aber  für  x~a  urplötzlich,  man  weiss  gar 
nicht  woher,  unendlich  viele  Werthe  annimmt. 

Nro.  4.  Herr  Strauch  redet  11.  A.  auch  den  divergenten 
Reihen  das  Wort,  und  hieraufbrauchte  ich  eigentlich  am  wenigsten 
zu  entgegnen,  da  dieser  Punkt  bereits  unter  den  Männern,  welche 
die  Analysis  in  neuerer  Zeit  erweitert  haben,  völlig  entschieden 
ist.  Man  muss  es  nur  einmal  versucht  haben,  in  dieser  Beziehung 
etwas  zu  leisten  und  man  macht  gar  bald  die  Erfahrung,  auf  wel- 
chem schwankenden  Boden  man  sich  befindet,  sobald  man  nicht 
mehr  im  Stande  ist,  die  Convergenz  oder  Divergenz  der  in  Rech- 
nung gezogenen  Reihen  zu  beurtheiien.  Im  Gegensatze  zu  dieser 
Erfahrung  meint  Herr  Strauch,  man  könne  mit  divergenten  Rei- 
hen in  Gottes  Namen  rechnen,  wenn  man  vorher  überlegt  habe, 
zu  welchem  Zwecke  man  die  Reihen  benutzen  wolle.  Da  diese 
Meinung  eine  bei  denjenigen  sehr  gewöhnliche  ist,  welche  einer 
Kritik  der  Methode  nicht  recht  trauen  und  keine  Erfahrung  obiger 
Art  haben  und  die  gewissermassen  ein  juste'  milieu  bilden  möch- 
ten, was  in  einer  exakten  Wissenschaft  zwischen  diametral  ent- 
gegengesetzten Ansichten  ein  wahres  Unding  ist,  so  will  ich  die- 
selbe nier  etwas  näher  beleuchten. 

Wenn  über  Anwendungen  von  Reihen  diskutirt  werden  soll, 
so  werden  wir  zuerst  gcnöthigt  sein,  die  unnöthigen  und  über- 
flüssigen Anwendungen  von  den  durchaus  nothwendigen  und  nicht 
zu  vermeidenden  sondern  zu^  müssen.  Unter  die  ersterpn  gehört 
aber  sehr  Vieles,  z.  B.  die  Gründung  der  Differenzialrechnung  auf 
die  Taylor'sche  Reihe,  womit  der  £weck  dieser  Rechnung,  näm- 
lich das  Gesetz  der  Stetigkeit  in  seinem  ganzen  Umfange  in  die 
Gewalt  des  Calcüls  zu  bringen ,  völlig  aus  den  Augen  gerückt  wird ; 
ferner  der  Beweis  für  die  Regel  zur  Aufsuchung  der  Maxima 
und  Minima,  der  viel  besser  mit  Hülfe  der  Relation  f(a+h)  —f(a) 
hn 

+ -r— jr  /W(a+1A)  geführt  wird;  die  Ableitung  der  Gleichung 

der  Tangente  an  einer  Curve,  die  Quadratur  der  Curven  und  m.  A. 
Der  wirklich  nothwendigen  Anwendungen  bleiben  dann  nur  zwei; 


Digitized  by  Google 


.  432 

entweder  will  man  die  Werthe  einer  Funktion  näherungsweis  be- 
rechnen ,  oder  man  verwandelt  einen  Ausdruck  auf  doppelte  Weise 
in  Reihen,  welche  nach  Potenzen  einer  Hauptgrosse  fortgehen, 
um  beiderseits  eine  Coeffizientenvergleichung  vornehmen  zu  können. 
Dass  für  den  ersten  Zweck  nur  cotivergente  Reihen  brauchbar 
sind,  versteht  sich  ganz  von  seihst;  aber  auch  für  den  zweiteo 
erkennt  man  a  posteriori  leicht  die  Notwendigkeit ,  sich  erst  von 
der  Convergenz  der  fraglichen  Reihen  zu  überzeugen,  wenn  man 
nicht  mit  der  Coeflizientenvergleichung  auf  die  verkehrtesten  Re- 
sultate kommen  will.  Z.  B.  es  giebt  folgende  Formel,  die  zuerst 
von  Laplace  entwickelt  wurde: 


f. 


00  costw:  «  rt 


1+^  =  2^-  (1> 


und  sie  gilt  Iflr  alle  möglichen  positiven  «.  Setzt  man  ftir  cos  ttr 
und  e~u  die  wirklich  gleichgeltenden  und  con  vergi  renden 
Reihen,  die  nach  Potenzen  von  war  und  u  fortgehen,  so ergtebt  sirli 

y^*  dx         tt»    /»«  x*Bx        u*      P*  \ 
o  1+^     T7lJ0  +  1.2.3.4,/ o  "*/  (2) 

und  nun  sollte  man  denken ,  es  mössten  die  Coeffizienteo  gleicher 
Potenzen  von  u  einander  gleich  sein,  aber  quod  non,  denn  es 


p*>  dx       %    P*x*Bx__     »     r*x*cx__  n 

I__L_  L_~  -o 

1~  1.2.3—1.2.3.4.5  * 

l  von  diesen  Gleichungen  ist  nur  die  erste  richtig  (weil  die 
Formel  (1)  für  n  =  0  gilt),  alles  Andere  dagegen  weist  sich  al* 
falsch  aus,  denn  die  Werthe  der  übrigen  Integrale  sind  unendlich 
gross.  Hier  kann  der  Fehler  nur  aarin  liegen,  dass  man  die 
Coeftizienten  zweier  Reihen  verglichen  hat,  ohne  die  Convergenz 
der  letzteren  zu  kennen,  denn  die  Formel  (I)  ist  unbestritten 
richtig  und  ebenso  sind  es  die  Substitutionen  für  cos».?  und  <r~*. 
Wollte  man  also  auf  diesem  Wege  die  Werthe  bestimmter  Inte- 
grale suchen,  so  müsste  man  sich  vorher  überzeugen,  dass  die 
Keihe,  in  der  sie  vorkommen,  convergirt,  was  aber  oft  sehr 
schwer  ist.  Ich  könnte  dergleichen  Beispiele  aus  eigener  Praxis 
in  Menge  anführen,  wenn  ich  es  überhaupt  der  Mühe  werth  hielte, 
literarische  Nachzügler  zu  belehren. 

Herr  Strauch  mocquirt  sich  bei  seinem  Räsonniren  über 
meine  ßehandlungsweise  der  Reihen  auch  über  die  Kritik  der 
Methode,  auf  welcher  er  mich  „herumreiten"  *)  lasst;  statt  aber 


*)  Ich  kann  «tieften  edle  Kos«  Herrn  Strauch  bestens  empfehlen: 
wer  es  zu  fuhren  versteht,  kommt  damit  eben  «*»  va-sch  als  sicher 
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zu  zeigen,  worin  ihre  Prinzipien  falsch  sein  sollen,  was  dem  grossen 
Scharfsinne  des  Rezensenten  gewiss  sehr  leicht  geworden  wäre,  stellt 
er  mit  selbstgefälliger  Apodiktizität,  aber  ohne  beweis,  eine  Ansicht 
hin,  die  mit  dem  Argumente  anlangt,  dass  der  Begriff  der  unendlichen 
Reibe  der  allgemeinere  und  der  der  endlichen  der  speziellere  sei,  wor- 
aus er  dann  ableiten  will,  dass  man  erst  die  unendlichen  und  dann  die 
endlichen  Reihen  behandeln  müsse.  Hierauf  ist  zu  antworten ,  dass 
bloss  logische  Distinktionen  uns  für  die  Mathematik  sehr  wenig  hellen 
können,  denn  die  letztere  ist  keine  Wissenschaft  aus  blossen  He- 
griffen wie  die  Philosophie ,  sondern  aus  Begriffen  und  Anschauun- 
gen, die  gerade  ihr  Fundament  ausmachen,  was  ein  gewisser  Kant 
in  seiner  Kritik  der  Vernunft  zuerst  nachgewiesen  hat-  Die  Scheu, 
welche  manche  Mathematiker  vor  der  Einmischung  philosophischer 
Betrachtungen  in  ihre  Wissenschaft  haben  (und  in  gewisser  Hin- 
sicht mit  vollem  Rechte)  ist  nichts  als  das  dunkle  Gefühl  dieser 
Wahrheit  und  der  daraus  entspringenden  Nichtigkeit  des  Schliessens 
aus  blossen  Begriffen.  Man  combinire  z.  ß.  die  Begriffe  „zwei", 
„Punkt"  und  „Gerade"  so  viel  man  wolle,  und  man  wird  niemals 
den  Satz,  dass  die  Gerade  zwischen  zwei  Punkten  der  kürzeste  W  eg 
ist,  herausbringen;  ganz  ebenso  geht  es  in  der  Arithmetik,  nur 
dass  hier  die  Anschaulichkeit  eine  schematische  und  nicht  con- 
struktive  ist.  Ginge  die  Sache  bloss  logisch  zu,  so  müsste  man 
zuerst  die  Theorie  des  Vielecks  in  der  Euklideischen  Geometrie 
entwickeln,  da  Vieleck  der  allgemeine,  Viereck,  Dreieck  etc.  der 
besondere  Begriff  ist;  aber  dergleichen  wird  sich  kein  vernünftiger 
Mensch  einfallen  lassen.  Und  so  ist  der  Grund  des  Herrn  Strauch 
völlig  nichtssagend  für  die  Theorie  der  Reihen.  So  wie  man  aber 
immer  vom  Einfacheren  zum  Complicirteren  fortschreitet,  so  ist  es 
auch  natürlich,  erst  endliche  und  dann  unendliche  Reihen  zu  be- 
trachten. Diess  wird  aber  sogar  noth wendig,  wenn  wir  den 
Charakter  des  Mathematisch -Unendlichen  näher  oeseben.  Es  ist 
diess  kein  Fertiges,  Abgeschlossenes  oder  Absolutes,  sondern  ein 
Unvo I lend bares,  und  wir  stossen  darauf,  sobald  wir  bemerken, 
dass  irgend  eine  Operation  sich  soweit  fortsetzen  lässt,  als  es  nur 
verlangt  wird.  So  entsteht  Uns  die  unendliche  Zahlenreihe  aus  der 
successiven  Addition  der  Einheit  und  ebenso  die  unendliche  Reihe 
aus  der  endlichen. 

Nro.  5.  Auch  Inkonsequenz  wirft  mir  mein  weiser  Rezensent 
vor,  indem  er  bemerkt,  dass  ich  einerseits  gegen  die  Methode  der 
unbestimmten  Coeffizienten  aufgetreten  sei,  aber  seihst  von  ihr 
beim  Binomialtheorem  für  ganze  positive  Exponenten  Gebrauch 
gemacht  habe.  Nun  ist  aber  doch  wohl  einiger  Unterschied  darin, 
ob  man  vorher  bewiesen  hat,  es  sei  eine  Funktion  f(x]  von  der 
Form  A  +  Bx  +  Cxl\ ...  +  Mxm ,  oder  ob  man  das  so  ins  Blaue 
hinein  annimmt.  Ueberall ,  wo  man  das  Erste  tbun  kann ,  habe  ich 
gar  nichts  gegen  jene  Methode  und  wende  sie  selbst  sehr  gern 
an,  wie  z.  B.  Bd.  IV.  des  Archivs.  Nro.  XL.  ;  aber  ein  solches 
Verfahren  nennt  man  gewöhnlich  gar  nicht  die  Methode  der  unbe- 
stimmten Coeflizienten  und  nur  Herr  Strauch  braucht  diesen 


Flecke  und  das  ist  heut  zu  Tage,  wo  Alles  geschwind  gehen  soll,  jeden- 
falls unendlich  viel  besser,  als  auf  einem  störrigen  Esel  hinterher  zu 
humpeln  oder  wohl  gar,  wenn  das  Tlccst  trotz  aller  Hiebe  nicht  weiter 
will,  völlig  sitzen  zu  bleiben. 
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Namen,  um  auch  hier  nach  seiner  hämischen  Weise  einen  Grand 
zum  Tadeln  finden  zu  können.  Will  man  aber  Funktionen,  von 
denen  man  gleich  anfangs  beweisen  kann,  dass  sie  keine  alge- 
braischen, rationalen  una  ganzen  sind*),  nach  dieser  Methode  in 
Reihen  verwandeln,  so  ist  ,1)  der.  Anfang  der  Rechnung  eine  Hy- 
pothese und  2)  weiss  man  im  Voraus,  dass  die  Reibe  unendlich 
werden  muss;  nun  sind  aber  nur  convergente  Reiben  eioer  be- 
stimmten Grosse  gleich,  man  setzt  aber  doch  die  Funktion  der 
Reihe  gleich  und  folglich  hat  man  ausser  der  ersten  Hypothese 
noch  die  zweite  der  Convergenz  gemacht.  Was  dabei  herauskom- 
men kann,  will  ich  wieder  an  einem  Beispiele  zeigen.   Setzt  man 

secx  =  A0  +  ^2*+ J4s4-f  4,2«+..., 

.s 

so  findet  man  leicht  durch  Multiplikation  mit  coss  =  l — p—-f.... 


ist,  wobei  B^,  B^,  B6  etc.  gewisse  Coeffizienten  bedeuten,  deren 
Bildungsgesetz  nicht  abzusehen  ist.  Ebendeswegen  kann  nun 
auch  die  Bedingungen  der  Convergenz  nicht  angeben.  Nun  konnte 
man  folgenden  Weg  zur  Bestimmung  von  B%,  2?^  etc.  einschlagen. 
Mao  setze  ux  für  i  und  multiplizire  beiderseits  mit  cos  ux ,  so  wird 

1  =  COSUX  +  X*  VOBUX  +  X*COSUX+  ..  .  , 

•  Bx 

und  durch  Multiplikation  mit  UD^  Integration  zwischen  den 

G  ranzen  x=0  und  x=<x>: 

y^*  Bx     ^/*0CcositrQ    ,  Btu2  /**Jf»cos«xa  , 

Die  Werthe  sammtlicher  Integrale  finden  sich  nach  der  Fornwl 

'ix  =  (-1)-  J  e— , 


f. 


00  X2*  cos  ux 


*)  Als  Probe  solcher  Beweise  sehe  man  den  Folgenden.  Wäre  nml 
eine  ganze  rationale  und  algebraische  Funktion  des  tfUcn  Grades. 
musste  wegen  der  Gleichung  ccm%X—l — 2*in*X  auch  cos  2z  and  eben« 
cos  X  eine  solche  sein  aber  des  (2#.)tcn  Grades.  Andererseits  ut 
H\n2x  =2 «in  j*cnsX,  wo  nach  dem  Vorigen  die  rechte  Seite  eine  Funktion 
des  (3///)ten  Grades  sein  muss,  während  die  linke  Seite  wie  sinJ"  selbst 
blas«  vom  fflten  Grade  ist.  Da  nun  für  alle  mögliche  x  keine  Gleichung 
zwischen  ganzen  rationalen  nnd  algebraischen  Funktionen  verschiedener 
Grade  bestehen  kann,  so  folgt  daraus  die  Unrichtigkeit  der  Voraus- 
setzung. Wenn  sich  also  sina*  wirklich  in  eine  Reihe  von  der  Fom 
A\Bx\Cx*\..  verwandeln  lassen  sollte,  so  kann  diese  Reihe  keinen- 
falls  eine,  endliche  »ein. 


I 
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die  sich  aus  Formel  (1)  durch  2fimalige  Differeaztation  nach  u  er- 
giebt,  und  so  wird 

2-2^    i.2~"2"^  +  rza'^  ~* ••• 

oder  durch  Hebung  von  ^  und  Multiplikation  mit  eu: 

"=1-o",+r&4"4— • 

woraus  lauter  Absurditäten  folgen,  wenn  man  für  eu  die  gleich- 
geltende Reihe  setzt. 

Nro.  6.  Ich  habe  in  mein  Buch  Manches  vou  Cauchy  auf- 
genommen ,  was  ich  nicht  anders  machen  konnte  oder  wollte,  wenn 
mir  die  Darstellung  dieses  Meisters  allen  Ansprüchen  zu  genügen 
schien.  Herr  Strauch  schämt  sich  nicht,  diess  Abschreibern  zu 
nennen!  Da  ist  wohl  auch  der  ein  Abschreiber,  der  in  sein  Lehr- 
buch der  Geometrie  Euklids  Beweis  vom  Magister  Matheseos 
aufnimmt,  weil  er  ihn  für  den  besten  hält?  Das  sonderbarste  an 
der  Sache  ist  aber,  dass  Manches,  wie  z.  B.  die  Auflösung  der 
Gleichungen  f(x)+f(y)=f(x+y\,  f(x)f(v)=f(x+y)  u.m.A.,  sich 
schlechterdings  nur  auf  eine  einzige  Art  bewerkstelligen  lässt, 
wenn  man  die  Aufgabe  nicht  auf  die  Integration  einer  Differenzial- 
gleichung  bringen  will.  Uebrigens  wird  man  in  der  Darstellungs- 
weise immer  noch  nicht  unbedeutende  Differenzen  zwischen  C au- 
ch y's  Buche  und  dem  meinigen  bemerken. 

Nro.  7.  In  der  Vorrede  hatte  ich  gesagt,  dass  ich  analytischen 
Betrachtungen  gern  die  entsprechenden  geometrischen  an  die  Seite 
stelle  und  dass  mich  schon  eine  kurze  Erfahrung  von  der  Zweck- 
mässigkeit dieser  Weise  belehrt  habe.  Herr  Strauch  bemerkt 
hierauf,  diess  hätte  ich  mir  nicht  erst  von  der  Erfahrung  sagen 
zu  lassen  not  big  gehabt,  ich  hätte  es  auch  aus  guten  Rüchern 
lernen  können.  Allerdings  gelehrter  Mann  ;  aber  ich  habe  gar 
nicht  gethan,  als  sei  jene  Methode  meine  Erfindung  und  es  ist 
Jedermann  erlaubt  seine  eigene  Erfahrung  anzuführen.  Herr 
Strauch  mäkelt  weiter,  diess  rechtfertige  die  Aufnahme  geome- 
trischer Betrachtungen  in  ein  System  der  Analysis  nicht;  sehr 
wahr  weiser  Daniel ,  aber  ich  habe  gar  kein  sogenanntes  System, 
sondern  einen  Leitfaden  für  akademische  Vorlesungen  schreiben 
wollen. 

Nro.  8.  Ich  komme  nun  an  diejenige  Partie  der  fraglichen 
Rezension,  in  welcher  die  grobe  Unwissenheit  ihres  Verlassers 
am  auffallendsten  hervortritt.  Ich  hatte  nämlich  gelegentlich  daran 
erinnert,  dass  man  sich  hüten  müsse,  */(z*)  uno  Iz  für  identische 
Funktionen  für  z  anzusehen  und  dazu  bemerkt,  dass  diess  auch  fär 
die  Integralrechnung  von  einiger» Wichtigkeit  sei;  da  hat  nun  der 
eminente  Scharfsinn  des  Herrn  Strauch  sogleich  errathen,  dass 
meine  Bemerkung  auf  die  im  6ten  Theile  des  Archivs  S.  326.  dis- 
kutirte  Frage  geht,  obgleich  der  genannte  Aufsatz  später  geschrieben 
und  gedruckt  worden  ist,  als  die  fragliche  Stelle  meines  Buches. 


J 

Digitized  by  Google 


436 

■ 

Ich  will  mit  meinem  Herrn  Rezensenten  nicht  darüber  rechten, 
dass  er  die  Berichtigung,  die  er  über  einen  Journalattikel  gebe« 
zu  können  glaubt,  an  einer  Stelle  giebt,  wo  sie  gar  nicht  hinge- 
gehört,  während  ihm  das  Archiv  eben  so  gut  offen  stand  wie  mir. 
ich  will  mich  hier  bloss  an  der  Sache  hatten.  Der  Herr  Heraus- 
geber des  Archivs  hat  bekanntlich  schon  1838  erinnert ,  das«  es 

/Bx  n  ■ 

—  ir-f  Const  zu  setzen  und  dass  es  beissenmnss 

ich  habe  wiederholt  auf  die  Richtigkeit  dieser 

Bemerkung  aufmerksam  gemacht,  wobei  ich  den  Urheber  derselben 
nicht  verschwiegen  habe  (z.  B.  Archiv.  Thl.  V.  S.  388.),  am  aller- 
wenigsten habe  ich  dieselbe  als  eine  „neue  Entdeckung"  von  mir 
„ausposaunt",  wie  Herr  Strauch  frech  genug  ist,  mirnachzus 
Unter  der  Anwendung  der  zweiten  Formel  erhält  man  z.  B. 


+'?f=i/(9)-i/(4)=/(ä). 


Herr  Strauch  traut  seinen  Augen  kaum,  wenn  er  sieht,  dass 
die  Integrale 

t  ^  U    J+%  x 

gleiche  Werthe  haben  sollen  trotz  der  verschiedenen  Integratioos- 
gränzen.  Durch  diese  höchst  komische  Verwunderung  kündigt  sich 
der  grundgelehrte  Herr  Kritikus  gleich  als  Neuling  im  Felde  be- 
stimmter Integrale  an;  wenn  ihn  Erscheinungen  der  Art  so  ver- 
wundern ,  so  wird  er  wohl  in  dieser  Branche  aus  der  Verwunderung 
gar  nicht  herauskommen;  z.  ß.  ist 

sin  xdx=  /      sina:5x=  /  ainxdx... 
o  J  o  J  o 

gewiss  noch  viel  paradoxer  als  das  Obige.  Das  einzig  Richtige, 
was  Herr  Strauch  vorbringt,  ist  die  Consequenz :  wenn  die  obige 
Gleichung  bestehen  soll,  so  muss  auch  sein 

+  r+*** = also  r%- = o. 

Dass  nun  wirklich  ganz  allgemein 


+.a£  =  0 

_«  X 


ist,  will  ich  Herrn  Strauch  hier  auf  doppelte  Art  beweisen. 

A.  Geometrischer  Beweis.  Vielleicht  hat  Herr  S t rauch  ir- 
gendwo einmal  etwas  davon  gehört,  dass  wenn  y=zf(x)  die  Glei- 
chung einer  Curve  bedeutet,  das  bestimmte  Integral 


f. 


* f(x)dx 
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nicht-  Anderes  als  die  Fläche  ist,  welche  von  der  Curve,  den  zu 
dr=a,  x—ß  gehörenden  Ordioaten  /*(«),  fiß)  und  dem  Stücke 
ß  —  a  der  Abscissenacbse  begränzt  wird.  In  unserem  Falle  ist 
die  Curve  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  deren  Asymptoten  die  Coor- 
dinateuachsen  sind  und  die  Fläche,  welche  zwischen  den  zux  = — a 
und  x  =  +a  gehörenden  Ordinaten  enthalten  ist,  besteht  aus  zwei 
congruenten  Theilen,  von  denen  der  eine  über,  der  andere  unter 
der  Abscissenacbse  liegt,  und  mithin  dem  Zeichen  nach  einander 
entgegengesetzt  sind.  Daraus  folgt,  dass  jene  Fläche  =0  ist, 
während  nach  Herrn  Strauch  ihr  Werth  z=2i(a) — /( — a)  —  /( — 1) 
sein  musste,  so  dass  die  Fläche  einer  reellen  Curve  imaginär  aus- 
fiele! Es  ist  wirklich  gut.  dass  die  Polizei  nicht  Integralrechnung 
versteht;  es  wäre  sonst  mindestens  zweifelhaft,  ob  sie  Herrn 
Strauch  noch  frei  herumlaufen  Hesse. 

B.  Analytischer  Beweis.  Es  ist 

/M-«3.r  _  /*°dx  +  f**dx 

fj  —a    X      J  — a  X  0  X 

Man  setze  im  ersten  Integrale  x  z,  so  wird  x  =0  und 
2=-f-a,  wenn  x=0  und  ir= — a  geworden  ist,  und  man  hat 

folglich  wegen  ^  =  7 

*    X      Ja!      J 0    X  J o    *      Jo    *  ' 

und  der  Hauptwerth  dieser  Differenz  ist  Null,  aber  keinenlalls 
imaginär.  —  Herr  Strauch  sagt,  es  käme  Alles  auf  die  Werthe 
•  der  durch  die  Integration  hereingekommenen  willkürlichen  Con- 
staoten  an;  armer  Herr  Strauch,  wissen  Sie  denn  nicht,  dass  in 
bestimmten  Integralen  (wie  die  obigen  sämmtüch  sind)  auf  die 
Integrationskonstanten  gar  nichts  ankommt,  weil  sie  durch  Einfüh- 
rung derGränzen  weggeschafft  werden?  Das  ist  ja  ebenider  Grund 
der  Benennung  „bestimmtes"  Integral.  Am  Ende  verwundert  sich 
Herr  Strauch  noch  einmal  und  zwar  darüber,  dass  ich  Dinge 
wie  die  oben  bewiesenen  behaupte,  trotz  dem,  dass  ich  ein  Buch 
über  bestimmte  Integrale  geschrieben  habe.  Aber  eben  desswegen, 
weil  ich  mich  mit  diesem  interessanten  Gegenstande  viel  beschäf- 
tigt habe,  weiss  ich  mich  vor  Fehlern  zu  hüten,  in  die  man  bei 
einer  Unwissenheit  wie  die  meines  Gegners  nothwendig  ver- 
fallen muss. 

S  ch  I  Ii  s  s  w  o  r  t  *). 

Hiermit  glaube  ich  hinreichend  nachgewiesen  zu  haben,  dass 
die  Vorwürfe,  welche  mir  Herr  Strauch  macht,  entweder  auf 
einer  gänzlichen  Entstellung  von  Thatsachen  oder  auf  unbegreif- 
licher Ignoranz  beruhen;  einem  solchen  Verfahren ,  dessen  richtige 
Bezeichnung  ich  dem  Leser  überlasse,  gegenüber,  halte  ich  es 
nicht  für  der  Mühe  werth,  etwaigen  neuen  Anfeindungen  auf  diesem 


*)   Habe  ich  auch  von  Herrn  Strauch  gelernt. 
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Wege  entgegen  zu  treten.  Es  bestimmt  mich  hierzu  auch  noch 
die  fruchtlose  Mühe,  welche  es  kostet,  sich  durch  den  ganz  ud- 
deutschen  und  holprigen  Jargon  des  Herrn  Rezensenten  durchzu- 
arbeiten *).  Wenn  der  geistreiche  Franzose  mit  seinem  „le  style 
c'est  Ihomme"   Recht  hat,  welche  Vorstellung  muss  man  sich 


dann  von  Herrn  Strauch  machen! 
Jena,  am  15.  Februar  1846. 


Sehl  «milch. 


Geometrie. 


Mann:  Grundzöge  eines  Systems  plani  metrischer  Aufgaben. 
Nürnberg.  1846.   7;  Ggr. 

Ueber  die  Rectification  der  Peripherie  des  Kreises. 
Von  Nicolai  Nawrotzki,  Doctor  der  Philosophie  der 
Universität  zu  Leipzig,  der  Kaiserlich  Russischen 
A  k ad emie  der  Wissenschaften  und  mehrerer  russischen 
und  ausländischen  gelehrten  Gesellschaften  Mitglied. 
Hamburg. 

Diese  mit  einer  sehr  pomphaften  Vorrede  versebene  im  Gan- 
zen nur  11  Seiten  umfassende  Schrift  enthält  weiter  nichts  als 
eine  annähernde  Bestimmung  der  Peripherie  eines  Kreises  an.« 
seinem  Halbmesser  und  eine  annähernde  Bestimmung  de«  Durch- 
messers aus  der  Peripherie  durch  Construction.  Wenn  auch 
bekanntlich  in  neuerer  Zeit  mehrere  dergleichen  annähernde  Auf- 
lösungen wenigstens  des  ersten  der  beiden  in  Rede  stehenden 
Probleme  gegeben  worden  sind,  so  wollen  wir  doch  die  von  dem 
Verfasser  für  dieses  erste  Problem  gegebene  Auflösung  hier  in 
der  Kürze  mittheilen,  ersuchen  aber  den  Leser,  sich  die  Figur 
selbst  zu  construiren,  was  keine  Schwierigkeit  haben  wird. 

Um  die  Peripherie  eines  aus  dem  Mittelpunkte  O  mit  dem 
Halbmesser  AO  beschriebenen  Kreises  zu  finden,  ziehe  man  die 
beiden  auf  einander  senkrechten  Durchmesser  AB  und  CD.  Hier- 
auf schneide  man  auf  dem  Quadranten  AC  von  A  aus  auf  bekannte 
Weise  den  sechsten  Theil  AE  der  Peripherie  ab,  ziehe  durch  0 
und  E  den  Halbmesser  OE,  errichte  in  C  auf  den  Durchmesser 
CD  ein  Perpendikel ,  welches  sich  mit  dem  verlängerten  Halbmesser 
OE  in  F  schneidet,  schneide  auf  diesem  Perpendikel  von  dem 


*)  Ein  paar  Styl  proben  :  »  Nro.  2.  findet  «ich  bei  der  Inhaltsangabe 
meine«  Buche«  der  Passus:  „et  kommt"  oder  .,dann  kommt**  nicht  we- 
niger als  zehnmal  hintereinander;  nach  der  Ueberschrift  „Schlußwort" 
heisst  es:  „Hiermit  soll  nun  geschlossen  werden**  —  ich  mochte  wissen, 
ob  Herr  Strauch  vielleich  eine  «einer  geistreichen  Rezensionen  mit  einem 
SchlusBworte  angefangen  hat 
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Punkte  F  aus  nach  der  Seite  von  C  hin  eine  dem  dreifachen  Halb 
messer  des  gegebenen  Kreises  gleiche  Linie  FG  ab,  und  ziehe 
dann  die  Linie  DG,  so  ist  diese  Linie' die  gesuchte  halbe  Peri- 
pherie des  gegebenen  Kreises. 

Es  ist  nämlich  CF  offenbar  die  halbe  Seite  eines  um  den  Kreis 
beschriebenen  regulären  Sechsecks,  also,  wenn  wir  den  Halbmesser 

des  gegebenen  Kreises  als  Einheit  annehmen,  C^  —  ^j»  folglich 

CG  =3  ?  ,  und  daher 

V3 

DG*  =  CD2  +  CG*  =  4  +  (3—^)* 


also 


=  4  +  <J-2v3  +  i=1?-2v3, 


DG  =  yj4  +  (3- =  V(^-2V3), 


woraus  sich  nach  der  in  der  Schrift  angestellten  Rechnung,  die 
wir  auch,  jedoch  nur  oberflächlich  mit  Hälfe  der  Logarithmen, 
geprüft  und  richtig  befunden  haben,  DG  =  3,14152 ,  also  eine 
Üebereinstimniung  bis  zur  5ten  Decimalstelle  mit  derLudolphischen 
Zahl  ergiebt. 

Diese  Construction  der  Peripherie  des  Kreises,  wenn  man 
auch  bekanntlich  noch  genauere  hat,  scheiot  sich  uns  durch  ihre 
Leichtigkeit  in  der  Ausführung  zu  empfehlen,  und  für  den  prakti- 
schen Gebrauch  genau  genug  zu  sein,  weshalb  wir  sie  hier  in 
der  Kürze  mitgetheilt  haben.  Die  in  der  Schrift  gegebene  Auf- 
lösung des  umgekehrten  Problems  lässt  sich  ohne  eine  Figur  nicht 
gut  verständlich  machen,  und  muss  in  ihr  selbst  nachgesehen  werden. 

Ob  übrigens  diese  Schrift  wirklich  neu  oder  nur  von  Neuem 
in  den  Buchhandel  gebracht  worden  ist,  was  wir  zu  vermuthen 
Grund  zu  haben  glauben ,  lassen  wir  dahin  gestellt  sein.  Eben  so 
lassen  wir  es  unentschieden,  ob  dieselbe  nicht  vielleicht  eine,  von 
einem  der  Mathematik  ziemlich  Unkundigen  angefertigte  blosse 
Uebersetzung  aus  der  Nordischen  Biene  ist.  Verschiedene  falsch 
geschriebene  Formeln,  und  Namen  wie  „Zeilon"!  „Mecius"! 
u.  dgl.  lassen  das  letztere  wenigstens  mit  grosser  Wahrscheinlich- 
keit annehmen.  Als  ein  von  den  Brammen  gefundenes  Verhältnis» 
des  Durchmessers  zur  Peripherie  von  einem  höheren  Alter  wie 
das  Archimedische  Verhaltniss  wird  S.  8.  das  bis  zur  vierten  De- 
cimalstelle richtig  sein  sollende  Verhältniss  1250:3927  angegeben. 

Bloss  um  die  obige  annähernde  Construction  der  Peripherie, 
die  sich,  wie  schon  erinnert,  uns  namentlich  durch  ihre  Leichtig- 
keit in  der  Ausführung  für  den  praktischen  Gebrauch  zu  empfeh- 
len scheint,  gelegentlich  mitzutheilen ,  haben  wir  uns  bei  dieser 
sonst  ganz  unbedeutenden  Schrift  hier  so  lange  verweilt,  und 
bitten  deshalb  die  Leser  des  Literarischen  Berichts  um  Verzeihung. 
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Mechanik. 


Lehrbuch  der  Elemen tar-M echanik  für  technische 
u  od  militärische  Lehranstalten,  höhere  Bürgerschalen 
und  zum  Selbststudium.  Von  Dr.  G.  W.v.  Langsdorf^ 
Professor  an  der  Grossherzogl.  höheren  Burgerschale 
eu  Mannheim.  Mit  8  Figuren  tafeln.  Stuttgart.  1815. 
8.    21  ggr. 

Diese  schon  vorläufig  im  Literarischen  Bericht  Nro.  XXIV. 
S.  362.  angezeigte  Schrift  ist  zufallig  erst  jetzt  in  unsere  Hände 
gelangt,  verdient  aber  wegen  ihrer  allerdings  in  mehreren  Bezie- 
hungen eigentümlichen  Fassung  eine  etwas  ausführlichere  Anzeige. 
Der  Herr  Verfasser  sagt  in  der  Vorrede,  dass  ihn  bei  der  Aus- 
arbeitung dieses  Lehrbuches,  welches  hauptsächlich  zur  Vorbe- 
reitung auf  die  Maschinenlehre  bestimmt  sei,  die  Absicht  geleitet 
habe,  zur  allgemeineren  Verbreitung  der  in  Deutschland  noch  viel 
zu  wenig  bekannten,  für  die  Maschinenlehre  so  wichtigen,  Prin* 
cipien  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  und  der  lebendigen  Kräfte 
das  Seinige  beizutragen.  Die  Behauptung,  dass  bei  der  Anwendung 
der  allgemeinen  Principien  die  Resultate  nicht  begriffen  würdeu. 
weil  ihre  Entstehung  und  ihr  Zusammenhang  nicht  zur  Anschauung 
gelangten,  könne  er  nicht  als  begründet  anerkennen.  Denn  was 
den  Zusammenhang  der  Resultate  betreffe,  so  könne  dieser  in 
Gegentheil  nur  dadurch  hervortreten ,  dass  sie  sich  aus  einem  ein- 
zigen Princip  ableiten  lassen.  Was  aber  die  Anschaulichkeit  ihrer 
Entstehung  anbelange,  so  komme  es  nur  darauf  an,  zum  Priacip 
selbst  auf  möglichst  direktem  und  anschaulichem  Wege  zu  führen. 
Diesen  Zweck  glaube  er  hinsichtlich  des  Princips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  durch  unmittelbare  Ableitung  des  Parallelo- 
gramms der  Drucke  aus  dem  der  Beschleunigungen  und  durch  An- 
wendung des  einfachen  Hebels,  und  in  Bezug  auf  das  Princip  der 
lebendigen  Kräfte  durch  die  Anwendung  der  relativen  Drucke  er- 
reicht zu  haben,  deren  man  -  sich  zwar  schon  vor  langen  Jahren 
(wenn  nuch  in  anderer  Form  und  nicht  unter  besonderer  Benen- 
nung) in  einzelnen  Fällen  bedient  habe,  die  aber  später  durch  das 
D'Alenibert'sche  Princip '  gänzlich  verdrängt,  und  auch  in  keinem 
Lehrbuche  als  Basis  der  Dynamik  aufgestellt  und  consequent 
benutzt  worden  seien.  Bei  solcher  Behandlunssweise  erscheinen 
die  Statik  und  Dynamik  in  einer  natürlichen  und  deshalb  der  Faß- 
lichkeit so  günstigen  Verbindung,  dass  alles  Dunkele  und  Mehr- 
deutige verschwinde. 

Die  Ueberschriften  der  vier  Hauptabschnitte  sind  folgende: 
Bewegung,  Besch!  eunigende  Kraft,  Druck,  Stoss,  wozn 
noch  zwei  Anhänge  über  die  Reibung  und  Steifigkeit  der 
Seile  und  die  Festigkeit  kommen,  wobei  nicht  unerwähnt 
bleiben  darf,  dass  die  Schrift  durchaus  nicht  bloss  auf  die  festen 
Körper  eingeschränkt  ist,  sondern  auch  die  tropfbaren  und  aus 
debnsamen  umfasst. 

i 
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Wegen  der  allerdings  eigenthümlichen  Darstellung  der  Haupt- 
lehren der  Mechanik  und  der  einfachen  und  deutlichen  behandlungs- 
weise  ist  diese  Schritt  jedenfalls  zu  allgemeinerer  Beachtung  zu 
empfehlen ,  und  zwar  um  so  mehr,  weil  es  wünschenswert!)  ist, 
dass  die  so  höchst  fruchtbare  Anwendung  der  beiden  mehrer- 
w&hnten  allgemeinen  mechanischen  Principe,  die,  wie  der  Herr 
Verfasser  ganz  richtig  bemerkt ,  unter  der  ziemlich  grossen  Anzahl 
solcher  allgemeinen  Principe,  welche  es  in  der  Mechanik  bekannt- 
lich giebt,  für  die  Maschinenlehre  bei  Weitem  die  wichtigsten 
sind ,  immer  mehr  Eingang  und  Aufnahme  in  den  Unterricht  finde. 


Astronomie. 


Neue  Theorie  der  Mechanik  des  Himmels  und  Be- 
weis der  Un  halt  barkeit  einer  allgemeinen  Gravitation. 
Von  Fr.  Buchholz.    Berlin.  1815.   8.    15  Sgr. 

Soll  bei  Schriften  wie  die  vorliegende  die  Kritik  etwas  nutzen, 
so  muss  dieselbe  nothwendig  in  einer  Ausdehnung  gegeben  wer- 
den ,  für  welche  der  IIa  um  unserer  Literarischen  Berichte  zu  gering 
ist.  Das  Schriftchen  umfasst  nur  56  Seiten  und  von  Mathematik 
ist  begreiflicherweise  darin  nicht  viel  die  Rede.  Wir  begnügen 
uns  daher  mit  der  blossen  Anzeige  seiner  Existenz. 

Jahn:  über  den  neuen  Planeten  Asträa  und  den  Bielaschen 
Kometen.  Leipzig.  1846.  64  gGr. 

Uranus  oder  tägliche  für  Jedermann  fassliche 
Uebersicht  aller  Hirn  nie  I  sersch  ei  nungen  im  Jahre  1846; 
Für  dieZwecke  der  beobachtenden  Astronomie,  beson- 
ders aber  auch  für  die  Bedürfnisse  aller  Freunde  des 
gestirnten  Himmels  bearbeitet  und  zusammengestellt 
von  Ernst  Schubert  und  Hugo  von  Rothkirch,  und  her- 
ausgegeben von  Dr.  P.  H.  L.  von  Boguslawski.  Glogau. 
1845    8.   1  Rthlr.  15  Sgr.  h 


Der  Zweck  dieses  Astronomischen  Jahrbuchs  in  einer  noch 
nie  dagewesenen  Form,  sagt  der  Herr  Herausgeber  in  der  Vor- 
rede ,  ist : 

1)  Es  soll  Jedermann  auf  eine  möglichst  vollständige  Weise 
in  den  Stand  setzen,  dem  Gange  derjenigen  Hau ptbegeben- 
heiten  am  Himmel  folgen  zu  können,  welche  entweder  ent- 
schieden in  das  bürgerliche  Leben  eingreifen,  ja  selbst  den  Ver- 
kehr regeln ,  oder  sonst  die  allgemeine  Aufmerksamkeit  in  Anspruch 
nehmen. 

2)  Es  soll  allen  denen,  welchen  es  um  eine  etwas  genauere 
Bestimmung  der  Zeit  zu  thun  ist,  ohne  dazu  mit  geeigneten 
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Instrumenten  versehen  zn  sein ,  möglichst  viele  Gelegenheit  bieten 
und  mancherlei  Mittel  zeigen,  sich  zum  öftern  der  Uhrzeit  we- 
nigstens bis  auf  eine  Minute  versichern  zu  können. 

3)  Es  soll  die  nicht  unbeträchtliche  Anzahl  mit  Fernrohren 
versehener  Liebhaber  der  Sternkunde  zu  jeder  Zeit  auf 
diejenigen  Erscheinungen  am  Himmel  aufmerksam  machen,  welche 
geeignet  sind,  ihr  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen. 

Wir  halten  dieses  Unternehmen  besonders  für  die  vielen  Lieb- 
haber der  Astronomie,  welche  es  jetzt  giebt,  recht  nützlich  und 
wünschen  demselben  einen  ungestörten  Fortgang,  fugen  aber  zu- 
gleich auch  die  Bitte  an  den  Herrn  Herausgeber  hinzu,  dafür 
Sorge  zu  tragen,  dass  jeder  Jahrgang  immer  schon  möglichst 
zeitig,  wenigstens  immer  vor  Anfang  des  betreffenden  Jahres 
in  die  Hände  des  Publikums  komme. 

Born  :  Gnomonique  graphique  et  analytique,  oul'Art  de  tracer 
les  cadrans  solaires.   Paris.  1845.   3  Fr.  50  Cent. 


Physik. 


Leclercq:  Note  sur  la  formation  de  la  glace  dans  les  eaox 
courantes.   Brüx.  1845. 

Quetelet:  Sur  le  climat  de  la  Belgique.  1.  partie.  Ravon- 
nement  solaire  et  temperatures  de  fair  et  du  sol.    Brüx.  184o. 

Houzeau:  Sur  les  etoiles  filantes  periodiuues  du  mois  d'auüt 
et  en  particuiier  sur  leur  apparition  de  1842.   Brüx.  1845. 


Vermischte  Schriften. 


Memorie  di  matematica  e  di  fisica  della  societa  italiana  deile 
scienze  residente  in  Modena.    Modena.  1845. 

Das  treffliche  Cambridge  mathematical  Journal,  dessen 
Inhalt  in  den  früheren  Literarischen  Berichten  immer  angezeigt 
worden  ist ,  scheint  von  jetzt  an  unter  dem  folgenden  etwas  ver- 
änderten Titel  erscheinen  zu  sollen: 
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The  Cambridge  and  Dublin  mathematica!  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St  Pe- 
ters College.  Cambridge. 

Nro.  I.  und  Nro.  II,  die  zusammen  in  einem  Hefte  ausgege- 
ben worden  sind  -  (Double  Number,  Price  5  s.),  und  Nro"  III. 
liegen  uns  vor  und  haben  folgenden  Inhalt: 

General  Theorems  on  Multiple  Integrals.  By  R.  L.  Ellis.  — 
On  the  Eqnation  ot  Laplace's  Functions.  Bv  G.  Boole.  —  On 
Formutae  relative  to  Snherical  Coordinates.  Öy  W.Thomson.  — 
On  the  Variation  of  Elements  in  the  Planetary  Theory.  By  H. 
Hlackburn.  —  On  Symbolical  Geonietry.  By  Sir  W.  R.  Hamilton. 
—  On  the  Quadrature  of  Surfaces  of  the  Second  Order.  By  J.  H. 
Jellet.  —  On  the  Polar  Equation  of  a  Chord  to  a  Conic  Section. 

By  P.  Frost.  —  On  the  Reduction  of  -^-r,  when  ü  is  a  Function 

of  the  Fonrth  Order.  By  A.  Cayley.  —  Note  on  the  Maxiina  and 
Minima  of  Functions  of  Three  Variables.  By  A.  Cayley.  —  On 
the  Mathematical  Theory  of  Electricity.  Part  1.  On  the  Elemen- 
tary  Laws  of  Statical  Electricity*.  By  W.  Thomson  (Uebersetzung 
aus  Liouvilles  Journal.  Thl.  X.  S.  209.).  —  Mathematical  Notes. 
(Nro.  III.  uill  published  on  the  Ist  of  March.) 

Nro.  III.  On  Homogeneous  Functions  ot  the  Third  Order 
with  Three  Variables,  ßy  A.  Cayley.  —  On  Linear  Transforma- 
tions. By  A.  Cayley.  —  fnvestigation  of  Properties  of  Hyperbola. 
By  E.  K.  Turner.  —  Note  on  the  Rings  and  Brushes  in  the 
Spectra  produced  by  Biaxal  Crystals.  By  W.  Thomson.  —  On 
the  Principal  Axes  of  a  Rigid  Body.  Bv  W.  Thomson  j  —  On 
Circular  iSections  of  the  Locus  of  the  General  Equation  of  the 
Second  Order.  By  P.  Frost.  —  On  Symbolical  Geometry.  By 
Sir  W.  R.  Hamilton.  (Nro.  IV.  will  be  published  on  the  Ist  of 
May.) 

Wir  wünschen  sehr,  dass  diese  Zeitschrift  auch  in  Deutsch- 
land immer  bekannter  werde  und  allgemeinere  Verbreitung  gewinne, 
und  werden  uns  noch  mehr  als  früher  bemühen,  dazu  durch  recht 
genaue  und  möglichst  zeitige  Anzeige  des  Inhalts  der  einzelnen 
erscheinenden  Hefte  das  Unsrige  nach  Kräften  beizutragen. 

Annuaire  de  l'Observatoire  Royal  de  Bruxelles, 

?ar  A.  Quetelet,  Directeur  de  cet  Etablissement  etc. 
8i6.    13*  annee.  Bruxelles.  1845.    12.   22  Sgr.  6  Pf. 

Dieses  „Annuaire"  enthält  ausser  einer  kleinen  astronomi- 
schen Ephemeride  eine  so  grosse  Menge  für  die  praktische  Ma- 
thematik und  namentlich  auch  für  die  Physik  nützlicher  Tafeln, 
dass  kaum  irgend  etwas  von  Wichtigkeit  vermisst  werden  dürfte, 
wesbalh  wir  glauben ,  dass  dasselbe  bei  seinem  überaus  geringen 
Preise  nicht  genug  empfohlen  werden  kann ,  indem  es  für  jeden 
Mathematiker  und  Physiker  ein  höchst  nützliches  Taschenbuch 
bildet.  Auf  die  astronomische  Ephemeride,  welche  alles  für  das 
gemeine  Leben  Wichtige  und  Nothwendige  enthält,  und  zugleich 
mehr  als  vollständig  die  Zwecke  eines  gewöhnlichen  Kalenders 
erfüllt,  folgen  Tafeln  zur  Vergleichuog  der  Maasse,  Münzen  und 
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Gewichte  verschiedener  Länder  anter,  and  deren  Reduction  anf 
einander;  dann  Dichtigkeiten  der  Gase  und  Dämpfe,  der  tropfbaren 
und  festen  Körper;  Ausdehnung  der  festen  Körner  durch  die 
Wärme;  Expansivkraft  der  Wasserdämpfe;  Wärmekraft  verschie- 
dener brennbarer  Stoffe;  Schmeizungspunkte;  Kochpunkte;  Wärme- 
strahlung; Tatein  zur  Reduction  der  Barometerstände;  Vergleichuog 
der  Thermometerscalen ;  Psych rometertafel n ;  Tafeln  zur  Bestim- 
mung der  Höhenunterschiede  mittelst  des  Barometers  (es  sind  die 
Tafel  n  von  Oltmanns);  Tafeln  zur  Bestimmung  des  Gewichts  des 
Hornviehs  aus  blossen  Messungen  desselben  ohne  Abwägung  (die 
englische  und 'die  franzosische  Metbode  und  eine  neue  von  Herrn 
Quetelet  angegebene  Methode,  die  aus  einer  Reihe  neuer  in  Ge- 
genwart einer  dazu  ernannten  Kommission  angestellter  Versuche 
abgeleitet  worden  ist).  Nun  folgt  eine  grosse  Anzahl  statistischer 
Tafeln,  die  zwar  sicn  zunächst  auf  Belgien  beziehen,  und  gewiss 
eine  höchst  vorteilhafte  Meinung  von  diesem  jungen  Königreiche 
einzuflössen  geeignet  sind,  aber  doch  auch  viel  allgemein  Inter- 
essantes und  Anwendbares  enthalten ;  und  den  Beschluss  macheo 
die  Meteorologie  und  die  Physik  der  Erde,  mit  Einschluss  der 
magnetischen  Declination ,  Incunation  und  Intensität. 

Sollte  diese,  weil  die  Beschränktheit  des  Raums  eine  andere 
uns  hier  nicht  gestattet,  freilich  nur  sehr  oberflächliche  Antrabe 
des  reichen  Inhalts  dieses  trefflichen  „Annuaire"  nicht  unser 
obiges  Urtheil  und  unsere  Empfehlung  zu  allgemeinerem  Gebrauch 
nicht  vollständig  zu  rechtfertigen  hinreichend  sein  ? 
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literarischer  Bericht. 


Geschichte  der  Mathematik  und 

Physik. 


Hessel**  Tod. 

(Au»  den  Aslronoraiccheu  Nachrichten.  Nro.  556.  entlehnt) 

Am  17.  März  Abends  zwischen  6  und  7  Uhr  starb  Friedrich 
Wilhelm  Besse I.  Seine  langen  und  schweren  Leiden  schloss 
ein  rahiger  schmerzloser  Tod.  Er  schlief  von  Liebe  bewacht  sanft 
ein ,  um  hier  nicht  wieder  zu  erwachen. 

Die  letzten  Tage  seines  Lebens  wurden  noch  durch  eine 
Freude  erheitert ,  welche  die  Gnade  Seiner  Majestät  des  Königs 
von  Preussen  ihm  bereitet  hatte.  Der  Erhabene  Monarch  Hess 
sich  für  Bessel  in  ganzer  Figur,  im  einfachen  Ueberrocke  an 
Seinen  Schreibtisch,  wie  von  der  Arbeit  aufstehend,  gelehnt, 
durch  Professor  Krüger  malen.  Dies  Bild,  das  ein  mehr  als  gnä- 
diges Handschreiben  ankündigte,  kam  am  2.  Marz  auf  der  Stern- 
warte an,  und  war  von  der  Zeit  bis  zu  seinem  Tode  Besse  Ts 
einzige  Freude.  Er  dictirte  am  7.  Marz  seiner  Tochter  folgenden 
hier  wörtlich  abgedruckten  Brief  an  den  Herausgeber  der  Astro- 
nomischen Nachrichten : 

„Das  Bild  ist  ein  Meisterwerk,  prachtvoll,  ein  wahrhaft 
Königliches  Geschenk!  Der  Gedanke,  der  ihm  seine  Ent- 
stehung gegeben  hat,  macht  es  zu  einem  geschichtlichen 
Denkmale,  welches  dem  Herzen  jedes  Preussen  unendlich 
theuer  sein  muss.  Vermochte  etwas  diesen  zwiefachen  Werth 
desselben  noch  zu  steigern  und  das  Glück ,  welches  ich  in 
seinem  Besitze  finde  zu  erhöhen,  so  konnte  dies  nur  das 
Allerhöchste  Handschreiben  sein,  durch  welches  der  Monarch, 
mein  Gnädigster  Herr,  mir  zehn  Tage  vor  der  Ankunft  des 
Hildes  seine  baldige  Absendung  ankündigte.  Ich  würde, 
selbst  in  den  gesundesten  Tagen,    vergebens  versuchen, 
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Ihnen  die  Tiefe  des  Eindrucks  zu  schildern ,  welchen  mein 
jetziger  Besitz  auf  mich  gemacht  hat  Wir  sind  aber  alte 
Freunde ,  die  sich  gegenseitig  durch  und  durch  kennen,  und 
deren  Einer,  auch  ohne  besondere  Schilderung,  wohl  weist 
wie  der  Andere  denkt." 

Ein  Brief  seiner  Tochter ,  des  Fräuleins  Johanna  Bessel,  an  den 
Herausgeber  vom  18.  März  zeigt,  dass  die  letzten  Blicke  des 
Sterbenden  noch  auf  diesem  Bilde  ruheten. 

„Schon  seit  mehreren  Tagen ,  besonders  seit  Sonntag,  hatte 
mein  Vater  sich  sehr  verändert.  Der  Pulsschlag  war  kaum 
noch  bemerkbar ,  und  er  lag  fast  fortwährend  in  einem 
Schlummer,  in  dem  er  endlich  entschlief.  Mutter  und  ich 
sassen  allein  an  seinem  Bette  und  freuten  uns  seines  ruhigen 
und  freien  Athmens  während  des  Schlafes.  Dies  Athmen 
wurde  allmählich  immer  leiser,  bis  ich  es  zuletzt  nur  ange- 
strengt lauschend  noch  vernehmen  konnte.  Einmal  hob  er 
dann  noch  den  Kopf  —  und  der  letzte  Hauch  war  entflohen. 
Es  war  ein  schöner  sanfter  Tod ,  wie  er  ihn  sich  immer  ge- 
wünscht hatte.  Wir  sassen  noch  lange  vor  seinem  Bette, 
ohne  es  zu  wagen,  die  heilige  Stille  durch  Laut  oder  Be 
wegung  zu  unterbrechen. 

Er  behielt  bis  zu  seinem  Ende  sein  volles  Bewusstsein. 
Nachmittags  sprach  er  noch  den  Dr.  Motherby,  der  ihn  be- 
suchte, und  meinen  Schwager,  der  ihm  das  Bild  des  Königs 
wieder  vor  das  Bett  stellte,  was  ihn  innig  erquickte  und  er« 
freuete.  Er  hatte  sich  in  den  letzten  Tagen  davon  getrennt, 
damit  Jedermann  es  sehen  könne,  und  es  machte  ihm  grosse 
Freude,  wenn  wir  ihm  erzählten,  wie  es  Alle  entzuckte. 
Wäre  für  ihn  Hülfe  möglich  ^gewesen,  die  Freude  über  da» 
Geschenk  des  Königs  hätte  ihm  geholfen ,  das ,  wie  er  za 
sagen  pflegte,  den  Menschen  noch  an  das  Leben  zu  fesseln 
im  Stande  sei.  Er  hoffte  immer  noch  dem  Konige  selbst 
für  das  liebe  Bild  danken  zu  können ,  aber  er  war  schon  zu 
schwach.  Der  Briet  an  Sie,  den  er  mir  am  7.  März  dictirte, 
war  sein  letzter.    Er  wird  Ihnen  ein  th eures  Andenken  sein.'4 

Der  Herausgeber,  der  auf  das  Glück  der  vielen  Jahre,  die  er 
mit  Bessel  in  der  engsten  freundschaftlichen  Verbindung  durch- 
lebte ,  wehmuthig  zurücksieht ,  bewahrt  diesen  Brief  und  den  letzten 
noch  von  Bessels  eigener  Hand  am  22.  Febrtiur,  schon  auf  dem 
Sterbelager  geschriebenen  Brief  unter  seinen  theuersten  Besitz 
thümern.  S. 


Der  obigen  Anzeige  des  verehrten  Herrn  Herausgebers  der 
Astronomischen  Nachrichten  freue  ich  mich  noch  hinzufügen  zu 
können,  dass  nach  einer  mir  gemachten  freundschaftlichen  Mit- 
theilung Herr  Professor  Dr.  Anger  in  Danzig,  welcher  mit  Bessel 
in  einer  langjährigen  unmittelbaren  Verbindung  gestanden  hat,  mit 
der  Abfassung  einer  Godächtnissrede  auf  diesen  grossen  Astronomen 
für  die  naturforschende  Gesellschaft  in  Danzig  beschäftigt  ist,  die 
er  demnächst  bekannt  machen  und  sich  dadurch  gewiss  den  leb- 
haftesten  Dank  eines  jeden  Mathematikers  erwerben  wird.  Denn 
wer  auch  nicht  Astronom  von  Fach  ist,  muss  doch  an  deu  Lebens- 
schicksalen und  dem  Bildungsgange  eines  so  hervorragenden,  in 
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der  Geschichte  der  Wissenschaft  einzig  dastehenden  Geistes,  wie 
Hessel  war,  das  grüsste  Interesse  nehmen,  und  sich  an  einem 
Bilde  wahrhaft  erwärmen,  durch  dessen  Anschauung  ihm  klar 
werden  wird,  dass  mit  glänzenden  Eigenschaften  des  Geistes  und 
ausgebreiteter  Gelehrsamkeit  auch  sehr  wohl  grosse  Tugenden  des 
Herzens  verbunden  sein  können ,  und  dass  bei  unausgesetzen  tiefen 
wissenschaftlichen  Studien  doch  auch  das  rein  Menschliche  im 
Menschen  stets  erhalten  werden  kann.  Gr. 


Systeme,  I^ehr-  und  Wörterbücher. 


Compendium  der  elementaren  Mathematik,  enthal- 
tend die  Geometrie,  Arithmetik  und  ebene  Trigono- 
metrie. Zum  Gebrauche  beim  Unterrichte  von  Dr.  A. 
Kramer,  Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu 
Nordhausen.  M  i t  ein g edruck ten  Fie u ren.  'Nordhausen. 
1846.   8.   25  Sgr. 

Dieses  Schulbuch  enthält  die  Lehren  der  Planimetrie,  Stereo- 
metrie, Arithmetik  und  ebenen  Trigonometrie  nach  der  so  eben 
angegebenen  Ordnung  in  dein  Umfange,  in  welchem  sie  gegen- 
wärtig .  auf  den  preussischen  Gymnasien  vorgetragen  zu  werden 
pflegen.  Zu  der  von  dem  gewöhnlichen  Gebrauche  abweichenden 
Anordnung  des  Stoffs  wird  dem  Herrn  Verfasser  wahrscheinlich 
die  Art  nnd  Weise,  wie  er  von  dem  Buche  bei  seinem  Unter- 
richte Gebrauch  macht,  Veranlassung  gegeben  haben.  Ob  indess 
er  nicht  vielleicht  besser  gethan  und  dem  Buche  einen  allgemei- 
neren Eingang  verschafft  haben  würde,  wenn  er  dasselbe  in  meh- 
rere kleinere,  einzeln  verkäufliche  Abtheilungen  getheilt  und  da- 
durch einein  jeden  Lehrer  die  Freiheit  gelassen  Hatte,  von  dem- 
selben nach  beliehen  Gebrauch  zu  machen ,  wollen  wir  dahingestellt 
sein  lassen.  Viele  Eigentümlichkeiten  irgend  einer  Art,  ate  eine 
besondere  Hervorhebung  verdienten,  sind  uns  in  demselben  nicht 
entgegengetreten;  es  ist  aber  einfach,  klar  und  deutlich  abgefasst, 
und  entspricht  in  diesen  Beziehungen  den  an  ein  Schulbuch  zu 
machenden  Anforderungen  recht  wohl.  Dass  der  Theorie  der  Pa- 
rallellinien  ein  besonderer  dieser  Lehre  eigentümlicher  Grundsatz, 
ohne  den  man  nun  einmal  in  derselben  nicht  wird  auskommen 
können,  zum  Grunde  gelegt  und  deutlich  hervorgehoben,  nicht 
versteckt  in  die  Beweise  der  Lehrsatze,  wie  dies  nicht  selten 
geschieht,  eingeweht  worden  ist,  verdient  Anerkennung.  Nur  ist 
nicht  recht  abzusehen,  warum  der  Herr  Verfasser  seinen  Grund-  . 
satz  75.  S.  10. : 

„Zwei  einander  sehneidende  Gerade  können  nicht  einer  und 

derselben  dritten  Geraden  parallel  sein/* 
nicht  lieber  directer  auf  folgende  Weise: 

Zwei  einer  und  derselben  dritten  Geraden  parallele  Gerade 

sind  einander  selbst  parallel 
ausgedrückt  hat;  denn  beides  kommt  doch  im  Wesentlichen  auf 
dasselbe  hinaus,  und  der  zweite  directe  Satz  scheint  uns  nainent- 
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lieh  für  den  ersten  geometrischen  Unterricht  zweckmässiger  als 
der  erste  mehr  indirecte  Satz  zn  sein.  Der  gute  Druck  und  die 
sehr  säubern  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitte  gereichen 
dem  Buche  gleichfalls  zur  Empfehlung. 


Arithmetik. 


Egen,  P.  N.  C. :  die  allgemeine  Arithmetik.  I.  Tbl.  3te  verli. 
Aufl.  1846.   2  Rthlr. 

Algebraische  Aufgaben  aus  dem  ganzen  Gebiet 
der  reinen  .Math  ematik  mit  Angabe  der  Resultate. 
Als  Ergänzung  zu  Meier  Hirsch  Sammlung  von  Bei« 
spielen  etc.,  so  wie  auch  zum  sei bststäod  igen  Gebrauch 
bearbeitet  von  Dr.  D.  C.  L.  Lehraus,  Professor  der 
Mathematik  an  der  Ko ni gl.  vereint  gten  Artillerie-  und 
Ingenieur-Schule  und  dem  Haupt-Berg  werks-Eleveo- 
institut  in  Berlin.   Berlin.  1846.   8.   18  Sgr. 

Bekanntlich  enthalten  die  geometrischen  Aufgaben  von  Meier 
Hirsch  nicht  bloss  die  Resultate,  sondern  die  vollständigen  Auf- 
losungen.  Dieser  Umstand ,  meint  der  Herr  Verfasser  in  'der  Vor- 
rede, sei  der  Grund,  dass  die  geometrischen  Aufgaben  von  Meier 
Hirsch  weit  weniger  Beifall  als  die  algebraischen  gefunden  hätten. 
Dadurch  sei  er  zur  Herausgabe  dieser  bloss  die  Resultate  ohne 
die  Lösungen  enthaltenden  Sammlung  algebraischer  und  geo- 
metrischer Aufgaben  veranlasst  worden,  deren  Inhalt  folgender 
ist.    Erste  Abtheilung.  Aufgaben  aus  der  Arithmetik. 
I.  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  ohne  Zuziehung  des  dekadischen 
Zahlensystems.  Nro.  1  — 100.    H.   Aufgaben  aus  der  Arithmetik 
mit  Zuziehung  des  dekadischen  Zahlensystems.    Nro.   1.  — 127. 
Zweite   Abtheilung,     Aufgaben,    welche   auf  alge- 
braische Gleichu  ngen  mit  einer  Unbekannten  führen. 
III.  Algebraische  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  zu  ordnen. 
Nro.  1  — 12.    IV7.  Aulgaben,  welche  auf  algebraische  Gleichungen 
vom  ersten  Grade  führen.  Nro.  1  — 120.  "V.  Aufgaben,  welche 
auf  algebraische  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  fuhren.  Nro.  1 
— 50.    VI.  Aufgaben,  welche  auf  algebraische  Gleichungen  von 
höheren  Graden  führen.  Nro.  1  —  22.    Dritte  Abtheilung. 
Aufgaben,  welche  auf  algebraische  Gleichungen  mit 
mehr  Un bekann ten  führen.  VII.  Vermischte  ohne  Anordnung 
nach  der  Anzahl  der  Unbekannten  und  dem  Grade  der  entstehen- 
den Endgleichung.  Nro.  1 — 49.   VIII.  Anwendungen  des  Satzes 
von  den  unbestimmten   Coeflicienten.   Nro.  1  — 18.    IX.  Unbe- 
stimmte Aufgaben.  Nro.  1  —  27.    Vierte  Abtheilung.  Alge- 
braische Aufgaben   aus  den  geometrischen  Wissen- 
schaften.   X.  Aufgaben  aus  der  ebenen  Geometrie.  Nro.  1 — 47. 
XI.   Aufgaben  aus  der  ebenen  Trigonometrie.  Nro.  1 — 68.  XII. 
Aufgaben  aus  der  Korperlehre   und  sphärischen  Trigonometrie. 
Nro.  1 — 46.    XIII.  Aufgaben  aus  der  Coordinaten-  Theorie  und 
den  Kegelschnitten.  Nro.  1 — 32.   Anhang.   Aufgaben,  welche 
auf  transcendente  Gleichungen  führen.   Nro!  1  — 14! 
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Eine  Seite  lässt  diese  Sammlung  geometrischer  Aufgaben, 
indem  sie  bloss  die  Resultate  in  Formeln  angiebt,  so  gut  wie 
ganz  unberücksichtigt,  nämlich  die  Herleitung  geometrischer  Cou- 
structionen  aus  den  gefundenen  algebraischen  Ausdrücken,  wozu 
Meier  Hirsch  allerdings  Anleitung  giebt,  und  die  also  hier  gaoz 
dem  mundlichen  Unterrichte  anheim  gestellt  bleibt. 

Neun  mathematische  Abhandlungen  von  Dr.  Fr. 
Arndt,  Gymnasiallehrer  zu  Stralsund.  (Besonders 
abgedruckt  aus  Crelle's  Journal  für  reine  und  ange- 
wandte Mathematik.    Band  XXXI.).  Berlin.  1846.  4. 

Die  Titel  dieser  Abhandlungen ,  die  alle  von  dem  Scharfsinne 
des  Herrn  Verfassers  ein  neues  sehr  erfreuliches  Zeugniss  ablegen, 
sind  folgende:  Ueber  die  Summirung  der  beiden  Reihen 

ro  —  »in  +  ** v%— •••  +  (— l)nr*> 

in  welchen  die  Grossen  y  willkuhrlich  und  die  Coefticienten  Binomial- 
coefficienten  des  ganzen  Exponenten  n  sind,  mittels  höherer  Diffe- 
renzen und  Summen.  —  Nova  solutio  problematis  determinandi  mul- 
titudinem  numerorum,  qui  ad  numerum  aliquem  sint  primi  eoqne 
minores.  —  Entwicklung  der  Summe  der  nten  Potenzen  der  natur- 
lichen Zahlen  nach  den  Potenzen  des  Index  mittelst  des  Taylor'- 
ftchen  Lehrsatzes.  —  Ueber  die  Bernoullische  Methode  summirbare 
Keinen  zu  finden.  —  Nova  methodus  determinandi  multitudinem 
radicum  congruentiae  x*  =  1  (mod.  M)  aliaque  ad  hanc  materiem 
spectantia.  —  Demonstratio  duorum  theorematum  Gaussianis  his 
eeneraliorum  :  I.  Productum  ex  omnibus  radicibus  primitivis  moduli 
imparis  p  unitati  sec/i.  congruum  est,  excepto  casu,  in  auo />=3. 
II.  Summa  omoiura  radicum  primi  tivarum  moduli  primi  imparis  p 
est  =0,  quando  p  —  1  per  quadratum  aliquod  divisibilis  est;  quando 
vero  per  nullum  quadratum  divisibilis,  summa  est  =J^1,  prout 
multitudo  factorum  ipsius  p— 1  primorum  est  par  aut  impar. —  De- 
monstratio nova  theorematis  Wilsoniani  a  summo  Gauss  hoc  modo 
generalius  enunciati :  Productum  omnium  numerorum  ad  numerum 
quemeunque  M  primorum  eoque  inferiorum  unitati  negativae  aut 
positivae  sec.Jf  congruum  est;  et  quidem  negative  sumeuda  est 
unitas,  quando  M  potestas  numeri  primi  imparis  vel  ejus  duplum, 
vel  denique  4,  positive  autem  in  omnibus  casibus  reliquis.  — 
Disquisitiones  de  residuis  cujusvis  ordinis.  —  Bemerkungen  über 
die  Verwandlung  der  irrationalen  Quadratwurzel  in  einen  Ketten- 
bruch. —  Man  sieht  aus  dieser  Angabe  des  Inhalts,  mit  der  wir 
uns  der  Beschränktheit  des  Raums  wegen  hier  leider  begnügen 
müssen,  dass  diese  Abhandlungen  des  Interessanten  nicht  wenig 
darbieten. 


Geometrie. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  den  Schul-  und  Selbst- 
u'nterrich  von  Dr.  W.  A.  Wilde,  Professor  am  Gymna- 
sium zu  Stargard.  DritterBand.  Auch  un  ter  dem  Titel: 
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*  • 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  den  Schul-  und  Selbst- 
Unterricht.  Erster  Band.  Die  ebene  Geometrie  mit 
Einschluss  der  Trigonometrie.  (Mit  acht  Figurenta- 
feln.)  Leipzig.  1846.   8.   26  Sgr. 

Der  erste  Band  dieses  Lehrbuchs  ist  in  Nro.  XXIV.  S.  357. 
des  Literarischen  Berichts  angezeigt  worden.  Der  Inhalt  des  vor- 
liegenden ersten  geometrischen  Theils  ist  im  Allgemeinen  folgen- 
geoder.  Einleitung.  Lonffimetrie.  Erster  Abschnitt. 
Lage  gerader  Linien  in  der  Ebene.  Zweiter  Abschnitt.  Zu- 
sammenhang unter  den  Linien  und  Winkeln  der  Figuren.  Dritter 
Abschnitt.  Constructionelle  Aufgaben.  Vierter  Abschnitt. 
Zusammenhang  unter  den  Linienverhältnissen  und  Winkeln  der 
Figuren.  Aehnlichkeit.  Anhang  zum  vierten  Abschnitt. 
(Transversalen.  Harmonische  Punkte.  Anwendungen  des  Pytha- 
gorischen  Satzes  beim  Dreieck  und  Viereck.  Linien  in  und  am 
Kreise.  Verjüngter  Maassstab.  Vernier  oder  Nooius.).  Fünfter 
Abschnitt.  Aufgaben  zum  vierten  Abschnitt.  (Constructionen. 
Geometrisch -algebraische  Aufgaben.  Construction  algebraischer 
Ausdrücke).  Planimetrie,  Sechster  Abschnitt.  Flächen- 
lehre  oder  Planimetrie  im  engern  Sinne.  Siebenter  Abschnitt. 
Aufgaben  zum  sechsten  Abschnitt.  Trigonometrie,  Achter 
Abschnitt.  Von  den  trigonometrischen  Functionen  (Goniometrie). 
Neunter  Abschnitt.  Trigonometrische  Rechnungen. 

So  wie  in  dem  ersten  Bande  ist  auch  in  diesem  zweiten  ein 
sehr  löbliches  Streben  nach  systematischer  Anordnung  unverkenn- 
bar. Daneben  enthalt  das  Buch  aber  auch  Anleitung  und  Stoff 
zu  eignen  Uebungen  der  Schüler  genug,  lässt  die  praktische  Seite 
nicht  ganz  unberücksichtigt,  und  sucht  auch,  wie  z.  B.  der  An- 
hang zum  vierten  Abschnitte  zeigt ,  die  Erweiterungen ,  mit  wel- 
chen die  Geometrie  in  neuerer  Zeit  bereichert  worden  ist.  für  deo 
Schulunterricht  zu  benutzen,  ohne  darin  jedoch,  wie  es  recht  ist, 
zu  weit  zu  gehen.  Zugleich  enthält  der  fünfte  Abschnitt  eine  An- 
leitung zur  analytischen  Geometrie ,  so  weit  dieselbe  in  den  Kreis 
des  Schulunterrichts  gehört ,  oder  vielmehr  eine  Anleitung  zur 
algebraischen  Auflösung  geometrischer  Aufgaben,  und  zur  Her- 
leitung  geometrischer  Constructionen  aus  gefundenen  algebraischen 
Ausdrücken,  Alles  in  sehr  einfacher,  fasslicher,  dabei  aber  den 
gerechten  Anforderungen  geometrischer  Strenge  genügender  Weise, 
und  in  einer  für  den  Schulunterricht  jedenfalls  vollkommen  aus- 
reichenden Vollständigkeit.  Am  wenigsten  hat  uns  nach  den  An- 
sichten ,  die  wir  nun  einmal  über  diesen  vielbesprochenen  Gegen- 
stand haben  und  als  hinreichend  bekannt  voraussetzen  dürfen,  die 
Behandlung  der  Lehre  von  den  Parallelen  angesprochen.  Bei  allen 
solchen  Darstellungen  wie  die  hier  gegebene  wird,  wie  es  uns 
scheint,  zu  häufig  an  die  blosse  Anschauung  apellirt.  Stellt  man 
aber  einen  dieser  Lehre  eigentümlichen  Grundsatz  kurz ,  klar  und 
bestimmt  aut,  und  weiset  oie  Schüler  darauf  hin,  dass  erstlich 
überhaupt  gewisse  nothWendige  Axiome  das  eigentliche  Fundament 
der  gesammten  Mathematik  bilden,  dass  ferner  die  Lehre  von  deo 
Parallelen,  in  welcher  es  auf  Vergleichungen  von  Linien  mit  ein- 
ander rücksichtlich  der  Gleichheit  ihrer  gegenseitigen  Lage  an- 
komme, mindestens  ein  ihr  eigentümliches  Axiom  notwendig 
fordere  ,  und  leitet  dann  alles  Uebrige  aus  diesem  einen  Axiome 
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durch  folgerechte  Schlüsse  kurz,  klar  und  bestimmt  ab,  so  hat  man, 
stauben  wir,  sein  wissenshaftliches  Gewissen  eerettet,  und  alle 
Gelegenheit  zu  Einwürfen  von  Seiten  der  Schuler  abgeschnitten. 
Mehr  als  das  Vorhergehende  wird  sich  in  dieser  Lehre  wohl  auch 
schwerlich  jemals  erreichen  lassen ,  und  es  kommt  nur  darauf  an, 
denjenigen  Satz  ausfindig  zu  machen ,  welcher  am  meisten  auf  den 
Namen  eines  Axioms  Anspruch  zu  machen  berechtigt  ist.  Keines- 
wegs wollen  wir  aber  dem  Herrn  Verfasser  dieses  Lehrbuchs  hier- 
durch einen  Vorwurf  machen ,  dass  er  wenigstens  nicht  ganz  den- 
selben Ansichten  gefolgt  ist,  da  wir  recht  gut  wissen ,  dass  gerade 
bei  diesem  Gegenstande  schwerlich  jemals  eine  Uebereinstimmung 
der  Ansichten  zu  erreichen  sein,  und  der  Herr  Verfasser  gewiss 
auch  seiner  Darstellung  bei  den  Schülern  den  gehörigen  Eingang 
zu  verschaffen  verstehen  wird. 

Joanet:  annotation  ä  la  geom&rie  elementaire  de  Legendre. 
2.  edit.  Paris. 

Fünf  berühmte  Fragen  aus  der  Bildlehre.  Vom 
Professor  Dr.  G.  Paucker.   Mi  tau.  1845.  8. 

Die  in  dieser  kleinen  Schrift  enthaltenen,  mehr  angedeuteten 
als  ausgeführten  Betrachtungen  sind ,  wie  der  Herr  Verfasser  auf 
S.  13.  sagt,  einem  Werke  über  die  neuere  Bildlehre  (Geometrie) 
entnommen ,  zu  dessen  Herausgabe  derselbe  nur  günstige  Umstände 
erwartet.  Der  Inhalt  dieses  kleinen  Vorläufers  des  grosseren 
Werkes  ist  in  den  von  den  gewöhnlichen  häufig  abweichenden 
Ausdrücken  des  Herrn  Verfassers  folgender:  1.  Die  Bildgleichung 
und  Doppelbildung.  2.  Der  Doppelschnitt.  3.  Der  Verhältniss- 
schnitt und  Flächenschnitt.  4.  Eine  Fügung  (Figur)  in  und  um 
gegebene  Fügungen  zu  beschreiben.  5.  Eine  Fügung  um  eine  an- 
dere Fügung  und  in  einen  Abkreis  (Kegelschnitt)  zu  beschreiben.  — 
Die  neuen  durch  Einfachheit  sich  auszeichnenden  Behandlungen 
einiger  der  wichtigsten  Sätze  und  Aufgaben  der  Geometrie,  welche 
der  Herr  Verfasser  in  dieser  Schrift  andeutet,  machen  allerdings 
auf  das  angekündigte  grossere  Werk  begierig.  Ueber  Nro.  5.  sagt 
derselbe ,  dass  er  *clie  hier  gegebene  ungemein  einfache  Auflosung 
im  Winter  1844/45  gefunden  habe,  uncl  bemerkt  auf  S.  14.,  um 
Missverständnissen  vorzubeugen ,  „dass  Herr  Oberlehrer  Seydewitz 
zu  Heiligenstadt  sich  gleichzeitig  mit  derselben  beschäftigt  habe 
und  durch  seine  scharfsinnigen  Betrachtungen  (Grunert  Archiv  für 
Mathematik.  Tbl.  IV.  S.  421.  1844.)  zu  ähnlichen  Ergebnissen 
geführt  worden  sei."  —  Wir  wünschen  im  Interesse  der  Wissen-  ' 
schalt ,  dass  der  Herr  Verfasser  durch  die  von  ihm  erwarteten 
günstigen  Umstände  recht  bald  zur  Herausgabe  seines  grösseren 
Werks  in  den  Stand  gesetzt  werden  möge. 

Das  Malfattiscbe  Problem,  neu  gelöst  von  C. 
Adams,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gew erbschule 
in  Win  tert  hur.  Mit  einer  1  ithographirten  Tafel.  Win- 
ter thur.  184G.  4. 

Das  Mal  (attische  Problem  ist  bekanntlich  die  Aufgabe: 
In  ein  gegebenes  Dreieck  drei  Kreise  so  zu  be- 
schreiben, dass  jeder  derselben  die  beiden  an- 
dern und  zwei  Seiten  des  Dreiecks  berühre, 
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und  zuerst  aufgelost  von  dem  Italiener  Malfatti  in  dem  ersten 
Theile  des  zehnten  Bandes  der  Mem.  d.  Soc.  Ital.  1803. 

Die  obige  Schrift  zerfällt  in  die  drei  folgenden  Abschnitte. 
Erster  Abschnitt.  Die  alteren  Auflosunsen.  Zweiter 
Abschnitt.  Die  Steiner'sche  Construction.  Dritter 
Abschnitt.   Neue  Auf  I  ösun g. 

In  dem  ersten  Abschnitte  charakterisirt  der  Herr  Verfasser 
die  älteren  von  Malfatti  selbst,  Gergonne  und  Lavernede, 
Tedenat,  Grelle,  Lehmus  und  dem  Herausgeber  des 
Archivs  in  den  Supplementen  zu  dem  mathematischen  Wörter- 
buche.  Thl.  I.  S.  29.  gegebenen  Auflösungen  naber  und  bereichert 
die  von  Gergonue  und  Lavernede  gegebene  Auflösung  mit 
einigen  schätzbaren  eignen  Bemerkungen.    Da  alle  diese  alteren 
Behandlungen  des  Problems  .mehr  eine  möglichst  elegante  analy- 
tische Auflösung  als  eine  geometrische  Construction  bezweckten, 
so  wird  ganz  zweckmässig  in  dem  zweiten  besonderen  Abschnitte 
die  von  Steiner  ohne  Beweis  gegebene  Construction  mitgetheilt, 
und  der  von  Zornow  gegebene  Beweis  derselben  vereinfacht, 
überhaupt  wieder  mit  verschiedenen  beachtensn  erthen  eigenen 
Bemerkungen  bereichert.    Im  dritten  Abschnitte  theilt  der  Herr 
Verfasser  endlich  seine  eigne  durch  Einfachheit  sich  empfehlende 
Construction  nebst  der  vollständigen  Analysis  derselben  mit,  welche 
letztere,  was  man  nicht  unbemerkt  zu  lassen  hat,  auch  unmittelbar 
sowohl  zu  den  von  M  a  I  f  a  1 1  i,  als  auch  zu  den  von  Tedenat  gegebe- 
nen, durch  besondere  Eleganz  sich  auszeichnenden  Ausdrücken  führt. 
Jedenfalls  ist  diese  Schrift  allen  denen,  welche  die  Aufgabe,  mit 
der  sich  dieselbe  in  ziemlicher  Ausführlichkeit  beschäftigt,  näher 
kennen  lernen  wollen,  sehr  zu  empfehlen,  so  wie  das  immer  häu- 
tigere Erscheinen  solcher  Monographien  uns  überhaupt  wünsc bens- 
werth  und  oft  verdienstlicher  als  die  Ausarbeitung  eines  gewöhn- 
lichen Lehrbuchs  oder  die  Anfertigung  von  Uebersetzungen  aus 
dem  Französischen  oder  Englischen  zu  sein  scheint,  da  namentlich 
letztere  sehr  häufig  fast  gar  nichts  weiter  als  das  Abschreiben  von 
Formeln  erfordern. 

Dre  Stereotomie  (Lehre  vom  Körperschnitte),  enthaltend  die 
Anwendungen  der  darstellenden  Geometrie  auf  die  Schattenlehre, 
Linearperspective ,  Gnomooik,  den  Steinschnitt  und  die  Holzver- 
bindungen ,  mit  einem  Atlas  von  74  Tafeln  in  Folio,  von  E.  F.  A. 
Lerov.  Aus  dem  Französischen  von  E.  F.  Kaufmann.  Stuttgart. 
1846/  Erste  Lieferung.  Bogen  1  bis  6.   Mit  Atlas.    J  Rthlr. 


Praktische  «eometrie. 


Williams,  J.  B. :  practical  geodesy.   8.   12  S.  6  d. 


centres 
Paris. 


Breton,  P.  (Dechamp) :  description  des  courbes  a  plusi 
res,  d'apres  le  procede  Perronet;  tableaux  numeriques 
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Bräuhäuser,  J.:  Tafeln,  zur  approximativen  Bestimmung 
der  Grössen  eines  jeden  Winkels  in  Graden  and  Minuten  vermit- 
telst des  gewöhnlichen  Taschenmaassstabes.  Augsburg.  1846. 
I  Rthlr. 


Praktische  Mechanik. 


Poppe,  A. :  Grundlehren  der  Mechanik  und  des  Maschinen- 
wesens mit  Beispielen  der  Anwendung  auf  4  Tafeln.  Frankfurt. 
1846.    ü  Rthlr. 

Einfache  und  leichtverständliche  Anleitung  zur  Berechnung  der 
Kraft  der  Dampfmaschinen.  Vom  Grafen  G.  de  Pambour.  Deutsch 
von  Dr.  E.  H.  Schnuse.   Braunschweig.  1W6.   8.  7  Sgr.  6  PI. 


Astronomie. 


Elementare  Darstellung  der  Analyse  der  Fixstern- 
Bedeckungen  des  Herrn  Geheimen  Raths  Bessel.  Von 
C.  Rflmker.   Hamburg.  1846.  4. 

Durch  diese  kleine  Schrift,  deren  Zweck  durch  ihren  Titel 
mit  hinreichender  Deutlichkeit  bezeichnet  wird,  hat  sich  der  Herr 
Verfasser  um  alle  diejenigen  ein  Verdienst  erworben ,  denen  eine 
«ich  unmittelbar  an  eine  Figur  anschliessende,  und  dadurch  jeden- 
falls an  Anschaulichkeit  gewinnende  Darstellung  mehr  als  eine  die 
aligemeinen  Lehren  der  analytischen  Geometrie  in  Anspruch  neh- 
mende Behandlungsweise  zusagt.  Dass  aber  gerade  unter  denen, 
welche  sich  namentlich  praktischer  Zwecke  wegen  mit  Astronomie 
beschäftigen ,  wie  z.  B.  unter  den  wissenschaftlich  gebildeten  See- 
fahrern, viele  sind,  welche  das  Bedürfnis«  einer  solchen  mehr 
elementaren  und  anschaulichen  Darstellung  fühlen ,  ist  schon  in 
Nro.  XXII.  des  Literarischen  Berichts.  340.  bei  Gelegenheit 
der  Anzeige  der  von  Herrn  C.  Rtimker  besorgten  vortrefflichen 
vierten  Auflage  de»  Hamburger  Lehrbuchs  der  Schifffahrtskunde 
von  uns  hervorgehoben  norden.  Da  nun  ausserdem  Bessel's  Me- 
thode zur  Berechnung  der  Lange  aus  beobachteten  Sternbedeckun- 

Sen  (denn  hierauf  bezieht  sich  die  obige  Schrift,  nicht  aufBessels 
lethode  zur  Vorausberechnung  der  Sternbedeckungen,  was  wir, 
um  jedem  möglichen  Missverständnisse  vorzubeugen,  besonders 
bemerken)  allerdings  sehr  verdient,  immer  noch  häufiger  in  An- 
wendung gebracht  zu  werden  ♦  so  glauben  wir  auf  die  obige  kleine 
Schrift  die  Leser  des  Archivs  nicht  bloss  im  Allgemeinen,  sondern 
iusbesondere  auch  die  Lehrer  an  Schifffahrtsschulen  aufmerksam 
machen  zu  müssen,  und  dieselbe  ihrer  Beachtung  zu  empfehlen. 
Die  Anwendung  der  Methode  ist  in  derselben  von  dem  Herrn 
Verfasser  auch  durch  ein  vollständig  ausgerechnetes  Beispiel  er- 
läutert worden. 
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Tuxen,  8.  L. :  Laereboß  i  Styrmandskunsten  eller  Styrmands- 
kunsten praktisk  og  theoretisk  forklaret.  2  opl.  2  Dele  Imp.  8. 
6  Rbd.  64  Sk. 

Bewegliche  Himmelskarte  mit  Horizont,  nebst  Erklärung  ihrer 
Construction  von  O.  Millinger,  Professor  an  der  höheren  Lehr- 
anstalt in  Solothurn.    Schaffhausen.   1.  Rthlr.  6  Sgr. 


Physik. 


Katzfey,  J. :  Naturlehre  für  höhere  Lehranstalten.  I.  Expe- 
rimentalphysik.  Verb.  Ausg.   Cüln.  1&46.   12  Sgr. 

Die  Elemente  der  Physik  nach  mathematischen 
Principien  zum  Gebrauche  für  höhere  Schulen  und 
Gymnasien  von  Dr.  J.  Götz,  Professor  der  Mathematik 
und  Mitgliede  mehrerer  gelehrten  Gesellschaften. 
Nebst  343  in  den  Text  gedruckte  nHol  zsch  n  itten.  Leipzig. 
1S46.   8.   2  Rthlr.  18  Sgr. 

Die  mathematische  Darstellung  in  diesem  Lehrbuche  beschränkt 
sich  nur  auf  den  mechanischen  Theil  der  Physik,  und  auf  das 
Allergewühnlichste  in  der  Lehre  vom  Lichte.  In  der  Lehre  von 
der  Electricität ,  dem  Galvanismus,  Magnetismus  und  dem  Electro- 
magnetismus  ist  von  Mathematik  keine  Rede  weiter,  so  wie  denn 
auch  die  physikalische  Theorie  des  Lichts,  seihst  auch  die  Lehre 
vom  Achromatismus,  nur  eine  sehr  oberflächliche  Berücksichti- 
gung in  demselben  gefunden  hat.  Ueberhaupt  enthält  die  Lehre 
von  den  sogenannten  Imponderabilien  nichts  weiter,  als  was  man 
in  den  gewohnlichsten  Compendien  findet,  ohne  alle  Eigenthüm- 
lichkeit  der  Darstellung  und  JBehandlungsweise.  Da  also  in  diesem 
Theile  die  Kritik  nichts  zu  thun  findet,  so  wenden  wir  uns  zu  den 
mechanischen  Abschnitten,  und  namentlich  zu  der  denselben  zu 
Theil  gewordenen  auf  dem  Titel  des  Buchs  besonders  hervorge- 
hobenen mathematischen  Darstellung.  Diese  letztere  müssen  wir 
aber  leider  als  sehr  schwach  bezeichnen,  und  haben  in  derselben 
nichts  weiter  gefunden,  als  was  in  derselben  Weise  schon  in  den 
deutschen  physikalischen  Lehrbüchern  etwa  aus  den  Zeiten  Gren's  zu 
finden  ist.  Denn  bei  Schlüssen,  wie  z.  B.  dem  in  der  Lehre  vom  Fall 
auf  S.  18.  sich  findenden:  „weil  wi  =  ac  sich  zeigt  und  also 
m  für  m  -f- 1  gesetzt  werden  kann,"  ist  dem  Herrn  Verfasser 
wohl  noch  nie  ein  Bedenken  aufgestossen ,  und  derselbe  scheint 
nach  einer  solchen  Probe  noch  nicht  hinter  das ,  was  an  derglei- 
chen Dingen  das  allein  Wahre  und  Richtige  ist,  gekommen  zu 
sein.  Das  kann  aber  nicht  auffallen,  wenn  man  aus  vielen  Er- 
scheinungen auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Literatur  leider 
immer  mehr  und  mehr  die  Ueberzeugung  gewinnen  muss,  dass  die 
grossen  lediglich  der,  neuesten  Zeit  angetiorendeu  Leistungen  für 
eine  bessere  Begründung  aller  Theile  der  Mathematik  sich  im 
Ganzen  nur  noch  einer  höchst  geringen  Verbreitung  erfreuen,  und 
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an  vielen  Schriftstellern  spurlos  vorübergegangen  sind.   Mit  uns 
möge  man  machen,  was  man  will,  wir  werden  es  nie  zugeben, 
dass  in  irgend  einem  Falle  m  fü'r  m-f  1  gesetzt  werden  könne, 
auch  wenn  m  noch  so  gross  geworden  sein  mag.   Bei  dem  Unter- 
richte auf  Schulen  sinn  aber  dergleichen  Absurditäten  um  so  ge- 
fährlicher, weil  die  Schüler  den  eigentlichen  Sinn  solcher  Betrach- 
tungen noch  gar  nicht  kennen,  sondern  eben  erst  in  denselben 
eingeführt  werden  sollen ,  und  wir  mochten  doch  den  Lehrer  sehen, 
der  sich  nicht  in  grosser  Verlegenheit  befinden  sollte,  wenn  er 
einen  ihm  gegenüber  die  Behauptung,  dass  wt  +  l>wi  sei,  auf- 
stellenden Schuler  zu  der  Ueberzeugung  bringen  wollte,  dass 
m-f-l=m  sei.    Wenn  aber  ein  Lehrer  der  Mathematik 'nur  den 
Widerspruchsgeist  seiner  Schüler  zu  wecken  versteht  und  zu  wecken 
den  redlichen  Willen  hat,  so  kann  er  uns  aufs  Wort  glauben,  dass 
es  an  solchen  Einwürfen  wie  der  vorhergehende,   insofern  der 
Lehrer  selbst  durch  seine  ungenügende  Darstellung  zu  denselben 
mehr  als  zu  viel  Gelegenheit  giebt,  nicht  fehlen  wird.  Wir  haben, 
da  der  Raum  mehr  ins  Einzelne  zu  gehen  uns  nicht  verstattet, 
absichtlich  den  obigen  ganz  trivialen  Fall  hervorgehoben,  weil  der- 
selbe nach  unserer  Meinung  ganz  geeignet  ist,  einem  jeden  der 
Sache  gehörig  Kundigen  den  Geist  der  ganzen  in  diesem  Buche 
gegebenen  mathematischen  Darstellung  der  Lehren  des  mechani- 
schen Theils  der  Physik  mit  einem  Male  vollständig  zur  Anschauung 
zu  bringen,  und  zur  Bildung  eines  eigenen  Urtheils  die  nöthige 
Richtschnur  abzugeben.    Dabei  müssen  wir  aber  auch  noch  be- 
merken ,  dass  für  Vieles,  was  unbedingt  eine  mathematische  Theorie 
fordert,  gar  keine  solche  gegeben  worden  ist.   So  muss  z.  B.  die 
Bestimmung  des  Feuchtigkeitszustandes  der  Luft  aus  Beobach- 
tungen des  Psychrometers  durchaus  auf  bestimmte  mathematische 
Formeln  zurückgeführt  werden,  und  ohne  eine  strenge  mathema- 
tische Theorie  ist  das  Psychrometer  überhaupt  ein  ganz  unnützes 
Instrument.    Diesen  ganzen  so  wichtigen  Apparat  thut  aber  ausser 
einer  kurzen  Beschreibung  desselben  der  Herr  Verfasser  auf  S.  241. 
mit  den  Worten  ab:  „Der  Unterschied  der  durch  beide  Thermo- 
meter angegebenen  Temperaturen ,  d.  h.  die  Psychrometer-Differenz, 
bestimmt  die  Feuchtigkeit  der  Luft";  freilich  aber  konnte  von  einer 
Theorie  des  Psychrometers  nicht  die  Rede  sein,  weil  die  so  wich- 
tigen mathematischen  Untersuchungen  über  die  Expansivkraft  der 
Dämpfe  ganz  ausserhalb  des  Planes,   den  der  Herr  Verfasser 
sich  bei  Abfassung  dieses  Buches  machte,  gelegen  zu  haben 
scheinen.    Endlich 'genügt  dasselbe  auch  einer  Anforderung  nicht 
im  Mindesten,  welche  man  an  eine  mathematische  Darstellung  der 
Physik  durchaus  zu  machen  berechtigt  ist,  indem  es  nämlich  nir- 
gends die  vielfachen  Correctionen,  welche  fast  alle  physikalischen 
Versuche  erfordern ,  wenn  sie  nur  irgend  auf  wissenschaftliche  Ge- 
nauigkeit sollen  Anspruch  machen  können,  gehörig  berücksichtigt, 
und  überhaupt  diese  so  höchst  wichtige  und  interessante  Seite  der 
Physik  ganz  bei  Seite  liegen  lässt.  Man  siebt  daher  hieraus,  dass 
dieses  neue  Lehrbuch  der  Physik  bloss  die  bekanntesten  Dinge 
enthält,  und  dass  die  auf  dem  1  itel  hervorgehobene  mathematische 
Behandlung  wohl,  wenn  man  die  Sache  aus  einem  mehr  wissen- 
schaftlichen Standpunkte  betrachtet,  gerade  seine  schwächste  Seite 
ist.    Die  Holzschnitte  können  zwar  genügen,  sind  aber  nicht  sehr 
sauber  ausgeführt ;  und  sollen  dieselben,  wie  es  fast  scheint,  Abbil- 
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düngen  der  Theile  eines  wirklich  vorhandenen  physikalischen  Ap- 
parats sein,  so  gehurt  derselbe  wenigstens  nicht  zu  den  vorzüglich 
eleganten,  und  erinnert,  wie  das  ganze  Buch,  vielfach  an  eioe 
altere  Zeit. 

Sollten  einige  der  oben  zuletzt  erwähnten  Unvollständigeren 
vielleicht  darin  ihre  Entschuldigung  suchen,  dass  das  Buch  zu- 
nächst nur  für  den  Schulunterricht  bestimmt  sei,  so  müsste  da* 
vorherrschend  sein  sollende  mathematische  Element  nicht  auf  dem 
Titel  und  in  der  Vorrede  als  ein  besonderes  Gewicht  in  die  Wag- 
schale legend  hervorgehoben  worden  sein. 

Wir  haben  die  obigen  Bemerkungen  nicht  unterdrucken  wollet, 
weil  wifc  sehr  wünschen,  dass  auch  der  mathematischen  Physik 
immer  mehr  und  mehr  eine  der  geometrischeu  Strenge  sich  mög- 
lichst nähernde  Darstellung  zu  Theil  werden  möge,  wofür  uns  ta 
Deutschland  u.  A.  der  verdiente  Bohnenberge r  in  dem  dritten 
Theile  seiner  Astronomie  ein  vortreffliches  Muster  aufgestellt 
bat,  welches,  wie  wir  hören,  noch  jetzt  von  einem  der  grössteo 
lebenden  Mathematiker  angehenden  Astronomen  vorzüglich  zum 
Studium  empfohlen  zu  werden  pflegt.  Ausserdem  sind  wir  der 
Meinung,  dass  die  mathematische  Physik,  aus  einem  richtigen 
Gesichtspunkte  dargestellt,  d.  h.  immer  auf  die  strenge, 
hier  fast  nirgends  zu  umgehende  Betrachtung  der 
Grämen  zurückgeführt,  ein  ganz  vorzügliches  Bildung- 
mittel  des  mathematischen  Geistes  überhaupt,  und  eine  vortreffliche 
Vorbereitung  zum  Studium  der  höhern  Mathematik,  insbesondere 
der  höheren  Mechanik  ist.  Wer  diesen  Gesichtspunkt  nicht  fest« 
hält,  und  ohne  vorzügliche  Rücksicht  auf  die  Strenge  der  Methode 
bloss  eine  Keuntniss  der  hauptsächlichsten  physikalischen  Gesetze 
und  der  gewöhnlichsten  Formeln,  in  denen  dieselben  sich  darstellen 
lassen,  sucht,  und  eben  bloss  in  diesen  Formeln  an  sich  das  ma- 
thematische Wesen  der  Physik  findet,  mag  sich  das  vorliegende 
Buch  immerhin  zum  Führer  wählen  und  wird  sich  vielleicht  selbst 
dem  Herrn  Verfasser  hin  und  wieder  zu  Dank  verpflichtet  fühlen, 
indem  das  Buch  vor  maochen  andern  öfters  gerühmten  physikali- 
schen Lehrbüchern,  die  aber  häutig  ihre  Aufgabe  nur  durch  eise 
möglichste  Anhäufung  von  Material  ohne  scharfe  Begründung  za  j 
lösen  suchen,  u.  A.  die  gute  Seite  hat,  dass  es  die,  eigentliche 
wissen  sc  haltliche  Bedeutung  habenden,  Resultate  überall  mit  mög- 
lichster Klarheit  und  Bestimmtheit  hervorzuheben  sucht.  Möge 
daher  dasselbe  immerhin  auch  seinen  Nutzen  stiften,  den  wir  dem- 
selben keineswegs  ganz  absprechen  wollen. 

Ifigris:  la  gäologie  liee  ä  l'astronomie,  ou  nouv.  Systeme 
solaire. 

L.  Schrön:  Stöchiometrische  Hülfstafeln.    gr.  8.  Hannover. 
1846.  Ii  Rthlr. 
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Systeme,  I*ehr-  und  Wörterbücher. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  mittlereoKIasseo 
höherer  Lehranstalten  von  J  o  h.  Aug.  Gruner  t.  Erster 
Theil.  G  emei  n  e  A  r  i  thme  t  i  k.  Dri  tte  verbesserte  Aus- 
gabe. Auch  unter  dein  Titel:  Lehrbuch  der  gemeinen 
Arithmetik  für  die  mittleren  Klassen  höherer  Lehran- 
stalten von  Joh.  Aug.  Grunert.  Dritte  verbesserte 
Ausgabe.   Brandenburg.  1845.  8. 

Vermehrungen  dieser  dritten  Auflage  meines  Lehrbuchs  der 
gemeinen  Arithmetik  für  die  mittleren  Klassen  höherer  Lehr- 
anstalten habe  ich  nicht  für  nöthig  und  zweckmässig  erachten 
können.  Dagegen  glaube  ich  dieselbe  mit  Hecht  eine  verbes- 
serte nennen  zu.  dürfen;  auch  ist  die  angehängte  kleine  Factoren- 
tafel ,  in  welche  sich  früher  einige  Fehler  eingeschlichen  hatten, 
von  einem  der  besten  meiner Jetzigen  Schüler,  Herrn  L  o  h  8  e ,  ganz 
neu  berechnet  worden,  die  Einrichtung  derselben  aber  im  Ganzen 
völlig  ungeändert  geblieben,  was  schon  deshalb  nöthig  war,  weil 
jede  wesentliche  Veränderung  bei  dein  Gebrauche  der  dritten  Auf- 
lage neben  den  früheren  Auflagen  dieses,  eben  so  wie  die  übrigen 
Theile  meines  ganzen  aus  sechs  Theilen  bestehenden  mathemati- 
schen Lehrbuchs  für  Schulen,  in  vielen  Tausend  Exemplaren  ver- 
breiteten Lehrbuchs  dem  Gedeihen  des  Unterrichts  nach  demselben 
hinderlich  entgegen  getreten  sein  würde.  —  Von  der  die  Kegel- 
schnitte enthaltenden  vierten  Abtheilung  des  Lehrbuchs  für  die 
o her ii  Klassen  wird  auch  noch  in  diesem  Jahre  eine  dritte  Auf- 
lage erscheinen  und  damit  die  dritte  Auflage  aller  sechs  Theile 
beendigt  sein.  G. 
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von  Carl  Koppe  u.  s.  w.  Zweiter  Theil.  Planimetrie  und  Stereo- 
metrie.   Zweite  Auflage.)    Essen  184Ö.   8.    27  Sgr. 

Euclidis  femte  och  sjette  Bücke  r  med  f  5 ränd riagar 
al  E.  G.  Bjorling,  Phil.  Mag.  Math  es.  Doc.  vid  Lp«. 
Akad.  Andra  Upplagan  af  „Allm&n  Proportionslära" 
af  samma  förlattare.    Upsala.  1845.  8. 

Da  es  gegenwärtig  zu  einem  Lieblingsthema  einer  gewissen 
Klasse  von  Schriftstellern  in  Deutschland  gehört,  die  Euklidische 
Methode  rücksichtlich  ihres  Gebrauchs  beim  geometrischen  Unter- 
richte herabzusetzen,  und  statt  derselben  einer  andern  Methode, 
die  schon  an  mehreren  Stellen  des  Archivs  *)  etwas  näher  he* 
zeichnet  worden  ist,  Geltung  zu  verschaffen  zu  suchen ,  so  scheint 
es  zweckmassig,  wenn  auch  durch  die  blosse  Nennung  des  Titels 
von  Schriften  wie  die  obige  nachzuweisen,  dass  dies  in  vielen 
andern  Ländern  keineswegs  eben  so  wie  bei  uns  der  Fall  i*t, 
sondern  dass  vielmehr,  wie  u.  A.  auch  schon  im  Literarischen 
Berichte  Nro.  XX VIII.  S.  416.  bemerkt  worden  ist,  nanientlicb 
in  England,  Holland,  Schweden,  u.  s.  w.,  wo  es  immer  viele  be- 
sonders durch  ihre  Gründlichkeit  ausgezeichnete  Mathematiker 
gegeben  hat  und  jetzt  mehr  als  sonst  gieht,  der  geometrische 
Unterricht,  besonders  auf  Schulen  —  und  zwar  nach  unserer 
Ueberzeugung  mit  vollem  Rechte  und  wesentlichem  Vortheile  für 
das  Gedeihen  dieses  so  wichtigen  Unterrichtszweiges  überhaupt, 
und  dessen  Wirkung  auf  die  tüchtige  Ausbildung  des  jugendlichen 
Geistes  —  immer  vorzugsweise,  man  kann  wohl  sagen,  allein  in 
Euklidischer  Weise  ertheilt  wird.  Für  wie  wichtig  dies  auch  für 
das  Studium  der  sogenannten  höheren  Mathematik  nach  den  jetzt 
sich  immer  mehr  und  mehr  Geltung  verschaffenden ,  im  Verhält- 
niss.  zu  der  älteren  Darstellungsweise  durch  eine  viel  grossere 
Strenge  und  wahre  mathematische  Evidenz  sich  auf  das  Vortheil- 
hafteste auszeichnenden  Ansichten  erkannt  werden  muss,  ist  nur 
erst  in  dem  vorliegenden  Hefte  des  Archivs  S.  303.  besonders 
hervorgehoben  worden. 

Ueber  die  Schrift  selbst  genügt  es  zu  bemerken,  dass  die- 
selbe ganz  mit  Euklidischer  Strenge  verfasst  ist. 

Erstes  Buch  der  Stereometrie.  Nicht  allseitig  be- 
gränzte  Raumformen.  Vom  Oberlehrer  Dr.  Hincke. 
(Programm  des  Domgymnasiums  zu  Halberstadt  von 
Ostern  1846.)  4. 

In  dem  Vorworte  saijt  der  Herr  Verfasser:  es  sei  eine  auf- 
fallende Erscheinung,  dass  fast  alle  Mathematiker  nicht  nach 
einem  Lehrbuche,  wenn  es  nicht  von  ihnen  selbst  verfasst  sei, 
unterrichten  wollten  und  dass  dieselben  au  jedem  Lehrbuche  Etwas 
zu  tadeln  fanden;  findet  mit  Herrn  Schulrath  Dr.  Uhde  zu  Braun- 
schweig  die  Ursache  dieses  Umstandes  darin,  dass  die  mathema- 
tischen Lehrbucher  noch  nicht  von  der  Art  seien,  dass  alle  Ma- 
thematiker nach  einem  derselben  mit  Erfolg  unterrichten  konnten, 


*)   Z.  B.  Literarischer  Bericht.  Nro.  II.  S.  29.  und  Nro.  XXVIII 

S.  416. 
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und  will  nun  durch  die  vorliegende  Bearbeitung  eine«  Abschnitts 
der  Stereometrie  als  an  einem  Beispiele  zeigen,  wie  ein  mathe- 
matisches Lehrbuch  beschaffen  sein  müsste,  um  neben  der  stren- 
gen Begründung  der  einzelnen  Satze  ein  organisches  Ganze  zu 
geben,  so  das»  jeder  Satz  an  seiner  Stelle  stehen  muss  und  nir- 
gend ein  Satz  fehlt. 

Wir  finden  die  Ursache  des  erwähnten  Umstände«,  mit  dem 
es  allerdings  bis  zu  einem  gewissen  Grade  seine  Richtigkeit  hat, 
keineswegs  mit  den  genannten  Herren  in  der  Beschaffenheit  unserer 
Lehrbucher,  sondern  in  der  Wissenschaft  selbst,  namentlich  in 
der  ungemeinen   Bildungsfähig  keit  derselben,   und  darin,  dass 
eigentlich  ein  Jeder  die  ganze  Wissenschaft  ohne  alle  Hülfe  eines 
Lehrbuchs  aus  sich  selbst  zu  entwickeln  im  Stande  ist,  wobei  wir 
ja  nur  z.  ß.  an  Pascal  zu  erinnern  brauchen,  von  welchem  er- 
zählt wird,  dass  er  in  einem  Alter  von  eilf  Jahren,  nachdem  er 
aus  Gesprächen,  die  bei  seinem  Vater  gehalten  wurden,  nur  erst 
eine  Ahnung  von  der  Geometrie  bekommen  hatte,  keine  Ruhe 
mehr  fand,  bevor  er  weiter  in  diese  Wissenschaft  eingedrungen 
war.    Während  seiner  Erholuncslunden  schloss  er  sich  allein  in 
eine  abgelegene  Kammer  ein.   Dort  zeichnete  er  mit  einer  Kohle 
auf  dem  Fussboden  Dreiecke,  Parallelogramme,  Kreise  u.  s.  w., 
ohne  die  Namen  dieser  Figuren  zu  wissen;  hernach  untersuchte 
er  die  Lagen  der  Linien  gegen  einander,  wenn  sie  zusammenstosseo ; 
er  verglich  die  Ausdehnungen  der  Figuren  u.  s.  w.  Seine  Schlüsse 
gründeten  sich  auf  Definitionen  und  Axiome,  die  er  sich  selbst 
gemacht  hatte.    Nach  und  nach  kam  er  dahin  zu  entdecken,  dass 
die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Dreiecks  durch  einen  Halbkreis 
gemessen  werden,  d.  h.  der  Summe  zweier  rechten  Winkel  gleich 
sein  muss,  welches  der  32ste  Satz  des  lsten  Buchs  des  Euklides 
ist.    Bei  diesem  Theorem  war  er,  als  er  von  seinem  Vater  über- 
rascht ward,  der,  nachdem  er  den  Gegenstand,  den  Fortgang  und 
das  Resultat  seiner  Forschungen  erfahren  hatte,  einige  Zeit  vor 
Bewunderung  und  Rührung  stumm  und  unbeweglich  blieb;  alsdann 
ganz  ausser  sich  zu  seinem  vertrauten  Freunde,  le  Pailleur, 
eilte,  um  ihm,  was  er  gesehen,  zu  erzählen.    Nun  erst,  nämlich 
in  seinem  zwölften  Jahre,  gab  man  ihm  Euklids  Elemente  zu  lesen, 
die  er  ganz  allein  verstand,  ohne  jemals  einer  Erläuterung  zu  be- 
dürfen.—  Mehr  aber  als  der  eilfjahrige  Pascal  wird  doch  wohl 
ein  Lehrer  der  Geometrie  an  einer'  höheren  Unterrichtsanstalt 
einen  inneren  Trieb  in  sich  spüren,  die  Wissenschaft  aus  sich 
selbst  zu  entwickeln ,  und  gleichzeitig  seine  Schüler  an  dem  darin 
liegenden  unaussprechlich  hohen  Genuss  Theil  nehmen  zu  lassen; 
und  eben  diese  Eigenthümlichkeit  unserer  Wissenschaft  ist  es  auch, 
welche  dieselbe  als  Bildungsmittel  des  jugendlichen  Geistes  über 
alle  anderen  Wissenschaften  so  sehr  erhebt.    Also  —  wir  sagen  es 
noch  einmal  —  nicht  in  den  Lehrbüchern,  sondern  in  der  Vor- 
trefflichkeit der  Wissenschaft  an  sich  liegt  einzig  und 
allein  der  Grund  der  oben  namhaft  gemachten  Erscheinung;  und 
eben  deshalb  sind  wir  auch  fest  tiberzeugt,  dass,  so  wie  bisher 
von  den  Elementen  des  Euklides  herab  bis  auf  unsere  Zeit  keines 
unserer  Lehrbücher,  unter  denen  gewiss  manche  sehr  gute  sind, 
allgemeine  Anerkennung  gefunden  hat,  gewiss  auch  künftighin  nie 
eines  allgemeine  Anerkennung  finden,  und  dass  niemals  ein  mathe- 
matisches System  so  allgemeinen  Eingang  gewinnen  wird ,  wie 
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denselben  z.  B.  in  der  Botanik  das  Linnesche  System  lange  Zeit 
gefunden  hat  und  zum  Theil  noch  findet.  Dieses  Schicksal  aller 
mathematischen  Lehrbücher  und  Systeme  wird  aber  aus  den  an- 
gegebenen Gründen  gewiss  auch  die  in  dem  vorliegenden  Pro- 
gramme von  dem  Herrn  Verfasser  gelieferte  Probe  eines  Normal- 
Lehrbuchs,  der  wir  übrigens  ein  recht  löbliches  Streben  narh 
Vollständigkeit  und  systematischer  Anordnung  keineswegs  ab- 
sprechen wollen,  treffen,  und  die  Fluth  der  mathematischen  Lehr- 
bücher wird  unfehlbar  immer  mehr  und  mehr  wachsen,  weil  es 
eben  die  Anregung,  welche  unsere  Wissenschaft  nothwendig  auf 
den  Geist  ausübt,  ist,  welche  wenigstens  die  besseren  derselben 
hervorruft,  und  der  Geist  sich  nun  einmal  nicht  in  Fesseln  lesen 
lässt. 

Saint- Venant:  tableau  de  forroules  de  la  theorie  des  coar 
bes  dans  lespnce.    4.  Paris. 


Astronomie. 


Ueber  das  Verhältniss  der  Astronomie  zu  den  an- 
deru  Wissenschaften  Eine  Vorlesung  in  dem  wissen- 
schaftlichen Vereine  zu  Berlin  am  28.  Februar  1846  ge- 
halten von  J.  F.  En cke,  Di rector  der  konig  1.  Sternwarte. 
Berlin.  1846.   8.  7  Sgr.  6  Pf. 

Ein  Jeder  wird  diese  ihrem  Zwecke  vollkommen  entsprechend« 
Schrift  mit  Vergnügen  und  Belehrung  lesen. 

Pontöcoulant:  theorie  analytiuue  du  Systeme  du  monde. 
Tome  IV.   8.  Paris. 

Grundriss  der  mathematischen  Geographie.  Für 
höhere  Lehranstalten  entworfen  und  mit  einer  Anlei- 
tung, die  Sternbilder  des  nordlichen  Himmels  aufzu- 
finden versehen  von  Aug.  Wiegand,  Doctor  der  Phi- 
losophie und  Oberlehrer  an  der  Realschule  in  des 
Franckeschen  Sti  ftu  ngen  zu  Halle.  Mit  eingedruckte« 
Holzschnitten.   Halle.  1846.   8.    10  Sgr. 

Es  ist  allerdings  sehr  zu  wünschen,  dass  der  mathematischen 
Geographie  in  Verbindung  mit  den  Hauptlehren  der  Astronomie 
auf  höheren  Unterrichtsanstalten  besondere  Lehrstunden  gewidmet 
und  dieselbe  wirklich  in  deren  Lehrplan  aufgenommen  werde. 
Denn  lächerlich  ist  es  in  der  That,  was  für  verdrehte  Begriffe 
über  diese  jeden- nur  einigermassen  Gebildeten  so  nahe  liegenden 
Dinge  man  sich  oft  selbst  bei  Männern  der  Wissenschalt  kund 
geben  siebt ,  so  wie  uns  z.  B.  ein  Fall  noch  sehr  wohl  erinnerlich 
ist»  wo  ein  der  Natur  überhaupt  gar  nicht  so  fern  stehender  und 
sonst  gebildeter  und  strebsamer  Mann  ganz  ernstlich  sein  Befrem- 
den darüber  äusserte,  dass  das  Wasser,  obgleich  die  Erde  noto- 
risch nahe  die  Gestalt  einer  Kugel  habe ,  nicht  von  derselben  her- 
unterlaufe. Der  Grund  solcher  groben  Unwissenheit  liegt  aber 
nur  in  dem  schlechten  Schulunterrichte,  welcher  allein  die  Schuld 
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davon  zu  tragen  hat,  und  die  Schulen  möchten  doch  ja  immer  mehr 
und  mehr  darauf  hinarbeiten ,  die  ihnen  anvertrauten  Schüler  zu- 
erst und  vorzüglich  über  das  gehörig  aufzuklären ,  was  sie  überall, 
wo  sie  sich  hinwenden .  zunächst  umhiebt  und  ihnen  zuerst  ent- 
j?egen  tritt;  denn  Jeder  sollte  sich  doch  wohl  mehr  schämen,  wenn 
er  nicht  klar  überschaut,  wie  und  nach  welchen  Gesetzen  die 
Sonne  seine  Tage  erhellt  und  der  Mond  seine  Nächte  erleuchtet, 
als  wenn  er  nicht  immer  die  griechischen  Accente  richtig  zu  setzen 
▼ersteht!  Auch  zweifeln  wir  keinen  Augenblick,  dass  die  Zeit 
gar  nicht  mehr  so  fern  ist,  wo  man  die  Richtigkeit  hiervon  immer 
noch  mehr  als  dies  schon  jetzt  der  Fall  ist  erkennen,  wo  die  Zahl 
unserer  Gymnasien  und  sogenannten  Real*  oder  Bürgerschulen  in 
das  umgekehrte  Verhältniss  getreten  sein  wird,  und  wo  auch  die 
letzteren  ihre  Zöglinge  mit  dem  Zeugniss  der  Reife  zur  Universität 
entlassen  werden.  Nun,  wie  dem  auch  sein  möge,  wir  sind  in 
Bezug  auf  das  vorliegende  Büchlein  der  Meinung,  dass  in  dem- 
selben dem  Unterrichte  in  der  mathematischen  Geographie  ein 
zwar  kurzer,  im  Ganzen  aber  zweckmässiger,  die  Hülfe  der  Lehren 
der  sogenannten  reinen  Mathematik  zwar  sehr  massig  in  Anspruch 
nehmender,  aber  doch  auch  nicht  ganz  verachtender  und  selbst 
etwas  mehr  als  in  manchen  anderen  Büchern  ähnlicher  Art  hervor* 
hebender,  überhaupt  der  Ausdehnung,  welche  man  bei  den  jetzt 
noch  obwaltenden  Verhältnissen  diesem  Unterrichte  zu  geben  sich 
erlauben  dürfen  möchte,  entsprechender  Leitfaden  geboten  wird. 
Druckfehler  finden  sich  leider  mehrere ,  was  bei  einem  Schulbuche 
immer  übel  ist,  so  wie  z.  B.  auf  einer  und  derselben  Seite  (24): 
Eüpsen,  Radienrectoren ,  Kundstrop  *);  auf  Seite  53.  Guiseppe 
Piazzi  statt  Giuseppe  Piazzi,  u.  s.  w.  Wenn  das  sehr  graue  Pa- 
pier etwas  besser  wäre,  so  würden  sich  auch  die  zweckmässig  in 
den  Text  eingedruckten  sonst  nicht  ganz  üblen  Holzschnitte  besser 
ausnehmen.  Die  angehängte,  übrigens  nur  ganz  kurze  Anleitung 
zur  Kenntniss  der  nördlichen  Sternbilder  hätte  nach  unserer  Mei- 
nung ganz  füglich  wegbleiben  können,  da  wir  dergleichen  astro- 
gnostische  Beschäftigungen  für  den  Schulunterricht  nicht  zweck- 
mässig finden  können,  und  deshalb  eine  allgemeine  Andeutung, 
wie  in  der  beobachtenden  Astronomie  und  auf  den  Sternkarten 
die  Sterne  bezeichnet  und  von  einander  unterschieden  werden,  an 
diesem  Orte  für  völlig  genügend  gehalten  haben  würden.  Denn 


*)  Man  findet  den  Namen  des  Geburtsort«  Tycho's  in  verschiedenen 
Schriften  auf  «ehr  verschiedene  Arten  geschrieben.  So  schreiben  s.  B. 
Lalande  (Astronomie.  Seconde  Edition.  T.  I.  p.  192.)  und  Batlly 
(Historie  de  1' Astronomie  moderne.  T.  I.  p.  3T8.)  „Knuds  turp",  wor- 
aus Herr  Professor  Göta  in  seinen  Elementen  der  Physik  nach  mathe- 
matischen Principien  zum  Gebrauche  für  höhere  Schulen  nnd  Gymnasien. 
Leipzig.  1846.  S.  549.  gar  „Kund-Strup"  gemacht  hat,  und  Herr  Dr. 
Wieg  and  schreibt  „Kundstrop".  Ich  bemerke  daher  bei  dieser  Ge- 
legenheit, das*  nach  einer  auf  meine  Anfrage  von  meinem  ans  Schweden 
gebürtigen  Cnllegen,  Herrn  Professor  Dr.  Tillherg  hierselbst,  mir 
gemachten  Mittheilung  die  allein  richtige  Schreibart  des  IV  amen« 
Knutstorp"  ist,  so  wie  ich  mich  denselben  auch  sonst  wohl  er- 
innere geschrieben  gefunden  *u  haben,  ohne  jedoch  in  diesem  Augen- 
blicke mit  Bestimmtheit   den  Ort  angeben  su  können. 

G. 


* 
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Schüler  sollen  keine  Himmelsbeobachter  werden ,  sondern  mir 
richtige  und  klare  Begriffe  von  dem  bekommen,  was  täglich  um 
sie  herum  vorgeht. 

Anleitung  zur  Berechnung  und  graphischen  Be- 
stimmung der  Sonnenfinsternisse  und  Mondfinster- 
nisse für  angehende  Astronomen  und  Mathematiker. 
Mit  zwei  Figuren  tafe  In  undTabellen  zur  angenäherten 
Berechnung  der  Zeit  der  in  die  drei  Jahrhunderte  1700 
bis  '2000  fallenden  Vollmonde,  Neumonde  und  Finster- 
nisse. Vom  K.  S.  Artillerie-Oberst  Leonhard*!  a.  D.. 
U.  d  .  C.  V.  O.    Leipzig.  1846.   4.   1  Rthlr.  10  Sgr. 

Diese  Schrill  ist  zwar  ganz  deutlich  geschrieben,  enthält  aber 
lauter  ganz  bekannte  Dinge  in  der  aus  den  äl  teren  astronomischen 
Lehrbüchern  hinreichend  bekannten  Weise,  ohne  im  Geringsten 
die  grossen  Bereicherungen ,  welche  die  Theorie  der  Finsternisse  in 
neuerer  Zeit  durch  Besse  I,  Hansen,  Lehmann  u.  A.  erhalten  bat 
zu  berücksichtigen.  Für  blosse  Liebhaber  der  Astronomie,  welche, 
mit  ganz  elementaren  mathematischen  Kenntnissen  ausgerüstet,  zu 
ihrem  Vergnügen  oder  auch  zu  ihrer  Belehrung  Finsternisse  be- 
rechnen wollen  und  eine  etwas  ausführlichere  Darstellung  der 
Theorie  wünschen ,  als  ihnen  die  älteren  Lehrbücher  darbieten, 
mag  daher  diese  Schritt  ihren  Nutzen  haben ;  an  angehende  Astro- 
nomen und  Mathematiker  macht  man  aber  doch  gegenwärtig  ganz 
andere  Ansprüche  als  der  Herr  Verfasser  zu  glauben  scheint,  nn«J 
diesen  können  wir  nur  rathen,  gleich  von  vorn  berein  sich  mit  der 
Theorie  der  Finsternisse  vom  Standpunkte  der  analytischen  Geo- 
metrie aus  bekannt  zu  machen,  wozu  wir  ihnen  natürlich  keinen 
besseren  Leitstern  als  Bessels  Analyse  der  Finsternisse  in  dessen 
Astronomischen  Untersuchungen.  Zweiter  Band.  Königsberg  1842. 
Nro.  X.  empfehlen  können.  Wenn  der  wahre  Mathematiker  solche 
auf  einem  ganz  veralteten  Standpunkte  stehende,  lauter  ganz  be- 
kannte Dinge  enthaltende  und  die  neueren  Forschungen  völlig 
iffnorirende  Schriften  wie  die  vorliegende  betrachtet ,  so  beschleicht 
denselben  ein  gewisses  wehmüthiges  Gefühl,  weil  er  dadurch 
immer  mehr  und  mehr  die  LJeberzeugung  gewinnt,  dass  die  wich- 
tigsten neueren  Eroberungen  in  den  verschiedenen  Theilen  seiner 
Wissenschaft  selbst  unter  Leuten  seines  Fachs  sich  immer  noch 
einer  verhältnismässig  nur  sehr  geringen  Verbreitung  erfreuen. 

Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio  di  Palermo  dal 
1792  al  1813.  Parte  prima.  1792—1802.  Tomo  pri mo.  17M 
—1795.  Vieona.  1845.  4.  Auch  unter  dem  Titel:  Annalen 
der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien.  Nach  dem  Befehle  Sr. 
k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten  herausgegeben 
von  C.  L.  v.  Littrow,  Director  der  Sternwarte  und  o.  5. 
Protessor  der  Astronomie  an  der  k.  k.  Universität  in 
Wien  u.  s.  w.,  und  F.  Schaub,  Adjunct  der  Sternwarte. 
34sterTheil.  Neuer  F  olge  4r  Band  Enthai  tend  P  iazzis 
Beobachtungen  in  den  Jahren  1792  —  1795.  Wien  1845.  4 

In  der  Zeitschrift  für  As tro nomie.  Thl.  IV.  S.  477.  u 
478.  sagt  J.  J.  v.  Li  ttr  o  w  in  einem  Schreiben  an  die  Herausgeber : 

„Vor  einiger  Zeit  versuchte  ich  einige  Sterne,  die  nördlich 
vom  Zenith  durch  den  Meridian  geben,  aber  erstens  sind  ihrer 
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nicht  viele,  dann  scheint  mir  die  Vergleichung  mit  Piazzi's  neuem 
Cataloge  nicht  sicher  genug  för  Sterne,  die  dem  Pole  nahe  stehen 
und  für  die,  wie  mich  dünkt,  der  sogenannte  Motus  proprius  im 
Allgemeinen  grösser  ist,  als  für  die  anderen  Gegenden  des  Himmels. 
Auch  sind  die  Bestimmungen  der  eigenen  Bewegungen  dieser  »Sterne, 
die  wir  in  den  letzten  Zeiten  von  den  genauesten  und  geübtesten 
Astronomen  erhalten  haben,  so  verschieden,  dass  bei  sehr  vielen 
die  Reduction  auch  nur  für  20  Jahre  schon  auf  zwei  volle  Secun- 
den  unsicher  wird.    So  ist  z.  B. 

Eigene  Bewegung  in  Deciination  nach 

Pond         Piazzi  Differena 

Capeila  0",358  0",44  8",  2 

Deneb  -  0",  091  ü",00  9",  1 

«  *r.  Bär  Ö",084  0",0ö  8",  4 

y  Drache              0*,002  0",07  rT,8 

Schon  aus  diesem  Grunde,  und  es  vereinigen  sich  damit  noch 
mehrere  andere,  wäre  es  wunschenswerth ,  dass  die  Astronomen, 
die  uns  vorzuglich  gute  Sternpositionen  mitzutheilen  im  Stande  sind, 
dieselben  für  die  Tage  der  wirklieben  Beobachtungen  mittheilten, 
ohne  Reduction  auf  eine  oft  viele  Jahre  entfernte  Epoche.  Wenn 
z.  B.  der  Catalog  Piazzi's  nach  diesem  Vorschlage  entworfen 
worden  wäre,  so  wurde  sein  Gebrauch  zwar  etwas  weniger  be- 
quem ,  aber  in  einem  viel  grösseren  Verhältnis*  sieber  sein.  Auch 
scheint  es  mir,  dass  die  grössere  Verlässlichkeit  des  neuen  Ca- 
talogs  über  den  alten  sich  nicht  sowohl  auf  die  besseren  Beobach- 
tungen, sondern  auf  die  genaueren  Reductionen  gründet.  Immer 
aber  wäre  es  bei  der  gegenwärtigen  Einrichtung  dieses  Catalogs 
äusserst  wünschenswertn ,  die  Originalbeohachtungen  des  vortreff- 
lichen Palermer  Astronomen  zu  besitzen ,  zu  dereo  Abdrucke  man 
uns  von  Mailand  aus  Hoffnung  gemacht  hat." 

Diese  Original  beobachtungen  des  grossen  Palerroer 
Astronomen  erhalten  wir  nun  durch  den  Sonn  und  würdigen 
Nachfolger  des  trefflichen  J.  J.  v.  Li  Uro  w  in  dem  obigen  auf 
Kosten  der  k.  k.  österreichischen  Regierung  gedruckten  Werke, 
dessen  erster  die  Beobachtungen  Jim  Meridiankreise  und  am  Pas- 
sageninstrumente in  den  Jahren  1792—1795  enthaltender  Theil  uns 
jetzt  vorliegt.  In  der  so  wie  das  ganze  Werk  italienisch  geschrie- 
benen Einleitung,  die  ausser  einigen  interessanten  zwischen  Piazzi 
und  Oriani  gewechselten  Briefen  auch  ein  Faesimile  der  Hand- 
schrift Piazzi's  enthält,  hat  Herr  Director  C.  L.  v.  Littrow  sich 
weiter  über  sein  jedenfalls  höchst  verdienstliches  Unternehmen 
ausgesprochen,  wie  dies  schon  früher  vorläufig  in  den  Astrono- 
mischen Nachrichten.  Nro.  532.  geschehen  war,  und  eine 
Reihe  von  Bemerkungen  des  Herrn  Heransgebers  und  ein  Register 
aller  beobachteten  Sterne  sind  beigefügt. 

Da  die  Piazzischen  Beobachtungen  ihrer  Vortrefffichkeit  we- 
gen bekanntlich  so  häufig  bei  der  Vergleichung  älterer  und  neuerer 
Beobachtungen  der  Fixsterne  mit  einander,  z.  B.  bei  Untersuchun- 
gen über  deren  eigene  Bewegung,  gebraucht  werden,  so  kann  der 
Herr  Herausgeber  gewiss  aal  den  Dank  aller  Astronomen  für  seine 
verdienstliche  und  —  wenn,  wie  hier  geschehen  ist,  mit  aller 
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Umsicht  und  Kritik  verfahren  wird  —  höchst  mühsame  Arbeit 
rechnen,  da  dieselben  nun  in  den  Stand  gesetzt  werden,  auf  die 
unmittelbaren  Piazzischen  Beobachtungen  die  durch  die  grossen 
neueren  Fortschritte  der  Astronomie  möglich  gemachten  scharfen 
Reductionen  in  Annendung  bringen  zu  können ,  und  erst  dadurch 
die  Vergleichung  derselben  mit  neueren  Beobachtungen  recht 
fruchtbar  zn  machen,  und  diesen  Vergleichungen  den  Grad  der 
Schärfe  und  Genauigkeit,  welchen  die  neuere  Astronomie  mit 
Recht  in  Anspruch  nimmt,  vollkommen  zu  sichern,  was,  wenn 
man  wie  bisher  nur  auf  die  nach  ungenaueren  Elementen  redu- 
cirten  Beobachtungen  zunickzugehen  im  Stande  ist,  naturlich  bei 
Weitem  nicht  in  demselben  Maasse  der  Fall  sein  kann,  und 
dass  ein  solcher  Gebrauch  von  diesem  Werke  recht  vielfach  ge- 
macht werden  möge,  ist  sehr  zu  wünschen,  kann  aber  auch  bei 
dem  alle  Astronomen  beseelenden  Eifer  für  ihre  Wissenschaft 
nicht  bezweifelt  werden.  Die  äussere  Ausstattung  des  Werkes 
ist  seinem  Gehalte  vollkommen  entsprechend. 

Kaiser,  F.:  Sterrekundig  Jaarbock.  gr.  8.  Amsterdam 
1846.   1  Fl. 

Klint,  B.  G.:  Lärobok  i  Navigation  -  Vetenskapen  med  tili- 
hörande  Nautiska  och  Logarithmetiska  Tabeller  och  n 
Aodra  uppl.  8.  Stockholm. 


Physik. 

Grundriss  der  Physik  und  Meteorologie.  Für  Lv- 
ceen,  Gymnasien,  Gewerbe-  und  Realschulen,  so  wie 
zum  Selbstunterrichte.  Von  Dr.  Job.  Muller,  Prof. 
der  Physik  und  Technologie  an  der  Universität  zn 
Freiburg  im  Breis gau.  Mit  541  in  den  Text  eingedruck- 
ten Holzschnitten.    Braunschweig.  1846.   8.  2  Kthtr. 

Dieser  Grundriss  der  Physik  ist  ein  bei  dem  physikalische 
Unterrichte  auf  den  auf  dem  Titel  genannten  Lehranstalten  als 
Lehrbuch  zu  gebrauchender  grösstenteils  ganz  wörtlicher  Auszug 
aus  desselben  Herrn  Verfassers  in  zwei  Bänden  erschienenen  (ite 
Aufl.  Braunschweig.  1844.)  bekannten  grösseren  Werke,  und  auch 
die  Holzschnitte  sind  mit  geringen  Abänderungen  ganz  aus  diesem 
letzteren  Werke  entlehnt.  Da  nun  die  Darstellungsart  des  Herrn 
Verfassers  aus  dem  grösseren  Werke  den  Lesern  des  Archivs 
schon  hinreichend  bekannt  sein  wird,  so  brauchen  wir  über  den 
vorliegenden  Auszug  hier  nichts  weiter  zu  sagen,  als  dass  derselbe 
seinem  Zwecke  im  Ganzen  wohl  entsprechen  dürfte  und  nach  un- 
serer Meinung,  namentlich  in  Bezug  auf  das  Technische,  was  doch 
streng  genommen  nicht  in  die  Physik  als  solche  gehört,  «her 
etwas  zu  viel  als  zu  wenig  giebt.  Auf  der  anderen  Seite  könnte 
die  Darstellung  hin  und  wieder  etwas  mathematischer  gehalten  sein, 
wenigstens  für  solche  Lehranstalten,  wo  der  Lehrer  der  Physik 
auf  eine  gute  mathematische  Vorbildung  seiner  Schüler  fassen 
kann,  deren  es  doch  gegenwärtig  schon  eine  ziemlich  grosse  An- 
zahl giebt. 
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Elsenloh r:  Elementar- Physik  für  Gymnasien.  Carlsrahe. 
IS46.   1  Rthlr.  6  Sgr. 

(Ist  uns  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen ,  wird  aber  später  aus- 
führlicher angezeigt  werden.) 

Drei  Abhandluugen  aus  dem  Gebiete  der  Wellen" 
Lehre  uebst  Anwendungen  auf  Akustik,  Optik  und 
Astronomie.  Von  Christian  Doppler,  o.  ö.  Professor 
der  Mathematik  und  praktischen  Geometrie,  und  or- 
dentlichem Mitgliede  der  konigl.  buhm.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften.  (Aus  den  Abhandlungen  der  k. 
bohm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  V.  Folge 
Band  4.  besonders  abgedruckt.)    Prag.  1846.   4.  20  Sgr. 

Die  Titel  dieser  drei  Abhandlungen  sind  folgende :  1.  Methode, 
die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Lultmolekel  beim  Schall  schwin- 
gen, zu  bestimmen.  2.  Ueber  eine  vom  Zerstreuungsvermögen 
des  Fortpflanzungsmittels  völlig  unabhängige  rotatorische  Disper- 
sion des  Lichtes,  nebst  gelegentlichen  Bemerkungen  zur  rotatori- 
schen Bewegung.  3.  Ueber  eine  Vorrichtung,  mittels  deren  sich 
Jede  noch  so  geringe  Ablenkung  eines  Lichtstrahls  v.on  seiner  ge- 
radlinigen Bahn  wahrnehmen  und  messen  lässt,  nebst  Hinweisung 
auf  solche  Falle,  wo  eine  derartige  Ablenkung  vielleicht  Statt 
haben  dürfte. 

Es  ist  leider  nicht  möglich,  an  diesem  Orte  näher  auf  den 
Inhalt  dieser  von  dem  schon  durch  mehrere  frühere  Arbeiten  be- 
kannten Scharfsinne  des  Herrn  Verfassers  ein  neues  Zeugniss  ab- 
legenden Abhandlungen  einzugehen;  wir  können  aber  die  Leser  des 
Archivs  versichern,  dass  ihnen  dieselben  eine  interessante  und 
anregende  Lectfire  gewähren  werden  ,  und  bemerken  nur  noch,  dass 
in  der  ersten  Abhandlung  von  dem  Herrn  Verfasser  eine  sinnreiche 
Anwendung  von  der  durch  die  Locomotiven  auf  Eisenbahnen  darge- 
botenen schnellen  Bewegung  zur  Bestimmung  der  auf  dem  Titel 
angegebenen  Geschwindigkeit  gemacht  worden  ist. 

Beaumont  ßrivazar:  elemens  de  l'ectro - magnetisme  ani- 
mal.  8.'  Grenoble. 

Brown,  W.:  a  treatise  on  the  oscillations  of  the  Barometer. 
1842.   2  s. 

G  u  i  1 1  e  m  e  a  u :  m£te\>rologie  llementaire.  8r 

Nouveaux  appareils  contre  les  dangers  de  la  foudre  par  M. 
€.  R.  8.  Paris. 


Vermischte  Schriften. 


The  Cambrige  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Peters 
College.   Cambridge.   (S.  Nro.  XXIX.  S.  443.) 

Nro.  IV.  On  Symbolical  Geometry.  Continued.  By  Sir  W.  R. 
Hamilton.  —  On  the  Integration  of  Certain  Differential  Equations. 
By  Rev.  Brice  Bronwin.  —  On  the  Theory  of  Magic  Squares,  Cubes, 
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etc.  By  R.  Mooo.  —  Oo  the  Georoetrlcal  Representation  of  the 
Motion  of  n  Solid  Body.  By  Arthur  Cavley.  —  On  the  Rotation 
of  a  Solid  Body  round  a  Fixed  Point.  By  Arthur  Cavley.  —  On 
the  Laws  of  Equilibriuni  and  Motion  of  Solid  and  Fluid  Bodie». 
By  Samuel  Haughton.  —  On  a  Formula  for  Determining  the  Op- 
tical  Constants  of  I>oubly  Refracting  Crystals.  By  G.  G.  Stockes. 
—  Sur  la  representation  geometrique  des  fonctions  elliptiques  de 
premiere  espece.  Par  J.  Alfred  Serret.  —  On  the  Principal  Axes 
of  a  Solid  Body.  By  W.  Thomson.  —  Note  on  a  Geometrical 
Theorem  contained  in  the  preceding  Paper.  By  Arthur  Cayley.  — 
(Nro.  V.  will  be  published  on  the  Ist  of  November.) 

Gottinger  Studien.  1845.   Göttingen.  8.  4  Rthir. 

Die  erste  Abtheilung  dieses  Werks  enthält  mathematische 
und  naturwissenschaftliche  Abhandlungen,  unter  denen 
wir  die  Leser  des  Archivs  nur  auf  die  folgenden  aufmerksam  machen. 

I.  Combinat orische  Bemerkungen  von  M.  A.  Stern. 
Es  riebt  bekanntlich  eine  grössere  Anzahl  der  Combi  natiooslebre 
angehörender  Sätze,  welche  nicht  auf  rein  coiubinatorischem  Wege, 
sondern  durch  Vergleichung  der  zu  einerlei  Potenz  von  x  gehören- 
den CoeflBcieuten  zweier  nach  den  Potenzen  der  Grösse  ar  fort- 
schreitender, der  Form  nach  verschiedener,  dem  Werthe  nach  iden- 
tischer Reihen  mit  einander  bewiesen  zu  werden  pflegen,  in  welcher 
Beziehung  wir  z.  B.  bloss  an  das  Kapitel  de  partitione  nume- 
rorum  in  der  Introductio  in  Analysin  infinitoruro  zu  er- 
innern brauchen.  Da  nun  ein  solches  Verfahren,  wenn  auch  aller- 
dings zuweilen  oft  sehr  elegant,  doch  gewiss  dem  eigentlichen 
Wesen  der  Wissenschaft  in  Keiner  Weise  entspricht,  so  hat  der 
Herr  Verfasser  des  vorliegenden  sehr  lesenswerthen  Aufsatzes  in 
demselben  dergleichen  Sätze  aus  rein  combioatorischen  Begriff»  n 
abzuleiten  und  unmittelbar  aus  dem  Wesen  der  Combinatiooen  ab- 
zuleiten gesucht,  was  jedenfalls  von  den  Liebhabern  der  combioa- 
torischen Analysis  beachtet  zu  werdeo  verdient. 

Eben  so  beaehtenswerth  in  anderer  Rücksicht  sind  die  folgen- 
den physikalischen  Abhandlungen: 

II.  Untersuchungen  über  die  magnetische  Declina- 
tion  in  Göttingen;  von  Professor  Dr.  B.  Goldschmidt 

III.  Beitrag  zur  physiologischen  Optik;  von  Pro- 
fessor Dr.  J.  B.  Listing. 

IV.  Das  Ophthalmotrop,  dessen  Bau  und  Gebrauch; 
von  Professor  Dr.  C.  G.  Th.  Ruete. 

Ophthalmotrop  nennt  der  Herr  Verfasser  ein  Instrument,  wel- 
ches bestimmt  ist,  die  Functionen  der  verschiedenen  Muskeln  des 
Auges  und  auch  viele  optische  Erscheinungen  zu  demonstriren. 
und  um  der  Phantasie  und  dem  Gedächtnisse  bei  der  Auflassung 
dieser  schwer  zu  durchschauenden  Verhältnisse  zu  Hülfe  zu  kommen. 

V.  lieber  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Mischung 
von  Flüssigkeiten  und  ihr  Eindringen  in  permeable 
Substanzen  erfolgt,  mit  besond erer  K öcksich t  auf  die 
Vorgänge  im  menschlichen  und  thierischen  Organis- 
mus; von  Professor  Dr.  J.  Vogel. 
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Alterarisclier  Bericht. 

(Wegen  der  grösseren  Ansaht  ausführlicher  anzuzeigender  Werke  hat  die 
ausländische  Literatur  diesmal  grAsstentheils  wegbleiben  müssen,  wird 
aber  im  nächsten  Literarischen  Berichte  nachgeholt  werden.) 


Geschichte  der  Mathematik  und 

Physik. 


Erinnerung  an  Bessel's  Leben  und  Wirken.  Von 
Dr.  Anger,  Professor  in  Danzig.   Danzig.   8:   6  Sgr. 

Der.  Herr  Vf.  hat  uns  in  dieser  Skizze  ein  sehr  lebensvolles 
Bild  des  grossen  Astronomen,  welchen  der  Titel  nennt,  geliefert, 
an  dem  sich  ein  Jeder  erfreuen  und  erwärmen  wird,  wozu  wohl 
auch  kaum  Jemand  besser  als  Herr  Professor  Anger,  welcher 
mit  Bessel  viele  Jahre  in  der  engsten  amtlichen  Verbindung  ge- 
standen hat,  befähigt  war.  Möge  daher  die  ansprechende  kleine 
Schrift,  in  der  übrigens,  wie  sich  von  selbst  versteht,  keineswegs 
eine  erschöpfende  Darstellung  der  wissenschaftlichen  Ver- 
dienste Bessels  beabsichtigt  wurde,  recht  viele  Leser  finden. 

Friedrich  Wilhelm  Bessel  wurde  am  22sten  Juli  1784 
in  Preussisch  -  Minden,  woselbst  sein  Vater  Regierungs - Secre- 
tair  mit  dem  Titel  eines  Justizraths  war,  geboren,  tn  seinem 
15ten  Jahre  kam  er  nach  Bremen,  um  daselbst  bei  A.  G.  Kulenkamp 
und  Söhne  die  Handlung  zu  erlernen,  widmete  sich  aber  bald  aus 
Neigung  ganz  der  Astronomie  und  kam  im  Jahre  1805  an  Hartings 
Stelle  zu  Schröter  nach  Lilienthal.  Im  Jahre  1810  wurde  er  als 
ordentlicher  Professor  nach  Königsberg  berufen,  wo  er  bis  an  sei- 
nen am  Uten  März  1846  Abends  um* 6%  Uhr  erfolgten  Tod  so 
Grosses  für  die  Wissenschaft  wirkte.  Ein  schwammartiges  Ge- 
wächs im  Innern  des  Unterleibes  hatte  durch  seinen  mechanischen 
Druck  auf  die  innern  Theile  alle  Functionen  des  Körpers  eestürt 
so  dass  ein  ferneres  Leben  unmöglich  war.    Er  hinterlässt  eine 
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trauernde  Gattin,  Tochter  des  Medicinalraths  und  Professors  Ha- 
gen in  Königsberg,  und  zwei  Tochter,  von  denen  die  ältere  an 
den  Professor  Herrn  Adolph  Erman  in  Berlin ,  die  jüngere  an  den 
Consul  Herrn  Lorck  in  Königsberg  verheirathct  ist.  Ein  hoffnungs- 
voller Sohn,  der  sich  in  Berlin  dem  Baufach  widmete,  war  iam 
dort  schon  im  Jahre  1840  vorangegangen ,  welcher  Schlag  ihn  vor- 
züglich hart  getroffen  und  seine  Lebenskraft  gelähmt  hatte. 

■ 

Historia  et  origo  calculi  differentialis  a  G.  Ü. 
Leibnitio  conscripta.  Zur  zweiten  S&cularfeier  des 
Leibnizischen  Geburtstags  aus  den  Handschriften 
der  Königlichen  Bibliothek  zu  Hannover  herausge- 
geben von  Dr.  C.  J.  Gebhardt  Hannover.  1816/  8. 
10  Sgr. 

Durch  die  Herausgabe  dieser  bis  jetzt  noch  ungedruckten 
Abhandlung  Leibnizens  aus  den  Handschriften  der  königlichen 
Bibliothek  zu  Hannover  hat  sich  Herr  Doctor  Gerhardt  jedenfalls 
ein  sehr  anerkennungswerthes  wesentliches  Verdienst  um  die  Ge 
schichte  der  Mathematik  erworben.  Leibniz  schrieb  dieselbe,  da 
er  zu  der  Herausgabe  seines  versprochenen  Commercium  epistoli- 
cum  nicht  mehr  die  nöthige  Müsse  zu  finden  hoffen  konnte,  kurz 
vor  seinem  am  14ten  November  1716  erfolgten  Tode  lediglich  um 
seine  Rechte  auf  die  Erfindung  der  Differentialrechnung  wahrzu- 
nehmen, so  dass  dieselbe  also  naturlich  als  ein  sehr*  wichtiges 
Actenstück  für  die  Geschichte  dieser  Wissenschaft  zu  betrachten 
ist,  welches  von  keinem  Geschichtsschreiber  der  Mathematik  fer- 
nerhin wird  unberücksichtigt  gelassen  werden  dürfen.  E»  sind 
zwei  Entwürfe  dieser  Abhandlung  vorhanden,  von  denen  der  Herr 
Herausgeber  dem  durch  den  grösseren  Umfang  und  die  sorgfälti- 
gere Ueberarbeitung  sich  sogleich  als  den  späteren  zu  erkennen 
gebenden  gefolgt  ist.  Die  von  dem  Herrn  Herausgeber  in  ziemlich 
grosser  Anzahl  beigefügten  historischen  Anmerkungen  werden  für 
diejenigen,  welche  die  Geschichte  der  Mathematik  weniger  ge- 
nau kennen,  das  Verständnis»  der  Abhandlung  wesentlich  er- 
leichtern. 

Ausserdem  sind  noch  zwei  bisher  ungedruckte  Abhandlungen 
Leibnizens  beigefügt.  Die  erste  ist  ein  früherer  Entwurf  zur  Be- 
kanntmachung der  Differentialrechnung,  worin  sich  der  grosse 
Mann  deutlicher  über  das  Princip  seiner  neuen  Rechnung  aus- 
spricht, als  es  in  der  von  ihm  später  zum  Druck  beförderten  ge- 
schah, und  zugleich  zeigt,  wie  tief  er  schon  damals  in  das  Ge- 
biet der  höheren  Analysis  eingedrungen  war.  Die  zweite  macht 
insofern  auf  Beachtung  Anspruch,  als  Leibniz  darin  einen  Versuch 
gemacht  hat,  von  den  Rechnungsregeln  der  Differentialrechnung 
Beweise  zu  geben,  indem  er  bekanntlich  sowohl  von  seinen  Zeit- 
genossen, als  von  der  Nachwelt,  öfters  getadelt  worden  ist,  dass 
er  die  Beweise  schuldig  geblieben  sei. 

Auch  die  Mittbeilung  dieser  beiden  Abhandlungen  ist  sehr 
dankenswerth. 

Lei  bniz  -  Album  aus  den  Handschriften  der  König- 
lieben  Bibliothek  zu  Hannover  herausgegeben  von  Dr. 
0.  L.  Grotefend.   Hannover.    1846.   PolT  2  Rthlr. 

Dieser  Schrift  wird  hier  deshalb  Erwähnung  gethan,  weil  sie 
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manche  in  mathematischer  und  physikalischer  Hinsicht  interessante 
Notizen  enthalt.  Es  ist  in  derselben  -ein  Bruchstück  aus  Leibni- 
zens  Tagebuche  mitgetheilt ,  in  welchem  der  grosse  Mann  auch 
von  seinen  mathematischen  Ideen  und  Bestrebungen  manche  Nach- 
richt ertheilt.  Vorzüglich  interessant  ist  aber  auch  ein  Schreiben 
Leibnizens  an  den  Herzog  Johann  Friedrich  von  Hannover,  in 
welchem  er  demselben  von  seinen  verschiedenen  Entdeckungen  und 
Erfindungen  Nachricht  giebt,  und  in  dem  u.  A.  folgende  Stelle 
vorkommt:  „In  Opticis  habe  ich  entdecket  erstlich  1)  ein  gewis- 
ses Genus  Tuborum  oder  Lentium,  so  ich  Pandocbas  nenne,  die- 
weil  sie  das  ganze  objectum  uniformiter  fassen,  und  nicht  weniger 
die  Strahlen  extra  axem  opticum  als  in  axe  optico  distincte  colli- 
giren,  wodurch  dasjenige,  was  man  bis  hehr  vergebens  gesucht, 
zu  wege  gebracht  wird,  wie  nelimlich  den  vitris  objectivis  eine 
so  grosse  apertura  gegeben  werde ,  als  wir  wollen ,  umb  der  strah- 
len desto  mehr  damit  zu  fassen.  2)  Tubos  Cata  -dioptricos,  da 
in  einem  tubo  Spiegel  und  Perspectiv  mit  einander  conjungirt, 
und  dadurch  viel  sonst  unvermeidlich  drauff  gehende  Strahlen,  zum 
wenigsten  noch  einst  so  viel  als  iezo  möglich,  erhalten  werden*). 
3)  Ein  Mittel ,  so  bisher  vergeblich  gesucht  worden ,  mit  Perspecti- 
ven aus  einem  Stand  zu  messen,  ich  höhre  das  dergleichen 
auch  andere  tentirt,  welcher  gestalt  aber,  habe  noch  von  keinem 
Menschen  verstanden,  und  dahehr  per  artem  Combinatoriam  ge- 
funden**). 

In  den  Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesell- 
schaft in  Bern  Nr.  54,  55,  56  hat  Herr  R.  Wolf  mehrfaches  Inte- 
resse darbietende  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathema- 
tik in  der  Schweiz,  z.  B.  auch  über  den  bekannten  Heraus- 

feber  und  Commentator  Euklids  Conrad  Dasypodius,  geb. 
531 ,  gest.  den  26.  April  1600,  gegeben;  und  in  Nr.  59,  60,  61,  62, 
63,  64,  65,  66,  67  seine  verdienstlichen  Auszüge  aus  Brie- 
fen an  Albrecht  von  Haller,  mit  literarisch  •  histori- 
schen Notizen  (m.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XX VIII.  S.  411.) 
fortgesetzt.  Auch  giebt  derselbe  in  Nr.  59.  und  60.  S.  31.  einige 
Bemerkungen  zur  Geschichte  der  Quadratur  des  Kreises. 


Kurze  Anleitung  zur  Algebra  für  Gymnasien  und  zum  Privat- 
gebrauche, von  Fr.  Jos-  Herrmann.  Mit  einer  Kupfertafel.  Darm- 
sfri.lt  und  Leipzig.   1846.   8.   1  Rthlr. 

Ueber  das  Verhältniss  der  Arithmetik  zur  Geo- 
metrie, insbesondere  über  die  geometrische  Bedeu- 


j     will  w»«u  «»•■»"  r    o  — — j. . 

**)  Die«  *äre  also  ein  Distanzmesser ,  s.  Archiv.  Tbl.  TBL  Heft  3. 
S.  250  «nd  254. 
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tung  der  imaginären  Zahlen,  von  H.  Scheffler.  Mit  80 
in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Braunsen weie. 
1846.   8.   2  Kthlr.  10  Sgr. 

Der  eigentliche  Zweck  dieses  428  Seiten  starken  Buchs 
ist  durch  den  zweiten  Theil  seines  Titels  hinreichend  bezeichnet 
Es  beschäftigt  sich  vorzugsweise  mit  der  weiteren  Aufklärung  der 
auch  in  diesem  Archive  schon  mehrfach  besprochenen  neueren  An- 
sichten über  das  Imaginäre  in  der  Mathematik,  wobei  es  nur  auf- 
fallen mus«,  dass  der  Herr  Verfasser  durchaus  alles,  was  bisher 
über  diesen  Gegenstand  bekannt  gemacht  worden  ist,  völlig  ignorirt, 
selbst  nicht  einmal  die  von  Gauss  gegebenen  Andeutungen  genau 
zu  kennen  scheint,  weshalb  wir  uns  ihn  in  dieser  letzteren  Bezie- 
hung auf  Archiv.  Thl.  VI.  8.  236.,  und  mehrere  andere  in  die- 
ser Zeitschrift  abgedruckte  Aufsätze,  namentlich  auf  die  verdienst* 
liehen  Arbeiten  des  Herrn  Dr.  Wittstein  in  Hannover  zu  ver- 
weisen erlauben,  die,  so  wie  ein  Aufsatz  des  Majors  Dr.  G.  W. 
Müller  ebendaselbst,  sämmtlich  im  Archive  leicht  aufzufinden 
sind ,  hier  aber  nicht  einzeln  namhaft  gemacht  werden  können. 
Uebrigens  enthält  das  Buch  sehr  viel  Üeberflüssiges ,  lauter  be- 
kannte Dinge,  fast  eine  ganze  Darstellung  der  Arithmetik,  die 
Exponentialreihe,  die  logarithmischen  und  trigonometrischen  Rei 
hen,  den  binomischen  Lehrsatz  u.  s.  w. ,  ohne  alle  strenge  !>e 
rücksichtigung  der  Convergenz  und  Divergenz.  Dass  auf  diese 
Weise  der  Sache  nicht  eben  genützt  wird,  ist  klar,  weil  es  bei 
einer  neuen  Lehre,  die  namentlich  wie  die  hier  besprochene  vie- 
len noch  völlig  ungewohnt  ist,  wenn  dieselbe  allgemeineren  Ein- 
gang linden  soll,  hauptsächlich  darauf  ankommt,  dieselbe  unter 
möglichst  einfacher  Form ,  selbstständig  und  unabhängig  von  vie- 
len anderen  Lehren  darzustellen.  Soll  man  sich  aber  das  eigent- 
lich Neue  unter  vielen  andern  bekannten  Dingen  mühsam  heraus- 
suchen ,  so  wird  man  den  Geschmack  an  demselben  immer  eher 
verlieren  als  gewinnen.  Aus  diesem  Grunde  scheinen  uns  auch 
die  oben  namhaft  gemachten  kurzen  Aufsätze  zur  weiteren  Aul- 
klärung dieses  Gegenstandes  vorzüglich  geeignet  zu  sein. 

Vollständige  logarithmis che  und  trigonometrische 
Tafeln,  zum  Theil  in  neuer  Anordnung,  durch  Zusätze 
erweitert  und  mit  ausführlichen  Erläuterungen  ver- 
sehen von  Dr.  E.  F.  August.  Professor  und  Director 
des  Cölnischen  Real  -  Gymnasiums  in  Berlin  u.  s.  w. 
Berlin.   1846.   Klein  Octav.    15  Sgr. 

Wir  wollen  zuerst  den  Inhalt  dieser  neuen  Tafeln  volIsrändi<: 
angeben:  I.  Logarithmentafel,  enthaltend  a)  die  gemeinen 
(Brigzschen)  Logarithmen  von  1  bis  1000  vollständig  mit  Charak- 
teristik und  fünfstelliger  Mantisse:  b)  die  fünfziffri^en  Mantissen 
für  alle  vierziffrige  Zahlen  von  1000  bis  9999 ;  c)  Modulus,  Grund- 
zahl, Formeln  und  mehrere  zwolfstellige  Logarithmen  des  natür- 
lichen Systems.  —  II.  Abgekürzte  siebenziffrige  Logarithmenta- 
fel, durch  welche  alle  Rechnungen  mittelst  einer  kleinen  Neben- 
rechnung ausgeführt  werden  können,  zu  denen  die  grosseren  sie- 
benstelligen Logarithmentafeln  erforderlich  sind.  Multiplications- 
tafelu,  um  die  natürlichen  Logarithmen  in  gemeine  zu  verwanden 
und  umgekehrt.  —  III.  Die  Gauss'schen  Tafeln  zur  Auffindung  des 
Logarithmus  einer  Summe  oder  Differenz  in  einer  neuen,  den 
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Gebrauch  erleichternden  Anordnung.  Hegel  für  die  Anwendung 
dieser  Tafeln.  —  IV.  Tafel  der  vierstelligen  Quadrate  aller  Zah- 
len zwischen  0,000  und  2,1000.  Tafeln  zur  Verwandlung  der 
Kreisbogen  in  Theile  des  Halbmessers  und  umgekehrt  —  V.  Tri- 
gonometrische Tafel:  1)  Siebenziffriffe  Werthe  der  trigonometri- 
schen Functionen  für  ganze  Grade.  2)  Hülfstafel  für  Berechnung 
der  Logarithmen  zu  dtm  trigonometrischen  Functionen  kleiner  Win- 
kel. 3)  Fünfstellige  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functio- 
nen von  Minute  zu  Minute.  Siebenstellige  Sinus  und  Cosinus  für 
Minuten  des  ersten  Grades.  VI.  Tafeln  zur  Auflindung  der  Fac- 
toren  für  die  ganzen  Zahlen  0  bis  10000.  Formeln  zur  logarith- 
misch-trigonometrischen Losung  quadratischer  und  cubischer  Glei- 
chungen. —   Kurze  Erläuterungen  zu  den  vorstehenden  Taieln. 

Nach  dieser  vollständigen  Angabe  des  Inhalts  heben  wir  nun 
einige  Eigentümlichkeiten  hervor,  durch  welche  sich  diese  Tafeln 
von  andern,  namentlich  von  den  in  Schulen  meistens  noch  ge- 
brauchten Vega' sehen  Tafeln  unterscheiden.  Die  Logarithmen 
der  Zahlen  und  der  trigonometrischen  Functionen  sind  fünfstellig, 
was  bei  Weitem  für  die  meisten  Rechnungen  vollständig  ausreicht, 
wie  in  neuerer  Zeit  schon  so  oft  hervorgehoben  worden  ist,  dass 
darüber  hier  nichts  weiter  gesagt  zu  werden  braucht.  Insbeson- 
dere aber  scheint  uns  diese  Einrichtung  für  Schulen  besser  und 
bequemer  als  die  ältere,  weil  es  ja  bei  dem  Unterrichte  in  den- 
selben hauptsächlich  und  zunächst  bloss  auf  eine  Uebung  in 
dem  Gebrauche  der  Tafeln  ankommt,  weshalb  es  gewiss 
sehr  wünschens werth  ist,  dass  der  Gebrauch  bloss  fünfstelliger 
Logarithmen  in  den  Schulen  immer  mehr  Eingang  finde  als  dies 
bis  jetzt  der  Fall  ist.  Durch  Hinzufügung  der  Hülfstafel  zur  Auf- 
findung siebenziffriger  Logarithmen  mittelst  einer  kleinen  Neben- 
rechnung ist  in  der  vorliegenden  Sammlung  übrigens  auch  für  die- 
jenigen wenigen  Rechnungen  auf  sehr  zweckmässige  Weise  'ge- 
sorgt, welche  eine  solche  Genauigkeit  in  der  Anwendung  der  Lo- 
garithmen erfordern.  —  Die  Anordnung  der  Tatein  der  trigono- 
metrischen Functionen  ist  insofern  von  der  gewöhnlichen  verschie- 
den, dass  auf  die  Sinus  deren  Differenzen,  dann  die  Tangenten, 
hierauf  die  gemeinschaftlichen  Differenzen  der  Tangeuten  und  Co- 
tangenten ,  nun  die  Cotangenten ,  hierauf  die  Differenzen  der  Cosi- 
nus und  endlich  die  Cosinus  selbst  folgen,  so  dass  also  die  Dif- 
ferenzen der  Sinus  und  Tangenten  rechts  von  denselben,  die  Dif- 
ferenzen der  Cosinus  und  Cotangenten  links  von  diesen  Functio- 
nen stehen.  Diese  nach  unserer  Meinung  zweckmässige  und  em- 
pfehleoswerthe  Einrichtung  hat  ihren  Grund  darin ,  dass  jetzt  bei 
dem  Fortschreiten  von.  oben  nach  unten  alle  additiv  zu  nehmen- 
den Differenzen  rechts,  alle  subtractiv  zu  nehmenden  links 
stehen  *) ,  was  jedenfalls  ein  sehr  zweckmässiges  Erinnerungsmit- 
tel für  den  Schuler  ist.  Dieselbe  Einrichtung  findet  sich  auch  in 
den  kleinen  Lalande' sehen  Tafeln  und  wird  von  Littrow  in 
dem  Artikel  Tabellen  in  der  neuen  Ausgabe  des  Gehl  er* - 
sehen  physikalischen  Worterbuchs.  Thl.  IX.  Abthl.  l. 
S.  7.  als  eine  unnöthige  Neuerung  getadelt,  indem  Littrow  hin- 


*)  Bei  dem  Fortschreiten  von  unten  nach  oben  ist  es  naturlich  eot- 
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zufügt:  „Mit  welchem  Grande  bat  man  sie"  (Dämlich  die  Sinn* 
und  Cosinus)  „  doch  getrennt  und  dadurch  allein  schon  zu  einer 
Menge  von  Missgriffen  Veranlassung  gegeben."  Aus  dem  vorher 
angegebenen  Grunde  kann  ich  diese  Meinung  in  dem  vorliegenden 
Falle  nicht  theilen,  und  kann  auch  hinzufügen,  dass  in  den  treff 
liehen  und  sehr  seltenen  Tafeln  von  Sherwin  (Sberwin's 
Mathematical  Tables  etc.  The  thifd  edition.  Care« 
fully  revised  and  corrected  by  William  Gardiner. 
London.  1742.,  welches  die  correcteste  und .  seltenste  Ausgabe 
dieser  trefflichen  Tafeln  ist,  da  im  Gregentheil  z.  B.  die  fünfte 
Ausgabe  vom  Jahre  1770  sehr  fehlerhaft  gedruckt  sein  soll)  die 
von  August  angewandte  Einrichtung  auch  schon  gebraucht  ist. 
Eben  so  findet  sich  diese  Einrichtung  in  neueren  Tafeln  ,  z.  B. 
wenigstens  bei  den  natürlichen  Linien  in  den,  wie  es  mir  scheint 
mit  Unrecht,  weniger  bekannt  gewordenen  Tafeln  von  J.  H a  n  ts cb  l 
(Wien.  1833.)  und  ganz  wie  in  den  vorliegenden  Tafeln  in  den 
der  trefflichen  von  Rümker  besorgten  vierten  Ausgabe  des 
Hamburger  Lehrbuchs  der  Schiffahrtskunde  (Ham- 
burg. 1844.)  angehängten  Tafeln.  In  den  prächtigen,  im  eigent- 
lichen Sinne  unverwüstlichen,  von  Littrow  als  Beispiel  ange- 
führten Tafeln  von  Gardiner  (Tables  of  Logarithms  for 
all  Numbers  from  1  to  102100  and  for  the  Sines  and 
Tangents  to  every  ten  seconds  of  each  degree  in  the 
Quadrant;  as  also,  for  tbe  Sines  of  the  first  72  mino- 
tes  to  every  Single  second.  By  William  Gardiner. 
Lond.  1742.  KleinFolio*),  welche  ich,  so  wie  die  obigen 
Sherwin'schen  Tafeln,  in  der  ziemlich  reichen  Sammlung  von  Ta- 
feln, die  ich  mir  aus  einer  gewissen  Liebhaberei  für  diese  Dinge 
nach  und  nach  angeschafft  habe,  auch  besitze,  findet  sich  die  be- 
sprochene Einrichtung  freilich  nicht,  sondern  die  z.  B.  in  den 
Vcga'scben  und  andern  Tafeln  gebrauchte,  was  aber  noch  kein 
Beweis  für  die  UnzweckmaWtgkeit  der  ersteren  sein  kann.  — 
Der  Gauss'schen  Tafel,  welche  bekanntlich  nach  der  gewöhnli- 
chen auch  von  Matthiesen  in  seiner  grossen  Tafel  (Tafel  zur 
bequemeren  Berechnung  des  Logarithmen  der  Summe 


•)  Kästner,  der  bekanntlich  ein  grosser  Bücher!  iebhüber  Mar,  sagt 
in  den  Astronomischen  Abhandlungen.  Tbl.  II.  S.  18.  (indem 
er  übrigens,  was  hierbei  gelegentlich  erinnert  zu  werden  verdient,  die 
oben  angeführten  Sherwin'schen  von  Gardiner  nen  herausge- 
gebenen Tafeln  und  die  eigentlichen  Gard  iner'  sehen  Ta- 
feln ganz  fälschlich  für  verschiedene  Ausgaben  eines  und  desselben 
Buchs  hält):  „Dieser  zweifachen  Ausgabe  ohngeachtet,  sind  diene  Ta- 
feln ungemein  selten.  Ich  weiss  nicht,  ob  einer  der  Schriftsteller  de  li- 
bris  ranoribus  das  angemerkt  hat,  aber  diesen  Schriftstellern  ist  gewnhn- 
lichermassen  die  Seltenheit  mathematischer  Bücher  am  wenigsten  wichtig. 
Herr  Joh.  Bernoulli  hat  sie  für  das  Königl.  Observatorium  zu  Berlin  rs 
London  mit  4  Gninecn  bezahlt  (Recueil  pour  les  Astronomes.  T.  II. 
p.  314.).  Das  Exemplar,  das  ich  vor  mir  habe,  gehört  auf  die  hiesige 
Universitätsbibliothek.  Ich  selbst  habe  diese  Tafeln  nie  bekommen  kön- 
nen, ohngeachtet  ich  allemal  au  dem  Preise,  den  sie  hatten,  bereit 
war.  Und  weil  ich  den  Eigensinn  habe,  dass  ich  Bücher,  die  ich  stark 
brauchen  soll ,  selbst  besitzen  muss ,  so  habe  ich  mich  des  nur  ange- 
zeigten Exemplars  nicht  so  bedient,  wie  es  mir  frei  gestanden  hätte, 
sondern  mich  mit  den  Tafeln,  die  mein  eigen  waren,  beholfea." 
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oder  Differenz  zweier  Grössen,  welche  selbst  nur 
durch  ihre  Logurith  nie»  seeeben  sind.  Altona.  1817.) 
drei  mit  A,  B,  C  bezeichnete  Spalten  enthalt,  hat  der  Herr  Ver- 
fasser eine  andere  Einrichtung  gegeben,  w eiche  wir  hier  der 
Kürze  wegen  nicht  weiter  beschreiben  können,  die  aber,  wie  es 
uns  scheint,  allerdings  bei  Ungeübteren  weniger  Irrungen  zulässt 
als  die  Berücksichtigung  der  drei  Spalten,  und  deshalb  wohl  ein 
l> fohlen  zu  werden  verdient. 

Die  Erläuterungen  des  Gebrauchs  der  Tafeln  sind  sehr  voll- 
standig  und  lassen ,  so  weit  wir  dieselben  bis  jetzt  kennen  ge- 
lernt nahen ,  nichts  zu  wünschen  übrig.  Streng  genommen  müssen 
dieselben  als  ein  kleines  Lehrbuch  der  Logarithmentheorie  und 
der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  betrachtet  werden,  in- 
dem alle  Hauptformeln  vollständig  entwickelt  worden  sind,  und 
bei  den  Logarithmen  auch  die  betreffenden  unendlichen  Reihen 
Berücksichtigung  gefunden  haben.  Unter  diesen  Entwicklungen 
kommt  auch  manches  dem  Herrn  Verfasser  Eigentümliche  vor, 
z.  B.  eine  recht  nette,  von  der  gewöhnlichen  ganz  verschiedene, 
aui  einen  Satz  vom  Viereck  mit  zwei  parallelen  und  zwei  gleichen 
Gegenseiten  gestützte  Entwicklung  der  Grundformel  der  sphäri- 
neben  Trigonometrie,  eine  eigentümliche  Ableitung  der  Gaussi- 
schen Gleichungen  aus  den  (^agnolischen ,  und  manches  Andere, 
was  sich  hier  nicht  Alles  namhaft  machen  läset. 

Der  Stereotypendruck  und  das  Papier  genügen  allen  hilligen 
Anforderungen,  und  das  Format  ist  so  gewählt,  dass  man  das 
Büchlein  noch  bequem  genug  in  der  Tasche  bei  sich  führen  kann. 

Bei  dem  aus  dem  Obigen  hervorgehenden  reichen  Inhalte, 
bei  der  Zweckmässigkeit  der  Anordnung,  der  guten  äussereren 
Ausstattung  und  dem  verhältnissmässig  senr  geringen  Preise  von  nur 
15  Sgr.  halten  wir  dieses  Buch  für  eine  für  alle  Lehranstalten  und 
auch  für  solche  Personen,  die  viel  mit  logarithmischen,  trigonometri- 
schen und  andern  Rechnungen  umzugehen  haben ,  sehr  erfreuliche 
Gabe  und  wünschen  demselben  aus  Ueberzeugung  eine  möglichst 

Kosse  Verbreitung,  welche  ihm  gewiss  auch  nicht  fehlen  wird, 
ass  die  obige  etwas  ausführlichere,  als  sonst  in  diesen  literari- 
schen Berichten  gewöhnlich  ist,  Berichterstattung  dazu  das  Ihrige 
beitragen  möge,  wünschen  wir  gleichfalls. 

Die  Hinzufügung  der  natürlichen  Linien ,  deren  Gebrauch  in 
manchen  Fällen  bequem  ist  und ,  wenigstens  zum  Theil ,  hei  den 
Schiffsrecbnungen  nicht  entbehrt  werden  kann,  weshalb  sich  die- 
selben (wenigstens  die  Sinus  versus)  in  dem  oben  angeführten 
aasgezeichneten  Lehrbuche  der  Schiff  ah  rtsk  u  n  de  und  in 
den  Tafeln  von  Hantschi  (vollständig  alle  acht  Linien)  finden, 
wäre  nach  unserer  Ueberzeugung  allerdings  in  gewisser  Rücksicht 
wfinschenswerth  gewesen,  würde  aber  aas  Volumen  des  Buchs 
doch  zu  sehr  vergrössert  haben,  nnd  ist  für  den  gewöhnlichen 
Schulgebrauch  entbehrlich ,  weshalb  wir  dem  Herrn  Verfasser  bei- 
stimmen müssen,  dass  er  sie  weggelassen  hat.  Die  SchifTahrts- 
schulen  finden  das  für  sie  in  dieser  Beziehung  Nöthrge  auch  schon 
in  den  für  sie  ausschliesslich  bestimmten  Bücnern.  Gr. 

Anleitung  zur  Auflösung,  Entwickelung  und  Be- 
rechnung der  wichtigsten  Aufgaben,  Formeln  und  Ta- 
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bellen  der  einfachen  und  zusamengesetzten  Zins-  und 
Zeitrenten  -  Rechnung.   Ein  Handbuch  für  Lehrer  der 
Mathematik,  Kameralisten,  Forstmänner,  Architek- 
ten, Oekonomen,  Banquiers  etc.,  von  Professor  L.  F 
Ritter.  Stuttgart,    im.   4.   1  Rthlr.  21  Sgr. 

Eine  sehr  ausführliche  und  deutliche  Darstellung  eines  schon 
oft  behandelten  Gegenstandes,  welche  vorzüglich  Praktikern, 
die  mit  den  nothigen  Vorkenntnissen  versehen  sind ,  wegen  ih- 
rer Ausführlichkeit  zur  Beachtung  empfohlen  werden  kann.  Der 
bekannten  Frage  über  die  Berechnung  der  Zeiten  für  Jahrestheile, 
d.  h.  überhaupt  für  einzelne  Theile  der  zum  Grunde  gelegten  Zeit- 
einheit, nach  oder  vor  Ablauf  derselben ,  hat  der  Herr  Verfasser 
mit  Recht  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet.  Auch  sind  ei- 
nige Tafeln  beigefügt. 

Den  Artikel  „A  nti  Strauch"  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXiX 

S.  427.  betreffend. 
Von  dem  Herausgeber. 

Um  dem  Herrn  Dr.  Strauch  in  Muri  alle  Gerechtigkeit  wi- 
derfahren zu  lassen ,  hält  der  Herausgeber  dem  Publikum  gegen- 
über sich  zu  der  Erklärung  verpflichtet,  dass  von  demselben  ihm 
eine  Entgegnung  auf  den  oben  genannten  Artikel  zur  Aufnahme 
in  den  Literar.  Ber.  eingesandt  worden  ist.  Wenn  nun  aber  der 
Herausgeber  gleich  bei  der  Aufnahme  dieses  Artikels  in  den  Li- 
terar. Ber.  es  sich  zum  Princip  machte,  keine  gegen  denselben 
eingehende  directe  oder  indirecte  Erwiderung  aufzunehmen ,  und 
diesem  Princip  nun  auch  wirklich  ohne  alle  Ausnahme  folgt,  so 
wird  dies  in  Folgendem  hoffentlich  seine  vollständige  Erklärung 
finden,  und  zugleich  auch  die  briefliche  Anfrage  des  Herrn  Dr. 
Strauch,  „weshalb  denn  der  Herr  Verfasser  des  Anti Strauch 
nicht  die  Heidelberger  Jahrbücher,  in  denen  Herrn  Dr. 
Strauchs  Recension  erschieo,  zu  dessen  Veröffentlichung  ge- 
wählt habe,"  erledigen.  —  Die  Einrückung  des  Anti  Strauch  ia 
die  genannte  kritische  Zeitschrift  hätte  nämlich  als  eine  Antikritik 
sehr  theuer  bezahlt  werden  müssen.  Dass  dies  aber  dessen  Herr 
Verlasser  nicht  gern  wollte,  war  ihm  gewiss  nicht  zu  verdenken, 
und  da  nun  hiermit  die  Ansichten  des  Herausgebers  in  diesen 
Dingen  vollkommen  übereinstimmen,  so  öffnete  er  ihm  gern  ganz 
unentgeltlich,  wie  er  als  ehrlicher  Mann  und  ohne  erst  noch  ein 
besonderes  Zeugniss  anzurufen,  versichern  kann,  die  Spalten  des 
Literarischen  Berichts,  hofft  nun  aber  auch,  dass  die  Gegen- 
partei zu  ihren  E  rwiderungen  j  etzt  dasjenige  Journal 
wähle,  in  welchem  der  erste  Angriff  erfolgt  ist,  was 
ihm  unter  den  obwaltenden  Umständen  so  sehr  in  der  Natur  der 
Sache  zu  liegen  scheint,  dass  er  wirklich  die  ihm  in  derselben 
gemachten  Zusendungen  mit  einiger  Verwunderung  entgegen  ge- 
nommen und  bis  auf  Weiteres  ad  Acta  reponirt  hat.  Dass  aner 
endlich  der  Herr  Verfasser  des  Anti  st  rauch  keineswegs  von 
dem  Herausgeber,  wie  Herr  Dr.  Strauch  sich  ausdrückt, 
„personlich  bevorzugt  wird",  ist  derselbe  jederzeit  da- 
durch zu  beweisen  bereit,  dass  er  unter  gleichen  Verhältnissen 
wie  die  vorliegenden  ihm  eingesandte  —  und  zwar  immer  vor  allen 
Dingen  die  etwa  gegen  in  dem  Literar.  Berichte  selbst  erschienene 
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Beurtheilungen  gerichteten  —  Antikritiken,  von  wem  dieselben 
auch  kommen  mögen,  wenn  sie  nur  die  den  Literarischen  Berichten 
gesteckten  Gränzen  nicht  auf  ungebührliche  Weise  überschreiten, 
eben  so  unentgeltlich  wie  im  vorliegenden  Falle  in  den  Literar. 
Bericht  aufnehmen  oder  in  einer  andern  Weise  im  Archive  abdruk- 
ken  lassen  wird. 


Geometrie. 


Vollständige  Theorie  des  ebenen  Dreiecks.  Auf 
eigentümliche  Art  dargestellt  von  J.  B.  Feaux,  Dr. 
der  Philosophie.   Münster.  1846.   8.   5  Sgr. 

Auch  bei  dem  besten  Willen  haben  wir  in  diesem  Schriftchen 
nicht  viel  Gnden  können,  was  uns  berechtigte,  auf  dasselbe  hier 
besonders  aufmerksam  zu  machen. 

Das  Wesen  der  inv olu torischen  Gebilde  in  der 
Ebene  als  gemeinschaftliches  Princip  individueller 
Eigenschaften  der  Figuren»  namentlich:  der  ein-  und 
umgeschriebenen  Vielecke,  der  harmonischen  Pole  und 
Polaren,  der  zugeordneten  Durchmesser  und  Achsen- 
punkte, der.  Brennpunkte,  der  gemeinschaftlichen  Se- 
kanten und  Tangentendurchschnitte,  der  Oskulation 
und  der  doppelten  Berührung  und  sämmtl  ich  er  Kon- 
struktionen der  Kegelschnitte  mittels  sogenannter  re- 
eller und  imaginärer  Bedingungen  im  Zusammenhange 
mit  Jakob  Steiners  Geometrie  dargestellt  von  Franz 
Seydewitz,  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Physik 
(am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt).  Mit  elf  lithogra- 
phirten  Tafeln.  Auch  unter  dem  Titel:  Das  Wesen 
der  in volutor ischen  Gebilde  in  der  Ebene  als  gemein- 
schaftliches Princip  individueller  Eigenschaftender 
Figuren.  Erster  Theil,  enthaltend:  die  Theorie  der 
projekti visch en  und  in v olutoriscben  Gebilde,  der  ein- 
u na  der  umgeschriebenen  Vielecke  nebst  der  bekann- 
ten erweiterten  Aufgabe  des  Pappus,  der  Theilung 
der  Strecken  und  Winkel,  der  harmonischen  Pole  und 
Polaren,  der  zugeordneten  Durchmesser  und  Achsen- 
punkte, 'der  Aehnlichkeit  und  Affinität  der  Kegel- 
schnitte, der  Brennpunkte  und  sämmtlicher  Konstruk- 
tionen der  Kegelschnitte  mittels  sogenannter  reeller 
Bedingungen,  von  u.  s.  w.  Mit  fünf  Hthograph irten 
Tafeln.   Heiligenstadt.  1846.   8.   1  Rthlr. 

Die  Arbeiten  des  Herrn  Verfassers  auf  dem  Felde  der  neueren 
Geometrie  sind  den  Lesern  des  Archivs  hinreichend  bekannt,  und 
können  unbedenklich  dem  Besten,  was  in  dieser  Beziehung  ge- 
leistet worden  ist,  an  die  Seite  gestellt  werden.  Der  Titel  ist  so 
ausführlich,  dass  uns  der  Herr  Verfasser  dadurch  völlig  der  Mühe 
einer  besondern  Angabe  des  Inhalts  seiner  Schrift  überhoben  hat. 
lieber  die  Entstehung  derselben  spricht  er  sich  in  der  Vorrede 
folgendermassen  aus  :  „Die  hier  zur  Hälfte  vorliegende  Arbeit  ent- 
sprang aus  dem  Versuche,  eine  vor  mehreren  Jahren  von  mir 
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bekannt  gemachte  Erweiterung  des  Apollonischen  Problem*  der 
Takttonen  auf  ihre  einfachsten  geometrischen  Prämissen  zorfickzu- 
fflhren,  ohne  von  dem  der  Vorstellungsweise  der  Geometrie  durch- 
aus widerstrebenden  Begriffe  des  Imaginären  Gehrauch  zu  machen. 
Es  boten  sich  hierzu  zwei  Wege  dar:  die  Transversaletitheorie  und 
Steiners  „Entwicklung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten 
von  einander";  allein  die  erstere  führte,  trotz  ihrer  sonstigen  Ele- 
ganz, schon  bei  der  Betrachtung  der  einfachsten  Systeme  von  Ke- 
gelschnitten auf  den  Weg  der  Kunstgriffe  und  Kunststucke,  wel- 
chen die  Wissenschaft  eben  so  sehr  als  die  Natur  verschmäht; 
und  so  —  da  in  jener  Aufgabe  die  unter  dem  Namen  „Involution'* 
bekannte  Eigenschaft  von  sechs  Punkten  die  Hauptrolle  spielt, 
blieb  nur  übrig,  diejenige  Stelle  aufzusuchen,  welche  diese  Eigen- 
schaft im  Systeme  der'  Steiner'scheii  Geometrie  einzunehmen  bat, 
und  von  da  aus  weiter  vorzudringen.  Hierbei  war  vorauszusehen, 
dass  statt  des  bisher  bekannten  Etwas  viel  allgemeineres,  nicht 
bloss  sechs ,  sondern  unzählige  Elemente  einer  Geraden  und  eines 
Strahlbüschcls  betreffendes  hervorgehen  und  zu  manchen  interes- 
santen Entdeckungen  führen  würde;  und  in  der  That :  nachdem 
einmal  die  Existenz  involn torischer  als  besonderer  Art  projektiv^ 
scher  Gebilde  erkannt,  und  in  dem  Umstände,  dass  die  letzteren 
involutorisch  sind ,  wenn  irgend  ein  Paar  ihrer  Elemente  sich  in 
doppeltem  Sinne  entsprechen,  ein  höchst  bequemes  Kriterium 
dieser  Besonderheit  gefunden  war,  sah  ich  nicht  nur  mich  im  Be- 
sitze des  Mittels,  den  genannten  Zweck  vollständig  und  leichter, 
als  ich  gedacht,  zu  erreichen,  sondern  auch  über  viele  Gegenden 
der  Geometrie,  welche  zu  betreten  ausser  dem  anfanglichen  Plane 
lag,  das  genügendste  Licht  zu  verbreiten.  Gleich  den  Gebilden 
der  Natur  traten  eine  Menge  bekannter  und  unbekannter  geome- 
trischer Erscheinungen  sogleich  aus  den  ursprünglichen  Eigen- 
schalten der  involutorischen  Gebilde  wie  aus  ihrem  Keime  hervor, 
und  noch  mehr  als  die  Mannigfaltigkeit  der  Gegenstände  war  es 
die  Einfachheit  und  Selbstständigkeit  der  Methode,  welche  das 
Interesse  der  Untersuchung  steigerte.  So  kam  es  denn,  dass  jene 
Aufgabe  allmählig  von  der  Masse  der  übrigen  Konstruktionen  und 
Lehrsätze,  und  die  anfängliche  Bestimmung  dieser  Schrift  von  der 
jenigen,  welche  jetzt  der  Titel  zeigt,  in  den  Hintergrund  gestellt 
wurden." 

„Diese  Tendenz  aber,  die  geometrischen  Ideen  zu  erweitern, 
bildet  gleichwohl  nicht  das  Hauptinteresse  dieser  Schrift ;  letzteres 
steht  vielmehr  in  naher  Beziehung  zu  der  Frage  nach  dem  ge- 
genseitigen Verhältniss  der  neueren  und  Euklidischen 
Geometrie,  welche  für  das  wissenschaftliche  System  der  Geo- 
metrie gegenwärtig  zur  Lebensfrage  geworden  ist.  Wird  nämlich, 
was  am  richtigsten  scheint,  die  eine  als  die  der  Lage,  die  andere 
als  die  der  Gestalt  und  der  Grösse  bezeichnet,  und  unter  allen 
geometrischen  Principien  das  der  Projektivität  für  das  natürlichste 
und  umfassenste  erkannt ,  so  ist  es  doch  nicht  gelungen ,  diesem 
Principe,  so  wie  im  Gebiete  der  ersteren,  auch  in  dem  der  letz- 
teren die  Herrschaft  zu  verschaffen.  Im  zweiten  Kapitel  nun  wird 
man  die  zwischen  beiden  bestehende  Schranke  mehrfach  durch- 
brochen finden  :  —  Die  allgemeinen  Eigenschalten  der  projektiv! 
sehen  und  involutorischen  Gebilde  seh  dessen  nämlich  gewisse 
specielte  Falle  in  sich,  deren  Charakter  sich  in  ganz  einfachen 
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Grossenbestimmungen  ausspricht;  durch  diese  Fälle  aber  sind  in 
den  Figuren  eigen t heimliche  Punkte  und  Linien,  und  hiermit 
Grossenbestimmungen  gesetzt,  welche  auf  ihre  Weise  selbst  die 
Figuren  charakterisiren.  —  Dieser  Umstand  ist  es,  welchen  ich 
bei  dem  Ausdrucke  „individuelle  Eigenschaften  der  Figuren"  vor- 
zugsweise im  Auge  hatte.  —  Einen  Zuwachs  an  Interesse  erhalten 
solche  eigentümliche  Erscheinungen  dadurch,  dass  in  denselbei 
das  Princip  der  Dualität  sich  noch  erhält." 

Wir  haben  es  für  das  Angemessenste  gehalten,  die  Haupt 

S unkte  über  die  Tendenz  dieser  Schrift  mit  den  eigenen  Worten 
es  Herrn  Verfassers  anzugeben,  verweisen  aber,  da  die  Beschränkt- 
heit des  Kauraes  ein  weiteres  Eingehen  uns  hier  leider  verbietet, 
auf  den  übrigen  Inhalt  der  überhaupt  sehr  lesenswerthen  Vorrede. 
Jedenfalls  ist  diese  Schrift  eine  wichtige  viele  neue  Aufschlüsse 
über  mehrere  Partien  gebende  Erscheinung  auf  dem  Gebiete  der 
neueren  Geometrie,  und  darf  von  keinem  für  diese  Studien  sich 
lebhaft  Interessirenden  unberücksichtigt  gelassen  werden.  Daher 
sehen  wir  auch  dem  recht  haldigen  Erscheinen  des  zweiten  Theils 
mit  grossem  Verlangen  entgegen,  und  wünschen  zugleich  sehr, 
das«  der  Herr  Verfasser  Müsse  finden  möge,  auch  die  in  der  Vor- 
rede versprochene  Darstellung  der  geometrischen  Verwandtschaften 
in  der  Ebene  und  im  Räume  und  der  Flächen  des  zweiten  Grades 
mittelst  projeklivischer  Gebilde  baldigst  der  Oeffentlichkeit  zu 
übergeben. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  der  Herr  Verfasser 
durch  die  seinen  Untersuchungen  über  die  involutorischen  Gebilde 
sehr  zweckmässig  vorausgeschickte  Einleitung  fiber  das  We- 
sen der  pro  je  kti  viseben  Eigenschaften  überhaupt  für 
das  leichte  Verstehen  seiner  Schrift  vollständig  gesorgt  hat,  so 
dass  dieselbe  in  der  That  völlig  unabhängig  von  andern  Schriften 
über  neuere  Geometrie  ganz  durch  und  für  sich  selbst  verstanden 
werden  kann,  was  zu  ihrer  sehr  zu  wunschenden  weiteren  und 
allgemeineren  Verbreitung  gewiss  wesentlich  beitragen  wird. 


Optik. 


Optische  Untersuchungen.  Von  Jobann  August 
Grunert.  Erster  Theil.  Allgemeine  Theorie  der  Fern- 
rohre und  Mikroskope.  Mit  einer  Fi^urentaf e(.  Auch 
unter  dem  Titel:  Allgemeine  Theorie  der  Fernröhre 
und  Mikroskope,  zugleich  alsein  Lehrbuch  der  ele- 
mentaren Optik.  Mit  einer  Figurentafel.  Leipzig. 
LS46.   8.  l;Rthlr. 

* 

Weil  es,  wie  ich  in  der  Vorrede  kurz  aus  einander  zu  setzen 
gesucht  habe,  jetzt  noch  nicht  an  der  Zeit  sein  dürfte,  ein  aus- 
fuhrliches System  der  Optik,  wie  Eulers  und  Kitigels  bekannte 
Werke  för  ihre  Zeit  waren,  zu  verfassen,  so  habe  ich  mich  ent- 
schlossen, in  dem  Werke,  dessen  erster  Theil  jetzt  vorliegt,  vor- 
läufig eine  Reihe  optischer  Untersuchungen  in  der  Weise  zu  ver- 
öffentlichen, dass  jeder  Theil  desselben  ein  möglichst  in  sich 
selbst  abgeschlossenes  Ganzes  bildet. 
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Der  vorliegende  erste  Theil  enthält ,  wie  sein  besonderer  Titel 
besagt,  die  allgemeine  Theorie  der  Fernrohre  und  Mikroskone, 
was  man  aber  in  dem  folgenden  Sinne  zu  nehmen  bat.    leb  be- 
trachte nämlich  in  demselben  die  von  Spiegel-  und  Linsen-Systemeo 
hervorgebrachten  Bilder  strahlender  Punkte,  ohne  alle  Rück- 
sicht auf  die  sogenannten  Abweichungen,  als  gewisse 
Gränzen,  denen  sich  die  Punkte,  in  welchen  sich  die  von  leuch- 
tenden Punkten  ausgehenden  Strahlen  nach  an  Spiegeln  oder 
Linsen  erlittenen  Zurückwerfungen  oder  Brechungen  schneidet!, 
unter  gewissen  Bedingungen  nähern,  uud  gelange  dadurch  zu- 
vörderst zu  völlig  genauen  Formeln  zur  Bestimmung  der  Lage  der 
Bilder  nach  diesem  Begriffe ,  aus  denen  dann  bequemere  Wähe- 
rungsformeln  abgeleitet  werden.    Alle  diese  Formeln  sind  zu  völli- 
ger Allgemeinheit  erhoben  worden,  so  dass  sie  für  jedes  aus  einer 
bei  iebigen  Anzahl  von  i  Elementen  ( Spiegel  und  Linsen )  beste* 
hende  System  gelten.    Die  möglichste  Vereinfachung  und  elegante 
Darstellung  dieser  Formelu  habe  ich  mir  besonders  angelegen  sein 
lassen ,  wobei  mir  der  hier  zuerst  eingeführte  Begriff  des  Moduln* 
eines  Spiegels  oder  einer  Linse  sehr  gute  Dienste  geleistet  und 
die  Möglichkeit  herbeigeführt  hat,  dass  die  von  mir  gegebenen 
Kettenbrüche  —  denn  dass  man  auf  diese  Form  bei  Untersuchun- 
gen dieser  Art  ganz  von  selbst  geführt  wird ,  darf  ich  als  allge- 
mein bekannt  voraussetzen  —  gerade  nur  aus  eben  so  vielen  GÜe 
dem  bestehen,  als  das  System  Elemente  enthält,  also  aus  i  Glie- 
dern ,  so  dass  also  diese  Formeln  wohl  die  einfachsten  sein  dürften, 
auf  die  man  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Sache  kommen 
kann.    Diese  Formeln  werden  hierauf  zur  Entwicklung  der  allee- 
meinen Theorie  der  Fernröhre  und  Mikroskope ,  immer  aber  für 
jetzt  ohne  alle  Berücksichtigung  der  sogenannten  Ab- 
weichungen, angewandt,  und  ein  Paar  der  einfachsten  Fälle 
als  Beispiele  betrachtet,  die  ins  Einzelne  gehende  Betrachtung  der 
verschiedenen  Arten  optischer  Instrumente  aber  späteren  speciellen 
Untersuchungen  überlassen.    Das  erste,  „die  Grundgesetze"  über 
«chriebene  Kapitel  durfte  hier  nur  deshalb  nicht  wegleiben,  weil 
dieser  erste  Tneil  zugleich  als  ein  Lehrbuch  der  elementaren  Optik 
dienen  soll,  und  enthalt  sonst  lauter  bekannte  Dinge.    Der  erste 
der  beiden  Anhänge  ist  nur  seines  geometrischen  Interesses  wegen 
beigefügt  worden.  In  dem  zweiten  Anhange  habe  ich  eine  allgemeine 
Theorie  der  Reflexion  bei  den  Kegelschnitten  geliefert ,  weil  dieser 
interessante  Gegenstand  bis  jetzt  noch  nicht  so  untersucht  worden 
ist,  als  er  mir  zu  verdienen  scheint,  und  bin  dabei  zu  ganz  allge- 
meinen Formeln  gelangt,  deren  Entwickelung  mir  zugleich  zu  einer, 
wie  ich  glaube ,  bemerken 8 vverthen  Anwendung  der  aus  der  Diffe- 
rentialrechnung bekannten  Regeln  zur  Bestimmung  der  unbestimmt 
zu  sein  scheinenden  Werthe  gebrochener  Functionen  Veranlassung 
gegeben  hat. 

Der  zweite  Theil ,  welcher  schon  bis  zur  Hälfte  gedruckt  ist 
und  jedenfalls  noch  in  diesem  Jahre  erscheinen  wird,  enthält  eine 
ausführliche  Theorie  der  achromatischen  Objective  für  Fernrohre, 
und  zwar  sowohl  zweifacher  als  dreifacher  Objective,  wobei  ich 
es  mir  zum  Gesetz  gemacht  habe ,  mir  nie  —  wie  dies  bisher 
immer,  selbst  bei  Herschel's  Theorie  geschehen  ist  —  eine  Ver- 
nachlässigung der  Dicken  der  Linsen  zu  gestatten.  Alle  Formeln 
sind  so  weit  entwickelt,  dass  sie  eme  unmittelbare  Einführung  der 
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numerischen  Data  gestatten,  und  es  sind  sowohl  alle  bis  jetzt  für 
den  Bau  achromatischer  Ohjective  vorgeschlagenen  Principe,  als 
auch  einige  neue,  für  zweifache  und  dreifache  Ohjective  einer  aus- 
führlichen Untersuchung  unterworfen  worden.  Wenn  auch  jetzt 
dreifache  Objective  nicht  mehr  gebaut  zu  werden  pflegen,  so 
scheinen  mir  dieselben  doch  in  theoretischer  Rücksicht  so  wesent- 
liche Vortheile  darzubieten,  dass  sie  nicht  ohne  genauere  Unter- 
suchung geradezu  verworfen  werden  dürfen.  Auch  ist  ja  bekannt 
«renug,  dass  ein  so  geschickter  Künstler  wie  Peter  üollond  sich 
besonders  günstige  Wirkungen  von  denselben  versprach,  und  nach 
dem  Urtheile  einiger  neueren  geschickten  Optiker  dürfte  in  der 
Tliat  die  grossere  Lichtabsorption ,  welche  man  meistens  gegen 
die  dreifachen  Objective  geltend  zu  machen  pflegt,  doch  nicht  so 
gross  sein,  als  man  sich  gewöhnlich  vorstellt.  Nach  dem  Er- 
scheinen dieses  zweiten  Theils  wird  weiter  über  denselben  berich- 
tet werden. 

Was  die  späteren  Theile  enthalten  werden,  lässt  sich  jetzt 
noch  nicht  mit  völliger  Bestimmtheit  sagen.  Jedoch  denke  ich  in 
dem  dritten  Theile  zunächst  eine  vollständige  kritische  Darstellung 
aller  bekannten  Methoden  zur  Bestimmung  der  Brechungsverhält- 
nisse, welche  jedenfalls  für  die  Praxis  von  der  allergrüssten  Wich- 
tigkeit ist,  wenn  dieselbe  mit  der  Theorie  soll  gleichen  Schritt 
halten  können ,  zu  liefern  und  auch  einiges  Neue  über  diesen  wich- 
tigen Gegenstand  der  Beurtheilung  des  Publikums  vorzuleben. 
Dann  wird  wahrscheinlich  die  Theorie  der  Oculare  und  einiges 
Andere  folgen,  und  endlich  denke  ich  die  ganze  Theorie  der  opti- 
schen Instrumente  aus  weit  allgemeineren  Gesichtspunkten,  als 
dies  überhaupt  bis  jetzt  geschehen  sein  dürfte,  zu  betrachten. 
Nach  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Sachen  kann  man  aber  nach 
meiner  vollkommensten  Ueberzeugung  am  meisten  hoffen,  auch  der 
Praxis  durch  die  Theorie  Einiges  zu  nützen,  wenn  man  die  älte- 
ren, allerdings  an  vielen  Mängeln  leidenden  Theorieen  möglichst 
zu  vervollkommnen  sucht,  welches  auch  der  erste  und  nächtea 
Zweck  gewesen  ist,  welchen  ich  durch  die  Veröffentlichung  dieser 
optischen  Untersuchungen  zu  erreichen  gesucht  habe.  Gr, 


Physik. 


fn  den  Mittheilungen  der  natur forschenden  Gesell- 
schaft zu  Bern.  Nro.  03.  und  04.  findet  man  eine  lesenswerthe 
Abhandlung  über  die  Grenzen,  innerhalb  welcher  baro- 
metrische Hö  henmessuneen  Vertrauen  verdienen,  von 
Herrn  A.  F.  Carl  v.  Fischer. 

Actes  de  la  Socitfte  helv^tique  des  scieoces  natu- 
relles, rlunie  a  Geneve  les  11.,  12.  et  '13.  Aout  1845. 
Trentieme  session.   Geneve.  1840.  8. 

Mit  grossem  Interesse  haben  wir  in  dieser  Sammlung  vorzüg- 
lich den  Discours  prononce"  a  l'ouverture  des  se*ances 
de  la  sociäte'  helvötique  des  sciences  naturelles  a 
Geneve  le  11.  Aout  1846,  par  M.  le  prof.  De  la  Rive, 
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President,  gelesen,  in  welchemHerr  de  la  Rive  eine  zu  allge- 
meinerer Beachtung  zu  empfehlende  zwar  kurze ,  aber  schon  ge- 
schriebene and  lichtvolle  Darstellung  des  gegenwärtigen  Zustande» 
der  Electricitatslehre  und  deren  grosse  Bedeutung  für  die  gesammle 
Naturwissenschaft  giebt. 


Vermischte  Schriften. 


Abhandlungen  bei  Begründung  der  Königlich- 
sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  am  Tage 
der  sweihundertjährigen  Geburtsleier  Leibnizens, 
herausgegeben  von  der  Fürstlich  Jabl  onowskisch  en 
Gesellschaft   Leipzig.  1846.  8.  5  Rthlr. 

Die  Herausgabe  dieser  prachtvoll  ausgestatteten  Schrift  hat, 
wie  der  Titel  sagt,  ihre  nächste  Veranlassung  in  einem  Ereignisse 
gefunden,  welches  bei  allen,  die  sich  mit  der  Cultur  der  Wissen» 
schaften  beschäftigen,  das  lebhafteste  Interesse  erregen  und  deren 
wärmste  Theilnahme  in  Anspruch  nehmen  muss.  Denn  an  Leib- 
nizens Geburtsorte  an  dem  Tage  seiner  zweihundertjährigen  Ge- 
burtsfeier, in  dem  Herzen  Deutschlands  an  einem  Orte,  welcher 
für  das  Gedeihen  der  Wissenschaften  von  jeher  von  jfer  grössten 
Bedeutung  gewesen  ist,  in  einem  stets  auf  der  Bahn  des  wahren 
Fortschritts  begriffenen  Lande ,  der  Wiege  der  Reformation,  unter 
dem  Schutze  einer  der  aufgeklärtesten  Regierungen  Deutschlands, 
eines  derjenigen  Institute  entstehen  zu  sehen,  welche  der  grosse 
Mann  selbst  fortwährend  für  die  kräftigsten  Beförderungsmittel 
der  Wissenschaften  gehalten  und  stets  als  solche  vorzugsweise 
empfohlen  hat,  ist  gewiss,  —  ebenso  wie  die  aus  den  Zeitungen 
vorläufig  bekannt  gewordene  höchst  wichtige  Stiftung  einer  Aka- 
demie der  Wissenschaden  in  Wien ,  für  welche  sich  bekanntlich 
Leibniz  auf  das  Lebhafteste  interessirte  — ,  eine  Begebenheit  von 
wahrhaft  historischer  Bedeutung,  welche  das  Herz  eines  jeden 
Deutschen  mit  dem  wärmsten  Danke  gegen  denjenigen  erfüllen 
muss,  welcher  den  Gedanken  einer  solchen  Stiftung  zuerst  fasste. 

Die  vorliegende  Schrift  ist  ein  in  jeder  Beziehung  würdiges 
Denkmal  dieser  Stiftung  und  enthält  die  folgenden  in  das  Gebiet 
der  Mathematik  und  Physik  einschlagenden  Abhandlungen,  für 
deren  Trefflichkeit  sämmtlich  die  Namen  ihrer  Verfasser  voll-» 
ständig  bürgen: 

Ueber  eine  neue  Behandlungsweise  der  analytischen  Sphärik. 
Von  A.  F.  Möbius. 

Ueber  die  mathematische  Bestimmung  der  musikalischen  In- 
tervalle.  Von  M.  W.  Drobisch. 

Ueber  die  Schwingungen  der  Saiten.    Von  A.  Seebeck. 

Ueber  die  Spiralen  der  Conchylien.  Von  C.  F.  Naumann. 
(Auch  diese  Abhandlung  bietet  ein  mathematisches  Interesse  in 
mehrfacher  Beziehung  dar.) 

Elektrische  Versuche.   Von  F.  Reich. 

Elektrodynamische  Maass  bestimmun  gen.  Von  Wilhelm  Weber. 


The  American  Journal  of  «Science  and  Art«.  Con- 
ducted  by  Professor  Sillimau  and  Benjamin  Silliroan. 
(8.  Literar.  Bericht.  Nro.  XXVIII.    S.  424.) 

Vol.  XLIX.  IH45.  Nro.  II.  Art.  L  The  Coaat  Survey  of 
the  United  States.  j>.  ±ÄL  Diese  Darstellung  des  Verlauf«  und 
des  jetzigen  Standes  der  grossen  amerikanischen  Klinten  Vermessung, 
welche  früher  von  dem  verdienten  im  Jahre  1843  verstorbenen 
Hassler  geleitet  wurde,  jetzt  unter  der  trefflichen  Leitung  des 
Herrn  Dr.  Bache  steht,  wird  das  Interesse  eines  jeden  Lesers 
lebhaft  in  Anspruch  nehmen.  —  IV.  Meteorologien!  Observation» 
rande  at  Hudson,  Ohio,  during  the  years  1841,  ^  ä  ad  4,  with  a 
summary  for  seven  years:  by  Pro!.  Elias  Lomis.  p.  260.  — 
VI.  Description  of  the  Solar  Index,  a  new  maenetical  Instrument; 
by  Mars  hall  Conant.  n.  3QL  —  VII.  A  Report  to  the  Navy 
Departement  of  the  Unitea  States  on  American  Coals,  applicable 
to  Steam  Navigation  and  to  other  purposes ;  by  Prof.  Walter  R. 
Johnson,  p.  310.  —  Vielfache  literarische  Notizen  und  Miscel- 
len  beschließen  wie  gewöhnlich  auch  diese  Nommer. 


Um  deu  hier  noch  übrigen  Raum  zu  benutzen,  theilen  wir 
folgende  Johann  H  ein  rieh  Lambert  betreffende  Stelle  aus 
den  oben  erwähnten  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathe- 
matik in  der  Schweiz  von  Herrn  R.  Wolf  in  Bern  in 
den  Mittli  ei  hingen  der  natur  forsch  enden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  54,  und  5SL  S.  131.  mit.  Herr  Wolf  sagt  nämlich: 
.^Hingegen  mögen  zu  näherer  Kenntniss  des  Characters  eines  Man- 
nes, der  sich  selbst,  ohne  unbescheiden  zu  sein,  an  die  Seite  von 
Euler,  d'Alembert  und  Lagrange  setzen  durfte,  folgende  Verse 
rnitgetheilt  werden,  welche  er*)  seinem  Freunde  und  Correspon- 
denten2),  Herrn  Oberbuchhalter  Ludwig  Oberreit  in  Dresden,  ins 
Stammbuch  schrieb: 

Xicht  Jeder,  den  mit  mir  Gesellschaft,  Last  und  Wein  verbrüdert,  — 

Nein,  wer  an  mir  was  Gutes  siebt. 

Das  ihn  nach  meinem  Umgang  zieht,  % 

L'nd  meine  Redlichkeit  mit  gleicher  Treu  erwiedert,  — 

Der  nicht  aus  Eigensinn 

Und  Argwohn  Alles  «traft,  was  sich  noch  wohl  geziemet,  — 
Der  mich  hei  Andern  mehr  als  hei  mir  selber  rühmet, 
Und  mir  allein  entdeckt,  worin  ich  strafbar  hin, 
Der  mein  Vergehn  mehr  bessert  als  verlachet,  — 
Der  stets  so  redet  wie  ers  raeint 

Und  den  sein  Glück  nicht  stolz,  noch  meines  neidisch  machet, 
Wisst,  Freunde,  der  nur  ist  mein  Freund/4 


In  der  nämlichen  Schrift  Nr.  5£L  und  (KL  S.  liL  hat  derselbe 
Herr  Verfasser  die  folgende  Genealogie  der  in  der  Mathematik 
so  berühmten  Familie  Bernoulli  miti^etheilt,  zu  welcher  er  von 
Herrn  Prof.  Christoph  Bernoulli  in  Basel,  Sohn  Daniel  II, 
1839  das  Gerippe  erhielt:  Jacob  Bernoulli  (1598 — 1634),  ein  Häuf- 


ig Siehe  die  Mscr.  des  sei.  Schanzenherr  Fecr  in  Zürich. 

2}  Siehe  Lamberts  deutschen  gelehrten  Briefwechsel.  II.  366,  u.  f. 
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mann  aus  einem  angesehenen  Geschlechte  Antwerpens,  das  sich 
Albas  Keli^ionsverrolgungen  durch  die  Flucht  entzog  —  wurde 
1622  in  das  Basel'sche  Bürgerrecht  aufgenommen,  und  von  dessen 
Sohn 

a.  Nicolaus  (16*23  —  1708),  Rathsherr  in  Basel, 
mögen  folgende  Nachkommen  aufgeführt  werden: 

b.  Jacob  I  (1654 — 1705),  Sohn  von  n,  Professor  der  Mathe- 
thematik in  Basel,  Erfinder  der  logarithmischen  Spirale,  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  etc.  und  Lehrer  Johannes  I 
und  Nicolaus  I.  (Siehe  s.  Eloge  in  den  Mim.  de  Puris. 
A.  1705.) 

c.  Nicolaus,  Maler,  Sohn  von  tu 

d.  Johannes  /  ( 1667 — 1748),  Sohn  von  a,  Professor  der  Ma- 
thematik in  Groningen  und  Basel,  Lehrer  von  Hospital,  Eu- 
ler, etc.,  erster  Bearbeiter  der  Exponentialgrossen,  etc., 
Correspondent  und  Vertheidiger  von  Leihniz.  (Siehe  s. 
Eloge  in  den  Mein,  de  Paris.  A.  1748.  und  Mem.  de  Ber- 
lin. A.  1747.) 

e.  Nicolaus  I  (1687 — 1759;,  Sohn  von  c,  Professor  der  Mathe- 
matik in  Padua,  spater  der  Rechte  in  Basel,  Herausgeber 
der  nachgelassenen  Schriften  Jacob  I. 

f.  Nicolaus  11  (1695 — 1726),  Sohn  von  d,  Professor  der  Rechte 
in  Bern,  dann  Akademiker  in  Petersburg.  (Siehe  s.  Eloge 
in  den  Comment.  Acad.  Petrop.  II.) 

g.  Daniel  I  (1700—1782),  Sohn  von  d,  Akademiker  in  Peters- 
hure;, später  Professor  der  Physik  in  Basel,  Verfasser  der 
Hydrodynamik.  (Siehe  s.  Eloge  in  den  Mem.  de  Paris  17&? 
und  Nova  Acta  Helvetica  /.) 

h.  Jahannes  II  (1710  —  1790),  Sohn  von  rf,  Professor  der  Ma- 
thematik in  Basel. 

?.  Johannes  III  (1744— 1807),  Sohn  von  h,  Director  der  Stern- 
warte in  Berlin  und  später  Director  der  mathematischen 
Classe  der  dortigen  Akademie. 

k.  Daniel  II  (1751  - 1834) ,  Sohn  von  h ,  Professor  der  Physik 
in  Basel. 

/.  Jacob  II  (1759—1789),  Sohn  von  Ä,  Akademiker  in  Peters- 
bürg.  (Siehe  s.  Eloge  in  den  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  VII.) 
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